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1. GIRiS

Evrendeki tiim maddenin sonlu oldugu ve Planck uzunlugu ile Planck zamani gibi
anlamli en kiiclik fiziksel birimlerin varlig1 g6z oniine alindiginda, dogayr modellemek
i¢in sayilabilir olmayan sonsuz bir koordinat sistemine, hatta rasyonel sayilara bile, ger-
cekte ihtiyac olup olmadigi sorgulanabilir olsa da, matematigin sonsuzluga yaklasimi,
doga olaylarin1 neredeyse kusursuz bir dogrulukla agiklayan kuramlarin olusmasina
imkan tanimaistir.

Sembolik mantik baglaminda temel mekanizmalardan biri, A (ve) ve V (veya) gibi
mantiksal baglaglarin sonsuz durumlara genellenmesidir; bu da V (her) ve 3 (en az bir)
gibi tiimel ve tikel niceleyiciler araciligryla gerceklestirilir. Matematigin tiim alanlarinda,
ozellikle de kiime teorisinde faydali olan bu ilerleme, ayn1 zamanda istatistiksel model-
lerde, olasilik kuraminda ve algoritma dogrulamasinda da uygulama alan1 bulmaktadir.

0 (yanlig) ve 1 (dogru) dogruluk degerleri ile ¢alisirken, A ve V islecleri tiim girdi-
lerin istisnasiz 1 olmasini beklerken, V ve 3 islecleri yalnizca bir girdinin 1 olmasini ye-
terli goriir. Ayrica bu araglar, tim girdiler 0 oldugunda sonug olarak 0, tiim girdiler 1
oldugunda ise sonug olarak 1 veren bir tiir idempotentlik 6zelligini tasirlar.

Bulanik mantikta, bu yorumun {0,1} kiimesinden [0,1] araligina genisletilmesi i¢in
birden ¢ok yontem bulunmaktadir. Teorinin ilk asamalarinda, A ve V baglaglarinin dog-
ruluk degerleri genellikle min ve max ikili islemleri ile temsil edilirken, sonsuz durumlar
icin V ve 3 niceleyicileri inf ve sup operatdrleriyle gosterilmistir. Bununla birlikte, bula-
nik mantigin uygulama alanina bagli olarak, [0,1] araliginda kesigsim ve birlesim islemle-
rinin nasil davrandigina dair farkli yorumlar miimkiindiir.

Ornegin, sonlu bir X érneklem kiimesi iizerinde P ve Q acik dnermeleri verilsin. p
degerini, P(x) Onermesini saglayan elemanlarin yiizdesini temsil eden bulanik dogruluk
degeri; q degerini ise Q (x) Onermesini saglayan elemanlarin yiizdesini temsil eden bula-
nik dogruluk degeri olarak diisliniirsek, pg ¢arpimi, hem P(x) hem de Q(x) onermeleri-
nin ayn1 anda dogru olma olasiligina karsilik gelir. Olasiliksal olmayan kesin bir sonug
icinse, elde edilebilecek maksimum olas1 yiizdelik deger min(p, q) iken, her durumda
garanti edilen minimum yiizdelik deger max(p + q — 1, 0) seklindedir. Bu yaklagimlar
sirastyla, f; : [0,1] X [0,1] = [0,1] seklindeki baz1 6zel fonksiyonlar olan t-normlarin su
ti¢ temel Ornegine karsilik gelir: fi(x,y) = xy, fo(x,y) = min(x,y), f3(x,y) =
max(x +y —1,0).



T-normlar, [0,1] araliginda taniml ikili islemler olup, kullanilan bulanik mantik
varyantina mantiksal "ve" isleminin nasil uyarlandigina karar verirler. Bu islemler, birim
elemant 1 olan monoton monoid islemleri olarak ifade edilebilir. T-normlarin dualeri olan
t-konormlar ise mantiksal "veya" islemine karsilik gelir. Bunlar da monoton monoid is-
lemleri olup birim elemanlar1 0’dur.

Uninormlar, t-normlar ile t-konormlar arasindaki boslugu dolduran bir ikili islem
siifini temsil eder. Bu islemler, [0,1] kapal1 araligindaki herhangi bir e elemaninin birim
eleman olarak kullanilmasina imkan taniyarak, t-normlar ile t-konormlar1 ortak bir ¢erge-
vede birlestirir. Uninormlar, belirsiz ya da kismen dogru iki bilginin mantiksal olarak
dengelenmesinin gerektigi durumlarda potansiyel olarak faydalidir. Ancak bu denge hig-
bir zaman tamamen adil degildir. Uninormlar, birlesimsel (conjunctive) ve ayrigimsal
(disjunctive) uninormlar olmak tizere iki ayri alt sinifa ayrilir. Birlesimsel uninormlarin
t-normlara daha yakin oldugu ve bir bakima onlar1 genellestirdigi sdylenebilir. Benzer
sekilde, ayrisimsal uninormlar da t-konormlarla daha yakindan iliskilidir.

Uninormlar; anket sonuglarinin ve veri kiimelerinin yorumlanmasi, kalite kontrolii,
performans degerlendirmeleri, goriintii ve sinyal isleme, risk yonetimi ve karar verme gibi
cesitli alanlarda dogal olarak ortaya ¢ikma potansiyeline sahip araglardir. Bu durum, bu-
lanik mantikta ¢ok yonlii ¢ikarimlar saglayabilmeleri, bulanik kiime teorisinde karma ya-
pili islemlere olanak tanimalar1 ve belirli bir denge noktasinin her iki tarafinda farkl dav-
raniglart modelleyebilmeleri sayesinde miimkiin olur. Bu tiir uygulamalarda genellikle
farkli kategorilere ait iki puan bulunur ve uninormlar bu puanlar birlestirmek i¢in kulla-
nilabilir.

Bununla birlikte, sonsuz sayida ayrik ya da siirekli deger alabilen bir parametrenin,
bagka bir parametrenin her bir olas1 degeri i¢in yorumlanmasini gerektiren durumlarda,
uninormlara benzer olan fakat sonsuz sayida degeri isleyebilecek yetenekte araclar benzer
bir rolii iistlenebilir. Ornegin, tipta hedefe yonelik tedavi ve farmakokinetik modeller gibi
hassas degerlere sahip birden ¢ok parametrenin birlikte yorumlanmasinin gerektigi senar-
yolarda bu tiir durumlar ortaya cikabilir. Ayrica, risk analizinin ¢esitli alanlarinda ve hatta
finansal bazi problemlerde de benzer ihtiyaclar s6z konusu olabilir. Bu olas1 uygulama
alanlar1, uninorm kavramin siirekli veriyi isleyebilecek sekilde daha da gelistirme yo-
niinde motivasyon saglar ve bu ¢alismada temel olarak bu amaca yonelik bir ara¢ 6neril-

mistir. Bunun bazi temel ve agiklayici 6rneklerine de yer verilecektir.



Bu baglamda, sonlu durumdan sonsuz duruma gegis i¢in unimum kavrami Oneril-
mektedir. Buradaki siireg, iki degerli mantikta mantiksal "ve" ve "veya" islemlerinin ev-
rensel ve varolussal niceleyicilere (V ve 3) ylikseltgenmesi ya da bulanik mantigin klasik
yorumunda min ve max islemlerinin inf ve sup niceleyicilerine genellenmesine benze-
mektedir.

Coklu kiimeler tizerinde tanimlanan unimum kavrami, uninormlarin sonsuz duruma
genellestirilmis hali olarak islev goriir ve bu nedenle uninormlardan tiireyen mantiksal
niceleyici olarak diisiiniilebilir. Ayrica, t-normlar ve t-konormlar gibi 6zel durumlar igin
de benzer genellemeler sunar. Bu genellemeleri ileride sirasiyla si-norm ve si-konorm
olarak adlandiracagiz.

Bu baglamda, unimum teorisinde kullanilacak c¢oklu kiimelerin belirli 6zellikleri
kanitlanacak, unimumlarin temel 6rnekleri sunulacak, karsilanmasi beklenen temel 6zel-
likler incelenecek, unimumun uninormlar, si-normlar ve si-konormlarla iligkileri arastiri-
lacaktir. Bu sonuglar yeni bir teoriye ve dolayisiyla yeni bir arastirma alanina kap1 arala-

maktadir.



2. GENEL BIiLGILER

2.1. Uninormlar

Bu alt boliim, uninormlar hakkindaki ¢aligmada yaygin olarak kullanilan bazi kav-
ramlara dikkat ¢ekmeyi ve notasyonu standartlagtirmay1 amaclamaktadir. Konunun ay-
rintil1 incelenmesi i¢in Fodor ve De Baets (2007) ve Fodor ve Yager (1997) kaynaklarina
basvurulabilir.

U, [0,1] tizerinde taniml bir ikili islem olmak tizere ([0, 1], U, <) sirali bir degis-
meli monoid ise U bir uninorm olarak adlandirilir. Bagka bir deyisle bir uninorm,

e Hera,b,c €[0,1]i¢cin U(U(a, b),c) = U(a, U(b, c)).

e Bire € [0,1] elemani vardir, 6yle ki her a € [0,1] i¢in U(a, e) = a.

e Hera,b €[0,1] i¢in U(a,b) = U(b, a).

e Hera,b,c,d€[0,1]i¢in,a<bvec <diseU(a,c)<U(b,d).
ozelliklerine sahip olan bir U : [0, 1] — [0, 1] fonksiyonudur.

Birimi e olan bir uninorm, eger e = 1 ise liggensel norm ya da kisaca t-norm, e = 0
ise licgensel konorm ya da t-konorm olarak adlandirilir.

Bazi bilinen 6rnekler igin notasyonlari sabitliyoruz. T, (%, y) := min(x, y) mini-
mum t-normu olarak bilinir. T,.,4(x,y) := xy ise garpmm t-normudur, Ty, (x,y) :=
max(x + y — 1) Lukasiewicz t-normudur. |-] taban fonksiyonunu ya da diger adiyla tam
deger fonksiyonunu gostermek tizere T 44(x,y) := min(x, y, |[max(x, y)|) ise drastik t-
normdur. Diger yandan, L,.,(x,y) := max(x,y) maksimum t-konormudur.
Loum(x,y) := x + y — xy olasiliksal toplam olarak bilinen t-konormdur. Ly, (x,y) :=
min(x + y, 1) simrlandirilmis toplam t-konormudur. [-] tavan fonksiyonunu gostermek

tizere L 4,-q(x,y) := max(x, y, [min(x, y)]) ise drastik t-konorm olarak bilinir.

Onerme 2.1. (Fodor ve Yager, 1997) [0,1] iizerindeki her U uninormu i¢in U(0,1) €
{0,1} dir.

Bu 6nerme, uninormlarin tam olarak iki ayrik sinifa ayrilabilecegini gosterir. Eger
U(0,1) = 0 ise U birlesimsel olarak adlandirilir; eger U(0, 1) = 1 ise U ayrisimsal olarak

adlandirilir.



Her U uninormu i¢in, U(x,y) =1—-U(1 —x,1—7y) ile tammh U : [0,1] X
[0,1] — [0,1] fonksiyonunun da bir uninorm oldugu bilinmektedir ve bu durumda
U’nun birlesimsel olmasi i¢in gerek ve yeter sart, U nin ayrisimsal olmasidir.

Bilesimsel ya da ayrisimsal olsun, herhangi bir uninorm i¢in U(0, 1) degeri her za-

man asagida belirtildigi gibi bir yutan eleman olarak davranir.

Onerme 2.2. (Fodor ve De Baets, 2007) [0,1] iizerindeki her U uninormu ve her x €

[0,1] i¢in U(U(0,1), x) = U(0,1)’dir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Coklu Kiimeler

Bu alt boliimde, yalnizca ¢oklu kiimelerle ilgili baz1 gerekli tanimlar verilmis ve
calismanin amaci dogrultusunda yeni tanimlar ve dnermeler de eklenmistir. Coklu kiime-
ler lizerine daha ayrintili bir tartisma i¢in Miyamoto (2000) ve Yager (1986) kaynaklarina
bagvurulabilir.

Bir ¢oklu kiime, elemanlarin birden fazla kez bulunabildigi bir kiime genellemesi
olarak diisiiniilebilir.

X, evren olarak kabul edilen sabit bir kiime olsun. Bir A ¢oklu kiimesi A : X — N
seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir. Bu durumda, X’in her A alt kiimesi de

1,x € Aise
A(x) = {O,x ¢ Aise

seklinde tanimli bir A ¢oklu kiimesi olarak ele alinabilir. X in biitlin alt kiimelerinin ailesi
P(X) ile gosterilirken, X ilizerindeki biitiin ¢oklu kiimelerin ailesi M (X) ile gosterilir.
Ayrica, A’nin X lizerinde bir ¢oklu kiime oldugunu belirtmek i¢in A € X notasyonu kul-
lanilir. Boylece,
ACX: o AeMX)

yazilabilir. Verilen herhangi A, B € X coklu kiimeleri i¢in, kesisim, birlesim, toplama ve
¢ikarma islemleri,

(A N B)(x) = min{cA(x), B(x)}

(A U B)(x) = max{A(x),B(x)}

(A D B)(x) = A(x) + B(x)

(A © B)(x) = max{A(x) —B(x),0}
seklinde tanimlanir.

Gosterimi netlestirmek i¢in, 6rnegin X = {a, b, ¢} kiimesi ele alinsin ve A ile B
¢oklu kiimeleri A(a) = A(b) = 2, A(c) =0, B(a) =3 veB(b) = B(c) =1 olacak
sekilde tanimlansin. Bu durumda A = [a, a, b, b], B = [a, a,a, b, c] olarak yazilir ve
ANB=1[aab], AUB=1[a,a,a,b,b,cl]l, ADB=][aaaaab,b,b,cl], AS
B = [[b] ve BB A = [a,c] olur.

Bir ¢oklu kiime yalnizca sonlu dogal sayilar1 deger olarak kabul ettiginden, keyfi
toplamlar her zaman tanimli degildir. Ancak, bir A € X, eger her x € X i¢in A(x) =
Yier A (x) esitligi varsa A = @¢; A; yazlir.

Bir ¢oklu kiimenin destegi,



A:{x€eX:Ax) >0}
seklinde tanimlanan kiimedir. Diger yandan, X iizerindeki herhangi bir A ¢oklu kiimesi
i¢in, A’nin temsili A X N’nin
A={(x,n):x€X,n€Nnn<AX)}
alt kiimesi olarak tanimlanir. Bu tanimlara gore, 6rnegin eger X = Z, A = [4,7,7,7,9,9]
ise, A = {4,7,9} ve A = {(4,0),(7,0), (7,1), (7,2), (9,0), (9,1)} olur.

Bir A ¢oklu kiimesinin kardinalitesi #(A) ile gosterilir ve A temsil kiimesinin kar-
dinalitesine esit olacak sekilde tamimlanir. Ornegin, yukarida verilen A = [4,7,7,7,9,9]
¢oklu kiimesi i¢in #(A) = 6’dir. Kardinalitesi sonlu olan bir ¢oklu kiimenin sonlu ol-
dugu sdylenir. Buna gore bir ¢oklu kiimenin sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart temsi-
linin sonlu olmasi; bunun i¢in gerek ve yeter sart ise desteginin sonlu olmasidir.

Bir X kiimesi {izerinde A ve B gibi iki ¢coklu kiime, her x € X i¢in A(x) < B(x)
olmasini sagliyorsa, <A ’ya B’nin bir alt ¢oklu kiimesi denir ve bu durumda A < B yazilir.

Simdi ¢oklu kiimelerin fonksiyonlar altinda goriintiilerini ve 6n goriintiilerini tarti-
sacagiz. X ve Y kiimeler olsun ve bir f : X — Y fonksiyonunun verildigini varsayalim.
A € X ve B € Y verilsin. Bu durumda B’nin f altindaki 6n goriintiisii olan f ~1[B] ¢oklu
kiimesi, her x € X i¢in B’de f(x)’in kag tane kopyasi varsa x’in o kadar kopyasi eklene-
rek olusturulur. Bu durumda, f~2[B](x) = B(f(x)) esitligi her x € X i¢in gegerlidir. On
goriintiilerdeki durumun aksine, goriintii kiimelerinin en genel ¢ercevede tanimlanmasi
problemlidir, ¢linkii bir A ¢oklu kiimesinin desteginin fonksiyon altindaki goriintiisiinde
yer alan herhangi bir y € Y elemanina, X kiimesinden sonsuz sayida eleman gidiyor ola-
bilir ve bu da y’nin tekrar sayisini sonlu sayilarin 6tesine tasiyarak, elde edilen yapinin
coklu kiime tanimina uymasina engel olabilir. Ancak, eger fonksiyon birebirse, ya da
sonlu zayif birebirlik adin1 verecegimiz “her y € Y icin f~1[{y}] sonlu bir kiimedir” sar-
tin1 sagliyorsa bu durumda goriintii beklenecegi lizere A’da x elemanlarinin her bir kop-
yasi i¢in, f[A]’ya birer tane f(x) kopyasi eklenerek tanimlanabilir, yani her y €
Y igin, f[A](y) = X{A(x) : f(x) = y} olur ve f’in sonlu zay1f birebir olmasi, bu top-
lamin sonlu olmasin1 garanti eder.

Bundan sonra, 6zellikle [0,1] birim kapal1 aralig1 tizerindeki ¢coklu kiimelere odak-
lanilacak ve M ([0,1]) yerine kisaca M'[0,1] yazilacaktir. Asagidaki ozellikler, verilen
A, B,C € [0,1] ¢coklu kiimeleri i¢in, metin boyunca kullanilacak olup, gozlemlenmeleri
oldukga kolaydir.

o APB=AUB




e A=(ANB)D (A (ANB))
o CCADPBiseCOS(CNA)CB
M[0,1] iizerinde, her A, B € [0,1] i¢in
A < B < I birebirorten f : A — B, (f(x,n) = (y,m) = x < y)
seklinde bir < kismi siralamasi tanimlanir.
Bu ¢aligmada, f(x,n) = (y,m) = x <y kosulunu saglayan fonksiyonlar yari
yiikselen olarak adlandirilacaktir. Dolayisiyla, A < B olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A’dan B’ya en az bir yari yiikselen birebir 6rten fonksiyonun bulunmasidir.

Omegin, A = [E,i,%,%]] ve B = [E,%,%,%]] coklu kiimeleri verildiginde, bunlarin

emsites A= {(20).(£1),(.0) (.0)) e 3= ((2.0).(0.0). (). (2]

seklinde olur ve bu durumda, f(%,O) = (2,2), f (%, 1) = G,O), f (S,O) = (E'O) ve

f (g, 0) = (g, 1) ile tanimlanan f : A — B birebir ve orten fonksiyonunun, f(x,n) =

(y,m) = x < y Onermesini sagladigin1 gormek kolaydir. Dolayisiyla f yar1 ytlikselen-
dir. Boyle bir fonksiyonun varligi A < B oldugu anlamina gelir. Burada f’in miimkiin
olan tek se¢cim olmadig1 ve bu sart1 saglayan baska fonksiyonlarin da bulundugu gozle-
nebilir.

[0,1] tizerindeki sonlu bir 7 = [x4, x5, ... X,] ¢coklu kiimesi i¢in x; + x, + - + x,
sonlu toplam }; 7 ile gosterilirken, x;x, ... x,, sonlu ¢arpimi da [[7 ile gosterilir. Daha
genel olarak, herhangi bir A € [0,1] ¢oklu kiimesi i¢in, sonsuz olmast da miimkiin olan
Y A degeri ). A =sup{).J : 7 c A,T sonlu} seklinde tanimlanirken, [] A ¢arpimi ise
[TA =inf{][7 : 7 € A, J sonlu} seklinde tanimlanir.

Bu toplamlar ve ¢arpimlar tanim geregi her zaman )} A € [0, 0] ve [[A € [0,1]
olmasin1 saglarlar. Ozellikle ¥, @ = 0 ve [][® = 1 oldugu kabul edilmektedir. Toplam ve

carpimlarin elemanlarin her bir tekrarini ayr1 ayr1 ele alinmasi gerektigine dikkat edilme-

lidir. Ornegin, %[0.1,0.6,0.6] = 1.3, [1[0.1,0.6,0.6] = 0.036, X[ 3,5.5....| = o0

ve Y, H
lim1 ¢arpimin degerini kiigiiltse de, sonlu olmayan bir ¢oklu kiimenin ¢arpiminin 0’dan

farklt olabilecegine dikkat edilmelidir. Ornegin [][27%,27%/4,271/9,271/16 | ] =

1 1 1

T3 ]] = 0 olur. Her ne kadar [0,1] araliginda 1 digindaki sayilarin her kati-

2-7/6 + 0°dur.

Lemma 3.2. [[(A @® B) = ([[A) - ([IB) ve X(A D B) = (X A) + (X B) dir.
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Ispat. [[(A @ B) =([[A) - ([IB) esitligini ispatlayacagiz. Y.(A @ B) = (X A) +
(X B) esitligi de benzer sekilde gozlemlenebilir.

co € {I[7:3 € AP B,J sonlu} oldugu varsayilsin. Bu durumda, []J, = ¢, ola-
cak sekilde bir J, € A @ B sonlu ¢oklu kiimesi vardir. 7, = Iy N A ve I, =Ty © J; ol-
sun. Bu durumda J; € A, 7, € B sonludur ve 7, = J; @ 7, olur. Buradan da [[7, =
(IT17) - (I17,) elde edilir.

Simdi [[J;, = ¢; ve [17, = ¢, diyelim. Bu, ¢; € {[[7 : 7 < A, T sonlu} ve ¢, €
{I17 : 7 € B, 7 sonlu} oldugu anlamina gelir. Bu nedenle [[ A < ¢, ve [ B < ¢, dir, bu
da ([TA) - (IIB) < ci¢; = ¢y sonucunu verir.

Sonug olarak, ([TA) - (IIB) < ¢y olur ve bu durum her ¢y € {[[7: 7 € A D B,

J sonlu} i¢in gegerlidir, boylece

(Hﬂ)-(HB) s{ﬂy 1ICADB,I sonlu}zn(cﬂ@B)

elde edilir.

Simdi, ¢; € {[[7:J < A,I sonlu}vec, € {][7:7 c B,I sonlu} olsun. A C J,,
B cJ,,c; =117, ve c, =[]7, olacak sekilde J; ve J, sonlu ¢coklu kiimeleri segelim. Bu
durumda 7, @ J, € A @ B sonlu bir ¢oklu kiimedir ve [[(J; @ T,) = c;¢,’dir. Bu,
ci1¢; €{[]7: I € A @D B,J sonlu} oldugu anlamina gelir. Benzer sekilde, infimum ali-
narak [[(A @ B) < (IIA) - (II B) oldugu goriiliir. m

Verilen bir A € [0,1] ¢oklu kiimesi i¢in, A € [0,1] coklu kiimesi su sekilde tanim-
lanir:
A(x) == A(1 —x).

Bu ¢oklu kiime agagidaki 6zellikleri saglar.

Onerme 3.3. A bir ¢oklu kiime olsun. Bu durumda,
a) A D B =A@ Bdir,
b) Eger A < Bise B < A’dur.

Ispat. a) Her x € [0,1] icin
(ABB)X) =(ADB)(1—x) =A1—x) +B(1l—x) =Ax) +B(x)
= (AP B)(x)



olur.

b)C-ﬁ\) = {(1 —x,n): (x,n) € a‘i} kiimesini ele alalm. Bu durumda, f, : A —
(’0-4\) , fa(x,n) = (1 — x,n) ile tanimlanan fonksiyon birebir drtendir ve B igin de benzer
bir fg : B - Tﬁ\) birebir drten fonksiyonu vardir.

A < B oldugundan, A’dan B’ye yari-yiikselen birebir 6rten bir f fonksiyon vardir.
Bu durumda f(x,n) = (y,m) olmasi her zaman x < y olmasin1 gerektirir. Dolayistyla
faof tofzt: @ — Ci\) fonksiyonu da birebir 6rten olur ve iistelik her (x,n) €
@7 icin, (1—x,n) €B ve f'(1 —x,n) € Adir. f~1(1 —x,n) = (y,m) dersek,
(1-ym)e€ C‘i\) olur ve boylece

(Faefrefa)om) = (Fae fHA-x1) = fulm) =1 = y,m)

bulunur. f(y,m) = (1 — x,n) oldugu i¢in, A < B ile y < 1 — x elde ederiz. Ancak bu
ayn1 zamanda x < 1 — y anlamumna gelir ve f; o f ™ o fz* (x,n) ifadesi x < 1 — y anla-

mina gelir. Dolayistyla B < A sonucuna ulasiriz.

Onerme 3.4. f : [0,1] — R fonksiyonu sonlu zayif birebir ve A, B € [0,1] olsun.
a)  f[A@B] = f[A] D f[BI].
b)  Eger f artan bir fonksiyon ise, A < B durumu f[A] < f[B] anlamina gelir.

Ispat. a) f sonlu zayif birebir oldugundan, goriintiiler tanimlidir ve her y € R igin
FIADBID) = D {ADBIX) : f() =y} = ) (AR +B@): f() = )

= L{A@) : f(x) = y}+ X{BO): f(x) =y}

= flAI) + f[BIW) = (f[A] @ f[BD ).

b) Eger A < B ise, yari-yiikselen bir birebir érten g : A — B fonksiyonu vardir.
f’in sonlu zay1f birebirliginden dolay1, {x € X : f(x) = y} kiimeleri her y € Y i¢in son-
ludur. y € f[A] ve 1 <i<n-—1igin, x; < x;,, olmak iizere AN{x €EX: f(x) =
y} = {x1,...,%,} olsun. Eger (x1,0),..., (x5, k1), ereves (X0, 0),..., (Xn, kp) € A, ise
bu durumda (y,1),..., (v, k; + - +k,) € f[A] olur. Bu durumda, h fonksiyonunu su
sekilde tanimliyoruz: h(x4,0) = (y,0),...,h(x1, k1) = V. k1),evvreo, h(x,,0) =
kg + +ky,—1+ 1),...,h(xp k) = (v,k; +- +k,). Bu yontemle, A —

f[A] birebir 6rten bir h fonksiyonu tanimlanir. Benzer sekilde, B — f[B] birebir 6rten
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bir h fonksiyonu da tanimlanir. Bu durumda, k o g o h™1 : f[cA] — f[B] de bir birebir
orten fonksiyon olur.

Varsayalm ki (ko goh™)(y,p) = (y',q) olsun. h™1(y,p) = (xn,pn) ve
k=1(v',q) = (x'x, qx) diyelim. O zaman g(xp, pr) = (x'x, qx) olur. g yari-yiikselen ol-
dugundan, bu x;, < x'; anlamina gelir. Fakat h ve k tamimlarindan, f(x,) =y ve
f(x) = ¥’ elde ederiz, ve f artan oldugundan, y < y’ olur. Bunedenle, k o g o h™1 yari-
yiikselendir, bu ylizden f[A] < f[B] olur. m
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Unimumlar

v : M[0,1] — [0,1] bir fonksiyon olsun. Basitlik adina, [0,1] iizerinde sonlu bir
[x1,x9,...,x,] coklu kiimesi verildiginde, v([x1,%5,...,x,]) yazmak yerine
v(x4, X5, ..., xy) seklindeki daha basit gosterimi kullaniyoruz. Eger v, her A, B € [0,1]
vea € [0,1] i¢in,

(U1) v(A D B) =v(v(A),u(B))

(U2) A<B=v(A) <v(B)

(U3) Fe€[0,1],Va €[0,1], v(a,e) =a

kosullar1 saglaniyorsa, bu fonksiyon [0,1] {izerinde bir unimum olarak adlandirilir.

Tanim 4.1, unimalarin genel bir degismelilikten yararlandigini gosterir, ¢iinkii bir
v unimum, ¢oklu kiimelerin bir fonksiyonudur ve ¢oklu kiimeler elemanlarin sirasin1 ayirt
etmez. (U1) 6zeligi bir tiir birlesmelilige karsilik gelir, (U2) v {izerinde bir tiir monoton-
lugu anlatir, (U3) ise bir birim veya etkisiz elemanin varligina karsilik gelir.

T-normlar ve t-konormlar uninormlarin 6zel siniflarini olusturdugu gibi, biz de uni-
mumlar igin benzer iki 6zel simif tanimlayacagiz. Uggenlerin yiiksek boyutlu benzerleri
simpleks olarak adlandirildigindan, bu fonksiyonlar1 adlandirmak i¢in simpleks kavra-
min1 kullaniyoruz, ancak literatiirde “s-norm” terimi bagka baglamlarda (genellikle bir t-
konorm anlaminda) kullanildigindan, karigiklig1 dnlemek amaciyla kisaltmanin ilk iki

harfini kullanmay tercih ediyoruz.

Tamm 4.2. Birim eleman1 e = 1 olan bir unimuma simpleks normu veya si-norm, ve

birim elemani e = 0 olan bir unimuma simpleks konormu veya si-konorm denir.

Bu aksiyomlarin uninormlarla olan iligkilerine dalmadan 6nce, birkag 6nemli 6r-

nege bir goz atalim.

Ornek 4.3. gy : M'[0,1] — [0,1], 6ine(A) = inf A fonksiyonu bir si-normdur.
(U1) su sekilde gozlemlenir:
Oinf(A D B) =infAPB =infAUB
= min{inf A, inf B} = min{oi,s(A), Gins(B)}
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= inf {ojnf(A), 0inf(B)} = Oint(Gint(A), Oint(B)).
(U2) icin, A < B oldugunu varsayalim. b € B olsun. O halde B(b) = 1’dir. A <

B oldugundan, (x,n) € A igin f(x,n) = (y, m) olmasi durumunda x < y anlamina ge-
len bir birebir 6rten fonksiyon f : A — B vardir. Ozellikle, (b, 0) B i¢inde oldugundan
f orten oldugu icin (a,n) € A, f(a,n) = (b,0) olacaktir. Bu durum a < b ve a € A
anlamina gelir. Sonug olarak, b € B i¢in her zaman a € A olacak sekilde a < b vardir.
Bu da inf A < inf B yani i,¢(A) < 0j,¢(B) sonucunu verir.

Son olarak, (U3) ojys(a, 1) = inf {a, 1} = a olmasindan goriiliir.

Ornek 4.4. Ssup * M[0,1] — [0,1], ¢sup(A) = sup A fonksiyonunun bir si-konorm ol-
dugu, Ornek 4.3 tekine benzer sekilde goriilebilir.

Ornek 4.5. Oprod * M[0,1] — [0,1], 0proa(A) = [ A fonksiyonu da bir si-normdur.
Bu direkt olarak goriilemeyebileceginden dolay1 detaylar1 kisaca tartisiyoruz.

Ul) Lemma 3.2’ten [[(A @ B) =([1A) - (IIB) oldugunu biliyoruz ve bu tam
olarak gyroq(A D B) = aprod(aprod (A), Oprod (B)) anlamina gelir.

U2) A < B oldugunu varsayalim ve bir yari-artan birebir drten fonksiyon f : A —
B diisiinelim. Bu durumda, 7 = {(x1, 1), (x2,13)..., (xx, 1)} seklindeki her sonlu alt
coklu kiime 7 = [[xq, X3,..., X ] € A i¢in

fI1 = {1, M), @2 mp)...., (ko my)} € B

olur ve tim 1 < i < k igin (y;, m;) = f(x;,n;)’dir. Bu durumda J = [y, y2,..., V] C
Bvetim1l < i < k i¢in x; <y; oldugu i¢in [[J < [[J olur. Tiim sonlu alt ¢oklu
kiimeler iizerinde infimum alindiginda, bu [[A < [ B, yani 0pr04(A) < Oprod(B) so-

nucunu verir.

U3) a € [0,1] igin, oproq(a, 1) =a-1 = a.

Ornek 4.6. ¢, : M'[0,1] — [0,1], ¢Lux = min{1, Y A} [0,1] iizerinde bir si-konormdur.
Ul) Iki durumu ele alalim: (X A) + (X B) <1ve (X A)+ (X B) > 1. Lemma
3.2’e gore X.(A D B) = (X A) + (X B) oldugunu zaten biliyoruz. (X A) + (X B) <1
esitsizligi ¢y (A D B) =L(ADB) = X A) + (X B)
= Guk(A) + tur(B) = Sruk(Seur(A), SLuk(B))
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seklinde bir sonug verir. Diger yandan, (3} A) + O B) > 1 ise, ¢Ly(A P B) =1 ve
ayrica  Gpuk(Sruk(A), uk(B)) = min{l, min{1, Y A} + min{1, Y B}} =
min{l, min{2,1+Y>A,1+YB,Y>A+YB}}=1.

U2) Kolayca gozlemlenir. A < B oldugunda A’dan segilen her eleman dizisi
ay, a,, ..., 4, i¢in, ayn1 sayida eleman B’den se¢ilen by, by, ..., byvardir ve tim 1 < i <
nigin a; < b; gecerlidir.

U3) ¢ruk(a, 0) = min{1, }:{a}} = min{1, a} = a.

Ornek 4.7. 04, : M[0,1] — [0,1] fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

1, eger A(x) =0isex € [0,1)'de
Ogra(A) =1 xp,e8er A(xy) =1veA(x) =0isex € [0,1)\{x,}
0, diger durumlar

Bu fonksiyon [0, 1] iizerinde bir si-normdur.

Ul) Eger A(x) = 0ise x € [0,1) i¢in, A yalnizca sinirl sayida 1’den olusur ve su
durumu goézlemleriz: 043 (A D B) = 0g4ra(B) tim B ile ilgili ti¢ durum igin ve ayrica
Odra( Odra(A), 04ra(B)) = 0dra(1, 04ra(B)) = 04ra(B). Bu nedenle, esitlik elde edilir
ve ilk durumu elemis oluruz.

Eger A(xy) = 1 ve A(x) = 0ise x € [0,1)\{x,} = 1’¢ esit degilse (aksi takdirde
bu durum birinci durumla 6rtiisiir), diger ¢coklu kiime B i¢in iki durumu ele alalim. Eger
B(xg) =1veB(x) = 0ise x € [0,1)\{x0}, (A D B)(x,)=2 ve bu iiglincii duruma kar-
stk gelir, yani 0gpa(A @ B) = 0olur ve boylece 04ra( Tgra(A), Ogra(B)) =
0dra(X0, x0) = 0 = 0gra(A D B).

Diger yandan, B(y,) = 1 ve B(x) = 0ise x € [0,1)\{x,}, burada 1 # y, # x,, 0 zaman
A @ B en az iki farkli olmayan elemana sahip olacak, bu durumda a4,,(A @ B) = 0
olur ve yine 04ra( 0gra(A), gra(B)) = 0gra (%0, ¥0) = 0.

Eger A ve B ¢oklu kiimelerinden biri ilk iki duruma diismiiyorsa, A @ B de bu
durumda olmayacaktir. Bu nedenle, o (A @ B) = 0 ve ayrica 04y, (Ogra(A), 04ra(B)) =
0 olacaktir, ciinkii en az birinin degeri sifirdir.

U2) A < B oldugunu varsayalim. Eger g4, (A) = 0 ya da 64.,(B) = 1, 0 zaman
acikca gy (A) < 04ra(B) olur. Eger agp,(A) = 1 ise, A yalmizca 1’lerden olusur ve
bir yari-artan birebir 6rten fonksiyon f : A — B’nin varlig1 B nin de yalmzca 1’lerden
olusmasini zorunlu kilar, bu durumda og4,,(B) = 1 olur. Son olarak, g4.4(A) = x, &

{0,1} durumunda, A ¢oklu kiimesi A = [[xg, 1,1,...1] bigimindedir. Ancak, bir yari-
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artan birebir orten fonksiyonun varligi, B’nin de B = [y, 1,1,...1] bigiminde olmasini
gerektirir ve xo < y, olur. Bunedenle 04,,(A4) = xo < Yo = 04ra(B) sonucunu gikaririz.

U3) g4ra(a, 1) = a tim a € [0,1] i¢in hemen goriiliir.

Ornek 4.8.v : M[0,1] — [0,1] fonksiyonu
(supﬁ, eger) + A € E,l]

v(A) = é, eger A =0

infA, diger durumlar
seklinde tanimlanir.
Bu bir unimumdur, ancak ne bir si-norm ne de bir si-konormdur, birim elemani e = é’tﬁr.
Ul) Hem v(A) = infA hem de v(B) = infB ya da her ikisi i¢in de v(A) =
supA ve v(B) = supB oldugunda, A P B’nin degeri benzer sekilde belirlenir (sirasiyla
infimum veya supremum ile) ve v(A @ B) = v (v(A),v(B)) esitligi, 1. veya 2. Srnek-
teki gibi elde edilir.

Eger A ya da B bos coklu kiime ise, esitlik yine aciktir, ¢iinkii sup A > % Ae
E, 1] olan bos olmayan c¢oklu kiimeler i¢in ve inf A < é iclingli duruma uyan ¢oklu

kiimeler i¢in gegerlidir. Son olarak, eger @ # A € [%, 1] ancak B ii¢lincii duruma uy-
gunsa, A @ B de lglincii duruma uyar. Bu nedenle v(A @ B) =inf AUB =infB
elde edilir, ¢linkii B, %’ten kiigtik en az bir eleman igerir, ancak A i¢cermez. inf B < g <
sup A oldugundan, ayni zamanda v(v(A),v(B)) = v(sup A, inf B) = inf{sup A,
inf B} = inf B, bu da istenen esitligi saglar.

U2) Ornek 4.3 ve Ornek 4.4’teki esitsizlikleri ele alirsak, eger kiimeler ayni1 duruma
denk geliyorsa, A < B oldugunda v(A) < v(B) saglanir. En az bir yari-artan birebir
orten fonksiyonun bulunmasi gerektiginden, A\script < B’nin gerceklesebilecegi tek
diger durum, B’nin birinci duruma uymasi, A nin ise li¢clincli duruma uymasidir. Bu du-
rumda da, v(A) < v(B) dogrudan elde edilir.

o 1 . 1 . 1 o 1 . 1
U3) Eger a<§ ise, v(a,g) =1nf{a,§}=a; ve eger aZE 1se, v(a,g) =

sup {a,é} =a.
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Ornek 4.9. Bir binanin, yer alt1 hari¢ herhangi bir yonden gelebilecek tehditlere maruz
kalabilecegi varsayilmaktadir. Gelen tehditlerin tiim olast yonleri, bir X yarimkiiresi {ize-
rindeki noktalarla modellenebilir. Bu yarimkiire tizerindeki her bir x noktast i¢in, x’in
temsil ettigi yonden gelebilecek bir saldirinin olasiligina karsilik gelen ve [0, 1] araliginda
yer alan bir (x) risk seviyesi skoru atanir. Olgiimlerin yeterince hassas oldugu ve yine-
lenen degerlerin elendigi varsayimiyla, X kiimesindeki noktalarin olusturdugu skorlar kii-
mesi (ve dolayisiyla ¢oklu kiimesi) R = {r(x) : x € X} olsun.

Eger elde edilen risk haritasi, R kiimesinin [0, 0.01] arali§inin bir alt (¢oklu) kiimesi
oldugunu gosteriyorsa, bu durum 6nemli bir tehdit beklentisinin olmadigini ima eder. Bu
durumdan verimli sekilde yararlanmak i¢in, yarimkiire tarafindan tanimlanan yonler ara-
sinda en diisiik tehlike seviyesine dayali bir risk skoru iiretilebilir. Bu skor, binanin bu
diisiik riskli ortamda maksimum verimlilikle ¢alismasini ve islev gérmesini saglamak
amaciyla kullanilabilir.

Diger senaryolarda, herhangi bir yonde tehlike seviyesi tolere edilebilir esigin tlize-
rine ¢ikarsa, verimlilik ikincil bir 6neme sahip olur ve 6nleyici tedbirler 6ncelik kazanir.
Bu 6nlemlerin seviyesi, en yiiksek tehlike skoruna sahip yon dikkate alinarak belirlene-
bilir.

Bu yaklasim,

inf A, ©@+Ae€][0,0.01]
v(A) =< 0.01, A=0
supA, diger durumlar

seklinde tanimlanan bir unimum kullanilarak modellenebilir.

Ornek 4.10. Bir grup finansal varligin degeri, zamana bagli bir fonksiyon olarak x(t) =

-1
(logz% + 1) seklinde hesaplanmaktadir. Burada M(t) ve m(t), herhangi bir t

aninda, s6z konusu varligin son 24 saat icindeki maksimum ve minimum degerlerini tem-
sil eder. Zaman parametresi t segilen bir baslangi¢ noktasindan itibaren siirekli olarak
ilerledikge, bu sekilde elde edilen tiim benzersiz x(t) degerlerinin olusturdugu ¢oklu kii-
meye X diyelim. Asagidaki sekilde tanimlanan unimum fonksiyonu goz oniine alinir.

supX, 0=+ X €[0.51]
v(X)=<{ 0.5 X=0
infX, diger durumlar

Bu durumda, v(X), se¢ilen zaman aralig1 i¢inde ilgili finansal varlik i¢in bir skor tiretir.
Eger X coklu kiimesi, 0.5’in altinda en az bir deger igeriyorsa, bu durum varligin

tek bir giin icinde 6nemli dalgalanmalar yasadigini, yani degerinin yarisindan fazlasin
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kaybettigini ya da iki katina ¢iktigini1 gosterir. Bu durum, kisa vadeli islemler i¢in bir risk
uyarisi niteligindedir. Sifira daha yakin degerlerin varlig1 daha ytiksek bir riski igaret eder;
infimum bu gegmisteki en kritik riski skora yansitir.

Ote yandan, bdyle bir ge¢mis yoksa, skor supremum araciliiyla elde edilir. Bu de-
ger 1’e yaklastikca, belirli donemlerde oynakligin son derece diisiik oldugu anlamina gelir
ki, bu durum da potansiyel firsatin diisiik kaldig1 zaman maliyetleri nedeniyle istenmeye-
bilir.

Sonug olarak, 24 saatlik islem planlamalarinda, yardime1 bir strateji olarak skoru
0.5’in iizerinde olan varliklarin dnceliklendirilmesi diisliniilebilir. Eger bu tiir varliklar
yetersizse, skoru 0.5’in altinda olan varliklar da degerlendirilebilir. Her iki durumda da,

skoru 0.5’e en yakin olan varliklara dncelik verilebilir.

Ornek 4.11. Unima kullanilarak bulanik kiimeler ailesi iizerinde genellestirilmis ya da
karma islemler tanimlamak miimkiindiir. Ornegin, asagidaki 6rnek olasiliksal olarak yo-

rumlanabilir:
Un(x) = 2_1/ n* olmak tlizere R tlizerinde tanimli bir {u,(x)},ez+ bulanik kiimeler
ailesi verilsin. gyy,4 si-normuna gore bu ailenin kesisimiyle elde edilen bulanik kiime p

olarak tanimlansin. Bu durumda

[ee] [o's) B ) 1
p(x) = nﬂn(x) = 1_[2 Ynx = 2~ Ln=17%
n=1 n=1

olur ve bu ifade, { Riemann zeta fonksiyonunu gostermek iizere

_ 0, x<1
u(x) = {2—“’0, x>1

seklinde sadelesir. Dolayisiyla, bu bulanik kiimelerin verilen g-norm altindaki kesisimi,
Sekil 4.1°deki grafikte kirmiziyla gosterilen egriye karsilik gelir. Bu yaklasim, infimum
kullanilarak hesaplanan klasik kesisimle elde edilenden farkli bir kiime saglar. Bu durum

asagidaki cizelgede 4 ondalik hassasiyetiyle birka¢ drnek deger lizerinden gosterilmistir.

Cizelge 4.1. Ornek 4.11 baglaminda bazi bulanik kiimelerin aldig1 cesitli degerler

X | u(x) | pe(x) | p3(x) | me(x) | ps(x) |infp; (x) | p(x)
1] 05 | 025 | 0,125 |0,0625]0,0313 0 0
0] 05 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0
1] 0,5 [0,7071]0,7937 | 0,8409 | 0,8706 0,5 0
2| 05 ]0,8409 10,9259 | 0,9576 | 0,9727 0,5 0,3198
3] 05 | 0,917 10,9747 | 0,9892 | 0,9945 0,5 0,4347
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Sekil 4.1. Ornek 4.11°deki u, (1 < n < 4) ve u fonksiyonlarmnin grafikleri

0.8

0.6

0.2

T T T T T
-2 0 2 4 6

|—1 (1) — () My () = s (x) iy () =—— () |

Devam etmeden once, [0,1] araligindaki unimumlar ile ilgili baz1 temel ve kulla-

nish 6zellikleri ifade eden su teoremi verelim.

Teorem 4.12. v, birim elemani e olan bir unimum olsun. O zaman asagidaki sonuglar
gecerlidir:

1) Sadece bir tane birim eleman vardir.

2) v(D) =e.

3) v(a) = aher a € [0,1] i¢in gecerlidir.

4) Her A € [0,1] igin v(A D {e}) = v(A).

Ispat. 1) Varsayalim ki e’ de v icin bir birim elemanidir. O zaman hem v(e, e’) = e hem
de v(e',e) = e’ gegerlidir. Coklu kiimeler arasindaki [[e, e'] = [e’, e] esitligi e = e’ so-
nucunu verir.

2) (U3) ve (U1) kullanilarak su esitlik elde edilir:
a=v(ae)=v{ael®0) =v(viae)v®) =v(av(®))
her a € [0,1] i¢in gecerlidir. Birim elemaninin teklik 6zelliginden dolayi, v(@) = e so-

nucuna ulasilir.
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3) 1lk olarak, (2)’den v(e) = e oldugu gozlenir:
v(e) = v(v(e, e)) =v(v(ee),e) = v(v(e, e),v(@)) =v{ee}®0)=v(ee)=ce.
Simdi her a € [0,1] i¢in (U2) kullanilarak su esitlik elde edilir:
v(a) =v((a),e) = v(v(a),v(e)) =v({a}® {e}) = v(a,e) =a.
4) (3) uygulanarak su sonu¢ elde edilir: v (A @D {e}) = v(v(cﬂ),v(e)) =
v(w(A),e) =v(A). m

Asagidaki teorem, [0,1] araligindaki uninormlar i¢in bilinen dualite kavramin1 uni-

mumlara genisletir.

Teorem 4.13. Eger v birim elemani e olan bir unimum ise, v : M'[0,1] — [0,1] fonksi-
yonu,
V(A) =1 — v(A)

seklinde tanimlanir ve bu fonksiyon birim elemani 1 — e olan bir unimumdur. Ayrica,

v =.

ispat. Onerme 2.4 (a)’ya gore, 0(A D B) =1-v(ABB)=1-v(ADB)=1-
v (v(ﬁ),v(ﬁ)) = 1-v(1-3(A),1-9(B) = 1-v{H(A),H(B)}) =
5(9(A),9(B)) ve Onerme 2.4 (b)’ye gore, eger A < B ise B < A’dir ve bu nedenle
v(B) < v(A). Buna gore, 5(A) =1 —v(A) <1—v(B) =v(B).

Ayrica her a € [0,1] igin, (a,1—e) =1 — v([[a,pl‘—/ e]]) =1-v(1l—ae)=
1-(1—-a)=a.

U = v esitligi, A ve ¥ tanimlarindan acikca anlasilmaktadir. m

Ornek 4.14. G, = Ssup 0ldugu hemen gozlemlenebilir. Ayrica, dualiteye dayanarak aga-
gidaki unimumlar1 tanimlayabiliriz:
Csum' = Oprod» Otuk ‘= SLuks V€ Cdra ‘= Odra-
Ornek 3.8’deki unimum v’un duali su sekilde verilir:
inf A, eger # A € [O,%]
U(A) = 3, eger A =0

3
supA, diger durumlarda
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.. 2, ...
birim elemani e = g’tur.

Teorem 4.15. Eger v birim elemani e olan bir unimum ise ve f : [0,1] — [a, b] artan bir
birebir fonksiyon ise, burada0 < a < e < b < 1olur. Eger A € [a,b] isev(A) € [a, b]
saglantyorsa, o zaman 9 : M'[0,1] — [0,1], 9(A) = f_l(v(f[cﬂ])) fonksiyonu [0,1]

lizerinde birim elemam f~!(e) olan bir unimumdur.

Ispat. Eger f artan bir birebir fonksiyon ise, f~* de dyledir ve Onerme 3.4 (a)’ya gore,
IADB) = (v(f[ADBD) =f(v(f[A] ® fIBD)
= (v LAD, v(FIBD))

= 7 (o(f [{F U 1AD). £ U IBD)Y)) = 8 (9(A), 5(B))
ve Onerme 3.4 (b)ye gore, A=< B = f[A] < fIB] = v(f[A]) < v(f[B]) =
fr(fIAD) < fY(w(f[B]))buda A < B = 9(A) < 9(B) sonucunu verir. Son ola-
rak,

9(a f1(@) = fHUIfe.aD) = {ef(@D) =ff@)=a

her a € A i¢in saglanir.

Teorem 4.16. Eger v [0,1] iizerinde bir unimum ise, #i: [0,1]> — [0,1] fonksiyonu

U(x,y) =v(xy)

seklinde tanimlanan bir uninormdur.

Uyar 4.17. Yukaridaki gosterim, v ve U arasinda bir degistirilebilirligi ifade ediyor gibi
goriinse de durum bdyle degildir, ¢linkii tanim kiimeleri farklidir ve daha 6nemlisi, U ger-
cek bir iki degigkenli fonksiyondur, oysa v(x,y), Tanim 4.1’da agiklandig1 gibi aslinda
v({x, y})’i belirtmek igin kullanilan bir kisayol gésterimidir.

Teorem 4.16’nin ispati. Bir ¢oklu kiimede elemanlarin yazilis sirasinin 6énemi olmadi-
gindan, U otomatik olarak degisme 6zelligine sahiptir. v’un birim elemani, (U3)’e gore
U’un da birim elemanidir. x; < x,, y; < ¥, oldugu durumda, {x;, vy} < {x5, y,} oldugu
icin U monotoniktir ve bu da i(x,,y;) < 1i(x,,y,) sonucunu verir. Birlesme 6zelligi igin,

x,y,z € [0,1] elemanlarin1 g6z oniine alalim ve (U1) ve Teorem 3.5 (3)’e gore
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i(x,1(,2)) = v(x,v(¥,2)) = v(VE), VY, 2) = v({x} B {¥,2}) =v({x,y} B {z})
=v(v(x,y),v(2)) =@ (x,¥),2)

Ifadesini gdzlemleyelim.

Ornek 4.18. Agikga gorilir ki o jnr = Tpin, é:sup = Llmax, O prod = Tproda Csum =
Lsum> 0 Luk = Truks SLuk = Liuks O dra = Tdra V€ Cdra = Ldra- Ornek 4.8”deki uni-

mum igin,

y 17
i(x,y) = max{x, y}, eger (x,y) € [5' 1]

min{x, y}, diger durumlarda

fonksiyoniu elde edilir ve bunun duali,

2 2
min{x,y},  eger (x,y) € [o,g]

max{x, v}, diger durumlarda

i(x,y) =

seklinde bulunur.

Teorem 4.16’dan, Onerme 2.2’in bir karsilig1 unimumlar i¢in de gecerlidir ve su
sekilde ifade edilir:
Sonuc 4.19. Her v unimumu i¢in [0,1] tizerinde v(0,1) € {0,1} dir.

Bu sonuca dayanarak asagidaki siniflandirmayi yapabiliriz.

Tamm 4.20. Bir unimum v, eger v(0,1) = 0 ise birlesimsel olarak adlandirilir. Aksi

halde, eger v(0,1) = 1 ise, ayrisimsal olarak adlandirilir.
Bir bagka ilgili nokta, v(0,1)’in bir yutan eleman olmasidir, ¢iinkii i¢inde en az bir
ornegini bulunduran herhangi bir ¢oklu kiime, bir unimum altinda her zaman v(0,1) de-

gerini alacaktir.

Onerme 4.21. Her v unimumu ve her A € [0, 1] i¢in v(4 @ {v(0,1)}) = v(0,1).

ispat. v(4 ® (v(0, DY) = v (v(A),v(v(0,1))) = v(v(A),v(0,1)) = H(i:(4), (0, 1))
=i(0,1) =v(0,1). m
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Asagida, birlesme 6zelligini kullanarak, n > 2 olmak iizere bir U uninormu i¢in n-

degiskenli U(xy, ..., x,) notasyonunu kullantyoruz.

Teorem 4.22. Eger U:[0,1]> — [0,1] bir birim elemanl1 uninorm ise,

e, eger A=0

. _)a eger A=[a]

U(A) ) U(xq,.0xn), eger A=[xq,..xp] ven =2 (3.2)
U(0,1), eger A sonsuzdur

seklinde tanimlanan U: M'[0,1] — [0,1] fonksiyonu bir unimumdur.

ispat. Kolaylik saglamak i¢in U fonksiyonunun durumlarina yukaridan asagiya Durum
1, Durum 2, Durum 3 ve Durum 4 olarak atifta bulunuyoruz. Durum i — j, A’nin uygun
bir sekilde Durum i i¢in ve B’nin uygun bir sekilde Durum j i¢in segildigi anlamina gelir.

(UHUMADB)=U (U(A), U(B)) esitligi, tim Durum 1 — j, i — 1 i¢in gozlem-
lenmesi kolaydir, ciinkii U(®) = eU igin nétr elemandir. Durum 2-2 esitligi dogrudan
saglanir. U bir uninorm oldugundan, ayrica Durum 2-3, 3-2 ve 3-3 saglanir. Eger A veya
B sonsuzsa, o zaman A @ B de sonsuzdur ve U(0,1) bir yutan eleman oldugu i¢in Pro-
position 2.3, esitlik Durum 4 — j ve i — 4 i¢in de saglanir.

(U2) A < B oldugunu varsayalim. O zaman A — B icin bir yari-yiikselen birebir
fonksiyon f vardir ve her bir durum farkli bir kardinaliteyi temsil ettigi i¢cin Durum i —
J, 1 # j oldugunda miimkiin degildir. Diger yandan, A < B, Durum 1-1, 2-2, 3-3 ve 4-4
icin hemen gozlemlenir.

(U3) dogrudan saglanir. m

Uyan 4.23. Teorem 4.22’deki yapi, bir uninormu unimuma genisletmenin tek yolu de-
gildir. A = {271,27%/4,271/9,271/16 |} ¢oklu kiimesi i¢in, oproa(4) = 277/ ancak
Tprod(4) = 0, oine(A) = % ve ancak Tyin(4) = 0°dir. Ancak hem 0,,0q(4) hem de
Tprod, Tproa’u genisletir ve hem oy,¢(A) hem de T min»> Tmin 1 genisletir. Bu nedenle, Te-
orem 4.9 ve Teorem 4.15’da verilen notasyonlar art arda uygulandiginda, bir uninorm

U i¢in her zaman (U ) # U esitligine sahip olunacagini, ancak genel olarak () # v oldu-

guna dikkat edelim.

[0,1] aralig: tizerindeki uninormlar
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v, Sv, &= VAE[0,1],v,(4) <v,(4)
kuralina gore siralanabilir. Teorem 4.22’deki insa, [0,1] iizerindeki en zayif ve en giiglii

unimumlart asagidaki sekilde belirlememizi saglar.

Onerme 4.24. e € (0,1) birim elemanina sahip her v unimumu igin, U, S v < (ﬁe) esit-

ligi gecerlidir. Burada U, ve (ﬁe), Fodor ve De Baets (2007)’deki Onerme 2’de verilen
uninormlardir, yani

0, egerx,y € [0,e)

U,(x,y) =< max{x,y}, egerx,y € [e 1]
min{x, y}, diger durumlarda

min{x, y}, egerx,y € [0, e]
U.(x,y) =11, egerx,y € (e, 1]
max{x, y}, diger durumlarda

ve U, ile (ﬁe) bu uninormlardan Teorem 4.22°deki gibi elde edilen unimumlardir.

Ispat. Sonlu durum igin ispat Fodor ve De Baets (2007)’deki Onerme 2’den gelmektedir.

Sonsuz durum da agiktir, ¢linkii her sonsuz 4 € [0,1] ¢oklu kiimesi i¢in
U.(A) = U.(0,1) = min{0,1} = 0 < v(4) <1 =max{0,1} = U,(0,1) = (ﬁe)(A)

gecerlidir. m
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, unimum kavrami ve onun 6zel durumlari olan si-normlar ile si-ko-
normlar tanitilmis; mantiksal baglaglar olarak islev gorebilen uninormlar, mantiksal ni-
celeyiciler konumuna yiikseltilmistir. Elde edilen sonuglar unimumlarin, uninormlarin
bazi temel 6zelliklerini korudugunu ve onlarla ilgili tutarl ¢ikarimlar yapilabildigini gos-
termistir.

Ancak bu ¢alismada, teoriye bir giris sunmak ve metni kisa tutmak amacladigi i¢in,
bir¢ok konuya yiizeysel deginilmis veya hi¢ deginilmemistir. Halen acik olan bazi sorular
sunlardir: Tiim unimumlar si-normlar ve si-konormlar kullanilarak insa edilebilir mi?
Sonlu olandan sayilabilir sonsuzluga, oradan da sayilamaz sonsuzluga geciste ortaya ¢1-
kan kismi kopukluklar nasil ele alinmalidir? Unimumlarin énemli alt siniflar1 nelerdir?
Unimumlar 6zelinde siireklilik kavrami nasil igler? Unimumlar i¢in idempotentligin etki-
leri nelerdir? Unimumlarin temsil edilebilirligi nasildir? De Morgan tigliileri ve nullnorm-
lara karsilik gelen ve nulimum olarak adlandirilabilecek potansiyel kavram nasil tanim-
lanir ve unimumlar ile aralarinda nasil bir iligki ag1 vardir?

Bunlara ek olarak, unimalarin [0,1] disindaki herhangi bir tam kafes {izerinde ya da
daha genel mantiksal cebirsel yapilar {izerinde nasil yapilandirilacagi ve bunun ne tiir
mantiksal yorumlar ve ¢ikarimlara yol agacagi da arastirilmaya deger sorular arasinda yer
almaktadir.

Burada elde edilen sonuglarin tamami ve bunlara ek olarak bazi diger yardimei kav-

ramlar ve sonuglar “Unima on [0,1]” adli ¢calismada yayinlanmistir. (Gtirdal vd., 2025)
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