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1. GIRIS

1. GIRIS

18.yiizyildan itibaren ¢alisilmaya baslanilan kismi diferansiyel denklemler, basta
miithendislik ve fizik biliminin bir¢ok dalinda énemli rol oynamakta ve ger¢ek hayat
problemlerini modellemek i¢in kullanilmaktadir. Bu denklemlerin miihendislik ve fizik
alanlarindaki kritik rolii géz Oniine alindiginda, bu denklemleri ¢ozebilen her yeni
matematiksel metodun, bu alanlarin gelisimine onemli katkilar sagladigi aciktir.
Dolayisiyla gergeklesen her tiirlii ilerleme, birgok siirecin daha etkili ve verimli hale

gelmesine yardimci olmaktadir (Kuzulugil 2022).

Kismi diferansiyel denklemler igerisinde yer alan bilinmeyen bir u fonksiyonu
i¢in, ¢cok sayida bagimsiz degiskenle iliskilidir (6rnegin; x koordinatlarindaki ve sicaklik

degisimini t aninda gosteren u(x, t) gibi).

Ornegin, u, = u,, kismi diferansiyel denkleminde, bilinmeyen fonksiyonun
u(x,t) seklinde oldugu ve u'nun x vet gibi iki bagimsiz degiskene baglidir ve bu
denklemlerdeki tiirevler, hiz, ivme, kuvvet gibi cesitli kavramlar1 temsil etmektedir.

Bizim buradaki amacimiz denklemdeki bilinmeyen u fonksiyonunu bulmaktir.

Genel olarak, iki degiskenli bir kismi diferansiyel denklem u = wu(x,y) olmak

lizere,

F(X, Y, Uy Uy, Uy Uy Uyyye v ) = 0; (1.1

formuna sahiptir. Sorunumuz, bu denklemin nasil ¢oziilecegi ile ilgilidir (Akkaya 2000).

Denklemleri ¢dzmenin bir¢ok yontemi bulunmaktadir. Hepsinin temelinde
problemi anlamak ve basit hale ayriklastirmak vardir. Pratikte halen ¢oziimii
bulunamamis pek cok problemin teoride kismi diferansiyel denklemler araciligiyla
coziildiigii goriinmektedir. Coziim asamalarini, ¢oziimiin yapisini anlamay1 hedefleyen
teorik gelismeler izler. Genelde, denklemlerimiz bir fiziksel model veya problemden
olugmaktadir. Bilgisayarlarla bile ¢oziilemeyen denklemler icin yapabilecek tek sey

¢oziim hakkinda nitel bilgi edinmektir. Bundan 6tiirii, denklemin ¢éziimiine baslamadan
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once veya ¢ozlim asamasinda detayli bir analiz yapilmasi olduk¢a 6nem tasimaktadir

(Pinchover and Rubinstenin 2005).

20. yiizyildan itibaren, bilgisayar teknolojilerinin gelismesiyle birlikte, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemler iizerine yapilan ¢alismalar, birgok yeni bagimsiz
arastirma alan1 dogurmustur. Bunlardan birisi de bu denklemlerin sayisal (niimerik) ve
sembolik olarak hesaplandigi bir alandir (Maghsoudi 2019). Bizim de faydalanacagimiz

alan burasi olacaktir.

Yapilan bu c¢alismada; konvektif katsayili zamana bagli soniimlemeli
konveksiyon difiizyon reaksiyon denklemi, sayisal hesaplamalar kullanilarak
formiilasyonu elde edilip (sonlu elemanlar ve sonlu farklar yontemi ile) ¢oziimii
incelenecektir. Elde edilen formiiller problem {izerinde test edilip sonuglari

degerlendirilecektir.

Oncelikle problemi ¢dzme asamasinda kullanacagimiz sayisal yontemlerimizi

kisaca tantyalim.

1.1. Sonlu Farklar Yontemi

Sonlu farklar yontemi, analitik ¢oziimii zor olan pek ¢ok problem i¢in kullanilan,
genis uygulama sahasina sahiptir. Cogunlukla pratik amaglarla tatmin edici yaklagik
sonuglar elde edilen niimerik bir yontemdir (Ergiin 2001). Yontemin temel prensibi,
problemdeki bagimli degiskenlerin ve tiirevlerinin belirlenmis ayrik noktalarda yaklasik
olarak temsil edilmesine dayanir. Genellikle, bu noktalar ticgen, dikdortgen veya diger ag
sistemlerinin diigiim noktalar1 olarak belirlenir. Bu yontemde, ¢6ziim alan1 x yoniinde h
uzunlugunda ve t yoniinde k uzunlugunda hiicrelerle boliinmiis dikdortgensel bolgelere
ayrilir. Bu sayede, ¢oziim bolgesi 1zgarali bir yapiya boliiniir. Yaklasik ¢6ziim, bu diigiim
noktalarindaki fonksiyon degerleri ile hesaplandigi i¢in h ve k'nin dogru se¢imi kritik
Oonem tasir. h ve k ne kadar kiigiik olursa, elde edilen sonuglar analitik ¢6ziime o kadar
yakinsamis olur. Daha sonra kismi diferansiyel denklemlerdeki tiirevler, Taylor serisi

kullanilarak elde edilen sonlu fark yaklasimlari ile degistirilir. Sonug¢ olarak, KDD
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¢Oziimii; sonlu fark denklemlerinden olusan cebirsel bir denklem sisteminin ¢dziimiine

donistiirtiliir (Firat 2015).

Fizik ve Matematikteki problemler genellikle bir veya birden fazla degisken
iceren siirekli fonksiyonlar olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu durum, sayisal ¢éziimlemede
de aynmi sekilde gecerlidir. Bu fonksiyonlar genellikle kapali bir formiille tanimlanir ve
bagimsiz degiskenin belirli degerleri i¢in bir sonug saglarlar. Baska bir deyisle, fonksiyon
bagimsiz degiskenin her degeri icin bir ¢ikti iiretir. Ancak, bazen bir fonksiyonun kapali
bir formiille ifade edilmedigi durumlarda olabilir. Bu durumda, fonksiyonun yalnizca esit
aralikli ayrik noktalardaki belirli degerleri bilinebilir. Ayrik noktalar arasindaki bir deger
icin fonksiyonel degeri bulma da sonlu farklar yontemine bagvuruldugundan sonlu farklar
yontemi siklikla kullanilmaktir. Hatta bazi durumlarda, problem analitik olarak
coziilebilir olmasia ragmen, sonlu farklar kullanilarak problemin daha basit bir hale

getirilebildigi gdzlemlenmistir (Ozkul 1992).

Sonlu farklar yontemleri, diferansiyel denklemleri sonlu fark denklemleriyle yer
degistirmeye olanak taniyan ve tahminlere dayal1 bir yaklagimi ifade eder. Bu sonlu fark
tahminleri sayisal olarak ifade edilir; ¢6ziim alanindaki bir noktadaki bagimli degiskenin
degerini, baz1 yakin noktalardaki degerlerle iliskilendirirler. Boylelikle, sonlu fark

¢Oziimii temel olarak {i¢ adimdan olusur.

1. I1ki, alan1 diigiim noktalarindan meydana gelen gridlere boliiniir.

2. Ikincisi, verilen diferansiyel denklemi, ¢dziim alanindaki bir noktadaki
bagimli degiskeni yakin noktalardaki degerlerle iliskilendiren sonlu farklar denklemiyle

yaklasik olarak hesaplanir.

3. Son olarak, sinir sartlarina veya baslangic kosullarina bagh olarak fark

denklemleri ¢oziiliir.



1. GIRIS

(Coziimiin nasil gergeklestirilecegi, ele alinan problemin 6zelligi, ¢6ziim alani ve
smir kosullarina gore belirlenmektedir. Iki boyutlu problemler igin genellikle en yaygin

olarak kullanilan gridleme tiirleri Sekil 1.1'de gosterilmistir.

/
/

L

dikddrtgen grid skew grid tggen grid cembersel grid
Sekil 1.1. En genel 2-B problemlerde yaygin olarak kullanilan gridler

Simdi, bir diferansiyel denklem verildigi zaman sonlu fark tahminlerinin nasil
hesaplandigina bakalim. Bu, aslinda tiirevleri niimerik yani sayisal olarak tahmini

hesaplamayu igerir.

Sekil 1.2' de gosterilen bir f(x) fonksiyonunun P noktasindaki tiirevini veya

egimini bulmak i¢in kullanilan, ileri-fark denkleminin formiiliinii veren PB egimi ile,

f(xo + Ax) — £ (xo) (1.2)
Ax

flx) =
ya da geri-fark denkleminin formiiliinii veren AP egimi ile,

oo f(x0) = fxg — Ax) (1.3)
flx) = o

ve merkezi- fark formiilii denklemi ile sonuglanan AB egimi ile,

oo (o + Ax) — f(xg — Ax) (1.4)
flx) = S
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yaklasik olarak hesaplayabiliriz.

EW \

=
*-By ¥o X°+AX X

Sekil 1.2. ileri, geri ve merkezi fark denklemleri kullanarak P noktasindaki f (x)’in tiirevi
icin kullanilan sematik A ve B noktalar1 (Kogaslan 2008).

Bir tiirevin yaklagik olarak hesaplanmasi demek aslinda sonlu fark hesab1 olarak
adlandirilir. Daha genel bir yaklasim ifadesi i¢in Taylor serileri kullanilmaktir. Merkezi
Farklar Yonteminde hata bagintisi, diger iki yonteme gore kiyaslanirsa daha da kiiclik
oldugu goriliir. Tirev aciliminda istenilen hatayr elde etmek i¢in daha fazla nokta
kullanilabilir, ancak bu durumda bilgisayardaki hesaplama siiresi ve bellek ihtiyaci
artacaktir. Daha yiliksek mertebeden sonlu fark yaklasik hesaplamasi, Taylor serisi
aciliminda daha fazla terim almay1 gerektirir. Sayet sonsuz bir Taylor serisi alinsaydi,
problem i¢in tam bir ¢6zliim oldugu tespit edilirdi. Ancak pratiklik a¢isindan, sonsuz seri
genellikle ikinci mertebeden sonra kesilir. Bu, tiim sonlu fark ¢oziimlerinde bulunan bir

hatay1 gosterir (Kogaslan 2008).

1.2. Sonlu Farklar Yontemi Tarihsel Gelisim

Gauss'un (1777 — 1855) zamanina kadar uzanan, zaman bagimli problemlerin
¢ozlimiinde kullanilmaya baglanilan sonlu fark yontemlerindeki kayda deger ilerlemeler,
Ikinci Diinya Savasinin hemen sonrasinda gerceklesmistir. Bu dénemde, biiyiik lcekli
uygulamalarin bilgisayar deste8i ile miimkiin kilinmasi bu ilerlemenin temelini

olusturmustur.

Matematiksel fizik problemlerinin sayisal ¢6ziimiinde kullanilan sonlu farklar
yontemi (finite-difference method), Courant, Friedrichs ve Lewy tarafindan ilk olarak

1928 tarihli bir calismada tanitilmistir. Bu ¢alismada, Laplace denkleminin yaklasik
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coziimleri bes nokta yaklasimi ile tanimlanmis ve c¢oziimlerin ag genisligi sifira
yaklasirken yakinsamasi ispatlanmigtir. 1930 yilinda Gerschgorin, eliptik problemleri
sonlu farklar yaklasimi yardimi ile analiz etmis ve hata sinirlarini tiiretmistir. FDM,
Bramble, Motzkin, Collatz, Wasow, ve Hubbard gibi arastirmacilar tarafindan 1960'lara
dek yogun bir sekilde arastirilmistir. 1940'lar ve 1950'lerde, Von Neumann ve diger bilim
insanlariin ¢aligmalari, zamanla degisen problemlerin ¢dziimiinde sonlu farklar
yonteminin daha da gelismesine oOnciiliik etmistir. 1950 ve 1960’11 yillarda dogrusal
olmayan korunum yasalar1 ve hiperbolik tiirdeki denklemler i¢in sonlu farklar yontemi
bu donemde gelisimini siirdiirmeye devam etmistir. Crank ve Nicolson (1947) yaptiklari

semayla sonlu farklar yontemini birlestirmislerdir (Thomée 2001).

Giliniimiizde, ozellikle son kirk yilda her alanda karsilasilan problemlerin artan
karmasikligi, boyutlart hizla ve ekonomik bir sekilde ¢oziimlenmesi gerekliligi,
elektronik hesaplama araglarinin gelisimine paralel olarak sayisal ¢dziim yontemlerinin
de ilerlemesine katki saglamistir. Analitik olarak ¢6ziimleri zor olan pek ¢ok problem,

sayisal yontemlerle hesaplamalar yapilarak ¢oziilebilmistir.
1.3. Sonlu Fark Formiillerinin Taylor Serisinden Elde Edilisleri

Bir u(x) fonksiyonun (x + Ax) noktasindaki degerini Taylor Seri acilimi

kullanarak yazalim.

du  (Ax)?0%u  (4x)°d3u
u(x + Ax) = u(x) +(Ax)a+ 21 9x2 + 31 9x3

(1.5)

—upo + Y O
n=1

n! Jdx"

Buradan birinci tiirev yalnmiz birakilirsa,
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ou  u(x +Ax) —u(x) N (Ax)? 9%u  (4x)3 63u+ (1.6)
ox Ax 20 ox2 3! 0x3

ve ikinci tlirevden sonrasini hata terimi olarak O(Ax) ile gosterirsek,

Ju  u(x+ Ax) —u(x) (1.7)
a = A + 0(Ax)

seklinde ileri fark formiilasyonu elde edilir.

u(x) fonksiyonu (x — Ax) noktasinda asagidaki gibi Taylor serisine agildigi

zaman,

ou (Ax)?0%u (4x)3d3u (1.8)
u(x —Ax) = u(x) — (Ax)a+ TR + TR + -

benzer islemler yapilarak,

du  u(x) —u(x—Ax) (1.9)
a = Ax + O(AX)

geri fark formiilasyonu elde edilir.

Son olarak (1,5) ve (1,8) esitlikleri birbirinden ¢ikartilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
ou  u(x+Ax)—ulx—Ax) (4x)?0%u (1.10)
ox 20x 31 9x3

bulunur. Buradan da son terim hata terimi olarak alinirsa,
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du  u(x+ Ax) —u(x — Ax)
ox 2Ax

(1.11)

+ 0(4x?)

merkezi fark formiilasyonu elde edilmis olur (Firat 2015).

Ax uzunlugunu ne kadar azaltirsak bu yaklasik formiil gergek tiireve o kadar

yaklasir.

1.4. Sonlu Elemanlar Yontemi

Bu baslikta, miihendislik sorunlar1 basta olmak iizere bir¢ok fiziksel ve
matematiksel sorunun ¢éziimiinde oldukc¢a yaygin bir kullanima ve dneme sahip olan

Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY) ile ilgili bilgiler verilecektir.

Cok sayida problemin denklemleri analitik yollar ile ¢oziilememektedir. Bu
nedenle, yaklasik c¢oziimler elde etmek icin niimerik metotlar gelistirilmis ve

kullanilmistir.

Sonlu elemanlar yonteminin temeli, 'par¢adan biitiine gitme' genel prensibi
izerine insa edilir. Sonlu farklar yontemine gore daha etkili ve kullanim alani1 oldukga
genis bir yontemdir. Sonlu elemanlar yontemi, iki veya ii¢ boyutlu yapilarin bir pargasi

veya bir bolgesidir (Giiler ve Sen 2016).

Sonlu Elemanlar Yontemi ii¢ ana 6zelligi ile 6ne ¢ikmaktadir;

1. 1lk 6nce sekil bakimindan karmasik olan ¢oziim alanimiz, 'sonlu elemanlar'
olarak adlandirilan geometrik olarak basit kiigiik bolgelere boliiniir. Eleman adi
verdigimiz bu kiiciik bolgeler arasindaki iliski, 'diiglim noktalar1' olarak bilinen noktalar

aracilifiyla kurulur.

2. Her bir elemandan elde edilen ¢oziimler, cebirsel polinomlarin lineer
kombinasyonlar1 seklinde ifade edilir ve bu coziimler elemanlar arasinda stirekli

fonksiyonlar olarak tanimlanir.
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3. Son olarak, bilinmeyen fonksiyonlar ise, her elemanda tanimli denklemlerin

belirli noktalarda bulunan ¢oziimleri kullanilarak elde edilir.

Genellikle kullanilan bu yaklasim fonksiyonlari, polinomlar arasindan belirlenir.
Bu polinomlarin derecesi, ¢oziimii yapilacak problemdeki denkleminin derecesine ve
elemanda kullanilan ayriklastirma nokta sayisina bagli olarak bulunur. Uyguladigimiz bu
yonteme gore, her elemandaki bilinmeyenler, denklemin ¢oziimiinde ki ayriklagtirma

noktalarindaki degerler olarak ifade edilir (Topcu ve Tasgetiren 2011; Cift¢i 2012).

1.5. Sonlu Elemanlar Yonteminin Tarihsel Gelisimi

1851°de Schellback, belirlenmis bir kapali egri ile c¢evrili en kiigiik alanl bir
yiizeyin diferansiyel denklemini kurmak amaciyla yiizeyi birkag liggene bolmiis ve bu
ticgenlerin toplam alanini hesaplamak i¢in sonlu fark terimini kullanmistir. Sonlu
elemanlar yonteminde, bir diferansiyel denklem bir dizi cebirsel denklemlerle
degistirilerek ¢oziilmeye calisilir. 1900'lerin basinda diizenli bir bi¢imde olusturulmus
birka¢ dogrudan olusan yapisal ¢ergevelerin davranisi, bir cismin davranisiyla yaklasik
olarak hesaplanmistir. Eski Geometriciler ise, m'nin yaklasik degerini elde edebilmek, bir
dairenin alanin1 ve c¢evresini hesaplayabilmek icin sonlu elemanlar ydntemini
kullanmiglardir. Daire 6rneginde, daireyi diizenli ¢okgenlere bdliip basitlestirilmis
problemi ¢6zmek, sonlu elemanlar yonteminin temel bir 6zelligini agikga ortaya
koymaktadir (Davies 2011). Bu yontem ilk kez yapisal analizde kullanilmistir ve bu
alandaki ilk caligmalar, Alexander Hrennikoff (1941) ve Henry (1943) tarafindan
gelistirilen yar1 analitik analiz yontemlerdir. Alexander Hrennikoff ve Henry gerilme
analizleri i¢in tek boyutta dogru elemanlarini kullanmiglardir. Richard Courant (1943),
gerilme ¢oziimlerini varyasyonel bir formiilasyonda yapma yontemini sunmus ve daha
sonrasinda, yaklasik sayisal ¢oziimler elde etmek amaciyla tiim alani olusturan alt
ticgensel bolgelerde pargali sekil fonksiyonlar1 tanitmistir.  Ayni yil igerisinde Courant
bir burulma problemini bolgesel siirekli dogrusal yaklagimdan yararlanarak bir burulma

problemini ¢ozmiistiir.

1947 yilinda Levy, esnek (diger adiyla kuvvet) yontemini ileriye tagimis olsa da

Levy'nin bu yontemle elde ettigi denklemler el ile kolayca ¢6ziilebildigi i¢in pek tercih



1. GIRIS

edilmemistir. Ancak bilgisayar yazilimlarinin yayginlagsmasiyla Levy'nin gelistirdigi bu
yontem kullanilmaya baslanmigtir. 1954 yilinda Argyis ve Kelsey, enerji prensibini ele
alarak  “matrix structural analysis” (matrislerin yapisal analizi) yOntemini
gelistirmislerdir. Bu gelismeden dolayi, sonlu elemanlar yonteminde enerji prensibi etkili
bir sekilde 6nem kazanmistir. 1956°da, Turner ve digerleri iki boyutlu elemanlar tizerinde
calismislardir. Bu g¢aligmalarda kafes eleman, kiris eleman, iki boyutlu iicgen ve
dikdortgen elemanlar i¢in eleman matrisini diger adiyla rijitlik matrisini meydana
getirmislerdir. Miihendislikteki 'dogrudan benzetme' yaklagimi esas alinarak 'sonlu
eleman' terimi ortaya ¢ikmistir (Huebner et al. 2001). Clough, bu terimi ilk kullanan kisi
olup ticgen ve dikdortgen elemanlarin diizlemsel gerilme analizinde uygulanmaya
basladiginda kullanmistir. Metodun {i¢ boyutlu problemlere uygulanmasinin ardindan iki
boyutlu teoriye gegmek kolayca gerceklesmistir (Argyis 1964). 1961°de Melosh, diizgiin
egilme oOzelligine sahip dikdortgen plaka elemanlarinin matrisini gelistirmistir. Bu
plakalar, ii¢ boyutlu yapisal analizlerde kullanilan ilk gercek eksenel ve simetrik kabuk

elemanlaridir (Grafton and Strome 1963).

1960’11 yillar da pek ¢ok bilim insan1 dogrusal olmayan problemlerle ilgilenmeye
baslamistir. Geometrik olarak dogrusal olmayan bu problemleri ¢ézebilmek icin yeni bir
yontem gelistirmislerdir (Turner et al. 1960). 1965 yilinda Martin sonlu elemanlar
yontemini kullanarak ilk defa kararlilik analizi iizerinde calismustir. ilerleyen yillarda
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak statik problemler ile beraber dinamik problemler
tizerinde de ¢aligmalar yapilmaya baslanmistir (Koenig and Davids 1966; Zienkiewicz et

al. 1966).

Miihendislikte siklikla kullanilan poisson diferensiyel denklemini Olgierd
Zienkiewicz ve Cheung (1965) sonlu elemanlar yontemini kullanarak ¢ozmiistiir.
Doctors(1970) da, potansiyel akis analizine sonlu elemanlar metodunu uygulamistir.
Sonlu elemanlar yonteminde ¢ogunlukla kullanilan “varyasyonel formiilasyon” terimi ilk
kez Melosh (1963) tarafindan, “agirlikli rezidii yontemi” nin sonlu elemanlar yonteminde
kullanilmasi ise ilk kez Szabo ve Lee (1969) tarafindan gergeklestirilmistir. Sonlu
elemanlar teknigi, tip alanlari, 1s1 transferi, yeralti sularinin akislari, niikleer santral,
manyetik alanlar ve daha bircok alandaki problemleri ¢6zmek ic¢in gelistirilmis ve

kullanilmistir (Logan 2010; Ciftei 2012).

10
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SEY giinlimiiz sanayi uygulamalarinda da yaygin olarak kullanildig
goriinmektedir. Sonlu elemanlar yontemini kullanan endiistriyel kullanicilar i¢cin IDEAS,
FIDAP, SAMCEF, NASTRAN, ANSYS, ABAQUS, MARC, ADINA, LSDYNA,
ASTER ve CASTEM gibi bilgisayar kodlar1 da bulunmaktadir (Dhatt 2012). Sonlu
elemanlar metodunun hizli ilerleyisini, y1l da yaklasik olarak 3800 makale yayimlandigini

gozlemleyerek anlamak miimkiindiir.

1995°den itibaren binlerce makale, yiizlerce kitap ve konferans bildirisi
yayimlanmigtir. Tim bu ilerlemeler neticesinde sonlu elemanlar yontemi bugiin,
miihendisler ve uygulamali bilim insanlari tarafindan iyi kurulmus ve kullanigh analiz

araglarindan biri olarak kabul gérmektedir (Rao 2017).

1.6. Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon Olay1

Kimyasal potansiyel farkinin oldugu bir bolgede, molekiillerin bir alandan baska
bir alana geg¢isine kiitle transferi denir. Kiitle aktarimi, derisim farklarinin oldugu bir

ortamda molekiiler (difiizyon) veya konveksiyon ile meydana gelir (Bucholz 2015).

Bir ortamda 1s1 enerjisinin artmastyla sicaklik yiikselir ve sicaklik artisinin oldugu
alanlarda hacimsel genlesme meydana gelir. Bu genlesme, maddenin ortalama
yogunlugunun diigmesine neden olur. Ortamda, ortalama yogunlugu azalan madde
yiikselir ve yerini daha soguk, dolayisiyla yogunlugu daha yiiksek olan madde alir. Is1
alan madde yiikseldikce 1s1sin1 kaybeder ve yogunlugu artar. Artan yogunluktan dolayi,
madde ¢ekim kuvveti altinda asagiya cekilir. Bu siire¢ sirasinda yiikselen maddenin yerini
alan daha soguk madde 1sinmaya baglar ve bu dongii bu sekilde tekrar eder. Is1 enerjisinin

bu sekildeki yer degistirme hareketine konveksiyon adi verilir (Sanver 1983).

Difiizyon, molekiillerin rastgele hareketlerle bir yerden baska bir yere gegmesi
olarak agiklanir; yani molekiillerin tekil hareketleri aracilifiyla ger¢eklesen kiitle
taginimi, molekiiler (diflizyon) tasinim olarak adlandirilir. Maddenin her tiir hali iginde
farkli 6zellikler ve hizlarla gergeklesebilir. Difiizyonun temel ilkesi, yogunlugu yiiksek
olan bir ortamdan yogunlugu daha diisiik bir alana maddenin kendiliginden yayilimidir

(Ince 2001). Ornek olarak; bir bardak ¢aya atilan sekerin karistirilmasa bile zamanla ¢aymn

11
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tamaminda esit sekilde dagilmas1 veya bir odaya sikilan parfiimiin kokusunun zamanla
kendiliginden odaya yayilmasi verilebilir. Difiizyon, maddelerin daha yiiksek
konsantrasyonlu bolgelerden daha diisiik konsantrasyonlu bolgelere, ya da bunun tersine,
hareketini saglayarak maddelerin homojen bir sekilde yayilmasimi ve reaksiyona
girmesini destekler. Bu durum, Konveksiyon-Diflizyon-Reaksiyon (CDR) modeli ile
matematiksel olarak tanimlanir; bu model, bir maddenin konsantrasyonunun zamanla

nasil degistigini gosteren dnemli bir modeldir (Lima et al. 2021).

1.7. Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon Denklemi

Denklemlerin gelisimi, matematiksel fizik ve miihendislik uygulamalarindaki
ilerlemelerle paralel olarak sekillenmistir. Bu denklemler, akiskanlarin ve 1s1 transferinin
karmasik davraniglarini anlamak ve modellenmek i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir.
Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon problemleri {izerine sayisal metotlarinin gelisimi,
yaklasik 30 y1l 6ncesine, 1969 yilina kadar dayanmaktadir. O yil, konveksiyon-difiizyon
ODE'lerini ele alan yeni sayisal yontemler analiz eden iki 6nemli Rus calismasi

yayilanmistir (Stynes 2013).

Bakhvalov, katmanlara uyarlanmis kademeli bir ag tizerindeki bir fark semasin
ele almistir. Bu kafeslerin logaritmik bir dlgege dayandigi gdzlemlenmistir. Sinir
katmaninin i¢inde ¢ok ince ve disinda daha kabaca yapilandirmis ve kafesin ince yapisi,
eklenen yapay diflizyonun katman i¢inde ¢ok kiiclik olmasini saglamistir. Bu yiizden,
katman asir1 bir sekilde dagilmamustir. Sonraki 20 yil boyunca bir¢ok iilkeden
arastirmacilar, semalar gelistirmeye baslamiglardir (Bakhvalov 1969). Diger ¢aligmada
ise; konveksiyon-difiizyon denklemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan ydntemlerin teorik
temellerini ve bu yontemlerin pratikteki uygulanabilirligini, kii¢iik parametreler ve ag
adim boyutlar1 dikkate alinarak, kapsamli bir sekilde incelenmistir (II'in 1969).
Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denkleminin kararsiz halini ¢ozmek i¢in gelistirilmis
spektral Galerkin yontemini temel alan agik bir sayisal algoritma sunmaktir (Zhong et al.

2018).

CDR denklemi, konveksiyonu (ilk terim) ve diflizyonu (ikinci terim) igeren iki

temel siireci birlestirmektedir. Bu denklem, c¢esitli bilim ve miihendislik alanlarinda,

12
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ozellikle de akigkanlar dinamigi, 1s1 transferi, kiitle transferi gibi konularda yaygin olarak
kullanilmaktadir. Bilimde ve giinliik yasantimizda, konveksiyon-diflizyon-reaksiyon
denklemleri, yararli, etkili ve hayati bir matematiksel modelleme saglar (Lima et al.
2021). Bu denklemler, iyon transferinde, yakit hiicrelerinde (Asinari et al. 2007; Suzue et
al. 2008), ve gozenekli alanlarda yiizey reaksiyonlar1 gibi miihendislik ¢alismalarinda,
kiitle ve konsantrasyon gibi skaler niceliklerin gelisimini tanimlamak i¢in genis bir
sekilde kullanilmaktadir (Wang et al. 2007; Willingham et al. 2008). Ayrica asagida

verilen alanlarda da uygulanan bir denklem tiirtidiir (Lima et al. 2021).

=  Havacilik

= Notron diflizyonu

= Yakit hucreleri

= Is1iletimi

= (Gida sektori

* Yari iletkenlerin ve biyolojik sistemlerin modellenmesi

= Kimyasal olaylarin reaksiyonu

= Lineer olmayan akustik ve akiskanlar mekanigi

= Atmosfer, malzeme ve deniz bilimleri

Konveksiyon-diflizyon-reaksiyon denklemleri genellikle karmasik ve dogrusal
olmamas1 nedeni ile ¢ogunlukla sayisal yontemlerle ¢oziilmelidir. Bu denklemlerin
ayriklastirilmig bir versiyonunu da ¢dzmek igin ¢esitli sayisal algoritmalar incelenmistir
(Eisenstat et al. 1979). Bu denklemler i¢in siklikla kullanilan geleneksel sayisal teknikler,

sonlu farklar yontemi, sonlu elemanlar yontemi, spektral yontemler ve benzerleri

13
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yontemler bulunmaktadir (Baliga et al. 1980; Izadkhah et al. 2015; Morton et al. 2019;
Xie et al. 2021).

Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi, (1 tanim bdlgesi lizerinde Dirichlet

sinir kosullar1 altinda, u skaler degerli bir fonksiyon, (0,7] sinirinda tanimlanan

¢ diflizyon katsayisi, o(x) reaksiyon katsayisi, h(x) stabil veya stabil olmayan taginim
katsayist olursa, zaman bagli olmayan konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemini su

sekilde yazabiliriz;
—cAu+ h(t)Vu+ ou=f (1.12)

o(t,x,y) reaksiyon katsayisi, h(t) zaman bagiml tasinim katsayist olsun. Bu
durumda zaman bagimli konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemini su sekilde

yazabiliriz;
u, —eAu+ h(t)Vu+ou=f (0, T] x (1.13)

Burada u(t, x,y) bu denklemin aranan bir ¢oziimiidiir. Verilen problemin iyi

. . .. _ . .0 _
tanimlanmis olmasi i¢in sinir kosullari; Dirichlet tipi (v = %), Neymann tipi ﬁ =q,a

ve pu sabit katsayilar ise; karmasik tipi (au + p Z—Z = h) olarak tercih edebiliriz. Burada u,

q ve h fonksiyondur.
1.8. Soniimlemeli Dalga Tiir Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon Denklemi

Literatiir de pek ¢ok konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemleriyle ilgili
caligmalar bulunmaktadir. Dalga tiiriindeki konveksiyon difiizyon denklemleri ile ilgili
caligmalarda mevcuttur. (Wang 2015), degisken katsayili konveksiyon-difiizyon-dalga
denklemleri i¢in sonlu farklar yontemini kullanarak c¢aligma yapmistir. John (2008),
makalesinde kiiciik diflizyonlu zamana bagli konveksiyon-diflizyon-reaksiyon

denklemleri i¢in sonlu elemanlar yontemlerini kullanarak ¢alisma yapmistir. Fakat bu iki
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denklemin birlestirildigi bir calisma olmadig1 goriinmektedir. Bu ylizden ¢aligmamiz,

literatiirde lizerine makale ya da tez yazilmamis olmasindan dolay1 6zgiinliik kazanmistir.

Yapisi bakimindan kompleks ama islev bakimindan oldukca faydali olan sontimlii
dalga denklemi, dalga denkleminin bir formudur. Genellikle fizik ve miihendislikte
karsilagilan dalgalarin zaman i¢inde nasil azaldigini1 veya soniimlendigini modellemek
icin kullanilmaktadir. Bu denklem, dalga formunun zamanla nasil degistigini ve enerjinin
nasil dagildigin1 matematiksel olarak ifade eder. Hareketli alanlarda soniimlii dalga
denklemi, dissal ya da igsel bir soniimleme mekanizmasi nedeniyle zamanla genligi
azalan dalgalarin davranisini tanimlamasindan otiirii 6zellikle mekanik, elektrik ve
akustik sistemlerde soniimlemenin salinimlari kontrol etmede oynadigi kritik rolii
anlamak i¢in fizik ve miihendislikte temel bir kavram haline gelmistir. Soniimlii dalga

denkleminin en yaygin formu,

U (t, x) — Au(t, x) + yu,(t, x) = f(¢t,x) (1.14)

seklinde ifade edilebilir (Cannarsa et al. 1990).

Burada;

u(t, x), zamana ve uzaya bagli dalga fonksiyonudur.

U , fonksiyonun zamana gore ikinci tiirevidir, dalga fonksiyonunun ivmesini

ifade eder.

yu, soniimleme terimidir. y pozitif bir sonlimleme katsayisidir ve bu terim,
sistemdeki enerji kaybin1 modellemek icin kullanilir. u;, fonksiyonunun zamana gore

tiirevidir ve dalga fonksiyonunun degisim hizin1 géstermektedir.

Au(t, x), Laplace operatoriinii ifade eder.
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f fonksiyonu ise dis kuvvet veya kaynak terimidir ve sisteme enerji ekleyebilir

veya cikarabilir.

Soniimlemeli dalga tiir Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi ise;

1 — u=u(t,x, 1.15
T—zutt+yut—£Au+h(t)l7u+u=f(x,y) (& x,y) (1.15)
u(O,x,y) = uO(th'y)

u(t,0Q) = uy(t,x,y) (1.16)

us(0,x,y) = uy(x,y)

Verilen denkleme gore, h(t) terimi konvektif katsayiyr temsil etmektedir. Bu

terim, genellikle zamana bagh olarak degisebilen ve ¢evreyle etkilesimde bulunan bir

katsayidir. Denklemin igerisinde h(t)Vu seklinde goriilmekte ve h(t) bu gradyanin

etkisini modifiye eden zamana bagli bir katsay1 olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu denklemde sonlu fark ve sonlu eleman yontemi kullanilarak, gelismis bir
matematiksel model ele alinmistir. 2 boyutlu soniimlemeli dalga tiir konveksiyon-
difiizyon denkleminin uzay degiskenini ayriklastirmak i¢in sonlu eleman yontemi, zaman
degiskeninin ayriklagtirilmasi i¢in ise sonlu fark yontemi kullanilmistir. Bu yontemin
uygulanmasi, soniimlii dalga tipi denklemlerin hesaplama verimliligini artirir. Bu
denklem, 6zellikle miihendislik ve uygulamali fizik alanlarinda {i¢ biiyiik denklemlerin

ilerlemesine katki saglayacak ve dalga denklemlerinin ¢dziimlerinde yerini alacaktir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Konveksiyon-difiizyon problemlerini ¢6zmek i¢in gelistirilmis genel bir sayisal
yontem tanitilmaktadir. Bu yontem 6zellikle iki boyutlu problemler i¢in tasarlanmis olup,
ancak temel prensipleri ii¢ boyutlu problemlere de uygulanabilir. ilk olarak, hesaplama
alan1 ti¢ diiglimlii liggen elemanlara boliiniir, sonrasinda bu elemanlarin merkezi ve
kenarlarinin orta noktalar1 birlestirilerek ¢okgen kontrol hacimleri olusturulur. Her
elemanda, bagimli degiskenler elemanin ortalama hiz vektorii dogrultusunda tistel ve bu
dogrulta dik olarak lineer sekilde enterpolasyon yapilir. Enterpolasyon fonksiyonlari,
elemanin Peclet sayisina gore tepki verir ve degerler sifira yaklastikca lineerlesir.
Ayriklagtirma denklemleri, ¢okgen kontrol hacimlerine uygulanan integral koruma

denklemleri {izerinden cebirsel metotlarla tiiretilir (Baliga et al. 1980).

Bu calisma kapsaminda oncelikle, konveksiyon-difiizyon denkleminin sabit
difiizyon katsayist ile bir ve iki boyutlu uzaylarda nasil formiile edilecegi sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak formiilize edilmistir. Ardindan, bu formiilasyonlar degisken
difiizyon katsayili denklemlere uyarlanmistir. En son olarak, bir ve iki boyutlu
uzaylardaki 6rnek problemlerde bu formiilasyonlar test edilmis ve elde edilen sonuglar

analiz edilmistir (Cift¢i 2012).

Bu makale, egimli sinirlar iizerinde konveksiyon-difiizyon denklemleri i¢in Robin
sinir kosullarin1 uygulayan kafes Boltzmann yontemine yonelik sinir semalarini ele
almaktadir. Mevcut siir semalar1 genellikle, paydanin sifira esit olma ihtimali sebebiyle
sayisal kararsizliklara agik olabilir. Bu olasilig1 6nlemek amaciyla, Robin sinir kosulunu
ve sinirin hemen yaninda bulunan i¢ noktada gradyani, sinirda ilerleyen ayrik hiz boyunca
gradyan1 tahmin ederek dikkate alacak yeni bir sinir semas1 Onerilmektedir (Xie et al.

2021).

Wang et al. (2007) bu arastirmada, mikro 6lgekteki rastgele gozenekli yapilar igin
etkili termal iletkenliklerin hesaplanmasi amaciyla bir mezoskopik sayisal model
gelistirilmistir. Karmasik ¢ok fazli gdzenekli geometrilerde enerji tasinim denkleminin
cOziilmesi i¢in, farkli fazlar arasi karmasik 1s1 transferini yonetebilen bir lattice

Boltzmann algoritmasi sunulmustur. Segilen smir kosullar1 ile bu algoritma, basit
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senaryolar lizerinden teorik ¢oziimler ve mevcut deneysel verilerle karsilagtirilarak ilk

etapta dogrulanmustir.

Bu aragtirma, Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon (CDR) denklemlerinin sayisal
¢Ozlimlerini iretmek amaciyla Sonlu Elemanlar Metodu'nu (FEM) kullanmaktadir.
Arastirma, Ozellikle dogrusal olmayan parabolik kismi denklemlerin yakinsaklik ve
kararlilik analizine odaklanmistir. Bu yontem, dogrusal olmayan terimlerin
kesilmesinden ve kisitlayic1 varsayimlardan kaginarak uygulanir. Caligmanin ana
hedefleri arasinda diizenli ve diizensiz geometrik sekiller bulunmaktadir (Lima et al.

2021).

Cannarsa et al. (1990) tarafindan yazilmis olup, hareketli bir bolgedeki soniimlii
dalga denkleminin matematiksel zorluklarini aragtirmaktadir. 1990 yilinda "Journal of
Differential Equations" dergisinde yayimlanan bu ¢alisma, dinamik geometrik kosullarda
denklemin donistiiriilmesi ve analiz edilmesi icin yenilik¢i bir metodoloji sunmay1

amagclamaktadir.

Ugurlu (2007) bu arastirmada, iki irisli paralel levhali dalga kilavuzunun ¢esitli
frekanslarda nasil iletim ve yansima katsayilar1 gosterdigi incelenmistir. Caligmanin ilk
boliimiinde Sonlu Elemanlar Metodu'nun (Finite Element Method) isleyis adimlari
detaylandirilmig, bir 6rnek problem secilerek ¢oziim siireci adim adim anlatilmis ve

MATLAB kodlar1 kullanilarak problemin ¢6ziimii tamamlanmistir.

Davies (2011), yazmis oldugu kitapta kismi diferansiyel denklemlerle ifade edilen
sinir ve baslangic degeri problemlerinin ¢oziimii i¢in sonlu elemanlar metodunun
kullanilmasini icerir. Metod, Oncelikle Poisson denkleminin ¢6ziimii i¢in agirlikli artik
yaklasimi temel alinarak gelistirilmis, sonrasinda zaman bagimli ve dogrusal olmayan
problemlere adapte edilmistir. Ayrica, metodun varyasyonel yaklasimla olan iliskisi de

detayl bir sekilde agiklanmaktadir.

Caputo zamansal tiirevini barindiran ve degisken katsayili zaman-kesirli kismi
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri ele alinmaktadir. Zaman-kesirli kismi

diferansiyel denklemin zamansal ¢6zlimiinii yaklasik olarak elde etmek i¢cin Gegenbauer
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polinomlar1 temel alinan bir spektral yontem ve uzayda bir yerlestirme ydntemi
kullanilmistir. Onerilen bu ydntem, séz konusu denklemi bir lineer cebirsel sistem
¢Ozlimiine doniistiirtir. Ayrica, 6nerilen metodun etkinligini ve dogrulugunu gdstermek

amaciyla ¢esitli sayisal 6rnekler sunulmustur (Izadkhah 2015).

Bu c¢alismada, Bakhvalov tipi aglar kullanilarak konveksiyon-difiizyon
denkleminin lineer sonlu elemanlar yontemi ile ¢oziimii gerceklestirilmistir. Coziim
siirecinde, Bakhvalov tipi aglar iizerinde ilk defa asir1 yakinlik sonucuna ulagilmistir

(Zhang and Liu 2021).

Makine miihendisligi alanlarinda, 6zellikle akiskanlar dinamigi ve yapisal analiz
gibi konularda problem ¢6zme amaciyla sonlu elemanlar yontemini incelemektedir.
Sonlu elemanlar yontemi, ¢oziim teknikleri agisindan sonlu farklar yontemiyle birgok
benzerlik tagimaktadir. Her iki yontem de benzer fiziksel problemleri ¢ézmek igin
kullanilir ve ¢oziimleri genellikle Ax = b seklinde bir matris-vektor denkleminin

¢oziilmesiyle sonuglanir (Nagel 2012).

Bu makale, kat1 oksit yakit hiicreleri (SOFC) i¢in performans tahmini yapabilen
matematiksel modellerin nasil anlagilacagina ve gelistirilecegine dair bilgiler sunmaktadir

(Asinari 2007).

Ciftei (2012) yapmis oldugu arastirmada, baslangicta konveksiyon-difiizyon
denkleminin sabit difiizyon katsayisi ile bir ve iki boyutlu uzaylardaki ¢éziimleri sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak formiile edilmistir. Ardindan, bu formiilasyonlar
degisken diflizyon katsayili denklemlere uyarlanmistir. Son asamada ise, gelistirilen
formiilasyonlar bir ve iki boyutlu uzaylardaki 6rnek problemler iizerinde test edilerek

sonuglar degerlendirilmistir.

Kitabin birinci boliimii, metodun temel kavramlarini matematige girmeden ve
tarihsel arka planiyla birlikte sunan bir giris boliimii (B6liim 1) ile baglamaktadir. Takip
eden ii¢ boliim (Boliimler 2-4), fiziksel diislincelerden yola ¢ikarak sonlu elemanlarin

matematiksel formiilasyonlarini, saglam bir sekilde oturtulmus varyasyonel yaklagimi ve
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ardindan daha genis kapsamli agirlikli artiklar metodunu ele alarak agiklamaktadir

(Huebner 2001).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Sonlu Farklar/Sonlu Elemanlar Sayisal Yonteminin Soniimlemeli Dalga Tiir

Konveksiyon Difiizyon Reaksiyon Problemine Uygulanmasi

SEY, en etkin sayisal yontemler arasinda yer alir. Bu yontem, diferansiyel
denklemlerin sinirli sayidaki ag noktalarina detayli bir sekilde ayristirilmasi ve sonrasinda
¢Oziimiin elde edilmesiyle bilinir (Lima et al. 2021). Problemin zaman degiskeninin
ayriklastirmast i¢in sonlu farklar metodunun kullanildigi soniimlemeli dalga tiir
konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemlerinin sayisal ¢oziimii i¢in Sonlu Elemanlar

Y o6ntemi kullanilarak bir formiilasyon gelistirilecektir.

3.2. Sonlu Elemanlar Yonteminin Avantajlari

e SEY, karmasik olan geometrilerin incelenmesinde kolaylik saglar. Coziim bolgesi
alt bolgelere boliindiikten sonra bolgenin yapisina uygun olarak farkli sonlu

elemanlar kullanilabilir.
e Degisken, siirekli ya da stireksiz etkileri de inceleneme firsat1 sunar.

e Miihendislik perspektifiyle inceleme yapildiginda, degisken ve karmasik

malzeme Ozelliklerine sahip sistemler iizerine kolayca uygulanabilir.

e Sistem i¢in temel denklemler kurulduktan sonra, sinir sartlar1 oldukga basit bir
islemle bu denklemlere entegre edilebilir. Bu, SEY'in en dikkate deger

ozelliklerinden biridir.
o Istege gore baz1 alanlarda daha detayli ve hassas hesaplamalar yapilabilir.

e Yontem matematiksel olarak genisletilebildiginden dolay1 bu 6zelligi sayesinde
cok cesitli problemleri ¢dzmek i¢in etkili ve ¢ok yonlii bir ara¢ olarak islev

gorebilir (Logan 2016).

Bu ozellikleriyle SEY, diger sayisal metotlara kiyasla daha esnek ve pratik

oldugundan ¢okg¢a tercih edilen bir yontem olmustur.
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3.3. Sonlu Elemanlar Yonteminin Dezavantajlari

e Teknolojik olarak gelismis bilgisayarlarin kullanimina ihtiya¢ duyar.
e Sonug, kullanilan verilerin dogruluguyla dogru orantilidir.

e Dogru ve en yakin sonuglara ulasabilmek i¢in alanin ayriklastirilmasi tecriibe

gerektirir.

e Diger metotlar da oldugu gibi, SEY ile elde edilen sonucun dogruluguna 6zen
gosterilmeli ve fiziksel problem detaylica analiz edilmelidir. Elde edilecek sonug

onceden tahmin edilmeli ve buna gore sekillendirilmelidir (Yahnioglu 2012).

3.4. Sonlu Elemanlar Yonteminin Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

Bu baghk altinda, diferansiyel denklemlere Sonlu Elemanlar Yontemi'nin

uygulanisi, asagida belirtilen asamadakiler gibi incelenecektir (Reddy 2005).

1. (oziime, alani sonlu elemanlara ayirarak baglanir.
2. Zayif veya agirlikli integral formiilleri olusturulur.

3. Uygun sekil fonksiyonlar1 segilir.

4. Zayif formu kullanilarak sonlu elemanlar yontemi giiclendirilir.

5. Alt eleman matrisinden alinan denklemler ana matrise entegre edilir.

6. (Coziim alanina sinir sartlari uygulanir.

7. Son olarak olusan cebirsel denklem sistemi ¢oziilerek yontem uygulanmis

olur.

3.4.1. Elemanlar

Sonlu elemanlar yontemi uygulanirken problemin tanim bdlgesi, ayriklagtirma
islemi sirasinda eleman olarak adlandirdigimiz daha basit alt bolgelere ayrilir. Bu
elemanlar1 birbirlerine baglanarak olusturdugu noktalara diigiim noktasi (node) denir. Bu
noktalarin disinda yani elemanin igerisindeki bolgede ya da kenarlari tizerinde de noktalar

secilebilir. Tiim bu noktalarin hepsine ayriklastirma noktalart adi verilir (Selvitopi 2016).
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eleman

———= digim noktasi

ayriklagtirma noktalari

Sekil 3.1. Bir sonlu elemanlar modelinin elemanlar1 ve ayriklastirma noktalar1 (Selvitopi

2016).

3.4.2. 2-D Elemanlar

Genelde iki boyutlu uzayda tercih edilen ticgen ve dortgen tiirtindeki elemanlar
secilir. Bu gruptaki en temel eleman, ii¢ diigiimlii olan iiggen elemandir. Uggen
elemanindan alt1, dokuz ve daha ¢ok ayristirma noktast da belirlenebilir. Segilecek sekil
fonksiyonlarinin derecesine gore ayriklastirma nokta sayisi belirlenir. Bu ayriklastirma
noktalarinin sayisi, segilen sekil fonksiyonlarinin derecesine baglidir. Diizgiin olmayan
alanlar, daha diizgiin basit alt bolgelere ayristirilabildigi i¢in bu tiir bolgelerin

ayriklastirilmasin da genellikle liggen eleman tercih edilir.

Lineer (dogrusal) iicgen eleman, ayriklastirma noktalarinin iggenin kdselerinden
secilmesi ile elde edilirken; kuadratik liggen eleman ise hem iiggenin kdse noktalarindan
hem de her kenardan birer nokta alinmasiyla elde edilir. Dortgen eleman, genelde tanim
bolgesinin sekil yapisina uygun oldugu yerlerde tercih edilen eleman tiiriidiir. Bu
elemanda dort veya daha fazla ayriklagtirma noktasi belirlenebilir (Reddy 2005; Ciftci
2012).
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X3 i
A A y \
- AXZ
X1 X12

lineer tiggen eleman kuadratik iggen eleman liggen eleman  kiibik ticgen eleman
dértgen eleman iki icgenden olusmus dort u¢genden olugsmus
dortgen eleman dortgen eleman

P &

bikuadratik dikdortgen eleman kibik dikdortgen eleman

bilineer dikdortgen
eleman

Sekil 3.2. iki boyutlu uzayda kullanilan elemanlar (Breas 2011)
3.4.3. Sekil fonksiyonlari

Sonlu  elemanlar  yonteminde  bilinmeyen  fonksiyonlar,  bdlgenin
ayriklastirilmasindan sonra elde edilir. Elde edilen elemandan segilen ayriklastirma
noktalarinda tanimlanan sekil fonksiyonlarnin (N;) lineer kombinasyonu olarak;
bilinmeyen fonksiyon u(x), e elemant iizerinde olan diigiim noktalarindaki u’ degerleri

ile

n (3.1
u() % u5(X) = ) efNE()

i=1

seklinde tanimlanir.
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3.4.4. Ucgen eleman sekil fonksiyonlar

Modelleme siirecindeki uygulanan ilk adim, ¢6ziim bdlgesinin liggen elemanlar
kullanilarak ayriklastirilmasidir. Bu ayriklastirma isleminde dikkat edilen en O6nemli
husus, bolgeyi hi¢ bosluk kalmayacak sekilde liggenlere ayirmak ve bu tiggenleri birbiri
tizerine denk getirmemektir. Diger dikkat edilen 6nemli bir husus ise, liggenlerin birbirine
koselerinden bagli olmalaridir. Buradaki amag, bir iiggenin kdsesinin diger bir liggenin
kenarina denk gelmemesidir. Tiim bunlara ek olarak iicgenleri eskenar iiggene yakin
secmek en iyi sonucu bulmamizi saglar. Uggenlerin i¢ ac1 dlgiileri kiiciildiikce hata oran1
arttigindan, Slgiileri kiigiiltmek yerine boyutu daha kiigiik ve i¢ ag1 6l¢iisii daha biiyiik
iicgen kullanmak oldukga iyi sonuclar elde etmemizi saglar. Ucgenlerin tanimi, kdse
noktalar1 araciligiyla yapilir; bu kdseler ayn1 zamanda diiglim noktalarini da olusturur.
Dolayisiyla bir liggenin ii¢ kenar1 ve ii¢ diigiim noktas1 vardir. U¢genlerin kose noktalari,
ya saat yoniinde ya da saat yonii tersine gore siralanir ve bu siralama herhangi bir kdseden

baslayarak yapilabilir.

Onemli olan, baslangi¢ noktasi ne olursa olsun, diger iki kdsenin belirlenen doniis
yoniine uygun olarak dizilmesidir. Bu yontemle alan {iggenlere boliinmiis olur. Ayrica,
her {iggen iizerinde de noktalar secilir ve sekil fonksiyonlar tespit edilir (Selvitopi 2016;

Ugurlu 2007).

3.4.5. Ucgen eleman i¢in sayisal integral

Uggen elemanlar {izerinde alan integrallerinin sayisal hesaplamasi genellikle
Gauss-Kuadratiir yontemi kullanilarak yapilir. Bu yontemde, Gauss noktalar1 ve bunlara

iliskin agirlik katsayilari, literatiirde sinirli sayida ve tablo seklinde sunulmustur. Ayrica,
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Hussain ve Karim (2012) tarafindan gelistirilen bir sayisal integral hesaplama teknigi de

bu ¢alismada kullanilacaktir.

~
¥
C(11)
C
t
n
— —_—
A
B
X A(-1,1) B (1-1)
-
- (2) (st) koordinat sisteminde (3) (Z.n) koordinat sisteminde
(1) (xy) koordinat sisteminde herhangi bir Gicgen normallestiriimis iicgen karesel bolge

Sekil 3.3. Sayisal integral i¢in bolge doniisiimii (Selvitopi 2016)

Yukaridaki sekilde goriindiigii iizere (1) numarali tiggensel bolge, (2)’deki
ticgensel bolgeye, en sonunda ise (3)’deki karesel bolgeye doniistiiriiliir. Bu doniisiim,
kare seklindeki bir bolge tlizerinde istenilen derecede Legendre polinomunun koklerini
hesaplayarak, belirlenen sayida noktayr kullanarak sayisal integralin hesaplanmasini

saglar.

Bahsedilen bolge doniisiimleri asagida verilmistir.

"Sekil 1.4'de, (1) numarada gdosterilen rastgele secilmis bir iicgen bolge, (2)

numarada gosterilen normallestirilmis tiggen bolgeye dontstiiriilelim.

(1)’de ki tiggensel boélgenin kose noktalart A(xq,y; ), B(x,,v5), C(x3,y,) olarak

adlandiralim. Burada x4, y; , X5, ¥, x3,¥3 € R dir. a4, by, ¢4, a5, b, c; € R olsun,

3.2
[ ryaxay G2
Q
hesaplayacagiz. Buradaki bolge doniisiimleri;
XxX=a,+bys+ct
(3.3)
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Yy =a, + bys + ¢yt

esitlikleri araciligiyla saglanir.

Sekil fonksiyonlari ise;

1 1 1
N1=_§(S+t), N2=§(S+1) Ngzz(t‘l‘l)

(3.4)

x ve y esitliklerinde Sekil 3.3.’deki (1) ve (2)’deki bolgelerin kdse noktalar: yazilirsa;

Xy =a,—b; — ¢
yi=0a;— by —c;
X, =a;+by —;
Y2=0a+b; — ¢4
X3=a,—by +¢;
y3=a1—by +¢

olur. Bu esitlikler matris formunda yazilir.

1 -1 —-1](% X1
[ 3 AR
1 -1 11lg X3
1 -1 —1](% Y1
[1 1 —1]{bz}={y2}
1 -1 11l V3
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seklini  alacaktir.  (3.5) deki esitliklerden a4, by,a;, by, a3, b;  ifadeleri

X1, Y1,%2, Y2, X3, V3 turiinden asagidaki gibi ifade edilir.

X, + X3
al = 2
X2 — X1
b1 = 2
X3 — Xq
C1 = 2
(3.7)
_Y2tYs3
a, = 5
YV2a—M1
bz = 2
_ V3=
Cy = >
Jacobian matrisinin determinanti ise;
dx 0x X, — X1 X3—Xq
dy 0y Y2=V1 Y3~
ds Ot 2 2
=x2—x1y3—y1_x3—x1y2—y1 (3.8)
2 2 2 2

. ALAN
=1 (G2 = x) 3 =y (3 = x) 2 = y1)} = ——

olarak bulunur. (3.2) deki integral;
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_ ALAN f f(x(s t),y(s,t))dtds (3:9)

=—1Js=-1
integraline doniisiir. Boylece (1) sekilden (2) sekle doniisiim yapilmais olur.
Simdi (2) sekilden (3) sekle gecis yapmaya caligalim.

s=¢, =000 (3.10)

almip (3.7) esitlikleri (3.3) de yazilirsa;

X =

X ;‘X3 N (XZ ;x1)€ 4 ( ;xl) ((1 —~ ()2(1 +1) 1) (3.11)

2 3 27 )1 37 )N (1 _-{)(1 )
_Y -2ky+(y2y){+(y2y)< : tn _1)

denklemleri elde edilir. Yapilan bu bolge doniisiimii i¢in Jacobian matrisinin determinanti

hesaplandig1 zaman;

dx Ox 1 0
—[9s ot|_ |-+ 1-l=3=9 3.12
/1 ay ay ‘(Zn)(zf)‘ > (3.12)
ds Ot
bulunur.

Bu dontigiimleri / integralinde yerine yazarsak;
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_ALAN (7t A=A +m
S A <x<¢' )
A-0a+m -9

halini alir. [ integrali;

a-4)
8

1-3¢)(A +ny)
2

wiw; f ((i’

bu sekilde hesaplanmaktadir.

Sekil fonksiyonlari ise;

L+ 1),N; =

"

=2(n—{-n+1),N,

Ny =+
ile hesaplanir.

3.5. Cranck Nicolson Semasi

Cranck-Nicolson semasi, ilk olarak 1947 yilinda

S—{—+1)

(3.13)

S

(3.14)

)

(3.15)

Cranck ve Nicolson tarafindan

kesfedilmistir. Zamanda geriye dogru merkezi fark yontemi, fonksiyonun zamana gore

tiirevini birinci dereceden hesap ederken; Crank-Nicolson semasi, zamanda tek bir asama

yerine, mevcut ve bir sonraki adimin ortalamasini alarak hesaplamalar1 yapar ve bu da

yontemi ikinci dereceden yapar.

Cauchy problemi, uygun baslangi¢ kosullar1 verildigi zaman vektorel veya skaler

bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiinii bulmay1 amaglar.

iceren R nin bir I aralifinda, Cauchy problemi;
y' = f(ty) tel
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Yo = ¥y(to)
diferansiyel denklemi saglayan y € C(I) fonksiyonunu bulmayz igerir.
Burada f(t,y) fonksiyonu, S = I X (—o0, 00) {izerinde gercel degerli olup, t ve

y degiskenlerine gore siireklidir. Eger f fonksiyonu t ye gore siirekli ise, asagidaki ¢oziim

saglanmaktadir.

y© - ¥(t) = [ fEy@)adr (317)

Eger y fonksiyonu tanimli ise I lizerinde siireklidir ve y(ty) = y, olur. Ayrica y
fonksiyonunun f (-,y(-)) stirekli fonksiyonun bir ilkeli olarak ifade edilebildigi i¢in y
foksiyonu C1(I)’nin bir elemamidir ve y' = f(t, y) denklemi saglanmaktadir. Boylelikle,
Cauchy problemi i¢in f fonksiyonu siirekli oldugunda, problem bir integral denklemine
esdeger hale gelir (Quarteroni et al. 2000).

Crank-Nicolson ydnteminde, verilen integral denkleminde [ f (¢, y) dt integraline

ulagmak i¢in, f nin t,, ve t,,, in orta noktasindaki interpolasyon polinomu yazilir.

h
Yn+1 =Yn t 5 [f(tn + yn) + f(tns1 + Vne)] (3.18)

Gergek ¢oziim denklemde yerine yazilarsa yonteminin mertebesine ulasilir.

Yani y(t,, + 1) t,, civarinda taylor serisine agildiginda;

h
y(tn+1) - y(tn) - E [f(tn' y(tn)) + f(tn+1: y(tn+1))]

1
= [y(t,) + hy'(t,) + Ehz}’”(tn) + 0(R*)] - y(t,) (3.19)
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h
—5[(t) +5'(t) + hy" (&) + 0(h)]
= 0(h3) = 0(hP*Y)

elde edilir. Burada p=2 oldugu goriiliir. O halde Crank-Nicolson yonteminin mertebesi

2 oldugu sonucuna ulasilir (Quarteroni et al. 2000).

3.6. Sonlu Elemanlar Yonteminin Soniimlemeli Dalga Tiir Konveksiyon Difiizyon

Reaksiyon Denklemine Uygulanmasi

Bu bolimde, soniimlemeli dalga tir konveksiyon-difiizyon-reaksiyon

denkleminin {i¢ farkli durumu olan gii¢lii hal, zayif hal ve varyasyonel halleri verilecektir.
3.6.1. Giiclii hal

Soniimlemeli dalga tiir konveksiyon difiizyon reaksiyon denklemi Q bolgesinde;

sartlart ile tanimlanmaktadir. Denklemde u bilinmeyen fonksiyon olup rl(t) zamana

baglh
162u+ AU+ ROV + ou =
Tag TV M®OVu+ou = f(xy)

u(0,x,y) = uy(t, x,v), u(t,0Q) = uy(t,x,y) (3.20)

us(0,x,y) = uy(x,y)

konveksiyon katsayisi, le dalga fonksiyonunun katsayisini ve f ise dis fonksiyon olmak

uzere;

du ou
) (3.21)

Vu(x,y) = grad u = (a,@
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Ju Ju

FM (t)

olarak ifade edilir.

(COziimii aranan u fonksiyonu, denklemi € bdlgesinde olup, sinir sartlarin biitiin
sinirlarda saglayacagindan, bu problem tiiriine gii¢lii hal (strong form) adi verilir (Ciftci

2012).
3.6.2. Zayif hal
Bu kisimda, oncelikle bazi uzaylar1 taniyalim.
L2(Q) = {u:Q - ]R{:f lu(x)|?dx < 00}
Q

HY(Q) = {u € [?(Q):u’ € [2(Q)} (3.22)

V=H{Q)={ueH(Q:u=0, 00}

Oyle ki;
L*(Q) : () bolgesinde karesi integrallenebilir fonksiyonlari,
H! : L2(Q) da fonksiyonun birinci tiirevlerinin karesinin integrallenebildigi

Sobolev alt uzayini,

HL(Q) : Q) bolgesinin smirlarinda sifir degerini H1(€2) uzayinin alt uzaymi gsterir.

Sontimlemeli dalga tiir konveksiyon difilizyon reaksiyon probleminin zayif halini
elde etmek i¢in, dnce yukarida verilen diferansiyel denklemin gii¢lii hale ulagmasini
saglayan u € V icin, denklemin homojen formu yazilir. Daha sonra, problemin tanim

bolgesindeki bir agirlik fonksiyonu olan w ile carpilir ve integral alinarak degeri sifira
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esitlenir. Bu isleme agirlikli rezidii yontemi (weighted residual method) denir (Selvitopi

2016).

1 90%u ou -
j Sty Ebu+ R(OVu + ou~ f |wdxdy = 0
Q

1 0%u ou -
jﬂ ﬁﬁ.w+ya.w—eAu.w+h(t)Vu.w+au.W—f.W dxdy

=0

olup

1 0%u
+f (au )d d
Qy ¢V ) dxdy
—s] (Au.w)dxdy + .[ (E(t)Vu. W)dxdy
Q Q

+ J-Q(au. w)dxdy — jﬂ(f. w)dxdy =0

(3.23)

(3.24)

(3.25)

esitligi elde edilir. (3.25) denkleminde —¢ |, Q(Au. w)dxdy ifadesine Divergence teoremi

uygulanirsa,

1 0%u
+f (au )d d
Qy 5¢ W) dxdy
+ & j (Vu.Vw)dxdy — (_)n Vu)wds
Q 20

+ f (rl(t) Vu. W)dxdy
Q

+ fn(au. w)dxdy — fn(f.w)dxdy =0
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esitligi elde edilir. Burada n = (n,,n,) 9 siirinda birim vektordiir.

- —n ou 3.27
(n.Vu) = n, =Ty 3y ( )

olarak tanimlanair.

Verilen (3.23) denkleminin elde edilen (3.26) ifadesindeki indirgenmis haline
zayif hal denir (Kuzulugil 2022).

Galerkin sonlu elemanlar yonteminde, (3.20) ele alinan problemin sinir kosullar
Dirichlet tiir sinir kosulu oldugu i¢in agirlik fonksiyonu siirlarda sifir olarak alinir. Bu
durumda denklem (3.26) de bulunan sinir integralinin sonucu sifirdir. Dolayisiyla (3.26)

denklemi,

1 9%u
+f (au )dd
Qy ;W) dxdy

+ ej (Vu.Vw)dxdy + j (E(t)Vu. W)dxdy
Q Q

(3.28)

+ fﬂ(au. w)dxdy — jﬂ(f. w)dxdy =0

seklini alir.
3.6.3. Sonlu farklar yonteminin uygulanmasi

Elde edilen (3.8) esitliginde zaman degiskeni i¢in Cranck Nicolson sayisal semasi

uygulanirsa,
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T2

1 uk+1 _ Zuk + uk—l
N w ( 52 ) dxdy

uk+l — yk
— | dxd
+fﬂwy< 5 ) xay

+ & lH f (Vuk*t vyw)dxdy + (1
Q

-0) fn (Vuk.Vw)dxdyl
(3.29)

+ l@f (R(t)Vuk* w)dxdy + (1
Q

— 0)](ﬁ(t)Vuk+1.w)dxdyl
Q

+ IHJ- (ou**tt. w)dxdy + (1
Q

—6) jﬂ(au.w)dxdyl - .[Q(f. w)dxdy = 0

0 ‘yabagl (3.29) esitligi elde edilir.
3.6.4. Varyasyonel hal
Q1 bolgesindeki her bir e elemani iizerinde bulunan, bilinmeyen u fonksiyonu;

n (3.30)
u(x) =up(x) = Z uf Nf (x)

i=1
ayriklastirilmig hali ile tanimlansin.

Esitlikte uf = u(x;), N{(x) ve &;; kronecker delta fonksiyonunu ifade etmek

izere;
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1, i=jise (3.31)
W@F&F%,#ﬂw

lineer nitelikteki sekil fonksiyonlaridir.

Gergek ¢oziime yaklasim saglamak amaciyla, uf(x) yaklasimi kullanilarak

asagidaki kosullar belirtilmektedir.
uy (x) fonksiyonu eleman ve elemanlarin baglanti noktalarinda siirekli olmalidir.
Baz polinomlarinin tiim terimleri lineer olarak bagimsiz olmalidir.
uy (x) fonksiyonunu temsil eden polinomlar tam olmalidir.

Sonlu elemanlar yaklasimi, problemin zayif formuna yerlestirildiginde, elde
edilen integral denklem () bélgesinde ayristirilan her bir alt bolge i¢in hesaplanir.
Boylece, problemin varyasyonel (ayriklastirilmis) formu elde edilmis olur (Kuzulugil

2022).

Iki boyutlu uzayda varyasyonel hali yazmak icin zayif halinde u yerine u(x)'in

yaklasik degeri yerine yazilir.
Elde edilen bu esitlige de problemin ayriklagtirilmis hali denir.
1 bolgesi tizerinde ki u fonksiyonu

n (3.32)
u(t,x,y) = ) ufONF ()

i=1

seklinde tanimlansin.
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w = N;(x,y) (3.33)

olarak alalim. Ayrica denklemin tiim ¢éziimlerinde y = 1 alinmistir.

1
k+1
U Wz ] (_ZAtZJrAt)Nle o
n
{d_wzufk+1aN e
a, (dx

i=1
Ne
j Wz ek+1 ( ) Q
9] Wz u**INEdQ
Qe 51

o (12 1 aan (3.34)
WZ“i 2z + ag) ¢ 0+

- 0) {dWZuf"aaA: dwz —dﬂ}+(1

o E ot

- 0) Wz uf*NEdQ
Qe 7=

e e

AN
+ hy(t) )dQ +(1

n
1
k-1
+] quf FNie
e =1

= fn f(x)NFdQ

e

Burada w yerine Nje yazalim ve disarida kalan terimleri de toplam semboliiniin

icine alarak yeniden diizenleyelim.
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n
1
k+1
U Z " (G ) N a0
Qe =1
n n
ONf dNf ONf dN?
+£9f Zufk+1—l—1dﬂ+2ufk+l—l—]dﬂ
a. (4 Ox dx . oy dy
e\i=1 i=1
n
ON{ ON{
+9j Zuf"“(hl(t) SNP + hy(t) —— Nf) dQ
0. & 0x 0
n
+ 9] Zuf"*lzvﬂvfdn
Qeim1
1 -2 1
ek - epe
) 12 e +At> NENFE dQ + e(1
e l_
9 i ekaNiedIVjedQ_l_i ekaNedlvj dQ 1 (335)
)Q,uiaxdx _ulaydy *(
e \i=1 i=1
n
ON{ ON{
—e)f Z ek(hl(t) NS +ho() =T -")dﬂ+(1
Qe &
n
_ o) ZuekN NedQ f Z ek 1—1\/ NE
Qe 5 Qe 77
- j FOONEAQ
Qe
denklemi elde edilir. Asagidaki gibi gruplandirilan
Ke = f ONEONT | ONEONTY 1q
Yoo Jg\ 0x ox  dy Oy
ON{ ON{
L;?j:j (hl(t al £+ hy(t) al Nf)da
Q
(3.36)

= j f(x,y,t)NFfdQ
Q

M = f Nf NfdQ
Qe
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elemanlar yerine yazilirsa;

11 1 1 +1 +1 +1
[(T—ZF+E)M]{ufk }+ e0[KIue Y + 0[L1{ug™ ) + 0{ug* 1))

1-2 1
= {f} - {u"} [(ﬁﬁ + E) M] — (1 - 0){uf“}[K] (3.37)

- 1
- -0l - (1 - O3 - u* Y [z m]
bi¢ciminde matris forma ¢evrilmis olunur.

Matris formuna indirgendikten sonra n X n boyutlarinda denklem sistemi elde

edilir.

(3.38)

seklini temsil etmektedir.

Oileri fark
0= % Crank Nicolson

1 geri fark

Bu tezde elde edilen biitiin formiilasyonlarda 6 =% Crank Nicolson semasi

kullanilarak sayisal ¢oziimler elde edilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

ORNEK 1.

2 S
la—u+%—eAu+h(t)Vu+au =f(x,y) t>0, (x,y) €N (4.1)

T2 Jt2

Esitligi  ve u(0,x,y) =uo(t,x,y), u(t,o)=u(txy), u0,x,y) =
u,(t,x,y) = 0 baslangic ve, uy(t,x,y) =0,u;(t,x,y) =0 sinir kosullarinda farkl

parametre degerleri i¢in incelenmistir.

fG,y)=1 hy =1, h, =1, 6 =1, T =1ve asagida verilen sartlar altinda

inceleyelim.

087
0.8F VL
>

0.4 _" A ' = /’ A A = ,/,’/

0.2

D_""‘ 4'[‘ ., f l L a I'J"". 1 { i Vs
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Sekil 4.1. Coziim bolgesinin ayriklastirilmis hali

Sekil 4.1'de verilen problemin alinan farkli € degerleri ve h(t) fonksiyonu igin
QO =10,1] X [0,1] bdlgesi iizerinden sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica ¢ézliim

siirecinde tiim durumlar i¢in zaman adim uzunlugu t = 0,01 olarak alinmustir.

Sekil (4.1) 'de, problem ¢odziim bdlgesinin ayriklastirilmast i¢in bir Ornektir.
Coziim alani ayriklagtirilirken, 1681 diiglim noktasi, 3200 iicgen eleman sayist ve 160

sinir noktasi olusturulmus ve bu elemanlar ¢6ziim asamasinda kullanilmistir.
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Sekil (4.2), (43) ve (44)ile e =1, Fl(t) = (1,1), = = 1 degerleri igin Onerilen
sayisal sema ile elde edilen sayisal ¢oziimler kontur egrisi olarak verilmistir. Verilen
sayisal ¢oziimler incelendiginde ¢oziimlerde osilasyonlar ve kararsizliklar meydana
geldigi gozlemlenmistir. ¢ = 0,1 i¢in smirlara yakin bolgede kararli ¢oziime yakin
coziimler elde edilmis olsa bile beklenilen sayisal ¢oziimden uzak ¢oziimlerdir. t = 0,3
icin Sekil (4.4) zaman aninda sayisal ¢oziimlerde olusan siir katmalar1 ve simirlarin
disinda ise ¢ozlimlerde olusan osilasyonlar istenilen kararli sayisal ¢oziimler degildir.
Zaman ilerledikge yukarida ki zaman adimlarinda sayisal c¢oziimlerde olusan
kararsizliklar verilen parametre degerleri igin kararli ¢6ziim elde edilemedigi sonucuna

varilir.

ulx y.0.10)

0.00011 | 000018
| SE-05 G.00013
7E-05 905
| EE-05 0.8 SE-05
g 2E-06
1E-06

1E-05

1xy,0.50)
]
06
0.4

0.2 0.2

1 QU

1

o 0.2 0.4 DE 0.8 0.2 0.4 b5 0.8

X X
Sekil 4.2. u fonksiyonunun ¢=1,0=05,t=1, t =0,1 i¢in sayisal ¢oziimiiniin
kontur egrisi (sol)vee = 1,0 = 0,5, t = 0,5 i¢in sayisal ¢éziimiiniin kontur

egrisi (sag).

u(x,y,1.00)

0.00015
8E-05
1E-05

u(x,y,2.00)

0.0001
8E-05
7E-05
4E-05
1E-05

Sekil 4.3. u fonksiyonunun € =1,0 =0,5,7 =1, t = 1 i¢in sayisal ¢oziimiiniin
kontur egrisi (sol) ve e = 1,0 = 0,5, t = 2 i¢in sayisal ¢ozliimiiniin kontur egrisi (sag).
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u(x,y.0.30) 030)
0.0001 “““3‘0001’
8E-05 > v

BE-05
4E-05
2E-05
0

Sekil 4.4. u fonksiyonunun e =1,7=1 6 = 0,5,t = 0,3 i¢in sayisal ¢oziimiiniin
kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

Ele alinan problemin farkli €, h; ve h, degerleri i¢in elde edilen sayisal ¢oziimler

Sekil (4.5)- Sekil (4.17) grafikleri ile verilmistir.

Sekil (4.5)- Sekil (4.6)-da ¢ = 0,1 ve m = (t,t) degerleri i¢in giderek artan t
zaman adimlarinda 7 = 0,1 i¢in sayisal ¢oziimler verilmistir. Sayisal ¢oziimler analiz
edildiginde t zamani ilerledik¢e elde edilen sayisal ¢oziim degerlerinin biliylidigi
gozlemlenmistir. Ele alinan problem soniimlemeli dalga tiir problemdir. Problemin bu
yapist Sekil (4.10) ve Sekil (4.11) de gozlemlenmistir. Grafiklerde t = 2 ve t = 3 farkhi
zamanda sayisal ¢oziimlerin grafikleri verilmis ve elde edilen sayisal ¢oziimlerin ¢ok

yakin oldugu gozlemlenmistir. Yani, (n + 1) zaman seviyesi i¢in miaxlu{“rl —ul'| <

ts oldugu durumda, kararli bir ¢6ziim elde edilmistir. Burada ts, tolerans degeri olarak
tanimlanmaktadir ve hesaplamalarda ts = 2.89 x 10™* degeri kullanilmistir. Bahsedilen

tolerans sayisina t = 2 zaman adiminda ulasilip, kararli ¢6ziim elde edilmistir.

Bu durum ise problemin belli bir zamandan sonra sontimlendigi ve 1s1 tiir

problemler gibi davrandigini yani kararli hale ulastigini ortaya koymaktadir.
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0.018
0.01
0.002

u(x,y,0.10)
0.041
0.034 u(x..0.10)
0.026 v

0.2 0.4 0.6 0.8
X

Sekil 4.5. u fonksiyonunun ¢ =0,1, 7=0,1, 8 =05, hy =t, h,=t, t =0,11icin
sayisal ¢oziimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x,y,0.30)
02 u(x,y,0.30)
0.14 02 Y

0.08 0.14 X
0.02 0.08
0.02

O0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
Sekil 4.6. u fonksiyonunun € =0,1, 7=0,1, 8 =0,5, hy =¢t, h, =t, t = 0.3 igin
sayisal ¢oziimiinlin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x.y,0.50) z

0.38
0.26
E 0.14 u(x,y,0.50)
0.02 Y

Sekil 4.7. u fonksiyonunun € =0,1, 7=0,1, 8 =0,5, hy =¢t, h, =t, t =0,5i¢in
sayisal ¢oziimiinlin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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u(x,y,1.00)

0.63
0.55
0.45
035
0.25
0.15
0.05

Sekil 4.8. u fonksiyonunun e =0,1, t=0,1, 8 =0,5, hy =¢t, h, =t, t =1igin

sayisal ¢oziimiinlin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x.y.1.50)
07

0.65
0.55

Sekil 4.9. u fonksiyonunun e =0,1, 7=0,1, 8 =0,5, hy =t, h,=t, t =15 icin

sayisal ¢oziimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x,y,2.00)
0.72
0.65
0.55
0.45
0.35

X
Sekil 4.10. u fonksiyonunun ¢ =0,1, t=0,1, 8 =0,5,h; =¢t, h, =t, t =2 igin
sayisal ¢oziimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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u(x.y,3.00)
0.72
0.65
055 g Y
.4t

0.45
0.35
0.25
0.15
0.05

Sekil 4.11. u fonksiyonunun ¢ =0,1, 7=0,1, 8 =05, hy =¢t, h,=t, t =3 i¢in
sayisal ¢oziimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

Sekil (4.12)-Sekil (4.17) sekillerinde ise € = 0,1 ve th)) = (tant, tant) degerleri
icin giderek artan t zaman adimlarinda T = 0,01 i¢in sayisal ¢oziimler elde edilmistir.
Sayisal ¢oziimler analiz edildiginde t zaman ilerledik¢e sinirlarda katman olusturmaya
zorlanan ¢6ziimler zaman ilerledik¢e ¢6ziim bolgesinin merkezine dogru dagilmakta ve
dalga olusturmaya baglamaktadir. Zaman ilerledik¢e ele alinan parametreler i¢in elde
edilen sayisal ¢ozlimlerin birbirine ¢ok fazla yaklastigi ve soniimlemeli dalga tiir denklem

olma 6zelligini gosterdigi gézlemlenmistir.

u(x,y,0.10)
0.095
g 825 u(x,y,0.10)
005 0.095 %
X
0,035 0.08
002 0.065
o0es 0035
002
0.005

Sekil 4.12. u fonksiyonunune = 0,1, 1 =0,01, 8 = 0,5, hy = tant, h, = tant,t =
0,1 i¢in sayisal ¢oziimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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Sekil 4.13. u fonksiyonunun ¢ =0,1, t=0,01, 6 = 0,5, h; = tant, h, = tant,
t = 0,3 igin sayisal ¢oziimiinlin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli
(sag).

u(x,y,0.50)
0.42
0.32 u(x,y.0.50)
022 ppts X Y
0.12 0.22
0.02 012

0.02

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
Sekil 4.14. u fonksiyonunun ¢ =0,1, t=0,01, 8 = 0,5, h; = tant, h, = tant,
t = 0,5 i¢in sayisal ¢ozlimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli

(sag).

ufx.y.1.00)
i 06 Y

Sekil 4.15. u fonksiyonunun ¢ =0,1, t=0,01, 6§ = 0,5, hy = tant, h, = tant,
t = 1 igin sayisal ¢ozlimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

47



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Sekil 4.16. u fonksiyonunun ¢ = 0,1, t = 0,01, 8 = 0,5, hy = tant, h, = tant,t =
1,5 i¢in sayisal ¢oziimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).

u(x,y,2.00)

0.7

0.65
055
0.45
0.35
0.25
0.15
0.05

Sekil 4.17. u fonksiyonunun ¢ =0,1, t=0,01, 6§ = 0,5, hy = tant, h, = tant,
t = 2 i¢in sayisal ¢oziimiiniin kontur egrisi (sol) ve 3 boyutlu modeli (sag).
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Bu tez calismasinda iki boyutlu soniimlemeli dalda tiir konveksiyon-diflizyon-
reaksiyon denklemine uygulanan sayisal yontemler icin elde edilen sonuclar analiz

edildiginde,

e Tez calismasinda ele alinan soniimlemeli dalga tiir konveksiyon diflizyon
reaksiyon probleminin sayisal ¢éziimleri incelendiginde biiyiikk T degerleri i¢in
sayisal ¢oziimlerde kararsizliklarin meydana geldigi, kiiciik 7 degerleri i¢in ise
kararli ¢bziimlerin  elde edildigi gozlemlenmistir. Kararli ¢oziimler
degerlendirildiginde ise zaman ilerledik¢e beklenildigi ve problemin yapisina

uygun sekilde sayisal ¢oziimlerin kararl ve soniimlendigi gozlemlenmistir.

e Crank-Nicolson/Sonlu elemanlar hibrit sayisal yoOnteminin zamana bagh
konvektif katsayili sonlimlemeli dalga tiir konveksiyon-diflizyon-reaksiyon

denklemi i¢in uygulanabilir bir yontem oldugu gozlemlenmistir.

e Sabit ve zamana bagli konvektif katsayili soniimlemeli dalga tiir konveksiyon-
difiizyon-reaksiyon denklemi i¢in kararli sonlu elemanlar yontemine gerek
duyulmaksizin kararli sayisal ¢oziimler elde edilmistir. Bu durum ise sayisal

¢ozliim elde edilmesini daha ekonomik hale getirmistir.

e Bu tezde uygulanan hibrit sayisal yontem soniimlemeli dalda tiir zamana bagh

konvektif katsayili problemlere kolaylikla uygulanabilir.

e Bu tez caligmasinda iki boyutlu uzayda sayisal ¢6ziimii elde edilen problemin, {i¢

boyutlu modelinin ¢6ziimii ayn1 sayisal yontem ile elde edilebilir.

e En iyi literatlir bilgimize gdre (1+2) boyutlu zamana bagl konvektif katsayili
sontimlemeli dalga tiir konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denkleminin sayisal
coziimleri ilk kez bu tez ¢alismasinda goz Oniline alinmis ve kararli sayisal

coziimler elde edilmistir. Elde edilen kararli sayisal ¢oziimler benzer tiir
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problemlerin bu tez ¢alismasinda kullanilan sayisal yontemle kararli ¢oziimlerinin

elde edilebilirligi i¢in dnemli bir yol gdsterici olacag: diistiniilmektedir.
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