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BÖLÜM 1

ÖNB·ILG·ILER

1.1 G·IR·IŞ

Newton�dan bu yana �ziksel modellerde tam say¬mertebeden türevler yer almaktad¬r.

Di¼ger taraftan 1695 y¬l¬nda Leibnitz, kesirli mertebeden türevlerin ileride çok faydal¬

sonuçlar verece¼gine i̧saret etmi̧stir.

Do¼gada ortaya ç¬kan �ziksel ve dinamik sistemler kal¬t¬msal ve haf¬zal¬olma özelliklerine

sahiptir. Sistemlerin geçmi̧slerine dayanan bu özelliklerin bilinmesi şu anki ve gelecekteki

i̧sleyi̧sleri hakk¬nda kolayca öngörüde bulunabilme imkan¬sa¼glar. Söz konusu özellikleri

tan¬mlamak için klasik analizin temel kavramlar¬yeterli olmamaktad¬r. Bu noktada kesirli

türevler ve integraller önemli rol oynamaktad¬r. Ayr¬ca kesirli türev operatör tan¬mlar¬n¬n

birden fazla olmas¬, birbirleri aras¬ndaki ili̧skiler ve farkl¬l¬klar sistemin yap¬s¬na en uygun

olan¬n¬seçme f¬rsat¬sunar (Avc¬2013).

Günümüzde özellikle düzensiz yay¬l¬m (anomalous di¤usion) olaylar¬n¬n matematiksel

tasvirinde kesirli mertebeden diferensiyel denklemler kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r. Bir d¬̧s h¬z

veya kuvvet alan¬n¬n varl¬¼g¬ ve/veya yoklu¼gu durumunda düzensiz yay¬l¬m olaylar¬n¬n

çeşitli yollarla modellenmesi mümkündür: i) kesirli Brown hareketi ii) genelleşmi̧s yay¬l¬m

denklemleri iii) sürekli zaman rasgele yürüyüş modelleri iv) Langevin denklemleri v)

genelleşmi̧s Langevin denklemleri vi) genelleşmi̧s termoistatistik. Düzensiz yay¬l¬m için

sadece (iii) ve (v) yaklaş¬mlar¬sistem haf¬zas¬ve olas¬l¬k da¼g¬l¬m fonksiyonlar¬ için söz

konusu olan özel durumlar¬ içermektedir. Sürekli zaman rasgele yürüyüş modeli ve

genelleşmi̧s temel denklemler yaklaş¬m¬n¬n dezavantaj¬, kuvvet alanlar¬n¬n, s¬n¬r de¼ger

problemlerinin ve faz uzay¬ndaki dinamiklerin direkt olarak dikkate al¬namamas¬d¬r (Metz-

ler and Klafter 2000).

Düzensiz kinetik olaylar için alternatif bir yaklaş¬m, kesirli mertebeden denklemler yard¬m¬

ile verilmektedir. Bu yaklaş¬mla, d¬̧s alanlar¬n ve s¬n¬r de¼ger problemlerinin varl¬¼g¬duru-

munda da daha etkin sonuçlar elde edilebilmektedir. Difüzyon denkleminde, yerel zamana
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göre türev yerine kesirli bir operatörün yaz¬lmas¬n¬n birçok karmaş¬k sistemle ilgili olan

haf¬za etkilerinin hesaba kat¬lmas¬n¬sa¼glad¬¼g¬Balakrishnan (1985) te gösterilmi̧stir. Bu

tür kesirli kinetik denklemler; düzensiz yay¬l¬m süreçlerinin d¬̧s kuvvet ve h¬z alan¬n¬n var-

l¬¼g¬veya yoklu¼gu durumunda modellenmesinde önemli bir araç haline gelmi̧stir. Özellikle

ilk durumda, bu denklemlerin matematiksel yap¬s¬bilinen çözüm yöntemlerinin uygulan-

mas¬na imkan tan¬maktad¬r. Son zamanlarda yap¬lan çal¬̧smalarda, kesirli reolojik mo-

deller, kesirli yay¬l¬m (difüzyon) denklemleri, kesirli taş¬n¬m-yay¬l¬m (advection-di¤usion)

denklemleri ve kesirli FokkerPlanck denklemleri farkl¬aç¬lardan ele al¬nm¬̧st¬r. Bu çal¬̧s-

malarda, zamansal ve/veya uzaysal türevler yerine farkl¬kesirli operatörler tan¬mlanm¬̧st¬r

(Metzler and Klafter 2000).

Bu tür denklemlerin başl¬ca uygulama alanlar¬ndan baz¬lar¬; biyoloji, biyomühendislik,

�zik, elektromanyetik teori, termodinamik, mekanik, sinyal ve sistem teorisi, kaos teorisi

ve fraktallar, jeoloji, ak¬̧skanlar mekani¼gi ve kompleks sistemler içerisindeki madde iletimi

teorisi, olas¬l¬k ve istatistik teorileri, elektrik-elektronik ve kontrol teori olarak s¬ralanabilir

(Avc¬2013).

Bu tezde kesirli difüzyon denklemi için bir ters problemin çözümünün kararl¬l¬¼g¬, Car-

leman de¼gerlendirmeleri yard¬m¬yla araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Burada, ters problemin çözümü ile

ilgili �ziksel modeldeki baz¬ önemli parametrelerin belirlenmesi amaçlanmaktad¬r. Bu

tür problemler uzaktan alg¬lama ve tahribats¬z de¼gerlendirme ile ilgili birçok problemin

matematik modelinde ortaya ç¬kmaktad¬r.

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, tezde gerekli olan baz¬temel tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1 X bir küme olsun. X üzerinde bir topoloji, aşa¼g¬da verilen özellikleri sa¼glayan

ve X in alt kümelerinin bir koleksiyonu olan � kümesi olarak tan¬mlan¬r. � nun eleman-

lar¬na aç¬k küme denir.

a) E¼ger A herhangi bir küme ve her � 2 A için U� 2 � ise,
S
�2A

U� 2 � dur.

b) E¼ger bir F sonlu kümesinin her bir � eleman¬için U� 2 � ise,
T
�2F

U� 2 � dur.

c) X 2 � ve ; 2 � dur.

� , X üzerinde bir topoloji olmak üzere, (X; �) ikilisine bir topolojik uzay denir (Browder

1995, s. 123).
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Örnek 1.1 R üzerinde bir �u topolojisi; a 2 R olmak üzere (�1; a) s¬n¬rs¬z aç¬k aral¬k-

lar¬aç¬k küme seçilerek, ; ve R ile birlikte tan¬mlanabilir. Benzer şekilde, R üzerinde bir

� ` topolojisi; ;, R ve a 2 R için tüm (a;+1) aral¬klar¬n¬n koleksiyonu ile tan¬mlanabilir.

Tan¬m 1.2 X bir topolojik uzay, F; X in bir alt kümesi olsun. E¼ger F nin tümleyeni

F c = XnF aç¬k ise, F kapal¬d¬r denir.

Aç¬kt¬r ki kapal¬kümeler s¬n¬f¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

a) E¼ger F� her bir � 2 A için kapal¬ise,
T
�2A

F� kapal¬d¬r.

b) E¼ger F1; F2; : : : ; Fn kapal¬ise,
nS
k=1

Fk kapal¬d¬r.

c) X ve ; kapal¬d¬r (Browder 1995, s. 124).

Tan¬m 1.3 X bir küme, d de X � X üzerinde tan¬ml¬ bir fonksiyon olsun. E¼ger her

x; y; z 2 X için aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬yor ise, d; X üzerinde bir metriktir (veya X

üzerinde uzakl¬k fonksiyonu) denir ve (X; d) ikilisi bir metrik uzay olarak adland¬r¬l¬r.

M1) d reel de¼gerli, sonlu ve negatif olmayand¬r.

M2) d(x; y) = 0 olmas¬için gerek ve yeter koşul x = y olmas¬d¬r.

M3) d(x; y) = d(y; x) simetri özelli¼gi sa¼glan¬r.

M4) d(x; y) 5 d(x; z) + d(z; y) üçgen eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Kreyszig 1978, s. 3).

Tan¬m 1.4 (X; d) bir metrik uzay olsun. Her bir a 2 X ve r > 0 için a merkezli ve r

yar¬çapl¬aç¬k yuvar

B(a; r) = fx 2 X : d(x; a) < rg

kümesiyle tan¬mlan¬r (Browder 1995, s. 128).

Tan¬m 1.5 X bir metrik uzay, E de X in bir alt kümesi olsun. E alt kümesinin çap¬

diamE = sup fd(x; y) : x; y 2 Eg

ile tan¬mlan¬r. E¼ger diamE < +1 ise, E kümesi s¬n¬rl¬d¬r denir.

Kolayca görülebilir ki, E nin s¬n¬rl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul key� a 2 X ve r > 0

için E � B(a; r) olmas¬d¬r (Browder 1995, s. 142).

Örnek 1.2 R1 bütün reel say¬lar¬n kümesini gösterir ve genellikle reel say¬do¼grusu olarak

adland¬r¬l¬r. R2 ise düzlem veya kompleks düzlem olarak adland¬r¬l¬r. Aşa¼g¬da verilen alt

kümeler R2 de göz önüne al¬nm¬̧st¬r.
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Küme Kapal¬ Aç¬k S¬n¬rl¬

a) A = fz 2 C : jzj < 1g Hay¬r Evet Evet

b) B = fz 2 C : jzj � 1g Evet Hay¬r Evet

c) C, boştan farkl¬ve sonlu bir küme Evet Hay¬r Evet

d) Z Evet Hay¬r Hay¬r

e) D =
�
1
n
: n 2 N; n � 1

	
Hay¬r Hay¬r Evet

f) C Evet Evet Hay¬r

g) (a; b) Hay¬r Evet

Burada dikkat edilmelidir ki D kümesinin bir limit noktas¬ vard¬r ve z=0 d¬r ancak D

nin hiçbir noktas¬ bir limit noktas¬ de¼gildir. Dolay¬s¬yla bir limit noktas¬n¬n varl¬¼g¬ ve

ilgili küme taraf¬ndan kapsanmas¬farkl¬durumlar olup yukar¬daki tabloda ifade edilmiştir.

Ayr¬ca g) ş¬kk¬nda ikinci sütun boş b¬rak¬lm¬̧st¬r. Bunun sebebi (a; b) kümesinin R1 de aç¬k

R2 de kapal¬olmas¬d¬r (Rudin 1976, s. 33).

Tan¬m 1.6 A � C olmak üzere, f : A �! C bir fonksiyon, z0, A n¬n bir iç noktas¬

olsun. E¼ger

lim
z!z0

f(z)� f(z0)

z � z0

limiti mevcutsa, f fonksiyonuna z0 noktas¬nda diferensiyellenebilirdir denir ve

f 0(z0) = lim
z!z0

f(z)� f(z0)

z � z0
(1.1)

ile gösterilir. (1.1) eşitli¼gi

f 0(z0) = lim
h!0

f(z0 + h)� f(z0)

h

şeklinde de gösterilebilir (Palka 1991, s. 62).

Karmaş¬k fonksiyonlar için türev tan¬m¬reel fonksiyonlardaki tan¬ma oldukça benzerdir.

Ancak bu iki durum aras¬nda önemli bir fark vard¬r ve bu fark karmaş¬k fonksiyonlar¬n

türevlerindeki h say¬s¬n¬n karmaş¬k oluşundan gelmektedir. Burada h ! 0 için limit

al¬n¬rken h n¬n orijinden geçen her e¼gri boyunca, özel olarak reel ve sanal eksen boyunca

da, s¬f¬ra yaklaşt¬¼g¬varsay¬l¬r ve bütün bu yaklaş¬mlarda limitin ayn¬de¼geri almas¬gerekir.

Reel de¼gerli fonksiyonlarda ise sadece reel eksen boyunca yaklaş¬m söz konusudur (Başkan

2012, s. 85).

Bunu bir örnekle görelim:
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Örnek 1.3 f(z) = z fonksiyonu verilsin. Tan¬m gere¼gi,

lim
h!0

f(z + h)� f(z)

h
= lim

h!0

z + h� z

h
= lim

h!0

h

h
; (h 6= 0)

var olmal¬d¬r. Ancak h = r + is yaz¬l¬rsa iki durum ile karş¬laş¬l¬r:

1. Durum: h reelse, yani h = r ise h! 0 için yukar¬daki ifadenin limiti 1 dir.

2. Durum: h sanalsa, yani h = is ise h! 0 için yukar¬daki ifadenin limiti -1 dir.

Bu nedenle f(z) = z fonksiyonu hiçbir yerde diferensiyellenemez.

Reel de¼gerli fonksiyonlardaki türev kavram¬ile kompleks de¼gerli fonksiyonlar için türev

kavram¬ aras¬ndaki önemli bir fark ise, karmaş¬k fonksiyonlar bir aç¬k kümede birinci

mertebeden türeve sahip iseler bu kümede her mertebeden türeve sahiptirler (Başkan

2012, s. 85).

Tan¬m 1.7 f : A ! C fonksiyonu analitiktir denir e¼ger f fonksiyonu A da sürekli dife-

rensiyellenebilir ise. E¼ger f analitik ise bu durumda f sonsuz mertebeden diferensiyel-

lenebilirdir (Conway 1973, s. 34, 73).

Teorem 1.1 f : A! C ve g : B ! C fonksiyonlar¬bir z0 noktas¬nda diferensiyellenebilir

olsun. Bu durumda

(fg)0(z0) = f 0(z0)g(z0) + f(z0)g
0(z0)

d¬r (Palka 1991, s. 65).

Tan¬m 1.8 (Gamma Fonksiyonu) z 2 C; Re z > 0 için

�(z) =

1Z
0

xz�1e�xdx

ile tan¬mlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Samko et al. 1993, s. 15).

Tan¬m 1.9 E¼ger u; G üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon ise, u nun supportu

supp (u) = fx 2 G : u (x) 6= 0g

biçiminde tan¬mlan¬r. E¼ger supp(u) b 
 ise, 
 da u nun kompakt supportu vard¬r denir.
Burada G � Rn boştan farkl¬ise, G nin Rn de kapan¬̧s¬G şeklinde gösterilir. E¼ger G � 


ve G; Rn in kompakt altkümesi (kapal¬ve s¬n¬rl¬) ise, G b 
 olarak yaz¬l¬r (Adams and
Fournier 2003, s. 2).

5



Tan¬m 1.10 (Genelleşmi̧s Fonksiyon) C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬

ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzay¬denir ve D(
) ile gösterilir:

i) Öyle bir K � 
 kompakt cümlesi vard¬r ki her k 2 N için supp 'k 2 K d¬r.

ii) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k !1 için D�'k(x)! D�'(x) yak¬nsamas¬
 bölgesinde

düzgün yak¬nsak ise k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.

D(
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬ sürekli, lineer fonksiyonellere, genelleşmiş fonksiyon

denir. Genelleşmiş fonksiyonlar s¬n¬f¬D0(
) ile gösterilir (Vladimirov 1971, s. 66).

Tan¬m 1.11 (Genelleşmi̧s Türev) f 2 D0(
) olmak üzere, f genelleşmiş fonksiyo-

nunun D�f(
) (genelleşmiş) türevi,

(D�f; ') = (�1)j�j(f;D�'); ' 2 D(
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1971, s. 79).

Tan¬m 1.12 (Hk (
) Uzay¬) Hk (
), kendisi ve k: mertebeye kadar tüm genelleşmiş

türevleri L2 (
) ya ait olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu cümledir. Hk (
), üzerinde

tan¬mlanan

(f1; f2)Hk(
) =
X
j�j�k

Z



D�f1D
�f2dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkHk(
) =

0@X
j�j�k

Z



jD�f j2 dx

1A1=2

biçimindedir (Mikhailov 1978, s. 121).

Tan¬m 1.13 (AC(
); ACn(
) Uzaylar¬) 
; herhangi bir çifti kesişmeyen [ak; bk] � 


(k = 1; 2; :::; n) aral¬klar¬ndan oluşan sonlu bir küme olsun. E¼ger her " > 0 için,
nP
k=1

(bk � ak) < � oldu¼gunda
nP
k=1

jf(bk)� f(ak)j < " kalacak bir � > 0 bulunabiliyorsa,

o takdirde f(x) fonksiyonuna, 
 bölgesinde mutlak süreklidir denir. Bu fonksiyonlar¬n

uzay¬AC(
) ile gösterilir.

n 2 N ve 
 bir bölge olsun. 
 bölgesinde (n� 1) mertebeye kadar sürekli türevlere sahip

ve f (n�1) (x) 2 AC(
) şart¬n¬ sa¼glayan f fonksiyonlar¬n¬n uzay¬ACn(
) ile gösterilir

(Samko et al. 1993).

6



1.3 RIEMANN-LIOUVILLE VE CAPUTO ANLAMINDA TÜREV

Bu bölümde verilecek olan tan¬mlarda, � 2 R ve [a; b] reel say¬lar kümesinde sonlu bir

aral¬k olarak al¬nm¬̧st¬r.

Tan¬m 1.14 (Riemann-Liouville Kesirli Türevi) 0 < � < 1 olmak üzere, [a; b] aral¬-

¼g¬nda tan¬ml¬ f(x) fonksiyonu için, �-¬nc¬ mertebeden sol-tara�¬ ve sa¼g-tara�¬ kesirli

türevler s¬ras¬yla

(D�
a+f)(x) =

1

�(1� �)

d

dx

Z x

a

f(t)dt

(x� t)�
; (1.2)

(D�
b�f)(x) = �

1

�(1� �)

d

dx

Z b

x

f(t)dt

(t� x)�
(1.3)

şeklinde tan¬mlan¬r. (1.2) ve (1.3) kesirli türevleri Riemann-Liouville türevleri olarak

adland¬r¬l¬r (Samko et al. 1993, s. 35).

Tan¬m 1.15 (Caputo Kesirli Türevi) 0 < � < 1 olmak üzere, [a; b] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

f(x) fonksiyonu için, �-¬nc¬mertebeden sol-tara�¬ve sa¼g-tara�¬Caputo anlam¬nda kesirli

türevler s¬ras¬yla

(cD�
a+f) (x) = (D

�
a+ [f(t)� f(a)])(x); (1.4)

(cD�
b�f) (x) = (D

�
b� [f(t)� f(b)])(x) (1.5)

şeklinde Riemann-Liouville türevi yard¬m¬yla tan¬mlan¬r (Kilbas et al. 2006, s. 91).

Bu tezde sol-tara�¬Riemann-Liouville ve Caputo kesirli türevleri göz önüne al¬nacak olup

s¬ras¬yla

(D�
a+f)(x) := D�

xf(x);

(cD�
a+f) (x) := @�x f(x)

7



gösterimleri kullan¬lacakt¬r. Şimdi Caputo kesirli türevi için daha kullan¬̧sl¬bir tan¬m

verilecektir. Bunun için (1.4) eşitli¼gini göz önüne alal¬m:

@�x f(x) = (D�
x [f(t)� f(a)]) (x)

=
1

�(1� �)

d

dx

Z x

a

f(t)� f(a)

(x� t)�
dt

=
1

�(1� �)

d

dx

�Z x

a

f(t)dt

(x� t)�
� f(a)

Z x

a

(x� t)��dt

�
=

1

�(1� �)

"
d

dx

Z x

a

f(t)dt

(x� t)�
� f(a)

d

dx

 
(x� t)��+1 (�1)

��+ 1 jxt=a

!#

=
1

�(1� �)

"
d

dx

Z x

a

f(t)dt

(x� t)�
� f(a)

d

dx

 
0 +

(x� a)��+1

��+ 1

!#

=
1

�(1� �)

�
d

dx

Z x

a

f(t)dt

(x� t)�
� f(a)

(��+ 1) (x� a)��

��+ 1

�
=

1

�(1� �)

�
d

dx

Z x

a

f(t)dt

(x� t)�
� f(a)

(x� a)�

�
(1.6)

olup

u = f(t); dv = (x� a)��

du = f
0
(t)dt ; v =

(x� t)��+1

�(1� �)

de¼gi̧sken dönüşümü ile k¬smi integrasyon uygulan¬rsa,

@�x f(x) =
1

�(1� �)

�
d

dx

�
f(t)(x� t)��+1

�(1� �)
jxt=a �

Z x

a

f 0(t)
(x� t)��+1

�(1� �)
dt

�
� f(a)

(x� a)�

�
=

1

�(1� �)

d

dx

��
f(x)(x� x)��+1

�(1� �)
� f(a)(x� a)��+1

�(1� �)

�
Z x

a

f 0(t)
(x� t)��+1

�(1� �)
dt

�
� f(a)

(x� a)�

�
=

1

�(1� �)

�
0 +

d

dx

�
f(a)(x� a)��+1

1� �
+

Z x

a

f 0(t)
(x� t)��+1

1� �
dt

�
� f(a)

(x� a)�

�
=

1

�(1� �)

�
f(a)

1� �
(1� �)(x� a)�� +

d

dx

Z x

a

f 0(t)(x� t)��+1

1� �
dt� f(a)

(x� a)�

�
=

1

�(1� �)

�
f(a)

(x� a)�
+

d

dx

Z x

a

f 0(t)(x� t)��+1

1� �
dt� f(a)

(x� a)�

�
=

1

�(1� �)

d

dx

Z x

a

f 0(t)(x� t)��+1

1� �
dt

=
1

�(1� �)(1� �)

d

dx

Z x

a

f 0(t)(x� t)��+1dt

elde edilir ve Leibnitz ·Integral Formülü gere¼gi

@

@z

Z b(z)

a(z)

f(x; z)dz =

Z b(z)

a(z)

@f

@z
dx+ f(b(z); z)

db

dz
� f(a(z); z)

@a

@z

8



oldu¼gu göz önüne al¬n¬p, son bulunan eşitlikte yerine yaz¬l¬rsa

@�x f(x) =
1

�(1� �)(1� �)

24 R x
a

@
@x
(f 0(x)(x� t)��+1)dt

+f 0(x):0��+1:1� f 0(a)(x� a)��+1:0

35
=

1

�(1� �)(1� �)

�Z x

a

f 0(t)(1� �)(x� t)��dt

�
=

(1� �)

�(1� �)(1� �)

Z x

a

f 0(t)(x� t)��dt

=
1

�(1� �)

Z x

a

f 0(t)

(x� t)�
dt (1.7)

bulunur.

Örnek 1.4 Şimdi [0; 1] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir f(x) = x+ 1 fonksiyonunun 1
2
� inci mer-

tebeden Riemann-Liouville anlam¬nda kesirli türevini hesaplayal¬m. f fonksiyonunun x�e

göre 1
2
�inci mertebeden Riemann-Liouville anlam¬nda tan¬m¬kullan¬l¬rsa,

�
D1=2
x f

�
(x) =

1

�(1� 1
2
)

d

dx

Z x

0

f(t)dt

(x� t)�

=
1

�(1
2
)

d

dx

Z x

0

t+ 1

(x� t)1=2
dt

=
1

�(1
2
)

d

dx

�Z x

0

t(x� t)�1=2dt+

Z x

0

(x� t)��dt

�

oldu¼gu görülür ve

t = u; dv = (x� t)�1=2dt

dt = du; v = �(x� t)�1=2

1
2

) v = �2(x� t)1=2

de¼gişken dönüşümü yap¬larak

�
D1=2
x f

�
(x) =

1

�(1
2
)

d

dx

�
�t(x� t)��+1

��+ 1 jxt=0 �
Z x

0

�2(x� t)1=2dt+
�
�2(x� t)1=2

�
jxt=0
�

bulunur. Tekrar

x� t = s; t! 0 =) s! x

�dt = ds; t! x =) s! 0
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de¼gişken de¼gişimi yard¬m¬yla�
D1=2
x f

�
(x) =

1

�(1
2
)

d

dx

�
0� 0 +

Z 0

x

2u1=2(�du)� 2:0� (�2x1=2)
�

=
1

�(1
2
)

d

dx

�Z x

0

2u1=2du� 2x1=2
�

=
1

�(1
2
)

d

dx

�
2u3=2

3
2

jxu=0 �2x1=2
�

=
1

�(1
2
)

d

dx

�
4u3=2

3
jxu=0 �2x1=2

�
=

1

�(1
2
)

d

dx

�
4x3=2

3
� 0� 2x1=2

�
=

1

�(1
2
)

"
4:3
2
x1=2

3
� 21

2
x�1=2

#
=

1

�(1
2
)

�
2x1=2 � x1=2

�
elde edilir. Burada �(1

2
) de¼gerini hesaplayal¬m. Bunun için Gamma fonksiyonunun

tan¬m¬n¬ele alal¬m.

�(�) =

Z 1

0

z��1e�zdz

şeklinde tan¬ml¬olup bu integralde

u2 = z; 2udu = dz

de¼gişken de¼gişimi yap¬larak,

�(�) =

Z 1

0

u2��2e�u
2

2udu

bulunur. � = 1
2
için yukar¬daki integralin ifadesi

�(
1

2
) =

Z 1

0

u1�2e�u
2

2udu

= 2

Z 1

0

e�u
2

du

olur. �(1
2
) de¼gerinin karesini al¬n¬rsa,�

�(
1

2
)

�2
= �(

1

2
)�(
1

2
)

= (2

Z 1

0

e�u
2

du)(2

Z 1

0

e�v
2

dv)

= 4

Z 1

0

Z 1

0

e�(u
2+v2)dudv

10



yaz¬l¬r. Burada kutupsal koordinatlara geçilirse,

u = r cos �; v = r sin �; 0 � r � 1; 0 � � � �

2
;

J =

������
@u
@r

@v
@r

@u
@�

@v
@�

������ =
������ cos � sin �

�r sin � r cos �

������
= r cos2 � � (�r sin2 �)

= r(cos2 � + sin2 �) = r

bulunur. Böylece,�
�(
1

2
)

�2
= 4

Z �=2

0

Z 1

0

e�(r
2 cos2 �+r2 sin2 �)rdrd�

= 4

Z �=2

0

Z 1

0

e�r
2

rdrd�

= 4(

Z 1

0

e�r
2

rdr)(

Z �=2

0

d�)

olup

�r2 = t;�2rdr = dt; r �! 0 =) t �! 0; r �!1) t �! �1

de¼gişken dönüşümü yap¬l¬rsa�
�(
1

2
)

�2
= 4(

Z 1

0

et(
�dt
2
))(

Z �=2

0

d�)

= �2(
Z 1

0

etdt)(� j�=20 )

= �2( lim
s!�1

Z s

0

etdt)(
�

2
)

= ��( lim
s!�1

et js0)

= ��( lim
s!�1

es � 1)

= ��(0� 1)

= �

elde edilir. Ayr¬ca, her u � 0 için e�u2 > 0 oldu¼gundan

�(
1

2
) = 2

�Z 1

0

e�u
2

du

�
� 0

d¬r. Bu durumda

[�(
1

2
)]2 = � =) �(

1

2
) =

p
�
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olarak hesaplan¬r. Dolay¬s¬yla f(x) = x+1 fonksiyonunun Riemann-Liouville anlam¬nda

türevi�
D1=2
x f

�
(x) =

1p
�

�
2x1=2 � x1=2

�
şeklinde elde edilir.

Örnek 1.5 Şimdi Örnek 1.4 de ele al¬nan f(x) = x+1 fonksiyonunun 1
2
�inci mertebeden

Caputo anlam¬nda türevini hesaplayal¬m.�
@1=2x f

�
(x) =

1

�(1� 1
2
)

Z x

0

f 0(t)dt

(x� t)1=2

=
1

�(1
2
)

Z x

0

1dt

(x� t)1=2

=
1

�(1
2
)

Z x

0

(x� t)�1=2 dt

oldu¼gu göz önüne al¬narak

u = (x� t); t = 0) u = x

du = �dt; t = x =) u = 0

de¼gişken dönüşümü ile�
@1=2x f

�
(x) =

1

�(1
2
)

Z 0

x

u�1=2du

=
1

�(1
2
)

�
u1=2

1
2

�
j0u=x

=
1

�(1
2
)
2u1=2 j0u=x

=
1

�(1
2
)
2(x1=2 � 0)

=
1

�(1
2
)
2x1=2

=
1p
�
2x1=2

bulunur.

Lemma 1.2 Kabul edelim ki f(x) 2 AC ([a; b]) olsun. Bu durumda 0 < � < 1 olmak

üzere, D�
a+f ile D

�
b�f kesirli türevleri hemen hemen her yerde mevcuttur. Ayr¬ca 1 � r <

1
�
için, D�

a+f , D
�
b�f 2 Lr(a; b) dir ve

D�
a+f(x) =

1

�(1� �)

�
f(a)

(x� a)�
+

Z x

a

f
0
(t)dt

(x� t)�

�
;

D�
b�f(x) =

1

�(1� �)

�
f(b)

(x� a)�
+

Z b

x

f
0
(t)dt

(t� x)�

�
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eşitlikleri sa¼glan¬r (Samko et al. 1993, s. 35).

Yukar¬da verilen Lemma 1.2 nin ifadesi Önerme 1.3 ün ispat¬nda kullan¬lacakt¬r.

Önerme 1.3 0 < � < 1 olsun. E¼ger ' 2 C[0; T ] \ W 1;1(0; T ) ise, hemen hemen her

yerde bir

D�
t '(t) =

1

�(1� �)

@

@t

Z t

0

'(s)

(t� s)�
ds; 0 < � < 1

biçiminde tan¬mlanan Riemann-Liouville anlam¬nda türev vard¬r. Ayr¬ca, 1 � r < 1
�
için

D�
t ' 2 Lr(a; b) ve

D�
t '(t) =

1

�(1� �)

'(0)

t�
+ @�t '(t) (1.8)

d¬r (Yamamoto and Zhang et al. 2012, s. 4).

·Ispat. Lemma 1.2 gere¼gi D�
t ' 2 Lr(a; b) oldu¼gu görülür. (1.6) eşitli¼gi ile verilen Caputo

türev tan¬m¬nda a = 0 al¬narak

@�t '(t) =
1

�(1� �)

�
d

dt

Z t

a

'(s)ds

(t� s)�
� '(a)

(t� a)�

�
=

1

�(1� �)

d

dt

Z t

0

'(s)ds

(t� s)�
� 1

�(1� �)

'(0)

t�

= D�
t '(t)�

1

�(1� �)

'(0)

t�

bulunur. Bu durumda

@�t ('(t)) +
'(0)

�(1� �)t�
= Dt ('(t))

elde edilir.

Önerme 1.4 ' 2 C[0; T ] \W 1;1(0; T ) olsun ve

'(0) = @�t '(0) = 0

sa¼glans¬n. Bu durumda

@�t @
�
t ' = @�+�t '; 0 < � + � � 1

d¬r (Yamamoto and Zhang et al. 2012, s. 4).
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·Ispat. Önerme 1.3 gere¼gi, (1.8) den 0 < � < 1 iken

D�
t '(t) =

1

�(1� �)

'(0)

t�
+ @�t '(t)

dir. '(0) = 0 hipotezini yerine yazarsak

D�
t '(t) = @�t '(t) =

1

�(1� �)

@

@t

Z t

0

'(s)

(t� s)�
ds

elde edilir. Bu eşitli¼gi kullanarak @�t @
�
t '(t) yi hesaplayal¬m.

@�t (@
�
t '(t)) =

1

�(1� �)

@

@t

Z t

0

@�t '(�)

(t� �)�
d�

=
1

�(1� �)

@

@t

Z t

0

1
�(1��)

R �
0

'0(�)
(���)� d�

(t� �)�
d�

=
1

�(1� �)�(1� �)

@

@t

Z t

0

Z �

0

'0(�)

(t� �)�(�� �)�
d�d�

� 1

�(1� �)�(1� �)

@

@t
(I):

Burada

I =

Z t

0

Z �

0

'
0
(�)

(t� �)�(�� �)�
d�d�

=

Z t

0

Z t

�

'
0
(�)

(t� �)�(�� �)�
d�d�

=

Z t

0

'
0
(�)

�Z t

�

d�

(t� �)�(�� �)�

�
d�

olup

t� � = u) t� u = �;

�d� = du; t� u� � = �� � ;

� = � =) u = t� � ;

� = 0 =) u = 0

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa

I =

Z t

0

'
0
(�)

�Z 0

t��

�du
u�(t� � � u)�

�
d�

=

Z t

0

'
0
(�)

�Z t��

0

du

u�(t� � � u)�

�
d�

=

Z t

0

'
0
(�)

 Z t��

0

du

u�(t� �)�
�
1� u

t��
��
!
d�

=

Z t

0

'
0
(�)

(t� �)�

 Z t��

0

du

u�
�
1� u

t��
��
!
d� ;
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bulunur. Tekrar,

v =
u

t� �
u = t� � =) v =

t� �

t� �
= 1

dv =
du

t� �
u = 0 =) v =

0

t� �
= 0

de¼gi̧sken dönüşümü yap¬l¬rsa

I =

Z t

0

'
0
(�)

(t� �)�

�Z 1

0

(t� �) dv

v�(t� �)�(1� v)�

�
d�

=

Z t

0

'
0
(�)(t� �)

(t� �)�+�

�Z 1

0

v��(1� v)��dv

�
d�

=

�Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�(�+�)d�

��Z 1

0

v��+1�1(1� v)��+1�1dv

�
=

�Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�(�+�)d�

�
� (1� �; 1� �) (1.9)

elde edilir. Yani �+ � < 1 ise,

@�t (@
�
t '(t)) =

1

�(1� �)�(1� �)

@

@t

��Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�(�+�)d�

�
� (1� �; 1� �)

�
=

� (1� �; 1� �)

�(1� �)�(1� �)

@

@t

�Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�(�+�)d�

�
=

�(1��)�(1��)
�(1��+1��)

�(1� �)�(1� �)

@

@t

�Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�(�+�)d�

�
=

1

�(2� �� �)

@

@t

�Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�(�+�)d�

�
=

1

�(1� �� �)�(1� �� �)

@

@t

�Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�(�+�)d�

�
:

Burada

� (n+ 1) = n� (n)

oldu¼gu göz önüne al¬n¬r ve

dv = '
0
(�) d� , u = (t� �)1�(�+�)

v = ' (�) , du = � (1� (�+ �)) (t� �)�(�+�) d�
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şeklinde k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

@�t (@
�
t '(t)) =

1

�(1� �� �)�(1� �� �)

@

@t

�
(t� �)1�(�+�)'(�) jt�=0

+

Z t

0

'(�)(1� (�+ �))

(t� �)(�+�)
d�

�
=

1

�(1� �� �)�(1� �� �)

@

@t

�
0:'(t)� (t� �)1�(�+�)'(0)

+

Z t

0

'(�)(1� (�+ �))

(t� �)(�+�)
d�

�
=

1

�(1� �� �)�(1� �� �)

@

@t

�Z t

0

'(�)(1� �� �)

(t� �)(�+�)
d�

�
=

1

�(1� �� �)

@

@t

�Z t

0

'(�)

(t� �)(�+�)
d�

�
= @�+�t '(t)

bulunur. Di¼ger taraftan �+ � = 1 durumunda ise (1.9) eşitli¼gi

I =

�Z t

0

'
0
(�)(t� �)1�1d�

�
� (1� �; 1� �)

=

�Z t

0

'
0
(�)d�

�
� (1� �; 1� �)

= ('(�)� '(0)) � (1� �; 1� �)

= '(�)� (1� �; 1� �)

olur ve böylece

@�t (@
�
t '(t)) =

1

�(1� �)�(1� �)

@I

@t

=
1

�(1� �)�(1� �)

@

@t
('(t)� (1� �; 1� �))

=
� (1� �; 1� �)

�(1� �)�(1� �)
'
0
(t)

=
1

�(2� �� �)
'
0
(t); �+ � = 1

=
1

�(1)
'
0
(t)

= '
0
(t)

= @�+�t '(t)

oldu¼gu görülür.
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BÖLÜM 2

CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMELER·I

2.1 1/2. MERTEBEDEN B·IR D·IFÜZYON DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR CAR-

LEMAN DE¼GERLEND·IRMES·I

Bu bölümde, ispat¬Xu et al. (2011) de verilen 1
2
: mertebeden kesirli bir difüzyon denk-

lemi için bir Carleman de¼gerlendirmesi ele al¬nacakt¬r. Carleman de¼gerlendirmesi, bir

k¬smi türevli denklemin çözümü için a¼g¬rl¬kl¬L2 uzay¬nda elde edilmi̧s olan ve büyük bir

parametre içeren bir eşitsizliktir.

Lemma 2.1 Bir �0 > 0 vard¬r öyle ki her � � �0 için s0 > 0 ve C > 0 say¬lar¬seçilebilir

öyle ki her s � s0 için ve supp(u) � Q"; u(x; 0) = 0; 0 � x � ` şartlar¬n¬sa¼glayan her

u 2 C (["0; T � "0] ;H
4 (
)) \ C1 ["0; T � "0] ;L

2 (
)) içinZ
Q0

�
1

s'
j@tuj2 + s�2�2'

��@3xu��2 + s3�4�4'3
��@2xu��2

+s5�6�6'5 j@xuj2 + s7�8�8'7u2
�
e2s'dxdt

� C

Z
Q0

���@t � @4x
�
u
��2 e2s'dxdt (2.1)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r (Xu et al. 2011, s. 1358).

Aşa¼g¬da Lemma 2.1 in ispat¬n¬n genel aşamalar¬sunulmuştur.

1. Ad¬m: Öncelikle, yo¼gunluk tan¬m¬ndan dolay¬ispat C10 (Q) uzay¬nda yap¬l¬r.

2. Ad¬m: Yeni bilinmeyen bir fonksiyon ve bir operatör tan¬mlan¬r:

w = es'u; Pw = es'(@t � @41)(e
�s'w):

3. Ad¬m:

kPwk2 = kP1wk2 + kP2wk2 + 2(P1w + P2w)

eşitsizli¼ginde (P1w;P2w) ifadesi için bir alt s¬n¬r¬n bulunmas¬hede�enir.
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4. Ad¬m: (P1w;P2w) =
9X

k=1

Jk eşitli¼ginde Jk terimleri tek tek de¼gerlendirilerek

(P1w;P2w) + "

Z
Q

jP2wj2 dxdt

� 2

Z
Q

s�2'�2
��@31w��2 dxdt

+65

Z
Q

s3�4'3�4(1 +
b1
s
+
b2
�
)
��@21w��2 dxdt

�(19 + �)

Z
Q

(s5�6'5�6 + Cs3�6'3�6 + Cs4�6'4�6) j@1wj2 dxdt

+13

Z
Q

s7�8'7�8w2dxdt:

eşitsizli¼gi elde edilir. Dikkat edilirse burada j@1wj2 ifadesini içeren integralin katsay¬s¬

negatiftir. Bu nedenle başka bir de¼gerlendirme elde etmek gerekir.

5. Ad¬m:
R
Q
(Pw)� s3�4'3�4wdxdt =

6X
k=1

Ik integralini de¼gerlendirmek için Ik terimleri

tek tek incelenir.

6. Ad¬m: 4. Ad¬m ve 5. Ad¬m�da elde edilen eşitsizlikler toplan¬r.

7. Ad¬m: Son olarak s > 0 büyük parametresi yard¬m¬yla ve w fonksiyonu u cinsinden

yaz¬larak istenen eşitsizlik elde edilir.

2.2 EL·IPT·IK OPERATÖR ·IÇ·IN B·IR CARLEMAN DE¼GERLEND·IRMES·I

Aşa¼g¬da eliptik denklem için Isakov (2006) da verilmi̧s olan ve ispat¬E1ler ve Isakov

(2000) taraf¬ndan yap¬lan bir Carleman de¼gerlendirmesi sunulmuştur.

Teorem 2.2 (Teorem 3.3.7, Isakov 2006, s. 62) A ikinci mertebeden bir eliptik operatör

ve 
 s¬n¬rl¬bir bölge olsun. Bu durumda C1 = C1("); C2 = C2("; �) sabitleri vard¬r öyleki

her u 2 C20(
) ve j�j � 2 için C1 < �; C2 < � olmak üzere aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glan¬r:

�

Z



(��')3�2j�je2�' j@�uj2 � C1

Z



e2�' jAuj2 :

Burada � birinci, � ikinci büyük parametre olup  (x) = jx� bj2 ; ' = e� ; 
" = 
 \

f" <  g şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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BÖLÜM 3

1/2. MERTEBEDEN D·IFÜZYON DENKLEM·I ·IÇ·IN B·IR TERS

PROBLEM

Bu bölümde bir

Q = f(x; t);x 2 
; t 2 (0; T )g ;
 = (0; `)

bölgesinde

(@
1=2
t � @2x)u(x; t) = p(x)u(x; t); (x; t) 2 Q (3.1)

1/2. mertebeden kesirli difüzyon denklemi

u(x; 0) = a(x); x 2 (0; `) � 


başlang¬ç koşulu ve

u(0; t) = g(t); @xu(0; t) = h(t)

Cauchy verisi ile birlikte ele al¬nm¬̧st¬r. Burada a(x); g(t) ve h(t) bilinen fonksiyonlard¬r.

Q bölgesinde a 6� 0 veya (0; T ) aral¬¼g¬nda g; h 6� 0 d¬r. @1=2t gösterimi Caputo anlam¬nda

kesirli türevi ifade etmektedir.

Problem 3.1 (3.1) denkleminden u(:; t0); t0 > 0 ek bilgisi yard¬m¬yla p(x) bilinmeyen

katsay¬s¬n¬n bulunmas¬ters problemini ele alal¬m.

3.1 TERS PROBLEM·IN ÇÖZÜMÜNÜN KARARLILI¼GI

Kabul edelim ki t0 2 (0; T ) key� sabitlenmi̧s bir nokta olsun. Ayr¬ca x0� ` > 0 yeterince

küçük olacak şekilde x0 > ` seçelim. Böylece (x0 � `)2 < 1
3
x20 oldu¼gu görülür.

·Ispat için öncelikle baz¬gösterimleri tan¬mlayal¬m:

d(x) = jx� x0j2 ;

 (x; t) : = d(x)� �(t� t0)
2 > 0; (x; t) 2 Q;
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burada � > 0 sabitis
x20
�
< min ft0;T � t0g (3.2)

eşitsizli¼gini sa¼glar. (3.2) gere¼gi, e¼ger  (x; t) > 0 ve 0 < x < ` ise, o halde 0 < t < T dir.

Ek olarak

x20 > " > (x0 � `)2

için

Q" � f(x; t) 2 Q; (x; t) > "g ; 
" � Q" \ ft = t0g

kümelerini tan¬mlayal¬m. Dikkat edilirse x20 > � > (x0 � `)2 için 
" = (0; x0 �
p
") 6= ?

d¬r.

Aşa¼g¬da Yamamoto ve Zhang (2012) de yer alan bir teorem verilmi̧stir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki p ve q katsay¬lar¬na karş¬l¬k gelen (3.1) denkleminin iki

çözümü s¬ras¬yla u(p) ve u(q) olsun. Ayr¬ca M > 0 ve yeteri kadar küçük �0 > 0 say¬lar¬

vard¬r öyle ki

ku(p)kC2(["0;T�"0];W 2;1(
)\H4(
))\C3(["0;T�"0];L2(
)) + ku(p)kC([0;T ];L1(
)) �M; (3.3)

ku(q)kC2(["0;T�"0];W 2;1(
)\H4(
))\C3(["0;T�"0];L2(
)) + ku(q)kC([0;T ];L1(
)) �M; (3.4)

@jxp(0) = @jxq(0); j = 0; 1; kpkW 2;1(
) ; kqkW 2;1(
) < M; (3.5)

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r. Ek olarak

u(p)(x; t0); u(q)(x; t0) 6= 0; 0 � x � ` (3.6)

oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda her

" 2 ((x0 � `)2;
1

3
x20)

için " ve M�ye ba¼gl¬C > 0 ve � 2 (0; 1) sabitleri vard¬r öyle ki

kp� qkH2(
3")
� C k(u(p)� u(q))(:; t0)k�H4(
")

(3.7)

d¬r. Ayr¬ca belirtmek gerekir ki (x0� `) < � < 1
3
x20 şart¬ile 
3" = (0; x0�

p
3") 6= ? olur.
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Uyar¬lar

(3.7) de¼gerlendirmesi, � 2 (0; 1) oldu¼gundan Hölder tipinde bir koşullu kararl¬l¬k de¼ger-

lendirmesidir ve önceden belirlenmi̧s (3.3)-(3.5) s¬n¬rl¬l¬k koşullar¬n¬n sa¼glanmas¬duru-

munda gerçeklenir. Do¼gal say¬mertebeli katsay¬ters probleminin aksine burada u(:; 0)

ve u(:; t0) şeklinde iki uzaysal veriye ihtiyaç duyulur.

S¬n¬r koşulu x = ` de u(`; t) = eg(t); 0 < t < T olarak verilmi̧stir. E¼ger 
 üzerinde a > 0;

(0; T ) içinde g, eg > 0 ise, kesirli denklemler için maksimum prensibi gere¼gi, her (x; t) 2 Q
için u(p)(x; t); u(q)(x; t) çözümü pozitif olur ve böylece (3.6) sa¼glan¬r.

Yeterince düzgün a; g; eg; p; q ve a(0) = g(0) ve a(`) = eg(0) gibi yeterli ba¼gdaşabilirlik
koşullar¬ ile (3.3)-(3.5) ispatlanabilir (Sakamoto and Yamamoto 2011). Bu çal¬̧smada

ters problem üzerine odakland¬¼g¬m¬zdan, (3.1) denklemi için s¬n¬r de¼ger/başlang¬ç de¼ger

problemlerinin regülerli¼gi tart¬̧s¬lmayacakt¬r.

·Ispat. ·Ilk olarak Problem 3.1�i bir ters kaynak problemine (lineer probleme) indirgeyelim.

Bu amaçla (3.1) denklemi s¬ras¬yla p(x) ve q(x) katsay¬lar¬ için yaz¬larak taraf tarafa

ç¬kar¬l¬r ve

u(x; t) = u(p)(x; t)� u(q)(x; t); r(x) = p(x)� q(x);

R(x; t) = u(p)(x; t)

gösterimleri kullan¬larak

(@
1=2
t � @2x)u(x; t) = p(x)u(p)(x; t)� q(x)u(q)(x; t)

= p(x)u(p)(x; t)� q(x)u(q)(x; t)� q(x)u(p)(x; t) + q(x)u(p)(x; t)

= q(x)u(x; t) + r(x)R(x; t); (x; t) 2 Q;

elde edilir. Benzer şekilde

u(x; 0) = 0; x 2 (0; l);

u(0; t) = 0; @xu(0; t) = 0; t 2 (0; T )

homojen koşullar¬bulunur. Bu durumda katsay¬ters problemi�
@
1
2
t � @2x

�
u(x; t) = q(x)u(x; t) + r(x)R(x; t); (x; t) 2 Q;

u(x; 0) = 0; x 2 (0; l) � 
; (3.8)

u(0; t) = 0; @xu(0; t) = 0; t 2 (0; T )
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kaynak ters problemine dönüştürülür. Burada q ve R bilinen fonksiyonlar olup

kqkW 2;1(
) �M

ve

R 2 C2((0; T );W 2;1(
)) \ C([0; T ];L1(
));

@
1
2
t R 2 C2((0; T );L1(
)); (3.9)

R(x; t0) 6= 0; x 2 


oldu¼gu kabul edilir. O halde yukar¬daki ters kaynak problemi için aşa¼g¬daki lemmay¬

verebiliriz.

Lemma 3.2 Kabul edelim ki

u 2 C([0; T ];L2(
)) \ C2((0; T );W 2;1(
) \H4(
)) \ C3((0; T );L2(
)) (3.10)

fonksiyonu (3.8) problemini ve r 2 W 2;1(
) fonksiyonu da r(0) = @xr(0) = 0 koşullar¬n¬

sa¼glas¬n. (3.9) kabulleri alt¬nda C > 0 ve � 2 (0; 1) sabitleri vard¬r öyle ki

krkH2(
3")
� C ku(:; t0)k�H4(
")

(3.11)

sa¼glan¬r.

Bu lemman¬n ispat¬beş ad¬mda gerçekleştirilecektir. Birinci ad¬mda (3.8) probleminde

geçen denklem, kesirli türevden kurtar¬larak dördüncü mertebeden bir denkleme indirgene-

cektir. ·Ikinci ad¬mda bu denklemin t-ye göre türevi al¬n¬p, yeni bilinmeyen fonksiyonlar

tan¬mlamak suretiyle iki yeni denklem elde edilecektir. Ayr¬ca ters problemin çözümünün

kararl¬l¬¼g¬için bir Carleman de¼gerlendirmesi verilecektir. Üçüncü ad¬mda kararl¬l¬k için

temel bir eşitsizlik gösterilecektir. Dördüncü ad¬mda ortaya ç¬kan ikinci mertebeden bir

eliptik denklem için bir Carleman eşitsizli¼gi verilecektir. Beşinci ad¬mda da ispat tamam-

lanacakt¬r.

Ad¬m 1. ·Ilk olarak kesirli türevden normal türeve geçmek için Önerme 1.3 ve Önerme

1.4�ü kullanaca¼g¬z. Daha sonra t-ye göre katsay¬s¬ singüler olan bir ikinci mertebeden

operatörde r nin bulunmas¬ters problemini göz önüne alaca¼g¬z.

Dikkat edilmesi gerekir ki,

@2xu(x; 0) = 0
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d¬r. Gerçekten

u(x; 0) = 0

oldu¼gunu kullanarak

ux(x; 0) = lim
h�!0

u(x+ h; 0)� u(x; 0)

h
= lim

h�!0

0� 0
h

= 0 ,

@2xu(x; 0) = lim
h�!0

@xu(x+ h; 0)� @xu(x; 0)

h
= lim

h�!0

0� 0
h

= 0

gösterilebilir. Dolay¬s¬yla (3.8) probleminde geçen denklemde t = 0 için u(x; t) çözümü

(@
1=2
t � @2x)u(x; 0) = q(x)u(x; 0) + r(x)R(x; 0);

@
1=2
t u(x; 0) = r(x)R(x; 0)

yaz¬labilir. Di¼ger yandan r(x)R(x; 0) ifadesinin s¬f¬ra eşit olup olmad¬¼g¬n¬bilmedi¼gimizden

Önerme 1.3 ve Önerme 1.4 ün hipotezlerini sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬n¬bilemeyiz. Bunun için

u(x; t) fonksiyonuna ba¼gl¬başka bir v(x; t) fonksiyonu tan¬mlayal¬m:

v(x; t) = u(x; t)� 2r(x)R(x; 0)t
1=2

�
�
1
2

� :

(3.2) den, yeterince küçük "0 > 0 için f(x; t); 0 � x � `;  (x; t) > 0g � ("0; T�"0) oldu¼gu

dikkate al¬nmal¬d¬r. Böylece, Q0\
 � ("0; T�"0) yaz¬labilir. Ayr¬ca, 13x
2
0 > " > (x0�`)2

oldu¼gundan, Q" üzerinde u ve R, v(x; t) yeterince regülerli¼ge sahiptir ve bu eşitlik (3.9)

ve (3.10) dan elde edilmektedir. O halde

v(x; 0) = u(x; 0)� 2r(x)R(x; 0)0
�
�
1
2

� = 0;

@
1=2
t v(x; t) = @

1=2
t u(x; t)� 2r(x)R(x; 0)

�
�
1
2

� @
1=2
t (t1=2); (3.12)

@
1=2
t v(x; 0) = r(x)R(x; 0)� 2r(x)R(x; 0)

�
�
1
2

� 1

2
�

�
1

2

�
= 0

yaz¬labilir. Buna göre

@
1=2
t @

1=2
t v = @tv
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eşitli¼gi sa¼glan¬r. O halde (3.12) denkleminin her iki taraf¬na @1=2t operatörü uygulan¬rsa

@
1=2
t @

1=2
t v = @

1=2
t

 
@
1=2
t u(x; t)� 2r(x)R(x; 0)

�
�
1
2

� @
1=2
t (t1=2)

!

= @
1=2
t

 
@2xu(x; t) + q(x)u(x; t) + r(x)R(x; t)� 2r(x)R(x; 0)

�
�
1
2

� 1

2
�

�
1

2

�!
= @

1=2
t

�
@2xu(x; t)) + q(x)@

1=2
t u(x; t) + r(x)@

1=2
t R(x; t)� @

1=2
t (r(x)R(x; 0))

�
= @2x(@

1=2
t u(x; t)) + q(x)@

1=2
t u(x; t) + r(x)@

1=2
t R(x; t)� 0

= @2x
�
@2xu(x; t) + q(x)u(x; t) + r(x)R(x; t)

�
+q(x)(@2xu(x; t) + q(x)u(x; t) + r(x)R(x; t)) + r(x)@

1=2
t R(x; t)

= @4xu(x; t) + @x(q(x)(@xu(x; t)) + q
0
(x)u(x; t))

+@x(r
0
(x)R(x; t) + r(x)@x(R(x; t))) + q(x)@

2
xu(x; t)

+[q(x)]2u(x; t) + q(x)r(x)R(x; t) + r(x)@
1=2
t R(x; t)

= @4xu(x; t) + q
0
(x)@xu(x; t) + q(x)@2xu(x; t)

+q
00
(x)u(x; t) + q

0
(x)@xu(x; t) + r

00
(x)R(x; t)

+r
0
(x)@xR(x; t) + r

0
(x)@xR(x; t) + r(x)@2xR(x; t) +

q(x)@2xu(x; t) + [q(x)]
2u(x; t) + q(x)r(x)R(x; t) + r(x)@

1=2
t R(x; t)

= @4xu(x; t) + 2q(x)@
2
xu(x; t) + 2q

0
(x)@xu(x; t)

+[q
00
(x) + (q(x))2]u(x; t) + r(x)@2xR(x; t) + 2r

0
(x)@xR(x; t)

+[r
00
(x) + q(x)r(x)]R(x; t) + r(x)@

1=2
t R(x; t) (3.13)

bulunur. Burada 0 < � < 1 olmak üzere t� n¬n Caputo anlam¬nda türevi al¬narak

@�t t
� =

1

�(1� �)

Z t

0

(s�)
0

(t� s)�+1�1
ds

=
1

�(1� �)

Z t

0

�s��1

(t� s)�
ds

=
�

�(1� �)

Z t

0

s��1(t� s)��ds

=
�

�(1� �)

Z t

0

(
s

t
)��1t��1t��(1� s

t
)��ds

=
�

�(1� �)

Z t

0

(
s

t
)��1(1� s

t
)��t�1ds
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bulunur ve

s

t
= u;

ds

t
= du;

s �! 0 =) u �! 0;

s �! t =) u �! 1

de¼gi̧sken dönüşümü yard¬m¬yla

@�t t
� =

�

�(1� �)

Z t

0

(
s

t
)��1(1� s

t
)��t�1ds

=
�

�(1� �)

Z 1

0

u��1(1� u)��du

=
�

�(1� �)
�(��+ 1; �)

=
�

�(1� �)

�(��+ 1)�(�)
�(1)

= ��(�)

= �(�+ 1)

elde edilir. Burada � = 1
2
için

@
1=2
t t1=2 =

1

2
�

�
1

2

�
dir. Ayr¬ca v(x; t) fonksiyonunun birinci mertebeden türevi al¬n¬p

@tv(x; t) = @tu(x; t)�
2r(x)R(x; 0)

�(1=2)

1

2
t�1=2

= @tu(x; t)�
r(x)R(x; 0)

�(1=2)t1=2
(3.14)

yukar¬da elde etti¼gimiz

@
1=2
t @

1=2
t v = @tv

eşitli¼gi kullan¬larak (3.13) ve (3.14) ün sa¼g tara�ar¬eşitlenirse

@tu = @4xu+ 2q@
2
xu+ 2(@xq)(@xu) + (@

2
xq + q2)u

+

�
R@2xr + 2(@xR)(@xr) + (@

1=2
t R + @2xR + qR)r +

r(x)R(x; 0)

�(1=2)t1=2

�
: = Lu+ eF (3.15)

dördüncü mertebeden denklemi elde edilir.
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Ad¬m 2. Şimdi (3.15) denkleminin t�ye göre türevlerini alal¬m:

@2t u = Lut + eFt;
@3t u = Lutt + eFtt
ve

u1 = @tu; u2 = @2t u (3.16)

gösterimlerini kullanal¬m. Burada

@tu1 = Lu1 + @t eF ; (3.17)

@tu2 = Lu2 + @2t
eF (3.18)

bulunur. Bu i̧slemler s¬ras¬nda genelleşmi̧s türev al¬n¬rken türevin s¬ras¬n¬n de¼gi̧stirilebile-

ce¼gi unutulmamal¬d¬r.

Lemma 2.1 ile verilen Carleman de¼gerlendirmesini problemimize uygulayabilmek için

bir kesme fonksiyonu tan¬mlamak gerekir. Çünkü Lemma 2.1, kompakt supporta sahip

fonksiyonlar için sa¼glanmaktad¬r. Bu amaçla bir kesme fonksiyonunu

�(x; t) =

8<: 1; Q2";

0; QnQ"

(3.19)

ve buna ba¼gl¬olarak

v1 = u1�; v2 = u2� (3.20)

yeni bilinmeyen fonksiyonlar¬n¬ tan¬mlayal¬m. Bu durumda (3.17) denkleminde (3.20)

deki ilk eşitlik kullan¬l¬rsa

@tu1 = Lu1 + @t eF
= @4xu1 + 2q(x)@

2
xu1 + 2q

0(x)(@xu1) + (q
2(x) + q00(x))u1 + @t eF

= @4x
�
v1�

�1(x; t)
�
+ 2q(x)(@2x

�
v1�

�1(x; t)
�
+ 2q0(x)(@x

�
v1�

�1(x; t)
�

+(q2(x) + q00(x))
�
v1�

�1(x; t)
�
+ @t eF (3.21)

bulunur. (3.21) deki türevleri hesaplayal¬m:

@x
�
v1�

�1� = (@xv1)��1 + v1(@x�
�1);
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@2x
�
v1�

�1� = @x(@x
�
v1�

�1�)
= @x((@xv1)�

�1 + v1(@x�
�1))

= (@2xv1)�
�1 + (@xv1)(@x�

�1) + (@xv1)(@x�
�1) + v1(@

2
x�

�1)

= (@2xv1)�
�1 + 2(@xv1)(@x�

�1) + v1(@
2
x�

�1);

@3x
�
v1�

�1� = @x(@
2
x

�
v1�

�1�)
= @x((@

2
xv1)�

�1 + 2(@xv1)(@x�
�1) + v1(@

2
x�

�1))

= (@3xv1)�
�1 + (@2xv1)(@x�

�1) + 2(@2xv1)(@x�
�1)

+2(@xv1)(@
2
x�

�1) + (@xv1)(@
2
x�

�1) + v1(@
3
x�

�1)

= (@3xv1)�
�1 + 3(@2xv1)(@x�

�1) + 3(@xv1)(@
2
x�

�1) + v1(@
3
x�

�1);

@4x
�
v1�

�1� = @x((@
3
xv1)�

�1 + 3(@2xv1)(@x�
�1)

+3(@xv1)(@
2
x�

�1) + v1(@
3
x�

�1)

= (@4xv1)�
�1 + (@3xv1)(@x�

�1) + 3(@3xv1)(@x�
�1) + 3(@2xv1)(@

2
x�

�1)

+3(@2xv1)(@
2
x�

�1) + 3(@xv1)(@
3
x�

�1) + (@xv1)(@
3
x�

�1) + v1(@
4
x�

�1)

= (@4xv1)�
�1 + 4(@3xv1)(@x�

�1) + 6(@2xv1)(@
2
x�

�1) + 4(@xv1)(@
3
x�

�1)

+v1(@
4
x�

�1):

Şimdi bu türevleri (3.21) eşitli¼ginde yazal¬m:

@tu1 = (@4xv1)�
�1 + 4(@3xv1)(@x�

�1) + 6(@2xv1)(@
2
x�

�1) + 4(@xv1)(@
3
x�

�1)

+v1(@
4
x�

�1) + 2q(x)
�
(@2xv1)�

�1 + 2(@xv1)(@x�
�1) + v1(@

2
x�

�1)
�

+2q0(x)
�
(@xv1)�

�1 + v1(@x�
�1�) + (q2(x) + q00(x))(v1�

�1) + @t eF (3.22)

Ayr¬ca (3.22) ifadesini�
1

g(x)

�0
=

0:g(x)� 1g0(x)
[g(x)]2

= (�g0(x)) [g(x)]2

eşitli¼gi yard¬m¬ile hesaplayal¬m. Denklemin sa¼g taraf¬nda olan türevler

@t
�
��1
�
= ���2(@t�);

@x
�
��1
�
= ���2(@x�);
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@2x
�
��1
�
= @x(���2(@x�))

= (�(�2)��3(@x�))(@x�)� ��2(@2x�)

= 2��3(@x�)
2 � ��2(@2x�);

@3x
�
��1
�
= @x(@

2
x(�

�1))

= @x(2�
�3(@x�)

2 � ��2(@2x�))

= (2(�3)��4(@x�))(@x�)2 + 2��3(2(@x�)(@2x�))

�((�2)��3(@x�))(@2x�)� ��2(@3x�)

= �6��4(@x�)3 + 6��3(@2x�)(@x�)� ��2(@3x�);

@4x
�
��1
�
= @x(@

3
x�

�1)

= @x(�6��4(@x�)3 + 6��3(@2x�)(@x�)� ��2(@3x�))

= (�6(�4)��5(@x�))(@x�)3 � 6��4(3(@x�)2(@2x�))

+6(�3��4(@x�))(@2x�)(@x�) + 6��3(@3x�)(@x�)

+6��3(@2x�)(@
2
x�)� (�2��3(@x�)(@3x�) + ��2(@4x�))

= 24��5(@x�)
4 � 36��4(@x�)2(@2x�)

+8��3(@3x�)(@x�) + 6�
�3(@2x�)

2 � ��2(@4x�)

şeklindedir ve denklemin sol taraf¬ndaki türev

@tu1 = @t(v1�
�1) = (@tv1)�

�1 + v1(@t�
�1)

= (@tv1)�
�1 � v1�

�2(@t�)

biçiminde hesaplan¬r.
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Bu türevler (3.22) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

(@tv1)�
�1 � v1�

�2(@t�) = (@4xv1)�
�1 + 4(@3xv1)[���2(@x�)]

+6(@2xv1)[2�
�3(@x�)

2 � ��2(@2x�)]

+4(@xv1)[�6��4(@x�)3 + 6��3(@2x�)(@x�)� ��2(@3x�)]

+v1[24�
�5(@x�)

4 � 36��4(@x�)2(@2x�)

+8��3(@3x�)(@x�) + 6�
�3(@2x�)

2 + 2��2(@4x�)]

+2q(x)[(@2xv1)�
�1 + 2(@xv1)(���2(@x�))

+v1(2�
�3(@x�)

2 � ��2(@2x�))]

+2q0(x)[(@xv1)�
�1 + v1(���2(@x�))]

+(q2(x) + q00(x))v1�
�1 + @t eF

elde edilir ve eşitli¼gin her iki taraf¬ � ile geni̧sletilip v1 e göre en yüksek mertebeden

türevler eşitli¼gin sol taraf¬nda yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

@tv1 � @4xv1 = �@t eF + v1�
�1(@t�)� 4��1(@3xv1)(@x�)

+12��2(@2xv1)(@x�)
2 � 6��1(@2xv1)(@2x�)

�24��3(@xv1)(@x�)3 + 24��2(@xv1)(@2x�)(@x�)

�4��1(@xv1)(@3x�) + 24v1��4(@x�)4 � 36v1��3(@x�)2(@2x�)

+8v1�
�2(@3x�)(@x�) + 6v1�

�2(@2x�)
2 � v1�

�1(@4x�)

+2q(x)(@2xv1)� 4q(x)(@xv1)��1(@x�) + 2v1q(x)[2��2(@x�)2 � ��1(@2x�)]

+2q0(x)[(@xv1)� v1�
�1(@x�)] + (q

2(x) + q00(x))v1

: = �@t eF + eg1 (3.23)

bulunur. Yani

@tv1 � @4xv1 := �@t eF + eg1 (3.24)

yaz¬l¬r.
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Burada

eg1 = v1�
�1(@t�)� 4��1(@3xv1)(@x�) + 12��2(@2xv1)(@x�)2

�6��1(@2xv1)(@2x�)� 24��3(@xv1)(@x�)3

+24��2(@xv1)(@
2
x�)(@x�)� 4��1(@xv1)(@3x�)

+24v1�
�4(@x�)

4 � 36v1��3(@x�)2(@2x�)

+8v1�
�2(@3x�)(@x�) + 6v1�

�2(@2x�)
2 � v1�

�1(@4x�)

+2q(x)(@2xv1)� 4q(x)(@xv1)��1(@x�)

+2v1q(x)[2�
�2(@x�)

2 � ��1(@2x�)]

+2q0(x)[(@xv1)� v1�
�1(@x�)] + (q

2(x) + q00(x))v1

= u1(@t�)� 4��1((@3xu1)�+ 3
�
@2xu1

�
(@x�)

+3 (@xu1) (@
2
x�) + u1

�
@3x�
�
)(@x�)

+12��2((@2xu1)�+ 2 (@xu1) (@x�) + u1
�
@2x�
�
)(@x�)

2

�6��1((@2xu1)�+ 2 (@xu1) (@x�) + u1
�
@2x�
�
)
�
@2x�
�

�24��3((@xu1)�+ u1(@x�))(@x�)
3

+24��2((@xu1)�+ u1(@x�))
�
@2x�
�
(@x�)

�4��1((@xu1)�+ u1(@x�))
�
@3x�
�

+24u1�
�3(@x�)

4 � 36u1��2(@x�)2
�
@2x�
�

+8u1�
�1 �@3x�� (@x�) + 6u1��1 �@2x��2

+2u1
�
@4x�
�
+ 2q(x)((@2xu1)�+ 2 (@xu1) (@x�) + u1

�
@2x�
�
)

�4q(x)((@xu1)�+ u1(@x�))�
�1(@x�)

+2u1�q(x)
�
2��2(@x�)

2 � ��1
�
@2x�
��

+2q0(x)
�
(@xu1)�+ u1(@x�) + 2u1(@x�)

2
�
+
�
q2(x) + q00(x)

�
u1�

olarak hesaplan¬r. Bu eşitlik hesaplan¬rken v1 = �u1 oldu¼gu kullan¬lm¬̧st¬r. Benzer şekilde

@tu2 = Lu2 + @2t eF
eşitli¼ginden yararlanarak

@tv2 � @4xv2 = �@2t
eF + eg2 (3.25)

eşitli¼gi gösterilebilir. Bunun için

@tu2 = Lu2 + @2t
eF
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denklemini göz önüne al¬p (3.21)-(3.23) aras¬i̧slemlerde u1 yerine u2, v1 yerine v2 yaz¬l¬rsa,

@tv2 � @4xv2 = �@2t
eF + v2�

�1(@t�)� 4��1(@3xv2)(@x�)

+12��2(@2xv2)(@x�)
2 � 6��1(@2xv2)(@2x�)

�24��3(@xv2)(@x�)3 + 24��2(@xv2)(@2x�)(@x�)

�4��1(@xv2)(@3x�) + 24v2��4(@x�)4 � 36v2��3(@x�)2(@2x�)

+8v2�
�2(@3x�)(@x�) + 6v2�

�2(@2x�)
2

�v2��1(@4x�) + 2q(x)(@2xv2)� 4q(x)(@xv2)��1(@x�)

+2v2q(x)[2�
�2(@x�)

2 � ��1(@2x�)]

+2q0(x)[(@xv2)� v2�
�1(@x�)]

+(q2(x) + q00(x))v2

: = �@2t
eF + eg2

bulunur. Bu eşitlikte

eg2 = v2�
�1(@t�)� 4��1(@3xv2)(@x�)

+12��2(@2xv2)(@x�)
2 � 6��1(@2xv2)(@2x�)

�24��3(@xv2)(@x�)3 + 24��2(@xv2)(@2x�)(@x�)

�4��1(@xv2)(@3x�) + 24v2��4(@x�)4 � 18v2��3(@x�)2(@2x�)

�18v2��3(@2x�)(@x�) + 8v2��2(@3x�)(@x�) + 6v2��2(@2x�)2

+2v2�
�1(@4x�) + 2q(x)(@

2
xv2)� 4q(x)(@xv2)��1(@x�)

+2v2q(x)[2�
�2(@x�)

2 � ��1(@2x�)]

+2q0(x)[(@xv2) + 2v2�
�2(@x�)

2 � v2�
�2(@x�)]

+(q2(x) + q00(x))v2

= u2(@t�)� 4��1((@3xu2)�+ 3
�
@2xu2

�
(@x�)

+3 (@xu2) (@
2
x�) + u2

�
@3x�
�
)(@x�)

+12��2((@2xu2)�+ 2 (@xu2) (@x�) + u2
�
@2x�
�
)(@x�)

2

�6��1((@2xu2)�+ 2 (@xu2) (@x�) + u2
�
@2x�
�
)
�
@2x�
�

�24��3((@xu2)�+ u2(@x�))(@x�)
3

+24��2((@xu2)�+ u2(@x�))
�
@2x�
�
(@x�)

�4��1((@xu2)�+ u2(@x�))
�
@3x�
�
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+24u2�
�3(@x�)

4 � 36u2��2(@x�)2
�
@2x�
�

+8u2�
�1 �@3x�� (@x�) + 6u2��1 �@2x��2

+2u2
�
@4x�
�
+ 2q(x)((@2xu2)�+ 2 (@xu2) (@x�) + u2

�
@2x�
�
)

�4q(x)((@xu2)�+ u2(@x�))�
�1(@x�)

+2u2�q(x)
�
2��2(@x�)

2 � ��1
�
@2x�
��

+2q0(x)
�
(@xu2)�+ u2(@x�) + 2u2(@x�)

2
�
+
�
q2(x) + q00(x)

�
u2�

d¬r. Bu eşitlik hesaplan¬rken v2 = �u2 oldu¼gu kullan¬lm¬̧st¬r. Dikkat edilirse egj (j = 1; 2)
fonksiyonlar¬@t�, @ix� (i = 1; 2; 3; 4) ifadelerini içeren @

i
xuj fonksiyonunun lineer bir ter-

kibidir. u nun regülerli¼gi ve � nin tan¬m¬ndan egj 2 L2 (Q�) d¬r. Burada Lemma 2.1 ile

verilen Carleman eşitsizli¼gi kullan¬lacakt¬r.

O halde Lemma 2.1 i (3.23)-(3.24) denklemlerine Q" alt bölgesinde uygulayal¬m:Z
Q"

s7(v21 + v22)e
2s'dxdt

� C

Z
Q"

�2
����@t eF ���2 + ���@2t eF ���2� e2s'dxdt+ C

Z
Q"

�
jeg1j2 + jeg2j2� e2s'dxdt

= C

Z
Q"

�2
����@t eF ���2 + ���@2t eF ���2� e2s'dxdt+ C

Z
Q"nQ2"[Q2"

�
jeg1j2 + jeg2j2� e2s'dxdt

= C

Z
Q"

�2
����@t eF ���2 + ���@2t eF ���2� e2s'dxdt+ C

Z
Q"nQ2"

�
jeg1j2 + jeg2j2� e2s'dxdt

+C

Z
Q2"

�
jeg1j2 + jeg2j2� e2s'dxdt

� C

Z
Q"

����@t eF ���2 + ���@2t eF ���2� e2s'dxdt+ C

Z
Q"nQ2"

�
jeg1j2 + jeg2j2� e2s'dxdt: (3.26)

Yukar¬daki eşitsizlikte � � 1 olmas¬ve Q2" da gj lerin çarpan olarak � fonksiyonunun

türevlerini içermesi gerçe¼gi göz önüne al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca '(x; t) = e� (x;t) ve �(x) =

2(x� x0) şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Burada dikkat edilmesi gerekir ki,

Q2� da v1 = u1; v2 = u2 (3.27)

ve

Q"nQ2" da 1 � es' � es exp(2�") (3.28)

d¬r. (3.9) un kabulü alt¬ndaZ
Q2"

s7
�
u21 + u22

�
e2s'dxdt � C

Z
Q"

���@2xr��2 + j@xrj2 + jrj2� e2s'dxdt+ Ce2s exp(2�") (3.29)
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bulunur.

Ad¬m 3. Şimdi ispat¬n esas bölümüne başlayabiliriz. Burada (3.2) kabulünden dolay¬

Q" \ ft = 0g kümesinin boş oldu¼guna dikkat edilmelidir. Ayr¬ca (3.19) dan aç¬kt¬r ki

x 2 
2" için �(x; t0) = 1 ve @Q" \ fx > 0g üzerinde � = 0 d¬r. Bu nedenle

Z

2"

j@tu(x; t0)j2 e2s'(x;t0)dx =

Z

2"

ju1(x; t0)j2 e2s'(x;t0)dx

=

Z

2"

ju1(x; t0)�j2 e2s'(x;t0)dx

=

Z

2"

jv1(x; t0)j2 e2s'(x;t0)dx

�
Z

"

jv1(x; t0)j2 e2s'(x;t0)dx

=

Z
Q"\ft<t0g

@t(ju1�j2 e2s')dxdt

� C

Z
Q"

�
� j@t�j ju1j2 + �2 ju1j ju2j+ s�2 ju1j2

�
e2s'(x;t)dxdt

� C

Z
Q"

s(ju1j2 + ju2j2)e2s'(x;t)dxdt+ Ce2s exp(2�") (3.30)

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Yukar¬da dördüncü ad¬mdan beşinci ad¬ma geçilirken Q" \ ft = 0g

kümesinin boş kümeye eşit oldu¼gu kullan¬lm¬̧st¬r. Bilindi¼gi üzere boş kümenin ölçümü

s¬f¬rd¬r. Ayr¬ca beşinci ad¬mdan alt¬nc¬ad¬ma geçerken aşa¼g¬daki de¼gerlendirmeler göz

önünde tutulmal¬d¬r:

j(p+ iq)(m+ in)j =
q
(pm� qn)2 + (qm+ pn)2

=
p
p2m2 + q2n2 � 2pmnq + q2m2 + p2n2 + 2pmnq

=
p
p2m2 + q2n2 + q2m2 + p2n2

=
p
p2(m2 + n2) + q2(m2 + n2)

=
p
p2 + q2

p
m2 + n2 = jp+ iqj jm+ inj

oldu¼gundan u1 = p+ iq seçilerek

ju1�j2 = ju1�j ju1�j = ju1j j�j ju1j j�j = ju1j� ju1j�

= ju1j2 �2 =
�
p2 + q2

�
�2
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elde edilir. Yani

@t
�
ju1�j2 e2s'

�
= @t

�
ju1j2 �2e2s'

�
= @t

�
ju1j2

�
�2e2s' + ju1j2 @t

�
�2e2s'

�
= @t

�
p2 + q2

�
�2e2s' +

�
p2 + q2

�
@t
�
�2e2s'

�
= (2ppt + 2qqt)�

2e2s'

+
�
p2 + q2

�
[@t
�
�2
�
e2s' + �2@t

�
e2s'

�
]

= (2ppt + 2qqt)�
2e2s'

+
�
p2 + q2

�
[2�@t (�) e

2s' + �22s (@t') e
2s']

= 2e2s'[(ppt + qqt)�
2 +

�
p2 + q2

�
�@t (�)

+
�
p2 + q2

�
�22s (@t')] (3.31)

bulunur. Şimdi bu i̧slemdeki (ppt + qqt) terimi incelenecektir. Burada (A � B)2 � 0

oldu¼gundan 2AB � A2 +B2 yaz¬labildi¼gi kullan¬lacakt¬r.

ppt + qqt =

q
(ppt + qqt)

2

=
p
p2p2t + 2pptqqt + q2q2t

�
p
p2p2t + p2p2t + q2q2t + q2q2t

=
p
2
p
p2p2t + q2q2t

�
p
2
p
p2p2t + q2q2t + p2q2t + p2t q

2

=
p
2
q
p2 (p2t + q2t ) + q2(p2t + q2t )

=
p
2
q
(p2 + q2) (p2t + q2t )

=
p
2
p
(p2 + q2)

q
(p2t + q2t )

=
p
2 ju1j j@tu1j

=
p
2 ju1j ju2j

oldu¼gu dikkate al¬narak (3.31) eşitli¼gini göz önünde bulundural¬m:

@t
�
ju1�j2 e2s'

�
� 2e2s'

hp
2 ju1j ju2j�2 + ju1j2 �@t (�) + �2 ju1j2 s (@t')

i
d¬r.
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Ad¬m 4. Şimdi (3.15) denkleminde t = t0 al¬n¬rsa

@tu(x; t0)� @4xu(x; t0)

= R(x; t0)@
2
xr(x) + 2@xR(x; t0)@xr(x)

+

 
@
1=2
t R(x; t0) + @2xR(x; t0) +

R(x; 0)

�(1=2)t
1=2
0

+ q(x)R(x; t0)

!
r(x)

+2q@2xu(x; t0) + 2(@xq)@xu(x; t0) + (q
2 + @2xq)u(x; t0) (3.32)

yaz¬labilir. Dikkat edilirse son eşitli¼gin sa¼g taraf¬r(x) fonksiyonuna göre ikinci mertebeden

adi diferansiyel denklemdir. (3.32) de kaynak terimde bulunan r(x) fonksiyonu için bir

de¼gerlendirme elde etmek gerekir. Bu amaçla, Bölüm 2.2 de yer alan bir eliptik operatör

için Isakov (2006) da verilmi̧s olan bir Carleman de¼gerlendirmesi (3.32) denklemi için

uyarlanacakt¬r:

Lemma 3.3 Kabul edelim ki

P0g(x) = R(x; t0)@
2
xg(x) + 2@xR(x; t0)@xg(x)

+

 
@2xR(x; t0) + @

1=2
t R(x; t0) +

R(x; 0)

�(1=2)t
1=2
0

+ q(x)R(x; t0)

!
g(x) (3.33)

olsun. Burada R fonksiyonu (3.9) ile verilen şartlar¬ sa¼glamaktad¬r. Bu durumda öyle

s1 > 0 ve C1 > 0 seçilebilir ki her s � s1 ve g 2 W 2;1(
); supp g � 
 için aşa¼g¬daki

eşitsizlik sa¼glan¬r:Z



�
1

s

��@2xg��2 + s j@xgj2 + s3 jgj2
�
e2s'(x;t0)dx

� C1

Z



jP0gj2 e2s'(x;t0)dx: (3.34)

Görüldü¼gü gibi bu Carleman de¼gerlendirmesini kullanabilmek için ilgili fonksiyonun kom-

pakt supporta sahip olmas¬gerekir. Bunun için bir kesme fonksiyonu

e� 2 C1(
); 0 � e� � 1; e� =
8<: 1; 
2";

0; 
n
":

ve er = re� yeni bilinmeyen fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Buradan
(P0er)(x) = e�P0r(x) + 2R(x; t0)(@xe�)@xr(x)

+R(x; t0)(@
2
xe�)r(x) + 2@xR(x; t0)(@xe�)r(x)

� e�P0r(x) + eg3
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bulunur. (3.32) eşitli¼gi son eşitlikle kullan¬l¬rsa

(P0er)(x) = e�(@tu(x; t0)� @4xu(x; t0))

�e�(2q@2xu(x; t0) + 2(@xq)(@xu)(x; t0)
+(q2 + @2xq)u(x; t0)) + eg3 (3.36)

elde edilir. (3.36) denklemine 
" bölgesinde Lemma 3.3 uygulan¬rsa 
"n
2" da � nin

türevleri s¬f¬r olaca¼g¬ndanZ

2"

(
1

s

��@2xer��2 + s j@xerj2 + s3 jerj2)e2s'(x;t0)dx
�

Z

"

(
1

s

��@2xer��2 + s j@xerj2 + s3 jerj2)e2s'(x;t0)dx
� C

Z

"

e�2(j@tu(x; t0)j2 + 4X
j=0

��@jxu(x; t0)��2)e2s'(x;t0)dx
+C

Z

"n
2"

jeg3j2 e2s'(x;t0)dx (3.37)

yaz¬labilir. Di¼ger yandan 
2" bölgesinde er = r oldu¼gundanZ

2"

(
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2)e2s'(x;t0)dx

� C

Z

"

(j@tu(x; t0)j2 +
4X
j=0

��@jxu(x; t0)��2)e2s'(x;t0)dx+ Ce2s exp(2�") (3.38)

oldu¼gu görülür.

Ad¬m 5. Bu bölümde (3.38) eşitsizli¼ginin sa¼g ve sol tara�ar¬incelenecektir. (3.38), (3.29),

(3.30) birleştirilerekZ

2"

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
e2s'(x;t0)dx � C

Z

"

4X
j=0

��@jxu(x; t0)��2 e2s'(x;t0)dx
+
C

s6

Z
Q"

���@2xr��2 + j@xrj2 + jrj2� e2s'(x;t)dxdt
+Ce2s exp(2�") (3.39)

elde edilir. Q" üzerinde tan¬m gere¼gi " �  � jx0j2 oldu¼gu görülür. Şimdi (3.39) eşitsiz-

li¼ginin sa¼g taraf¬ndaki terimler incelenecektir. ·Ilk terimZ

"

4X
j=0

��@jxu(x; t0)��2 e2s'(x;t0)dx � Ce2s exp(�jx0j
2)

Z

"

4X
j=0

��@jxu(x; t0)��2 dx (3.40)
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biçimindedir. ·Ikinci terim ise Q da '(x; t) � '(x; t0) oldu¼gundan

C

s6

Z
Q"

���@2xr��2 + j@xrj2 + jrj2� e2s'(x;t)dxdt
� C

s6

Z

"n
2"

���@2xr��2 + j@xrj2 + jrj2� e2s'(x;t0)dx
+
C

s6

Z

2"

���@2xr��2 + j@xrj2 + jrj2� e2s'(x;t0)dx (3.41)

yaz¬l¬r ve s parametresi yeterince büyük seçilerek (3.41) eşitsizli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ik-

inci terim (3.39) eşitsizli¼ginin sol taraf¬na absorbe edilebilir. r 2 W 2;1(
) ve 
"n
2"
bölgesinin içinde  (x; t0) � 2" oldu¼gundanZ

"n
2"

���@2xr��2 + j@xrj2 + jrj2� e2s'(x;t0)dx � Ce2s exp(2�") (3.42)

hesaplanabilir. Yani (3.40), (3.41) ve (3.42) eşitsizlikleri (3.39) da göz önünde al¬nd¬¼g¬ndaZ

2�

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
e2s'(x;t0)dx � Ce2s exp(�jx0j

2)

Z

�

4X
j=0

��@jxu(x; t0)��2 dx
+Ce2s exp(2�")

= Ce2s exp(�jx0j
2) ku(�; t0)kH4(
")

+Ce2s exp(2�") (3.43)

yaz¬l¬r. Şimdi (3.43) ün sol taraf¬incelenecektir. 
3" � 
2" ve 
3" bölgesinde  (x; t0) > 3"

oldu¼gundanZ

2"

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
e2s'(x;t0)dx

�
Z

3"

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
e2s'(x;t0)dx

� e2s exp(3�")
Z

3�

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
dx (3.44)

bulunur. (3.43) ve (3.44) birlikte göz önüne al¬n¬p

e2s exp(3�")
Z

3�

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
dx

� Ce2s exp(�jx0j
2) ku(�; t0)k2H4(
")

+ Ce2s exp(2�")
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elde edilen eşitsizli¼gin her iki taraf¬e2s exp(3�") ile bölünürseZ

3�

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
dx

� Ce2s exp(�jx0j
2)�2s exp(3�") ku(�; t0)k2H4(
")

+ Ce2s exp(2��)�2s exp(3��)

oldu¼gu görülür. Burada � = exp(3�")� exp(2�") > 0 seçimi yap¬larakZ

3"

�
1

s

��@2xr��2 + s j@xrj2 + s3 jrj2
�
dx

� Ce�2s� + CeCs ku(�; t0)k2H4(
")
(3.45)

elde edilir. De¼gerlendirmenin tamamlanmas¬için iki farkl¬durum ele al¬nacakt¬r.

1. Durum: ku(�; t0)kH4(
")
� 1 olsun. O halde (3.45) gere¼gi

krk2H2(
3")
� CeCs ku(�; t0)k2H4(
")

oldu¼gu görülür.

2. Durum: ku(�; t0)kH4(
")
< 1 olsun. Bu durumda

Ce�2s� = CeCs ku(�; t0)k2H4(
")

eşitli¼ginden

e�2s��Cs = ku(�; t0)k2H4(
")
;

es(2�+C) =
1

ku(�; t0)k2H4(
")

;

s =
2

2� + C
log

 
1

ku(�; t0)kH4(
")

!
> 0

bulunur. (3.45) eşitsizli¼ginde s�nin yerine de¼geri yaz¬l¬rsa

krk2H2(
3")
� Ce

�2( 2
2�+C

) log

�
1

ku(�;t0)kH4(
")

�
�
+ Ce

C( 2
2�+C

) log

 
1

ku(�;t0)kH4(
" )

!
ku(�; t0)k2H4(
")

= Ce�2(
2

2�+C
)(� logku(�;t0)kH4(
"))� + CeC(

2
2�+C

)(� logku(�;t0)kH4(
")) ku(�; t0)k2H4(
")

= Ce
4�

2�+C (logku(�;t0)kH4(
")) + Ce
�2C
2�+C (logku(�;t0)kH4(
")) ku(�; t0)k2H4(
")

= C ku(�; t0)k
4�

2�+C + C ku(�; t0)k
�2C
2�+C ku(�; t0)k2H4(
")

= C ku(�; t0)k
4�

2�+C

H4(
")
+ C ku(�; t0)k

�2C+4�+2C
2�+C

H4(
")

= C ku(�; t0)k
4�

2�+C

H4(
")
+ C ku(�; t0)k

4�
2�+C

H4(
")

= 2C ku(�; t0)k
4�

2�+C

H4(
")

� C ku(�; t0)k
4�

2�+C

H4(
")
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elde edilir. O takdirde

krk2H2(
3")
� C ku(�; t0)k2�H4(
")

bulunur. Burada � = 2�
2�+C

2 (0; 1) dir.

Böylece 1. ve 2. Durum birleştirilerek

krk2H2(
3")
� C ku(�; t0)k2�H4(
")

+ C ku(�; t0)k2H4(
")

= C ku(�; t0)k2�H4(
")

�
1 + ku(�; t0)k2�2�H4(
")

�
(3.46)

elde edilir. Ayr¬ca teoremin kabullerinden

ku(�; t0)k2�2�H4(
")
=

�
ku(�; t0)k2H4(
")

�1��
� CM1�� � C

bulunur. Bu durumda bir C > 0 sabiti için

ku(�; t0)k2�H4(
")

�
1 + ku(�; t0)k2�2�H4(
")

�
� C ku(�; t0)k2�H4(
")

elde edilir. Buradan

krkH2(
3")
� C ku(�; t0)k�H4(
")

yaz¬l¬r. Böylece Lemma 3.2 nin ispat¬tamamlanm¬̧s olur.

Ayr¬ca (3.3)-(3.5) kabulleri alt¬nda Lemma 3.2 uygulanarak Teorem 3.1 in ispat¬tamam-

lan¬r.

3.2 SONUÇ

Bu tezde, Xu vd. (2011) ve Yamamoto ve Zhang (2012) nin 1
2
: mertebeden difüzyon

denklemi için bir ters problemin çözümünün kararl¬l¬¼g¬ üzerine yapm¬̧s olduklar¬ çal¬̧s-

malar incelenmi̧stir. Bu çal¬̧smalarda temel arac¬n Carleman de¼gerlendirmeleri oldu¼gu

görülmektedir. Sonraki çal¬̧smalarda da � mertebesinin (0; 1) aral¬¼g¬nda de¼gi̧sken olma

durumu incelenmi̧stir. Bu konu güncelli¼gini korumakta olup farkl¬denklemleri de kap-

sayacak şekilde çal¬̧smalar yo¼gun olarak devam etmektedir.
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