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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER

0 : Verilen bir fonksiyon

Q : Verilen bir bolge

Q : Q bolgesinin kapanist

0 : 1 bolgesinin sinir1

N :{1,2,3,...}

Ck(Q) : Q) bolgesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip
fonksiyonlar uzay1

Cy’ () : (1 bolgesinde tanimli sonsuz defa diferensiyellenebilir ve supportu () nin
kompakt alt kiimesi olan fonksiyonlar uzay1

LY(Q) : () iizerinde Lebesgue Slgiilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

L?(Q) : () iizerinde Lebesgue Olgiilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

()2 : L2(Q) da i¢ carpim
H*(Q) : Kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellestirilmis tiirevleri L*(€2) ya ait olan

fonksiyonlar uzay1

Df.o . a. mertebeden Riemann-Liouville anlaminda sol-tarafli kesirli tiirev
Df_¢ . a. mertebeden Riemann-Liouville anlaminda sag-tarafli kesirli tiirev
D2 o . a. mertebeden Caputo anlaminda sol-tarafli kesirli tiirev
‘DE o . a. mertebeden Caputo anlaminda sag-tarafli kesirli tiirev
Di o . a. mertebeden Riemann-Liouville anlaminda sol-tarafli kesirli tiirev
[ A7) . a. mertebeden Caputo anlaminda sol-tarafli kesirli tiirev

Xi






BOLUM 1

ONBILGILER

1.1 GIRIiS

Newton’dan bu yana fiziksel modellerde tam say1 mertebeden tiirevler yer almaktadir.
Diger taraftan 1695 yilinda Leibnitz, kesirli mertebeden tiirevlerin ileride c¢ok faydal
sonuglar verecegine isaret etmistir.

Dogada ortaya ¢ikan fiziksel ve dinamik sistemler kalitimsal ve hafizali olma 6zelliklerine
sahiptir. Sistemlerin ge¢mislerine dayanan bu 6zelliklerin bilinmesi su anki ve gelecekteki
isleyisleri hakkinda kolayca éngoriide bulunabilme imkani saglar. Stz konusu ozellikleri
tanimlamak i¢in klasik analizin temel kavramlar: yeterli olmamaktadir. Bu noktada kesirli
tiirevler ve integraller 6nemli rol oynamaktadir. Ayrica kesirli tiirev operator tanimlarinin
birden fazla olmasi, birbirleri arasindaki iligkiler ve farkliliklar sistemin yapisina en uygun
olanini se¢me firsat1 sunar (Aver 2013).

Giiniimiizde o6zellikle diizensiz yayilim (anomalous diffusion) olaylarinin matematiksel
tasvirinde kesirli mertebeden diferensiyel denklemler karsimiza ¢ikmaktadir. Bir dig hiz
veya kuvvet alanimin varligi ve/veya yoklugu durumunda diizensiz yayihm olaylarinin
gesitli yollarla modellenmesi miimkiindiir: i) kesirli Brown hareketi ii) genellesmis yayilim
denklemleri iii) siirekli zaman rasgele yiiriiylis modelleri iv) Langevin denklemleri v)
genellesmis Langevin denklemleri vi) genellesmis termoistatistik. Diizensiz yayihm igin
sadece (iii) ve (v) yaklagimlar sistem hafizasi ve olasiik dagilim fonksiyonlar: igin soz
konusu olan 6zel durumlar1 igermektedir. Siirekli zaman rasgele yiiriiyiis modeli ve
genellesmis temel denklemler yaklasiminin dezavantaji, kuvvet alanlarinin, sinir deger
problemlerinin ve faz uzaymdaki dinamiklerin direkt olarak dikkate alimamamasidir (Metz-
ler and Klafter 2000).

Diizensiz kinetik olaylar i¢in alternatif bir yaklagim, kesirli mertebeden denklemler yardimi
ile verilmektedir. Bu yaklagimla, dig alanlarin ve sinir deger problemlerinin varligi duru-

munda da daha etkin sonuclar elde edilebilmektedir. Difiizyon denkleminde, yerel zamana



gore tiirev yerine kesirli bir operatoriin yazilmasinin bir¢ok karmasik sistemle ilgili olan
hafiza etkilerinin hesaba katilmasimi sagladigi Balakrishnan (1985) te gosterilmigtir. Bu
tiir kesirli kinetik denklemler; diizensiz yayilim stireclerinin dig kuvvet ve hiz alaninin var-
lig1 veya yoklugu durumunda modellenmesinde 6nemli bir arac haline gelmistir. Ozellikle
ilk durumda, bu denklemlerin matematiksel yapisi bilinen ¢oziim yontemlerinin uygulan-
masina imkan tanimaktadir. Son zamanlarda yapilan caligmalarda, kesirli reolojik mo-
deller, kesirli yayihm (difiizyon) denklemleri, kesirli tagimim-yayilim (advection-diffusion)
denklemleri ve kesirli FokkerPlanck denklemleri farkl acilardan ele alinmistir. Bu calis-
malarda, zamansal ve/veya uzaysal tiirevler yerine farkl kesirli operatorler tanimlanmigtir
(Metzler and Klafter 2000).

Bu tiir denklemlerin baglica uygulama alanlarindan bazilari; biyoloji, biyomiihendislik,
fizik, elektromanyetik teori, termodinamik, mekanik, sinyal ve sistem teorisi, kaos teorisi
ve fraktallar, jeoloji, akiskanlar mekanigi ve kompleks sistemler igerisindeki madde iletimi
teorisi, olasilik ve istatistik teorileri, elektrik-elektronik ve kontrol teori olarak siralanabilir
(Aver 2013).

Bu tezde kesirli difiizyon denklemi igin bir ters problemin ¢oziimiiniin kararliligi, Car-
leman degerlendirmeleri yardimiyla aragtirilmigtir. Burada, ters problemin ¢oziimii ile
ilgili fiziksel modeldeki baz1 énemli parametrelerin belirlenmesi amaglanmaktadir. Bu
tiir problemler uzaktan algilama ve tahribatsiz degerlendirme ile ilgili bircok problemin

matematik modelinde ortaya gikmaktadir.

1.2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tezde gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tanim 1.1 X bir kiime olsun. X tizerinde bir topoloji, asagida verilen ézellikleri saglayan
ve X in alt kiimelerinin bir koleksiyonu olan T kiimesi olarak tanwymlanir. T nun eleman-
larma agik kiime denir.

a) Eger A herhangi bir kiime ve her a € A i¢in U, € T ise, | U, € T dur.

b) Eger bir F sonlu kiimesinin her bir o elemana i¢in U, € :Ei?e, ) U, € 7T dur.

¢) X €T velder dur -

7, X dzerinde bir topoloji olmak tzere, (X, 1) ikilisine bir topolojik uzay denir (Browder

1995, s. 123).



Ornek 1.1 R dzerinde bir T, topolojisi; a € R olmak iizere (—00,a) stmirsiz agik aralik-
lary acik kiime secilerek, () ve R ile birlikte tanimlanabilir. Benzer sekilde, R iizerinde bir

7¢ topolojisi; 0, R ve a € R igin tim (a,4+00) araliklarinin koleksiyonu ile tanimlanabilir.

Tanim 1.2 X bir topolojik uzay, F, X n bir alt kiimesi olsun. Eger F' nin timleyeni
F¢ = X\F a¢ik ise, F kapalidir denir.
Acgiktar ki kapaly kiimeler sinife asagudaki ozellikleri saglar:

a) Eger F,, her bir a € A i¢in kapal ise, ﬂA F,, kapalidar.
ac

b) Eger Fy, Fs, ..., F, kapali ise, |J Fy kapaldor.
k=1
c) X ve O kapaldir (Browder 1995, s. 124).

Tanim 1.3 X bir kiime, d de X x X dizerinde taniml bir fonksiyon olsun. Eger her
x,y,z € X i¢in asagdaki ozellikler saglanwyor ise, d, X dizerinde bir metriktir (veya X
tizerinde uzaklik fonksiyonu) denir ve (X,d) ikilisi bir metrik uzay olarak adlandiriler.
M1) d reel degerli, sonlu ve negatif olmayandur.

M2) d(z,y) = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter kosul x =y olmasidar.

M3) d(x,y) = d(y,x) simetri ézelligi saglanar.

My) d(z,y) < d(x, 2) +d(z,y) tggen esitsizligi saglanwr (Kreyszig 1978, s. 3).

Tanim 1.4 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her bir a € X ve r > 0 i¢in a merkezli ve r

yaricapl agik yuvar

B(a,r)={z € X :d(z,a) <r}

kiimesiyle tanimlanar (Browder 1995, s. 128).

Tanim 1.5 X bir metrik uzay, E de X in bir alt kiimest olsun. E alt kiimesinin ¢apr
diamFE = sup {d(z,y) : z,y € E}

ile tanamlanar. Eger diamE < 400 ise, E kiimesi sinwrlidir denir.
Kolayca gorilebilir ki, E nin sinwrly olmasy i¢in gerek ve yeter kosul keyfi a € X ver > 0

icin E C B(a,r) olmasidir (Browder 1995, s. 142).

Ornek 1.2 R' biitiin reel saylarin kiimesini gosterir ve genellikle reel sayt dogrusu olarak
adlandimlr. R? ise diizlem veya kompleks diizlem olarak adlandirilir. Asagida verilen alt

kiimeler R? de g6z oniine alinmastar.



Kiime Kapaly  Agik  Swnrh

a) A={zeC:|z| <1} Haywr  Fvet  Evet
b) B={zeC:|z| <1} Evet Haywr  Fuvet
c) C, bostan farkly ve sonlu bir kiime — Evet Haywr FEvet
d) Z Evet  Haypr Hayr
e) D= {% :neN, n> 1} Haywr Haypr  Foet
f) C Evet  Evet Hayr
g) (a,b) Hayr Evet

Burada dikkat edilmelidir ki D kiimesinin bir limit noktasy vardir ve z=0 dwr ancak D
nin hicbir noktasy bir limit noktasy degildir. Dolapsiyla bir limit noktasinin varlbg, ve
ilgili kiime tarafindan kapsanmas farkl durumlar olup yukaridaki tabloda ifade edilmistir.
Ayrica g) sikkainda ikinci siitun bog birakilmagtir. Bunun sebebi (a,b) kiimesinin R' de acik

R? de kapal olmasidir (Rudin 1976, s. 33).

Tanwm 1.6 A C C olmak tizere, f : A — C bir fonksiyon, zy, A min bir i¢ noktas:

olsun. Eger
z) — f(=
IORFIC)
z—20 2 — 2
limiti mevcutsa, f fonksiyonuna zy noktasinda diferensiyellenebilirdir denir ve

ile gosterilir. (1.1) egitligi
F(2) = lim f(z0+h) — f(2)

h—0 h

seklinde de gosterilebilir (Palka 1991, s. 62).

Karmasik fonksiyonlar i¢in tiirev tanimi reel fonksiyonlardaki tanima oldukc¢a benzerdir.
Ancak bu iki durum arasinda ¢nemli bir fark vardir ve bu fark karmagik fonksiyonlarin
turevlerindeki h sayisinin karmagik olusundan gelmektedir. Burada A — 0 igin limit
alinirken A nin orijinden gecen her egri boyunca, 6zel olarak reel ve sanal eksen boyunca
da, sifira yaklagtigi varsayilir ve biitiin bu yaklagimlarda limitin ayni1 degeri almasi gerekir.
Reel degerli fonksiyonlarda ise sadece reel eksen boyunca yaklagim s6z konusudur (Bagkan
2012, s. 85).

Bunu bir érnekle gorelim:



Ornek 1.3 f(z) = 7 fonksiyonu verilsin. Tanwm gereyi,

lim f+h) — 1(2) = lim H—]H = lim
h—0 h h—0 h h—0

, (h#0)

> =

var olmalidir. Ancak h = r + is yazilirsa ki durum ile karsilasilr:
1. Durum: h reelse, yani h = r ise h — 0 i¢in yukaridaki ifadenin limaiti 1 dir.
2. Durum: h sanalsa, yani h = is ise h — 0 i¢in yukaridaki ifadenin limiti -1 dir.

Bu nedenle f(z) = Z fonksiyonu hi¢bir yerde diferensiyellenemez.

Reel degerli fonksiyonlardaki tiirev kavrami ile kompleks degerli fonksiyonlar igin tiirev
kavrami arasindaki onemli bir fark ise, karmasik fonksiyonlar bir acik kiimede birinci

mertebeden tiireve sahip iseler bu kiimede her mertebeden tiireve sahiptirler (Bagkan

2012, s. 85).

Tanim 1.7 f: A — C fonksiyonu analitiktir denir eger f fonksiyonu A da strekli dife-
rensiyellenebilir ise. Eger f analitik ise bu durumda f sonsuz mertebeden diferensiyel-

lenebilirdir (Conway 1973, s. 34, 13).

Teorem 1.1 f: A — Cuveg: B — C fonksiyonlar: bir zy noktasinda diferensiyellenebilir

olsun. Bu durumda

(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)d'(20)
dur (Palka 1991, s. 65).

Tanmim 1.8 (Gamma Fonksiyonu) 2z € C, Rez > 0 i¢in
['(z) = /mZIewdaz
0
ile tanamlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir (Samko et al. 1993, s. 15).

Tanim 1.9 FEger u, G tzerinde tanimlh bir fonksiyon ise, u nun supportu

supp (u) ={r € G:u(x) # 0}

biciminde tanamlanwr. Eger supp(u) € €2 ise, Q da u nun kompakt supportu vardir denir.
Burada G C R" bostan farkh ise, G nin R™ de kapamis: G seklinde gosterilir. Eger G C
ve G, R™ in kompakt altkiimesi (kapah ve sinarh) ise, G € Q olarak yazbr (Adams and
Fournier 2003, s. 2).



Tanmim 1.10 (Genellesmis Fonksiyon) C§°(Q) tzerinde asagidaki yakinsaklk yardima
ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya test fonksiyonlar uzayr denir ve D(QQ) ile gosterilir:
i) Oyle bir K C Q kompakt ciimlesi vardur ki her k € N i¢in supp vr € K dor.

it) Her a = (aq, Qa, ..., ap) ve k — o0 igin D¢ (z) — DYp(x) yakinsamas: 2 bolgesinde
diizgiin yakinsak ise k — oo i¢in @, g @ yakinsar denir.

D(Q) topolojik uzayinda tanimly sirekli, lineer fonksiyonellere, genellesmis fonksiyon

denir. Genellesmis fonksiyonlar sinifs D'(Q) ile gosterilir (Viadimirov 1971, s. 66).

Tanim 1.11 (Genellesmis Tiirev) f € D'(Q) olmak tuzere, f genellesmis fonksiyo-
nunun D*f(S2) (genellesmis) tiirevi,

(D*f, ) = (—1)l(f, D*¢), p € D(Q)

esitligi ile tanamlanar (Viadimirov 1971, s. 79).

Tamim 1.12 (H* (Q) Uzay1) H" (), kendisi ve k. mertebeye kadar tiim genellesmis
tiirevleri L? (Q) ya ait olan tiim fonksiyonlarn olusturdugu ciimledir. H* (Q), dizerinde

tanimlanan

(f17f2)Hk(Q) = Z /Daf1Dade

la|<k o

i¢ carprmana gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ carpim ile tanimlanan norm
1/2

Wl = | / D da

la|<k ¢

bigimindedir (Mikhailov 1978, s. 121).

Tamim 1.13 (AC(R2), AC™(Q) Uzaylar1) Q, herhangi bir ¢ifti kesismeyen [ay, by] C

(k = 1,2,...,n) araliklarindan olugan sonlu bir kime olsun. Eger her ¢ > 0 igin,

> (b —ag) < 6 oldugunda > |f(br) — f(ax)| < € kalacak bir 6 > 0 bulunabiliyorsa,
k=1

1
takdirde f(z) fonksiyonuna, Q bolgesinde mutlak siireklidir denir. Bu fonksiyonlarin

p
0
uzayr AC(Q) ile gosterilir.

n € N ve Q bir bolge olsun. ) bolgesinde (n — 1) mertebeye kadar strekli tireviere sahip
ve fV (z) € AC(Q) sartima saglayan f fonksiyonlarmn uzayr AC™(Y) ile gosterilir

(Samko et al. 1993).



1.3 RIEMANN-LIOUVILLE VE CAPUTO ANLAMINDA TUREV

Bu boliimde verilecek olan tanimlarda, o € R ve [a, b] reel sayilar kiimesinde sonlu bir

aralik olarak alinmigtir.

Tanim 1.14 (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi) 0 < a < 1 olmak tzere, [a,b] arali-
ginda tanumly f(x) fonksiyonu igin, a-incr mertebeden sol-tarafli ve sag-tarafly kesirli

tiirevler siraswyla

(D2-N@) = sr=ar i | % 12)
b
(D5 1)0) =~y . T (13

seklinde tansmlanar. (1.2) ve (1.3) kesirli tirevleri Riemann-Liouville tirevleri olarak

adlandurilir (Samko et al. 1993, s. 35).

Tanim 1.15 (Caputo Kesirli Tiirevi) 0 < o < 1 olmak tizere, [a,b] araliginda taniml
f(z) fonksiyonu i¢in, a-ince mertebeden sol-tarafly ve sag-tarafle Caputo anlaminda kesirli

tirevler siraswyla

(“Dg+ f) () = (Dg: [f(t) = fa)]) (@), (1.4)

(“Dy-f) () = (D= £ (t) = F(O)])(2) (1.5)

seklinde Riemann-Liowville tirevi yardimayla tanimlanar (Kilbas et al. 2006, s. 91).

Bu tezde sol-tarafli Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri goz oniine alinacak olup

sirasiyla

(Dg+ f)(x) := D f (),

(“Dg+ f) () := 07 f(x)



gosterimleri kullanilacaktir. Simdi Caputo kesirli tiirevi igin daha kullanigh bir tanim

verilecektir. Bunun igin (1.4) esitligini g6z oniine alalim:

dy f(z) = (Dg _df7 CC)) f(
1 t a
- dz (z — t)°
o /w—wac@
= rui >§£/zft) - (w_?ﬂjT_Uﬁ%>]
= F(ll—a) ;%/xf ~ e <+%>]
= wa i | g e

- F(ll—a) (di/ z—t)°

u = f(t), dv=(x—a)"
(x_t)*oﬂrl
—(1—a)

o) 1o

olup

du = f(t)dt, v=

degisken doniigiimii ile kismi integrasyon uygulanlrsa

1 d ﬂ@@—w>“1_ >M1
Fl—oz)dx{( —(1—-«) (1—a)

[
o (i ey e
- F(ll_a) :1f£a31(1—a)(x—a B —/ f'® 1__a) - (xf_(ai)a}
- F(ll—a) (a:f—(a dx/ = 1—_a) - at = (a:f—(acz)a]

1 / o —a+1
= ——/ f ) dt
F(l—a dx 1—a

— _ a+1dt
(1 — a)( dx/ f

elde edilir ve Leibnitz Integral Formiilii geregi

= afx — — fla(z z@
8ﬁ/ fla,2)dz = /wéhd+fu> 25— fla(e),2) 5
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oldugu goz oniine alinip, son bulunan egitlikte yerine yazilirsa

°f(z) = L S (@)@ =67t
I R0 | )0 - e - oo
: [y —a)(zr—t)7 ¢
T Tl-a)l-a) /f(t)(l )(z —t) " dt
(1—-a) .
B r(1_a 1_a/f dt
1 xX
- T(l—a)/a (x—t) dat (1.7)
bulunur.

Ornek 1.4 Simdi [0,1] arahimda tanamb bir f(x) = z + 1 fonksiyonunun 5— inci mer-

tebeden Riemann-Liouville anlaminda kesirli tirevini hesaplayalim. f fonksiyonunun x’e

gore %—mci mertebeden Riemann-Liouville anlaminda tanyma kullanilirsa,

(PN = fi-ha /(:v—t)

2
1 d t+1
N %% x—t1/2
1 xT
_ L d U 1/2dt+/ (x—t)‘adt}
(3)d 0

oldugu goriliir ve

'1

;1

8

t = u, dv=(x—t)"Ydt

—t -1/2
dt = du’ V= _% = = _2(1, o t)1/2

2
degisken dontisimi yapilarak

d T — —a+1 z
O 1) ) = i [ [t (2t 07

bulunur. Tekrar

r—t = s, t—=0=s—uz

—dt = ds, t—>or=—=5s—0



degisken degigimi yardimayla

1 d

2 L

1 d [ [*
= RO / 2u1/2du—2x1/2}

F(§> d[[' LJo
_ 1 i_2u3/2 . —23;1/2-

F(%)dw i % u=0
_ 1 i [ 4q,3/2 - —23;1/2-

r(A)de | 3 ™

s i

_ 11 i 423/ 0 9gl?

F(§> dx L 3 ]
1 |43 21 12
= - —2—z

Iz | 3 2

= = [2m1/2 _ x1/2]

elde edilir.

tanymang ele alalim.

seklinde tanimly olup bu integralde
u? = 2, 2udu = dz
degisken degisimi yapilarak,
[Na) = /oou2a_2e_“22udu
0

i¢in yukaridaki integralin ifadesi

bulunur. o = %

1 o
I'z) = / u'2e" 2udu
2 0

= 2/ e du
0

olur. F(%) degerinin karesini alinirsa,

10

Burada T'(3) degerini hesaplayalim.

r 0
— [0—-0+ / 2ut?(—du) — 2.0 — (—2z'/?)

Bunun i¢in Gamma fonksiyonunun



yazilir. Burada kutupsal koordinatlara gegilirse,

T
u = rcosf,v=rsinf,0<r <o0,0<0< <5
ou Ov :
7= o o | _ cos 0 sin 6
ou Ov .
% 9 —rsinf rcosf

= rcos’f — (—rsin?0)

= 7(cos®0 +sin’0) =r

bulunur. Bdylece,

1 2 /2 oo 2.2 2 2
|:I‘(_):| — 4/ ef(r cos® 6+r< sin Q)T’dee

/
/ / " rdrdd
= /0 rdr)( /0 dn)

olup
—?=t,2rdr=dt,r — 0=t — 0,7 — 00 =t — —00

degisken dontigtimi yapilirsa

[r(%)]z - e " a0)
- / ) (6 [7%)

= —2( lim Setdt)(g)

S§——00 0

= —7( lim €' [})

S§——0Q

S§——00

—(
= —m( lim e*—1)
—(

= —m(0—-1)

I
3

—u2

elde edilir. Ayrica, her u > 0 i¢in e > 0 oldugundan

r(%) =2 (/Oooe“Zdu> >0

dwr. Bu durumda
1. 1
PGP =7 =T()=Va

11



olarak hesaplanir. Dolayswyla f(x) = x+ 1 fonksiyonunun Riemann-Liouville anlaminda

tureve

(Dglc/2f) (x) = % [21,1/2 _ 1‘1/2}

seklinde elde edilir.

Ornek 1.5 Simdi Ornek 1.4 de ele alinan f (x) = x+1 fonksiyonunun %—z’nci mertebeden

Caputo anlamanda tirevini hesaplayalim.
1 o f(t)dt
8;/ 26) (x /
1dt

1 €T
_ F(%)/o P
1 ¢ o )12
_ r(l)/o( Y2

2
oldugu goz oniine alinarak

u = (z—t),t=0=>u==x
du = —dt, t=r=—=u=20

degisken dontigiimii ile
1

1/2 T r Oufl/Z U

) % U=x

1
I3
1

= —2u? |,

r'(3)

= Lo g
'(3)

= —11 271/2

I'(3)

— Lgxlﬂ
T

bulunur.
Lemma 1.2 Kabul edelim ki f(x) € AC ([a,b]) olsun. Bu durumda 0 < o < 1 olmak
tizere, D, f ile D" f kesirli tiirevleri hemen hemen her yerde mevcuttur. Ayrica 1 <r <

Ligin, D f, D f € L™(a,b) dir ve

«

DY f(a) = {(ﬂ“))ﬁ/jM},

'l—a) [(x—a (x —t)
X B 1 f(b) " f(t)dt
Db*f(x) - P(l —Oz) [(x—a)a +/x (t—x)a:|

12



egitlikleri saglanyr (Samko et al. 1993, s. 35).

Yukarida verilen Lemma, 1.2 nin ifadesi Onerme 1.3 iin ispatinda kullanilacaktir.

Onerme 1.3 0 < a < 1 olsun. Eger ¢ € C[0,T] N W"(0,T) ise, hemen hemen her

yerde bir

o L9 " pls)
Dt@(t)—ma/; (t_s)ad870<01<1

biciminde tamimlanan Riemann-Liouville anlamainda tirev varder. Ayrica, 1 < r < é i¢cin

D¢ € L,(a,b) ve

1 ¢(0)
Nl—a) to

Dip(t) = + 07 p(t) (1.8)

dir (Yamamoto and Zhang et al. 2012, s. 4).

Ispat. Lemma 1.2 geregi D¢ € L,(a,b) oldugu goriiliir. (1.6) esitligi ile verilen Caputo

tiirev taniminda a = 0 alinarak

o _ 1 d [* ¢(s)ds o(a)
et = i (@] G~ o)
SR (R
Fl—a)dt )y, t—s) T'(l—a) t~
L0
Nl—a) to

= Dip(t) -
bulunur. Bu durumda
(1) + =z = Di (0(1))
elde edilir. m
Onerme 1.4 ¢ € C[0,T) N W50, T) olsun ve
©(0) = 97p(0) =0
saglansin. Bu durumda
=0 0<a+p<1
dir (Yamamoto and Zhang et al. 2012, s. 4).

13



Ispat. Onerme 1.3 geregi, (1.8) den 0 < a < 1 iken

1 »(0)
DY _ o
th(t) F(l—a) o +a ()
dir. ¢(0) = 0 hipotezini yerine yazarsak
L9 [" e
DYp(t) =0t p(t) = =——— d
t%p() t@() F(l—&)at[; (t—S)O‘S
elde edilir. Bu egitligi kullanarak 8?6? ©(t) yi hesaplayalim.
19 [ e
o p(t) = ——= [ A0y
FOe0) = e | e
1 0 / (1 ( ) 7dT
r'a- a) ot

B) —7)
(
)
(1 —a)l / — ) —T7)8 i

T(1— a)F(l —p)ot

Burada

t—p = u=t—u=uyu,

—dy = du, t—u—717=p—r,
W = T=>u=1t—r,
p = 0= u=0

degigken degistirmesi yapilirsa

h= / e (/:zuaof - u)ﬁ) o
= [ ¢ (/ i —u>ﬁ)‘”
= Jer (/ u&(t—r)dl(tl——f)dT

T

_ /O t (;P;(TT%B ( /0 ”(1‘1—“_)6> dr ;

T

14



bulunur. Tekrar,

U t—171

v o= u=t—7=—0v= =1
t—T1 t—1T1
du

dU = U:0:>’U: —
t—T1 — T

degigken doniisiimii yapilirsa

h= / <t¢;(?>ﬁ (/ vaa‘f;iif - v)ﬂ) .

_ /Ot % </01ua(1 - v)ﬁdv> dr

¢ 1
_ (/ SOI(T> )i- (a+ﬁ)d7_) (/ potl=l( —B+1— 1dv>
0 0
B

- ([ #@e-ne i) sa-an-p)

elde edilir. Yani oo + 3 < 1 ise,

FOet) =t | ([ -0 ) sa—an - g)
o
Burada

['(n+1)=nl"(n)
oldugu goz oniine alinir ve

dv = ¢ (r)dr,u=(t—7)-H

vo= (), du=—(1—-(a+p8)(t—1)"dr

15



seklinde kismi integrasyon uygulanirsa

1
'l—a-p)r{1—-a-p)
Yo(r)(1 - (a+B))
e
1
'l—a-p)Ir {1 —-a-p)
Yo(r)(1 = (o + B))
+/0 . (t — 7)lth) d
1

e ara=a=ma e )
- raemma U )

= 97 p(t)

)1f(a+5)

O (0 p(t)) = (1) lr=o

—~
~
~
|
9

3 S
Flo — Slo— o

—~
\]

bulunur. Diger taraftan o + = 1 durumunda ise (1.9) esitligi

I = (/Ot o (7)(t - 7)1‘1d7> fl-a1-5)

. (/Otso'(f)d7>ﬁ(1—a,1—ﬁ)

= (1) =9(0) (1 =a,1-7)
= @(m)p(l—-al=p)

olur ve boylece

1 ol
I(1—a)l(1-0)dt

1 0

= Ta—ara-pa PO =6)

 Bl=-a,1—-p5)
= Ta—ara-p?®

1 '
mw(m a+pB=1

o0/ p(t) =

= 9" (1)

oldugu goriiliir. =

16



BOLUM 2

CARLEMAN DEGERLENDIRMELERI

2.1 1/2. MERTEBEDEN BiR DiFUZYON DENKLEMI ICIN BiR CAR-

LEMAN DEGERLENDIRMESI

Bu boliimde, ispat1 Xu et al. (2011) de verilen 1. mertebeden kesirli bir difiizyon denk-

lemi icin bir Carleman degerlendirmesi ele alinacaktir. Carleman degerlendirmesi, bir

kismi tiirevli denklemin ¢oziimii i¢in agirlikli Ly uzayinda elde edilmis olan ve biiyiik bir

parametre iceren bir esitsizliktir.

Lemma 2.1 Bir \g > 0 vardwr 6yle ki her A > g i¢in sqg > 0 ve C' > 0 saylar segilebilir

oyle ki her s > sy icin ve supp(u) C Q., u(x,0) =0, 0 < z < £ sartlarima saglayan her
Yy 0 ¢ pp € ) ) § gLay

u € C([go, T — o] ; H(Q)) N Cl [eo, T — &0 ; L? () igin

/ (é |8tu|2 + s)\zlfgp ‘6§u|2 + 33A4u4g03 ‘8§u|2
Qo

+8° M0 0° |0,u)? + sTA B pTu?) e dudt

< C/ (8, — 03) U|2 2P dxdt
Qo
egitsizligi saglanar (Xu et al. 2011, s. 1858).

Asagida Lemma 2.1 in ispatinin genel agamalari sunulmustur.
1. Adim: Oncelikle, yogunluk tanimindan dolay1 ispat C5°(Q) uzaymda yapilir.

2. Adim: Yeni bilinmeyen bir fonksiyon ve bir operator tanimlanir:

w = e*Pu, Pw = e*?(0, — 0})(e **w).

3. Adim:

1Pw|® = | Prwl|* + || Pwl|* + 2(Piw + Pyw)

esitsizliginde (Pyw, Pyw) ifadesi igin bir alt simirin bulunmasi hedeflenir.

17
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9
4. Adim: (Pyw, Pw) = Z Jy. esitliginde J;, terimleri tek tek degerlendirilerek
k=1

(Pyw, Pyw) + 5/ | Pyw|? dadt
Q

v

2/8/\24,0[L2 |8fw|2 dzdt
Q
+65/53A4¢3M4(1 + b + bf) |02w|® dadt

J s
—(19 + 5)/(35)\6g05u6 + Cs* A3 b 4 Cs* MOt 18 |0y w? dadt

Q

+13/s7/\8g07u8w2dxdt.

Q
esitsizligi elde edilir. Dikkat edilirse burada |dyw|* ifadesini iceren integralin katsayisi

negatiftir. Bu nedenle bagka bir degerlendirme elde etmek gerekir.
6

5. Adim: fQ (Pw) x s*\*@? ptwdxdt = Z I}, integralini degerlendirmek i¢in [; terimleri
tek tek incelenir. =

6. Adim: 4. Adim ve 5. Adim’da elde edilen egitsizlikler toplanir.

7. Adim: Son olarak s > 0 biiyiik parametresi yardimiyla ve w fonksiyonu v cinsinden

yazilarak istenen egitsizlik elde edilir.
2.2 ELIiPTiK OPERATOR iCiN BiR CARLEMAN DEGERLENDIiRMESi

Asagida eliptik denklem igin Isakov (2006) da verilmig olan ve ispat1 Eller ve Isakov

(2000) tarafindan yapilan bir Carleman degerlendirmesi sunulmustur.

Teorem 2.2 (Teorem 3.3.7, Isakov 2006, s. 62) A ikinci mertebeden bir eliptik operator
ve  sunarly bir bolge olsun. Bu durumda Cy = C4(¢), Cy = Cy(e, 0) sabitleri vardir dyleki

her uw € CZ(R2) ve |a] < 2 igin Cy < o, Cy < o olmak iizere asagndaki egitsizlik saglanar:

- / (o7)P2l e |9 ? < ¢y / ¢27 | Auf?
Q

Q
Burada T birinci, o ikinci biyik parametre olup ¢ (z) = |z — b|2, o =e" Q. =0n

{e <} seklinde tanvmldir.
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BOLUM 3

1/2. MERTEBEDEN DIiFUZYON DENKLEMIi iCIN BIiR TERS
PROBLEM
Bu boliimde bir
Q=A{(z,t);2 € Q,t € (0, 7)},Q2=1(0,¢)
bolgesinde
(0} = RJulw, ) = p(w)ulz, 1), (z,t) € Q (3.1)
1/2. mertebeden kesirli difiizyon denklemi
uw(z,0) = a(z),z € (0,£) = Q
baglangic kosulu ve
u(0,t) = g(t), 0,u(0,t) = h(t)

Cauchy verisi ile birlikte ele alinmigtir. Burada a(x), g(t) ve h(t) bilinen fonksiyonlardur.
@ bolgesinde a # 0 veya (0,7") araliginda g, h # 0 dur. 8t1 /2 gosterimi Caputo anlaminda

kesirli tiirevi ifade etmektedir.

Problem 3.1 (3.1) denkleminden wu(.,to), to > 0 ek bilgisi yardimuyla p(x) bilinmeyen

katsaipsinin bulunmasy ters problemini ele alalim.
3.1 TERS PROBLEMIN COZUMUNUN KARARLILIGI

Kabul edelim ki ¢ty € (0,T) keyfi sabitlenmig bir nokta olsun. Ayrica xy — ¢ > 0 yeterince
kiiciik olacak sekilde zo > £ secelim. Boylece (2o — £)* < %x% oldugu goriiliir.

Ispat icin 6ncelikle bazi gosterimleri tanimlayalim:
dlx) = |~ o,

w(%t) : :d(x) —ﬁ(t—to)Q > 07 (Qﬁ,t) e@a
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burada [ > 0 sabiti

2
Lo

3 < min {tgT — to} (3.2)

esitsizligini saglar. (3.2) geregi, eger ¥ (x,t) > 0 ve 0 < x < { ise, o halde 0 < ¢t < T dir.
Ek olarak

12> e > (w9 — £)?
icin
Qe ={(z,t) € Q;¥(x,1) > e}, Qe = QN {t =10}

kiimelerini tanimlayalim. Dikkat edilirse 23 > € > (zo — £)? igin Q. = (0,79 — /&) # &
dir.

Asagida Yamamoto ve Zhang (2012) de yer alan bir teorem verilmigtir.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki p ve q katsaylarina karsiik gelen (3.1) denkleminin iki
¢oziimii sraswyla u(p) ve u(q) olsun. Ayrica M > 0 ve yeteri kadar kigiik eg > 0 sayilar

vardwr oyle ki

Hu(p)H02([50,T—so];WQW(Q)ﬂH‘*(Q))HC?’([EO,Tfso};L?(Q)) + Hu(p)HC([O,T];LOO(Q)) < M, (3:3)
Hu(q)H02([so,sz-:o];W27°°(Q)QH‘*(Q))QC3([50,T750};L2(Q)) + Hu(q)HC([U,T];LOO(Q)) < M, (3.4)
97p(0) = 39(0), 7 =0,1, [Pllyacoay Nallwacoy < M, (3.5)

bagintilar: saglamir. Ek olarak
u(p)(x,to), u(q)(z,to) #0, 0 <ax </ (3.6)
oldugunu kabul edelim. Bu durumda her
2 1 o
€€ (('TO - 6) 751:0)
icin € ve M ye bagl C' > 0 ve k € (0,1) sabitleri vardir dyle ki
19 = all ey < € Np) = u(@) (- t0) s (3.7)
dvr. Ayrica belirtmek gerekir ki (zg — () < ¢ < 32§ sarty ile Q3. = (0,20 — V3e) # @ olur.
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Uyarilar

(3.7) degerlendirmesi, x € (0,1) oldugundan Holder tipinde bir kosullu kararlilik deger-
lendirmesidir ve ¢nceden belirlenmis (3.3)-(3.5) simirhilik kogullarmin saglanmasi duru-
munda gergeklenir. Dogal say1 mertebeli katsay1 ters probleminin aksine burada u(.,0)
ve u(.,tp) seklinde iki uzaysal veriye ihtiyag duyulur.

Siir kogulu # = ¢ de u(f,t) = g(t), 0 < t < T olarak verilmistir. Eger () {izerinde a > 0,
(0,7) icinde g, g > 0 ise, kesirli denklemler icin maksimum prensibi geregi, her (z,t) € Q
icin u(p)(z,t), u(q)(x,t) ¢oziimii pozitif olur ve boylece (3.6) saglanir.

Yeterince diizgiin a,g,g,p,q ve a(0) = ¢g(0) ve a(¢) = g(0) gibi yeterli bagdasabilirlik
kogullar1 ile (3.3)-(3.5) ispatlanabilir (Sakamoto and Yamamoto 2011). Bu g¢alismada
ters problem iizerine odaklandigimizdan, (3.1) denklemi i¢in sinir deger/baglangic deger
problemlerinin regiilerligi tartigilmayacaktir.

Ispat. Ilk olarak Problem 3.1’1 bir ters kaynak problemine (lineer probleme) indirgeyelim.
Bu amagcla (3.1) denklemi sirasiyla p(z) ve g(z) katsayilar icin yazlarak taraf tarafa

cikarilir ve

u(z,t) = u(p)(z,t) —ulg)(z,1),r(z) = p(z) - q(z),

R(IL‘, t) = u(p> (ﬁ, t)

gosterimleri kullanilarak

0 = Pyuw,t) = p(a)ulp)(z,t) — q(z)ulq)(z,t)
= p(@)u(p)(z,t) — q(z)u(q)(z,t) — q(x)u(p)(z,t) + q(z)u(p)(z,1)

= q(@)ulz,t) +r(x)R(z,t), (z,1) € Q;
elde edilir. Benzer gsekilde

u(z,0) =0, x € (0,1),
w(0,8) =0, du(0,t) =0,t € (0,T)

homojen kosullar1 bulunur. Bu durumda katsay1 ters problemi

(aﬁ —ag) w(z,t) = q(z)u(z,t) +r(@)R(z,t), (1) € Q,
u(z,0) = 0, z€(0,])=Q, (3.8)
w(0,t) = 0,0,u(0,t) =0, t € (0,7)
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kaynak ters problemine doniistiiriiliir. Burada ¢ ve R bilinen fonksiyonlar olup
HQHW2a°°(Q) <M

ve

R € C*(0,T); W*>(Q)) N C([0,T]; L=(2)),
OFR € C2((0,T);L7(Q)), (3.9)
R(l’,to) 7£ 0, IEEQ

oldugu kabul edilir. O halde yukaridaki ters kaynak problemi icin agagidaki lemmay1

verebiliriz. =
Lemma 3.2 Kabul edelim ki
w € C([0, T, ZA(9) N C2((0, T); W2=(9) 1 H(9)) N C3((0, T); L(92)) (3.10)

fonksiyonu (3.8) problemini ve r € W2>(Q) fonksiyonu da r(0) = 9,7(0) = 0 kosullarin
saglasin. (3.9) kabulleri altinda C > 0 ve k € (0,1) sabitleri vardwr dyle ki

170l 25y < C lluls o), (3.11)
saglanar.

Bu lemmanin ispat1 beg adimda gergeklestirilecektir. Birinci adimda (3.8) probleminde
gecen denklem, kesirli tiirevden kurtarilarak dordiincii mertebeden bir denkleme indirgene-
cektir. Ikinci adimda bu denklemin t-ye gére tiirevi alinip, yeni bilinmeyen fonksiyonlar
tanimlamak suretiyle iki yeni denklem elde edilecektir. Ayrica ters problemin ¢oziimiiniin
kararhilig: icin bir Carleman degerlendirmesi verilecektir. Uctincii adimda kararhlk icin
temel bir egitsizlik gosterilecektir. Dordiincii adimda ortaya ¢ikan ikinci mertebeden bir
eliptik denklem i¢in bir Carleman egitsizligi verilecektir. Beginci adimda da ispat tamam-
lanacaktir.

Adwm 1. 11k olarak kesirli tiirevden normal tiireve gecmek icin Onerme 1.3 ve Onerme
1.4’1 kullanacagiz. Daha sonra t-ye gore katsayist singiiler olan bir ikinci mertebeden
operatorde r nin bulunmasi ters problemini goz oniine alacagiz.

Dikkat edilmesi gerekir ki,
O*u(z,0) =0
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dir. Gergekten

u(z,0) =0

oldugunu kullanarak

. u(x 4 h,0) —u(x,0) . 0-0
Ua(,0) = hlﬁlo h N hlE}O h 0,
h.0) — _
Pu(z,0) = lim 2@ TR0 = Oul@,0) - 0-0_
h—0 h h—s0

gosterilebilir. Dolayisiyla (3.8) probleminde gegen denklemde ¢ = 0 igin u(z,t) ¢oziimii

0% — P)u(z,0) = q(z)u(z,0)+r(z)R(z,0),
82/2u(x,0) = r(xz)R(x,0)

yazilabilir. Diger yandan r(z)R(x, 0) ifadesinin sifira esit olup olmadigini bilmedigimizden
Onerme 1.3 ve Onerme 1.4 iin hipotezlerini saglayip saglamadigim bilemeyiz. Bunun icin

u(z,t) fonksiyonuna bagh bagka bir v(x,t) fonksiyonu tanimlayalim:

2r(z) R(x, 0)t/?

r'(3)

(3.2) den, yeterince kiigiik eg > 0 igin {(x,¢);0 < z < £, ¢(z,t) > 0} C (g9, T —&p) oldugu

v(x,t) = u(x,t) —

N |=

dikkate almmahdir. Boylece, QoM C (g9, T'—¢o) yazlabilir. Ayrica, 323 > & > (10— ()?
oldugundan, Q. iizerinde u ve R, v(x,t) yeterince regiilerlige sahiptir ve bu esitlik (3.9)

ve (3.10) dan elde edilmektedir. O halde

v(z,0) = u(z,0) — ————— =0,
O u(w,t) = O u(zt) - 2 (112, (3.12)

2r(z)R(x,0)1_ (1
M p(5.0) = r(x)R(x,0) — 2OR@ O L <—) =0
yazilabilir. Buna goére

o201y = o
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esitligi saglanir. O halde (3.12) denkleminin her iki tarafina 8} /2 operatorii uygulanirsa

8t1/281/2

bulunur.

ot =

(%

e (aﬁu(x, t) + q(@)u(z, ) + r(z)R(z,t) — % %r G))

= 0} (0u(e,0) + a(@)0) *u(x, 1) + r(@)0}* Rz, t) = 0*(r(x) R(z,0)))
= 920 %u(x,t)) + q(2)0,*u(x,t) + r(2)0}* R(x,t) — 0
= P (0%u(x,t) + q(x)u(x, t) + () R(x, 1))

+q(z)(0Pu(z, t) + q(@)u(z, t) + r(x)R(z, 1) + r(2)0;* R(x, t)
= Jpulw,t) + 8:(g(x)(Bpu(z, 1)) + ¢ (x)u(z, 1))

+0,(r' (2) R(x,t) + ()0, (R(, 1)) + q(2)Pu(w, 1)

Ha(@)Pu(w, t) + q(@)r(@) R(x, 1) + r(2)0,”* R(x, 1)
= Jpu(z,t) + ¢ (2)d,u(z, 1) + q(2)Pu(w, 1)

+q" (2)u(x,t) + ¢ (2)0pu(z, t) + 7 (2)R(x, 1)

+r' (2)0,R(x, t) + 1 (2)0, R(x, t) + r(2)0*R(z, t) +

g(2)2u(w, ) + [g(2)Pulw, 1) + g(2)r(z) R(x, 1) + ()0, * R, 1)
= OMu(z,t) + 2¢(2)0u(x, t) + 2¢ (2)0pu(z, t)

+g' (@) + (q(@)Jul@, ) + r(2)D2R(x, t) + 2r (2)0, R(w, 1)

+r" (@) + g(@)r(2)]R(z,1) + r(2)9,* R, 1)

Burada 0 < a < 1 olmak iizere t* min Caputo anlaminda tiirevi alinarak

e / ( —i;zmds

F(ll—a) /Ot (taia;)lads

o eI s ds

ﬁ /Ot(f)a—lta—lt—a(l - 2)ds
ﬁfot(z)a 1 — t) op=1ds
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bulunur ve

d
G- u,—szdu,
t t
s — 0= u—0,

degigken doniigiimii yardimiyla

oo — m/o Gyt =2y eras
— m/{) u (1 —u) “du
= m@(—a +1,a)

a TI(—a+1)(«a)
I'l—a) r'(1)
= ol'(a)

= Ia+1)

elde edilir. Burada a = % igin

1 1
8:/2151/2 - §P (5)

dir. Ayrica v(z,t) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi alimp

2r(z)R(z,0) 1t71/2
r(1/2) 2

r(z)R(z,0)

r'(1/2)t/2

ow(z,t) = Owu(x,t) —
= Oz, t) —
yukarida elde ettigimiz
o201y = o

esitligi kullamlarak (3.13) ve (3.14) iin sag taraflar1 esitlenirse

Ou = O+ 290%u + 2(0,q)(9,u) + (0% + ¢*)u
r(z)R(z,0)

+ R@ir + Q(QER)(&UT) + (8131/2R + 8§R + qR)T + W

= Lu+ F
dordiincii mertebeden denklemi elde edilir.
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Adym 2. Simdi (3.15) denkleminin t—ye gore tiirevlerini alalim:

(9t2u = Lut+ﬁt,

OBu = Luy + ftt

ve

up = O, uy = Ofu (3.16)
gosterimlerini kullanalim. Burada

Oy = Luy + O,F, (3.17)

Ayug = Lug + O F (3.18)

bulunur. Bu iglemler sirasinda genellegmig tiirev alinirken tiirevin sirasinin degistirilebile-
cegi unutulmamalidir.

Lemma 2.1 ile verilen Carleman degerlendirmesini problemimize uygulayabilmek igin
bir kesme fonksiyonu tanimlamak gerekir. Ciinkii Lemma 2.1, kompakt supporta sahip

fonksiyonlar i¢in saglanmaktadir. Bu amagla bir kesme fonksiyonunu

=4 o (3.19)

0, Q\Qe
ve buna bagli olarak

U1 = U)X, U2 = U2X (3-20)

yeni bilinmeyen fonksiyonlarimi tamimlayalim. Bu durumda (3.17) denkleminde (3.20)

deki ilk esitlik kullanilirsa

Ouy = Lujp+ atf
= Otuy + 2q(2)0uy + 2¢ (2)(Opur) + () + ¢"(2))uy + OF
= o (le’l(x,t)) + 2q(z)(0? (le’l(az, t)) +2¢' () (0, (le’l(x, t))

P (@) + ¢"(2) (oix "M, t)) + OF (3.21)
bulunur. (3.21) deki tiirevleri hesaplayalim:
0y (X ™) = (Fpo)X "+ 01 (0ex ),
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0 (vx™") = 0u(0 (vax7"))
= 8,((0pv)x 4+ 1 (Bux™Y))
= (@v)x "+ (01) Dex ) + (0001) (0x ) + 02 (92X )

= (Pv)x " +2(0,01)(0:x ) + v (02x ),

& (nix™) = 0,007 (vix™))
= 0u((B0)x ™"+ 2(0,01)(0ux ) + (X))
= (Qu)x ™+ (3v1)(0ex ™) +2(0501) (Dux )
+2(0,01) (92X ) + (Fpv1) (93X + 01 (X 7)

= (Ov)x " +3(0201)(Oox ") 4 3(0pv1)(Oox ) + 01 (92X 7T,

0y (bix™") = u((Bo)x™" + 3(v1)(Dex ")
+3(0,01) (Oox ) + 01 (92X
= ()X + (901 (0ex ) +3(F5v1) (Dex ™) + 3(501) (DX )
+3(0;01) (Pox 1) + 3(Fpv1)(Fpx ) + (Dp01)(O3x ) + 01 (Fpx )
= Qo)X+ 4(0001)(0ex ) + 6(0501) (95X ) + 4(8p01) (Dox )

+ui(Fpx ).
Simdi bu tiirevleri (3.21) esitliginde yazalim:

Our = (Qpu)x ™"+ 4(001)(0ox ™) + 6(05v1) (02X ™) +4(Devn) (X )
+or(Opx ) + 2q(@) ((OFv)x ™" +2(0,01) (DX ™) + 01 (92X 7))

+2¢'(2) ((B01)X ™" + 010X 7)) + (¢*(2) + ¢" (@) (vix ) + O F (3.22)

Ayrica (3.22) ifadesini
( | ) 0.9(x) - 1¢/(2)

g(x) lg(x)]?
= (=g'(2)) [9(x)]"

esitligi yardimu ile hesaplayalim. Denklemin sag tarafinda olan tiirevler
O (x™") = —x"2(0x),

Oy (X_l) = _X_Q(aa: )a
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82

83

84

(™)

()

(x7)

Oa(—x 2(02X))
(—=(=2)x?(92x))(P=x) — X 2(92x)
2x 2 (0ex)? — X 2(92x),

0: (2 (x7)

0:(2x % (0ex)* = x(97x))

(2(=3)x""(2ex)) (22)® + 2x > (2(82X) (93x))
—((=2)x7(2:0))(92x) — x*(92x)
—6x"H(0:x)° + 6x (950 (9ux) — X2 (92%);

xT

= 8x<8§X_1)

0x(—6x "4 (02x)” + 6x > (97x) (ux) — X*(92X))
(—=6(=4)x>(82X))(02x)* — 6x*(3(9x)*(P2x))
+6(=3x " (9:x)) (2x)(D2x) + 6x(93x) (9 )
H6X 2 (D2X)(92x) — (—2x > (02x) (%) + X2
24x7°(9:x)" — 36x 1 (0:x)*(95x)

+8X (2 X) (Dux) + 6x 2 (92x) — x 2 (9ix)

X))

seklindedir ve denklemin sol tarafindaki tiirev

Oy =

O(vix™") = (Qor)x " +v1(Ox ")
(Dpv1)x ' — vix2(0hx)

biciminde hesaplanir.
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Bu tiirevler (3.22) esitliginde yerine yazilirsa,

(Grv1) X —oix (0x) = (Fpu)x "+ A07vn)[—x T (0aX)]

+6(8201) [2x 7 (8aX)? — X 2(92X)]
+4(0,01)[=6x 7 (92x)” + 6x > (92x)(0ex) — X 2(F3x)]
+1[24x (o)t — 36xH(9ex)* (92X)

H8X 2 (D2X)(8xx) + 6x 2 (92x)” + 2x*(92x))
+2¢(2)[(3v1)x ™ + 2(0p01) (=X (92X))

o1 (2x 3 (0ex)® — X2 (92X))]

+24' (2)[(8,01)x " + v (—x 2(0x))]

(@) + " (@)oix ' + O F

elde edilir ve egitligin her iki tarafi y ile genisletilip v; e gore en yiiksek mertebeden

tiirevler egitligin sol tarafinda yalmz birakilirsa,

4
aﬂ)l — 6xvl =

bulunur. Yani

XOF +vix M (9x) — A (0301) (:x)

+12x 72 (9701) (9ax)® — 6x " (D201)(2x)

—24x7(0,01) (92 x)° + 24X (,01) (97X) (D2 X)

—4xTH(0,01)(05x) + 2401 X (9ax)* — 36v1x > (92x) (D2 x)
+8v1X 2 (9x) (Bex) + 6vrx 2 (97x)? — vixH(F5x)

+2q(x)(83v1) — 4q(2) (Dpvr)xH(ex) + 2019(2)[2x 2 (Dx)® = X (D2x))]
+2¢'(2)[(0rv1) — vix ™ (02X)] + (¢ (%) + ¢" ()

= XOF + i (3:23)

aﬂ)l — 0;%11 = Xatﬁ + 51 (324)

yazilir.
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Burada

g1 = ux (Ox) — AT (F3v1) (0ux) + 12 (95v1)(0:x)?
—6x ™ (OF01)(92x) — 24X (0,01) (92 X)°
+24x 2 (0201) (92x) (O x) — 4x ™ (Bav1) (82x)
+2401x " (9ax)* — 360X (90x)*(92x)
+8uIX2(Fx) (o) + 6vi1x 2 (97x)? — vix”H(F5x)
+2q(2)(0201) — 4q(2)(xv1)x ™ (DaX)
+201q(2)[2x*(0:x)* — X (02X))]
+2¢'(2)[(9rv1) — vixH(0eX)] + (¢ (x) + ¢" ()

= UK@X)—4Y4«@UQX+3(%UQU%M

+3 (Bptir) (32X) + 1y (9°X)) (s

F12x 2 ((SFur) X + 2 (Gpn) (Bex) + ur (92x)) ()’

—6x " ((FFur) X + 2 (Doun) (Box) + wr (93x)) (92x)

—24x 3 ((0pur) X + 1(92:x)) (Oux)?

+24x2((0pur) X + 11 (92)) (92x) (ex)

—4x 7 ((0pur) X + w1 (92X)) (95x)

+24urx ™ (9,x)" — 36uax*(0:x)* (92x)

+8uyx ! (82X) (Dux) + 6usx " (82x)°

+2uy (02x) + 2¢(2) ((Q2ur) X + 2 (Opur) (02X) + ur (92X))

—4q(2)((Dzur) X + u1(3xx))X " (eX)

+2urxq(x) [2x*(0:x)” = x " (92x)]

+2¢(2) [(Opur) X + u1(9oX) + 2u1(0:X)*] + (#(z) + ¢"(2)) urx

X))

)
)

olarak hesaplanir. Bu esitlik hesaplanirken vy = yu; oldugu kullanilmigtir. Benzer sekilde
Oy = Lug + 0,52]5

esitliginden yararlanarak

Oyva — 0%y = xOPF + G (3.25)
esitligi gosterilebilir. Bunun icin

Oyug = Lug + Off
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denklemini g6z 6niine alip (3.21)-(3.23) arasi iglemlerde u; yerine us, vy yerine vy yazilirsa,

Bg — vy = YORF 4 vax 1 (Drx) — 4x H(0202)(0X)
+12x2(D202) (82x)? — 6x 1 (0302)(D2x)
—24x73(0,02) (92 X)? + 24X (9202) (D2X) (D)
—4x 7 (0,09) (9x) + 24v2x (o))" — 360ax > (92 x)*(97X)
+8uax 2 (93X) (e x) + Bvax 2 (92x)
—vax " (px) + 2q(2)(Dv2) — 4q(2)(0rv2) X (9uX)
+202q(2)[2X*(0x)* — X (92X))]
+2¢'(2)[(Drv2) — v2x ™ (Dux)]
g (x) + ¢"(x))vy
= X0} F + 5

bulunur. Bu esitlikte

Go = vax H(ix) — 44X (9v2)(9eX)
+12x " 3(002)(82x)* — 6x 1 (9302) (D2x)
—24x 7 (0,02) (Do) + 24X (02v2) (07 x) (0 X)
—4xTH(0p02)(93x) + 24vax ™ H(ex)" — 18uax (Do) (92X)
—180ax " (2x) (0ax) + Buax 2(33x) (Fux) + Gvax(92x)”
+20ox 7 (O x) + 2q(2) (Dv2) — 4q(2) (Duv2)X ™ (Bex)
+205q(2)[2x 2 (0ex)* — XM (2]
+2¢'(2)[(0502) + 202X 2 (02x)® — v2X 2 (0aX)]
+(@P (@) + ¢"(2))vs
= uz(9x) — 4x " ((Fpuz)x + 3 ((93“2) (9X)
+3 (Opuz) (92x) + uy (8 X) (Ox
+12x 2 ((D2u2) X + 2 (Daiz) (Dux) + 2 (82x))(Dex)?
—6x " ((Q2uz)x + 2 (Datiz) (82X) + ua2 (92x)) (92x)
—24x 7 ((Bpuz) X + u2(9:x)) (Dux)’
+24x2((Dpu2) X + u2(8:x)) (92x) (x)

— Ay ((Opu2) X + u2(92x)) (92X)
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+24usx (O x)* — 36uax 2 (02x)” (92x)

+8upx " (93x) (3:x) + Guax " (92x)°

+2uz (0;x) + 2q(2)(Pua)x + 2 (Duuz) (9ux) +us (92X))

—4q(2)((Dwuz) X + u2(0:X))x ™ (9zx)

+2uzxq() [2x*(0:0)* — x 7 (97x)]

+2¢ () [(Dpuz) X + u2(02X) + 2u2(9:X)*] + (¢*(2) + ¢"(2)) uax
dir. Bu esitlik hesaplanirken vy = yus oldugu kullamilmigtir. Dikkat edilirse g; (j = 1,2)
fonksiyonlar1 d;x, dLx (i =1,2,3,4) ifadelerini igeren 9.u; fonksiyonunun lineer bir ter-
kibidir. u nun regiilerligi ve x nin tammindan g; € Ly (Q.) dir. Burada Lemma 2.1 ile

verilen Carleman egitsizligi kullanilacaktir.

O halde Lemma 2.1 i (3.23)-(3.24) denklemlerine (). alt bolgesinde uygulayalim:

/ sT(v? + v3)e* P dxdt

IN

=

A2 ~12
(J/ ﬁ(atF + |07 F )e%vdazdwc/ (1911 + |2]?) e**?dadt

~12 12
= C/ Xz ( atF + a?F ) 625¢dl‘dt + C . |91| + |92| ) 28<pdxdt
N QE QZEUQZE
~12

2
= C’/ Xz(é?tF + |07 F )e2s“pdxdt+0

’gl| +|92|) e**?dxdt

\

+c/ (G2 + 13I%) 2 dadt

Q2s
~12
GEF‘ > e**?dxdt + C (1511 + |g2]?) e**?dudt. (3.26)

‘.
Qe QE \QZE

Yukaridaki esitsizlikte x < 1 olmasi ve (2. da g; lerin carpan olarak x fonksiyonunun

IA

~|2
atF) n

tiirevlerini icermesi gercegi goz oniine alinmustir. Ayrica ¢(z,t) = M@ ve pu(z) =
2(z — xp) seklinde tanimlanmgtar.

Burada dikkat edilmesi gerekir ki,

Q2e da vy = uy, v2 = Uy (3.27)
ve
Q\Q da 1< e < o) (3.28)

dir. (3.9) un kabulii altinda

/ s7 (u% + u%) e25? dydt < C/ (‘8§T‘2 + ‘8wr|2 + ’7“’2> 2P dudt + (25 exp(2Xe) (3.29)

2e €
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bulunur.

Adwm 8. Simdi ispatin esas boliimiine baglayabiliriz. Burada (3.2) kabuliinden dolay1
Q- N {t =0} kiimesinin bog olduguna dikkat edilmelidir. Ayrica (3.19) dan agktir ki
x €, i¢in x(x,ty) =1 ve Q. N {x > 0} iizerinde x = 0 dir. Bu nedenle

/ 0u(, )| 2950 dy = / uy (2, 1o )|* €29 @0 dy;
925 925
= / |u1(z,t0)x|2628‘p($’t°)dx
925
= / |U1(x,to)|262s“a(m’t°)dx
925
< /|U1(17,t0)|262s‘p(m’t°)dx
Qe
2/ 9y (|ur x|? €2°%)da:dt
Q-N{t<to}
= C/ (¢ 10ex! Tua|* + %2 [un | fua| + sx* Jus |*) €20 dadt
Qe

< C / s(|ur]? + |ug)?) e P @ dadt + Ce?* =P (3.30)
Qe

esitsizligi yazilir. Yukarida dordiincii adimdan beginci adima gegilirken Q. N {t = 0}
kiimesinin bog kiimeye esit oldugu kullanilmigtir. Bilindigi iizere bog kiimenin 6l¢iimii
sifirdir.  Ayrica beginci adimdan altinc adima gecgerken agagidaki degerlendirmeler goz

oniinde tutulmalidar:

((p +ig)(m +in)| = \/(pm — qn)® + (gm + pn)?

= V/P®m2 + ¢2n2 — 2pmng + ¢®m? + p*n2 + 2pmng

— \/p2m2+q2n2+q2m2 +p2n2

= VP ) P+ )

= VP2 +@Vm? +n? = |p+ig| lm + in|
oldugundan u; = p + iq segilerek

lunx]? = Juax] luax] = Jua| Ix] ] x| = Jua] x Jua x
_ |u1|2 XZ _ (p2 +q2> X2
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elde edilir. Yani

O (luax[* €®?) = 0, (Jua|* X?€*¥)
= 0 (Jus]*) X?€™% + |ua]* 0, (xe**%)
= 0, (P" + ) X7 + (0" + ¢°) O (X*e™7)
= (2pp: + 2qq:) X *¥
+ (P> + %) [0 (X°) €7 + x°0; (€7%)]
= (2pps + 2qq,) X*€**¥
+ (P +¢%) [2x0, (x) €2 + Xx?25 (Oyp) €**7]
= 2¢"[(ppe + q90) X* + (0° + ¢%) X0 (x)

+ (1 + %) x*25 (9)] (3.31)

bulunur. Simdi bu iglemdeki (pp; + gg;) terimi incelenecektir. Burada (A — B)? > 0
oldugundan 2AB < A% + B? yazlabildigi kullanilacaktar.

o+ = A (ppe+ q@)”

= P} + 2opiaa + PG

< VP40 + P+ P

= V2Vp} + ¢*¢}

< V2?4 P+ 02d + PR
= VR (0 4 )+ PR+ @)
= \/5\/(192 +4%) (p} + a7)

= V2/(P* + @)\ (0} + @)

= V2w |0

= \/§|U1! |uzl

oldugu dikkate alinarak (3.31) egitligini gtz oniinde bulunduralim:
0 (i ? %) < 26 [V2 | o 2 + a2 X0 () + x* [ s (D)

dur.
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Advm 4. Simdi (3.15) denkleminde ¢ = ¢, alinirsa

Opu(w, tg) — Otu(x, to)

= R(x,t9)0%r(x) + 20, R(w,t9)0,7(x)

—R(I’O) z)R(z r(x
r1/2" + q(z)R( Jo)) (x)

+2q0%u(x, to) + 2(0:q)0pu(, to) + (¢ + 02q)u(w, to) (3.32)

+ (83/2R(x, to) + 0?R(x, o) +

yazilabilir. Dikkat edilirse son esitligin sag tarafi r(z) fonksiyonuna gore ikinci mertebeden
adi diferansiyel denklemdir. (3.32) de kaynak terimde bulunan r(x) fonksiyonu igin bir
degerlendirme elde etmek gerekir. Bu amagla, Boliim 2.2 de yer alan bir eliptik operator
icin Isakov (2006) da verilmis olan bir Carleman degerlendirmesi (3.32) denklemi igin

uyarlanacaktir:

Lemma 3.3 Kabul edelim ki

Pog(z) = R(z,t0)079(x) + 20, R(x,10)0zg(x)
R(z,0)

+ | 82R(@, to) + OY?R(z, to) + — o)

+q(z)R(x, to)) 9(x) (3.33)

olsun. Burada R fonksiyonu (3.9) ile verilen sartlar: saglamaktadir. Bu durumda oyle
s1 > 0 ve Cy > 0 segilebilir ki her s > s1 ve g € W3>(Q), supp g C Q icin asajndaki

egitsizlik saglanar:

1
/ (— (829" + 510.9)" + 5° |g|2) 2selato) g
Q \S

< O / | Pyg|? e2# (@10 dy. (8.34)
Q

Gortildiigii gibi bu Carleman degerlendirmesini kullanabilmek igin ilgili fonksiyonun kom-

pakt supporta sahip olmasi gerekir. Bunun i¢in bir kesme fonksiyonu

]-7 9267

XEC®(D),0<x <1, ¥ = o
0, O\Q..

ve 7 = rx yeni bilinmeyen fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan

(Por)(z) = XPor(z) +2R(,t0)(0:X)0.7(x)
+R(x,10)(02X)r(x) + 20, R(x, to) (0:X)r ()

xXFor(x) + g3
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bulunur. (3.32) esitligi son esitlikle kullamlirsa

(Por)(z) = X(Owu(z,to) — Ou(z, to))
+(q* + d2q)u(, t0)) + g3 (3.36)

elde edilir. (3.36) denklemine ). bolgesinde Lemma 3.3 uygulanirsa Q.\€s. da y nin

tiirevleri sifir olacagindan

1 - - ~
/ (- |8§7“2 +s |&,ﬂ“|2 + 53 ]T|2)623“’(w’t0)dx
Q2€ s

IN

1 7 -~ o~
/ (_ |a§r|2 + s |8;ET|2 + 83 ‘r|2)€28<p(x,t0)dx
Q. S
4
< C/ %2(|atU(l‘,tO)|2 +§ : ‘8£U(ﬂf,to)‘z)GQS‘p(x’tO)dx
Q .
5 =

+C |G3|” e2¢ (@) dy; (3.37)
96\925

yazilabilir. Diger yandan €2y, bolgesinde ¥ = r oldugundan
1
/ (— ]69%7"!2 + 50,7 + 5% |r[?) e @) 4y
Q2E

< C’/ (|0cu(z, to)|* + Z | u(z to)} )e2e@to) gy 4 g2 xp(2Ae) (3.38)

=0

oldugu goriiliir.

Adwm 5. Bu boliimde (3.38) esitsizliginin sag ve sol taraflar1 incelenecektir. (3.38), (3.29),
(3.30) birlegtirilerek

4
/ (2 ‘azr}2+8|axr|2 —|—83 |T|2) 2sp(z,t0) dr < C/Z 25<p(x,t0)dx
Q2c O, =0
L ] (b )
Qe
+C€28 exp(2Xe) (339>

elde edilir. Q. iizerinde tamm geregi ¢ < 1 < |zo|* oldugu goriiliir. Simdi (3.39) esitsiz-

liginin sag tarafindaki terimler incelenecektir. Ilk terim

4 , 4
/ S [B8u(r, ) 250 g < C2oerrNial’) / S |0, o) da (3.40)
Q. Jj=0 Q. Jj=0
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bicimindedir. Ikinci terim ise Q da ¢(z,t) < p(x,to) oldugundan

C

56
QE

¢ / <‘8§r}2 + 0yr]* + |7"|2> e2sP(@:t0) gy

<
56

(102" + 10erl + 1) €2Vt

QE\QZE

C
+% / (}(957“}2 + 0.7 + |r|2> e2se(@to) oy (3.41)
a

2e

yazilir ve s parametresi yeterince biiyiik secilerek (3.41) esitsizliginin sag tarafindaki ik-
inci terim (3.39) esitsizliginin sol tarafina absorbe edilebilir. r € W2®(Q) ve Q.\Qa.

bolgesinin iginde ¢ (z,ty) < 2¢ oldugundan
/ (|8§T|2 + |835T|2 + |7“|2> e25¢(@:t0) g < (25 P(2Ae) (3.42)
QE\Q28

hesaplanabilir. Yani (3.40), (3.41) ve (3.42) esitsizlikleri (3.39) da goz oniinde alindiginda

4
1 )
/ (—|8§7’|2—|—S|3x7“]2+83|r]2) 2@t gy < (Cle2sexP(Naol) / Zm;u(x,to)fdx
S
Q. =0

Qo

+C€23 exp(2Xe)
— Ce2sep(Naol) (- to) [l oy

+C€2S exp(2Xe) (343)

yazilir. Simdi (3.43) iin sol taraf incelenecektir. 3. C 2y, ve Q3. bolgesinde ¢(x,tg) > 3¢

oldugundan

1
/ (— ‘837“‘2 + 50,7 + & ]r|2> e25#(@:t0) 4y
S

QQE
1
> / (— 102" + 5107 + ° |7“|2> 2Pt g
S
935
1
Z 6256XP(3)\8)/ (_‘8§7ﬂ‘2+8|8x7‘|2+53 |T|2> dl' (344)
S

Q3.
bulunur. (3.43) ve (3.44) birlikte goz 6niine alimp
1
25 exp(3re) / (— ‘8%7"‘2 +s |3g;7‘|2 + 3 |7’|2> dz
s

Q3e

et M0 [u(-, 1) 34, + Ce2 P

IN
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2s exp(3Ae)

elde edilen esitsizligin her iki tarafi e ile boliiniirse

1
/ (— }8§7’|2 + 50,7 + \r\2) dx
S

Q3

0623 exp(A|zo|?)—2s exp(3Xe) ||u< t()) 0625 exp(2Xe)—2s exp(3Xe)

IA

||H4Q)+

oldugu goriiliir. Burada v = exp(3Ae) — exp(2Xe) > 0 secimi yapilarak

1
/ (g ]857“‘2 + 5|0, + 53 ]r|2) dx

Q3e

< Ce ™ 4 Ce |uf, to)||fq4(95)

elde edilir. Degerlendirmenin tamamlanmasi i¢in iki farkli durum ele alinacaktir.

1. Durum: [[u(-, )| 4(q,) = 1 olsun. O halde (3.45) geregi

2 2
I7ll72050) < Ce lluls to) 7740,

oldugu goriiliir.

2. Durum: |[u(-, )| 4(q,) <1 olsun. Bu durumda

Ce 2 = Ce®* |ul., tO)H?{‘l(QE)

esitliginden

—2sv—C's 2

e e = [Ju( tO)’|H4(QE)>
1

65(2V+C) _

Y

2
[l o) [ graq)

2 1 1 >0
= og
v+ C (- to) || gagay

bulunur. (3.45) esitsizliginde s’nin yerine degeri yazilirsa

1

2
[ PR

= e (s lnian) 4 el (sl san) lu(., )%,

— C€2V+C (logHu( t0)||H4(QE)) + C€2V+C (logHu( tO)HH‘l(QS)) Hu( to)Hiﬂ(Q |

= Ol 10)[%5 +C ul,t0)[ %5 Jul-.t0) [
= Ol + C ot

= Ol G, + C It )l 5

= 20 Ju, to>yy;;:(g;€

< Ol )G,
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(3.45)

_ 2 1 v C(52=)lo
Ce 2(2U+C)log<||u("t°)HH4(Qs>> + Ce (o) g<”u("t°)”H4(ﬂs>> ||u(-,t0)||§{4(95)



elde edilir. O takdirde

2 2K
171200y < C lluls, to) s

bulunur. Burada x = 1) dir.

21/+C (
Boylece 1. ve 2. Durum birlestirilerek

2 2% 2
HTHH?(Q?,S) < C ”U('at())”mme) + Clu(, tO)HH“ Q.)

= Cllul o)l (1+ - to)l35) (3.46)

elde edilir. Ayrica teoremin kabullerinden

- tlzmtn, = (I ),

< OCMYr<C

bulunur. Bu durumda bir C' > 0 sabiti i¢in

e, t0) 3y (1l )3, ) ) < C e, 1) 3

elde edilir. Buradan

HTHHQ(Q:‘}S) < C ||U(, tO)HKH‘l(Qa)

yazilir. Boylece Lemma 3.2 nin ispat1 tamamlanmis olur.
Ayrica (3.3)-(3.5) kabulleri altinda Lemma 3.2 uygulanarak Teorem 3.1 in ispati tamam-

lanir.

3.2 SONUC

Bu tezde, Xu vd. (2011) ve Yamamoto ve Zhang (2012) nin 1. mertebeden difiizyon
denklemi i¢in bir ters problemin coziimiiniin kararliligi iizerine yapmig olduklar1 calis-
malar incelenmigtir. Bu caligmalarda temel aracin Carleman degerlendirmeleri oldugu
goriilmektedir. Sonraki ¢aligmalarda da a mertebesinin (0,1) araliginda degigsken olma

durumu incelenmistir. Bu konu giincelligini korumakta olup farkli denklemleri de kap-

sayacak gekilde caligmalar yogun olarak devam etmektedir.
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