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OZET

Tezde, birinci basamaktan kuazi lineer diferansiyel denklem igin yazilmis Cauchy
problemlerinin zayif coziimiinii bulmak icin genel teori incelenmistir. Tezin birinci
boliimiinde kabarik hal fonksiyonuna sahip bir boyutlu kuazi lineer diferansiyel denklemler
icin yazilmig Cauchy probleminin gercek ¢oziimleri elde edilmistir. Entropinin artma kosulu
da bu boliimde incelenmistir.

Elde edilmis sonuglar1 kullanarak, kabarik olmayan hal fonksiyonuna sahip bir boyutlu
kuazi lineer diferansiyel denklem i¢in yazilmis Cauchy probleminin gercek ¢oziimleri elde
edilmistir.

Tezin sonuncu boliimiinde 2-boyutlu denklem i¢in yazilmis baslangi¢ deger
problemlerinin gercek ¢coziimiinii bulmak icin yeni bir yontem Onerilmistir. Bu amacla, esas
problemden farkli avantajlari olan yardimc1 problem onerilmistir. Onerilmis yardimci
problemi kullanarak 2-boyutlu denklem icin yazilmig Cauchy probleminin niimerik ¢éziimii
icin yeni bir sayisal algoritma da dnerilmistir.



ABSTRACT

In this thesis the general theory for obtaining weak solutions of the Cauchy problem for
the first order quasi linear differential equations is investigated. In the first part, the exact
solution of the Cauchy problem for one dimensional quasi linear equations with convex state
function is developed. The entropy condition has been studied.

Using the obtained results the initial value problem of one dimensional differential
equation with non convex state function has also been found.

Finally, a new method for finding the exact solution of the Cauchy problem for
2- Dimentsional equation is suggested.

For this aim, the auxiliary problem having some advantages over the main problem is
introduced. Using these advantages of the suggested auxiliary problem the a algorithm for
obtaining the numerical solution is constructed.
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1. Giris

Literatiirden bilindigi iizere, birinci basamaktan kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel
denklem (KTDD) icin yazilmis baslangic deger probleminin ¢oziimiinii bulmak igin
gelistirilmis ilk yontem karakteristikler yontemi olmaktadir. Karakteristikler yontemi, lokal
coziimler i¢in, yani ¢Oziimii baslangic verilerin yakin civarinda ve genelde kapali fonksiyon
seklinde elde etmeye imkan saglamaktadir.

Pratik problemler i¢in ¢Oziimiin ¢ — o oldugu durumlarmi da incelemek gerekiyor.
Global teorinin incelenmesi yani matematiksel araclar, yeni kavramlarin gelistirilmesine
neden olmustur.

Kuazi lineer denklemlerin global teorisi, yani birinci mertebeden kismi tiirevli
diferansiyel denklemler tiirev kavramindan hemen sonra ortaya cikmistir. Birinci mertebeden
KTDD ‘in lokal teorisi ise XVIIIL. asirda ifade edilen bir yon (dogrultu) boyunca tiirev ve
karakteristikler kavramina dayanmaktadir.

S6z konusu birinci mertebeden KTDD yardimi ile ifade edilen problemlerde cogu zaman
degiskenlerden biri zaman degiskeni olur ve siire¢ yeteri kadar uzun siire devam eder. Zaman
arttikga problemin klasik ¢oziimiinde baz1 6zellikler ortaya cikabilir. Genelde bu 6zellikler iki
sekilde ortaya ¢ikar: birincisi zayif ¢oziimlerdir-bu durumda, ¢6ziimiin kendisi siirekli, fakat
birinci mertebeden tiirevi ise siireksiz olur, ikincisi ise darbe dalgasidir. Bu durumda ¢oziim
sonlu zaman zarfinda birinci tiir siireksizlik noktalarmma sahip olurlar. Bazi durumlarda
coziimde daha da kuvvetli singiilerlik (blow-up) da mevcut olabilir ki, bu durumda ¢6ziimde
sonlu zaman zarfinda ikinci tiir siireksizlik noktalar1 olusur. Simdilik “blow-up” durumun
incelemeyecegiz.

Aciktir ki, bu tiir siireksizliklerin ortaya ¢ikmasindan sonra, siireksiz fonksiyonlarin
tiirevleri kavramlarinin igerilmesi zorunlulugu ortaya cikar. Bunun disinda siireksiz baslangi¢
kosullarim1 da incelemek yeni bir yaklasim tarzi ister. Uzun zamanlar bu durumlara nasil
davranilacag belli bile degildi.

Bu tiir problemlerin ¢oziimii XX. Asrin ortalarinda “genellestirilmis fonksiyonlarin”
aksiyomatik teorisi kurulduktan sonra incelenmeye baslanmistir. Bu yonde ilk arastirma 1950
yilinda Hoph tarafindan yapilmistir ve simdi Hoph denklemi olarak anilan

ur +uu, =0
denklemi icin agsagidaki baslangi¢ kosullu
u(x, 0) = up(x)

probleminin lokal olmayan (global) teorisi incelenmistir. Burada u,(x) simirh olciilebilen
fonksiyon olmaktadir.

Hoph denkleminin dogal genellestirilmesi

us + fx(u) =0



gibi yazilabilir. Burada, f(u) belli kosullar1 koruyan bilinen bir fonksiyondur, ve f(u)
fonksiyonuna hal (state) fonksiyonu denir.

Genellestirilmis Hoph denklemi i¢in yazilmis baslangic deger probleminin ¢oziimiinde
cok onemli sonuglar kronolojik olarak O.A. Oleynik, A.N. Tikonov, A.A. Samarskii, P. Lax,
0O.A. Ladyjenskaya, .M. Gelfand tarafindan elde edilmistir.

Onemle belirtmek gerekir ki, bu tiirlii denklemler bircok doga problemlerini matematiksel
modellerken ortaya ¢ikarmaktadir.

Bu tezde Once birinci mertebeden KTDD’in lokal teorisi kisaca hatirlatilacak, sonra ise
global teoride genellestirilmis ¢6ziimler kullanilarak ¢6ziimdeki sigrayislarin olugsma dinamigi
ve zaman evrimi incelenecektir.

Daha sonra ise, yer degiskenlerinin sayisinin n = 2 oldugu durumda alinan bazi sonuglari
inceleyeceyiz.

1.1. Hoph Denkleminin Cikarilisi

Ivme kuvveti etkisi altinda (dis kuvvetlerin ve parcaciklarin karsilikli etkisi dikkate
alinmadan) parcaciklarin bir yon boyunca hareketini g6z oniine alalim.

u(x, t) ile t zamaninda x noktasinda bulunan parcacigin hizin1 gosterelim. Eger x = ¢(t)
herhangi bir parcacigin hareket yoriingesini gosterirse, par¢acigin hareket hizi

@(t) = u(t, (1))
ve ivmesi, ¢ ise sifira esit olmaktadir; yani,

0_,__d2<p_d (c (t))_au+au _0u+ ou
TP =z TP T e T ox? T T Yox

olur. Bu denkleme Hoph denklemi denir.

Cok boyutlu durumda, bu denklem sivinin (gazin) R Eucklid uzayindaki hareketini ifade
eder. v(x,t) (v(x,t) = (vq,Vy, ...,V,)) ile sivimin hareket vektoriinii, p(x,t) ile onun
yogunlugunu gosterelim. V ile R” de bir hacmini gosterelim. t zamaninda V hacmindeki kiitle

M, = [, p(x,t)dx

am

Y olmaktadir.
dt

ve bu kiitlenin zamana gore degismesi

Eger V hacminde disaridan iceriye ve icerden disariya bir akis olmadigim varsayarsak,
M, kiitlesinin zamana gore degisimi sadece V nin sinir1 dV’den akan siviya gore gerceklesir
ve bu degisim

dM,
dt

- [ v o.mpe s,
av
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formiilii ile ifade edilir. Burada, (v,v), v- hiz vektorii ile keyfi x € dV noktasindaki dis
normal v’1n i¢ carpimini, dS, ise dV elemanini gostermektedir.

Bu durumda

d
E,f p(x, t)dx = — f(v(x, t),v)p(x,t)dS,
%4

av

olur. Eger p(x,t) ve v(x,t) yeteri kadar piiriizsiiz fonksiyonlar ise son esitligin sag
tarafindaki ifadeye Gauss-Ostrogradskii formiiliinii uygularsak

fapd = fd' d
T x = iv(pv)dx
v 4

elde ederiz. Burada div, x degiskenine gore diverjans operatorii olmaktadir, yani

i 4_0a1+0a2+ +0an
wa= dx, 0x, dx,

dir. ¥V bolgesinin keyfi olmasi kosulundan

op .
% + div(pv) =0

denklemini elde ederiz.

Birinci mertebeden KTDD’e indirgenebilen pratik problemler:

Sekil 1. Suyun siiziilme hiz1 ile yogunluk arasindaki baglanti



1.2 Kumlu ortamlarda suyun siiziilmesi

Varsayalim ki, suyun siiziilmesi yalmz agirlik kuvveti etkisi alinda gerceklesmektedir;
yani siiziilme sadece dikey dogrultuda olmakta, yatay koordinata bagli olmamaktadir. Eger dis
kaynak mevcut degilse, siiziilme hiz1 v = v(u) yalniz u = p(x, t) yogunlugunun fonksiyonu
olmaktadir. Deneysel yolla ispatlanmistir ki, v’ nin ©’ya bagimliligr sekil 1.de gosterildigi gibi
olmaktadir.

[0,u,] araliginda bu egri v(u) = cu? formiilii ile iyi ifade edilebilir. Bu ifadeyi dikkate
alirsak

up + [ulx, Ov(u(x, t)], =0
veya
us + p(u)ux =0

denklemini elde ederiz. Burada p(u) = v(u) + v'(w)u olmaktadir. v(u) = cu? de dikkate
alirsak

U +ulu, =0
veya

+16u3_0
e 3 dx

seklinde denklem elde ederiz.
1.3. Otobandaki arabalarin hareketinin denklemi

Bu denklem de yukarida soziinti ettigimiz suyun kumlu ortamdaki siiziilmesi gibi bir
boyutlu (yer degiskenine gore) denklem yardimu ile ifade edilir. Bu 6rnekte de deneysel yolla
ispatlanmustir ki, otobandaki arabalarin hiz1 V, araba yogunluguna u(x. t) bagl olmaktadir.

Tipik fonksiyonel baglanti
v(u) = Au(l —u), A=const>0
olmaktadir. Bu ifadeyi dikkate alirsak, denklem
u + AQu — 3u®)u, =0
olur.

Ispatlanmustir ki, baslangic deger problemi igin yazilmis problemin baslangi¢ fonksiyonu
hem negatif hem de pozitif egime sahipse, problemin global ¢6ziimii yeri 6nceden bilinmeyen
sicrayls noktalarina sahip olmaktadir. Dolayisiyla problemin klasik ¢oziimii mevcut
olmamaktadir.

Limit durum, yani baslangic fonksiyonun siireksiz oldugu durumlarin incelenmesi

4



(Riemann Problemi) hem teorik hem de pratik acidan 6nem tagimaktadir.

S6z konusu problemler hal fonksiyonunun kabarik oldugu durumlarda iyice
incelenmistir. Hal fonksiyonunun kabarik olmadig1 durumda gercek coziimlerin ele alinmasi
temelli bir arastirma s6z konusu olmaktadir.

Tezin 1. bolumiinde, 1. basamaktan kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in yazilmis
baslangic deger probleminin ¢oziimii hal fonksiyonu kabarik oldugu durum incelenmistir.
Rankino Hugoniot kosulunun geometrik yorumu verilmistir.

Hal fonksiyonun kabarik olmadigi durum incelenmis ve bazi problemlerin gercek
coziimleri elde edilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde yer degiskenlerin sayisi iki olan durum incelenmis ve lineer
diferansiyel denklem icin yazilmis Cauchy probleminin gercek ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in
bir yontem gelistirilmistir.

Bunun icin 6zel sekilde kurulmus ve esas problemden farkli bazi avantajlari olan
yardimc1 problem Onerilmistir. Yardimc1 problemin ¢oziimiiniin diferansiyellenebilme 6zelligi
esas problemin ¢oziimiiniin diferansiyellenebilme o6zelliginden bir mertebe ¢ok olmaktadir.
Bu da esas problemin siireksiz fonksiyonlar sinifinda ¢oziimiinii elde etmeye imkan
saglamaktadir.

Onerilmis yardimci problem 1. Basamaktan kuazi lineer diferansiyel denklem icin
yazilmis baslangic deger (veya baslangic-sinir deger) probleminin sayisal ¢oziimlerini
bulmaya imkan saglamaktadir.

2. Birinci Basamaktan Bir Boyutlu Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bu bolimde bir boyutlu Hoph denklemi igin yazilmis baslangic deger problemini
inceleyecegiz.

2.1 Siireksizligin Mevcut Olma Kosulu

Asagidaki problemi inceleyelim

ou df(w) B
ot + ox 0, @
u(x,0) = uo(x). (2)

Burada uy(x) bilinen fonksiyon olmaktadir ve varsayalim ki, f"(u) > 0, f(u) € C3. ve
uy(x) € C2.

Simdi, sirf matematiksel diisiincelere dayanarak (1) denkleminin t < T degerleri icin
stirekli olan ¢oziimiin 6zelliklerini arastiralim. Bu ¢6ziimiin, hangi t = T kritik degerlerinde
bozuldugunu (veya korundugunu) bulalim.

Z = u,(t, x) olsun ve (1) denklemini x’e gore diferansiyelleyelim,



() +a(r 003) =

6(6u>++, azu_o
at\ax) T W5z=0

Z = u,, oldugunu dikkate alirsak

veya

0z 2+ f 0z _0
veya

02§+f(u)

oldugunu aliriz. x = x(t) karakteristikleri iizerinde % = f'(u) oldugundan

dz dxodz dz

0 J— R —

~dt dtox  dt

elde ederiz. Dolayisiyla % < 0, yani, z(t, x) karakteristikler {izerinde artmayan fonksiyondur.

Boylelikle, herhangi bir (¢, x) € D igin,
z(t,x) = u,(t, x) < Supuy(x) =K,, x€R. 3)
Uy (t, x) fonksiyonunu t = T degerleri i¢in, tiim x'ler iin taniml1 olmadiginda, (3) denklemini

u(t, xy) — u(t,xq)
X2 —Xq

<K, Vxq, X, €))

formda yazalim.
(4) 'den, x; < x, olan durumlar igin u(t, x,) — u(t,x;) < Ky (x5, — x1) ve

Xy > x*+0, x, > x"—0 yazilabilir (x* — u(T, x) fonksiyonu igin siireksizlik noktasidir).
Limite gecersek u(t, x) fonksiyonunun

up, =ult,x*+0) <u(t,x*—0) =u_ (5
parcga-parca siirekli fonksiyon oldugunu gorebiliriz.

(5) tiiriinden olan esitsizlige sigrayisin mevcut olma kosulu (veya O. A. Oleynik kosulu)
denir. f'(u) <0 oldugu durumda u = —v degisken doniisiimii ile (1) denklemini
v + ( f (v))x = 0 seklinde yazabiliriz. Burada f(v) = —f (—v) dir. Ayrica

f'@W)=—=f"(—v) >0 dir. Bu durumda, sicrayts u, >u_ durumunda mevcut
olmaktadir.



Sonug olarak, kabarik f(u) fonksiyonu i¢in ¢dziimde sigrayisin mevcut olma kosulu
asagidaki gibi olmaktadir:

2
I. f(u) fonksiyonu asagi kabarik ise (drnegin; f(u) = u?, e%, ..) (1) denkleminin
cOziimiinde, u_ > u, oldugunda, u_'den u, 'ya dogru sigrayis mevcut olur, (Sekil 2)

II. f(u) iiste kabarik fonksiyon ise (6rnegin; f(u) = —u?,lnu,...) sigrayls u_ < u,
oldugunda u_'den u,'ya dogru mevcut olur, (Sekil 3)

2.2 Suni Ozliiliik Yontemi

Simdi, f(u) fonksiyonun kabarik olmadigi durumlari inceleyelim. Yukarida ele aldigimiz
sigrayisin mevcut olma kosullarinin geometrik yorumunu verelim:

1) u_ > u, oldugu durumda f(u) fonksiyonu alta kabarik ise, onun grafigi (u_, f(u_))
ve (uy, f(uy)) noktalarindan gegen dogrunun iistiinde olamaz. (Sekil 2)

2) u_ < uy oldugunda ise f(u) fonksiyonu iiste kabarik ise, onun grafigi (u_, f(u_.)) ve
(uy, f (uy)) noktalarindan gegen dogrunun altinda yerlesemez. (Sekil 3)

Sekil 2. f(u) fonksiyonunun alta kabarik oldugu durum



.
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Sekil 3. f(u) fonksiyonunun iiste kabarik oldugu durum

Bu muhakemeler dogrultusunda, bu bilgileri kabarik olmayan fonksiyonlar igin
gelistirebiliriz. Bu olay1 detayli bir sekilde inceleyebilmek icin ideal ve reel gazlarin
ozelliklerine dayanarak fiziksel (daha dogrusu hidrodinamik) kavramlardan yararlanalim.

Eger, x = x(t) bir boruda hareket eden parcacigin yoriingesi, u(t,x) fonksiyonu ise

t zamaninda x noktasindaki bu parcacigin hizi olursa, bu takrirde,

dx
x(t) = —=ult, x(t)),
() = —- = u(t,x(0))
ve
du
a(p) = 4
2O =—
olmaktadir.
Eger, sabit hizli akislan incelersek % = 0 oluyor. Buradan Hoph denklemini ele almis

oluyoruz.

Ideal gaz, prensipge teorik olarak mevcut olmaktadir. Yani reel gazlarda viskozite dikkate
alinmazsa, bu gaza bir ideal gaz gibi bakabiliriz.

¢ ile real gazin genlesme katsayisim gosterelim. Bu durumda, viskoteze deki siirtiinme
kuvvetini, birim kitlede bulunan x(t) noktasindaki pargacigi etkileyen (belirli kosullar
cercevesinde) euy, (x, t) olarak alabiliriz. O zaman,

du

Xzazsuxx

8



oluyor, ve buradan asagidaki denklemi elde ederiz ki,
Up + ULy = EUyy (6)
buna Burgers denklemi denir.

Hoph denkleminin kabul goren tiim zayif ¢oziimleri, (6) denkleminin u,(t,x)
¢Oziimiiniin € = 0 limit durumu olmaktadir.

Yukaridaki yontemin (6) denklemine uygulanmasindan oOnce Burgers denkleminin
lineerlestirilmesi i¢in bir yontem inceleyelim. (6) denklemini

(2)
U = | Uy — =
2 X

gibi yazalim. Asagidaki gibi tanimlanan
&) w2
U(t,x) = udx + <sux — —) dt] ,
©0.0) 2
potansiyel fonksiyonunu icerelim. Buradan,

u="U,,

oldugunu elde ederiz ve bu ifade (6)'da yerine konursa

1
Ue+5 Uf = €Uy ™)
olarak ele alinz.
(7) denkleminde U = —2¢&lnz degisken doniistimiinii yapalim
1 1 Z ZZyy — Z2
U, = —ZEEzt, U, = —ZSsz, Uy = —2¢ (?)x = —2¢ (Z—Z .

Bu ifadeleri (7)'de dikkate alirsak

z, 1 Z,\ 2 7z z2
—26—t+—(—26—x) = —2e2 =5+ 222,
z 2 z z z
2 2
z z 7z
—26—t+262—§=—2 22242622,
z z
veya
Zt = EZyx (8)

oldugunu aliriz. (8) denklemi z(t,x) fonksiyonuna gore linear 1s1 dagilim denklemi
olmaktadir. (7) ve (8) ' den



olur.

Simdi varsayalim ki,

—u_
2

u_, x<owt
u,, x> ot (9

w(t,x) = u, — [1+ sign(x — wt)] = {

fonksiyonu (1) denkleminin zayif ¢6ziimii olmaktadir, burada w —sabit, t > 0. Bunun i¢in

yeterli ve gereken kosul, x(t) = wt sigrayis egrisi iizerinde Rankino-Hugoniot

_dx fuy) = fuo)
e T (10)

kosulunun korunmasidir.

Kayip olan 6zliiliikk yonteminin esas amaci agagidaki gibidir. Varsayacaz ki, (9) cinsinden
olan darbe dalgasi seklindeki ¢6ziim yararl ¢6ziimdiir.

Burgers denkleminin ¢oziimiiniin yapisim inceleyelim.
ui + (f (u®))y = eugy (11)

denkleminin x # wt olmak iizere noktasal ¢oziimii u(t, x)olsun. (11) denkleminin u(t, x)
cOziimiinii asagidaki gibi kosan dalga

X — wt
ut(t,x) =v(), &= . (12)
seklinde arayacagiz. (12) ifadesi (11)'de yerine konursa,
wf =V 5 = VO (D), W =VOF uh="O 5
t t < , X 8' XX g2
ve oldugunu dikkate alarak
w 1 1
V@ ()t ) =
veya
—wv'(§) + (f(v)) =v" (13)

sonucunu aliriz.

Diger taraftan da, u® = v(x_:)t), (9) esitligi ile tamimlanan ¢oziime noktasal olarak

(x # wt) yaklasiyorlar. Bu denklemi ¢6zmek i¢in asagidaki baslangi¢

v(—00) =u_, v(+o)u, (14)
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kosulunu ekleyelim.
(13)'ii integrallersek
—wv+f(w)=v'+C
veya
v =F@w)+C (15)
olarak elde ederiz. Burada, F(v) = —wv + f(v), C =sabit olmaktadir.

(15) otonom denkleminin, (14) kosulunu korumasi i¢in gereken ve yeterli kosul asagida
verilmistir:

1) u_ ve u, 0zel noktalarinda (15) denkleminin sag tarafi 0'a ¢evrilir.
Fu)+C=Flu,)+C=0

Yani,C = —F(u_) = —F(u,). Buradan —F(u_) = —F(u,) kosulu f(u_) —wu_ =
f(u,) — wu, = 0 esitligi dikkate alimirsa Rankino-Hugoniot kosulunun aymisidir.

u_ ve u, arasinda bagka 6zel nokta yoksa ve (15) s6z konusu aralikta,
F(v) —F(u-) = F(v) — F(uy)
ifadesi
a) u_ < uy olursa pozitiftir. Bu durumda v(§) artar, yani
Flv)—Fu.)>0 Vve (u_,u;), u_<u, (16)
b) u_ > u, oldugunda negatiftir. Bu durumda v(§) azalir, yani
F(v)—F(luy) <0 Vve (ugu), u,<u_. (17)

Bu kosullar korundugu taktirde bizi ilgilendiren ¢6ziim

v dv B
LO F(v) _ F(u_) - f - {:Op

Uy tu_

=T

seklinde yazilir. (16) ve (17) kosullar1 mevcutluk kosullarinin analitik yazilim formudur.

Simdi bu kosullara geometrik anlam verelim. Bunun i¢in F(v) = f(v) — wv ifadesini
(16) ve (17)'de yerine yazalim.

Fwv)—-Fu.)=fWw)—owv—-(f(u.) —wu_) >0,
Vv € (u_,uy), u_ <uy,

11



f@) = fw)>wl—u).
Son olarak,
f@) = fluy) >wlw—uy), Vv € (ug,u_), us <u_.

Rankino-Hugoniot kosulunu dikkate alirsak

FO=F) | fa)=fa)
u—1u_ Uy —u_
veya

F) - Fan) | f) - f)

, VYu € (ug,u_) eger u, <u_, 19
u—u, e — (uy,u_) eg + (19)

oldugunu aliriz.

Rankino-Hugoniot kosulunun geometrik anlamini ifade etmek igin once f(u)
fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

fu,)

flu_})

Sekil 4. f(u) fonksiyonunun kabarik olmadigi durum

(18) kosulunun anlamu sudur: ch kiris ve ((u_, f (u_)) ve (u+, f (u+)) noktalarim birlestiren
dogru) ou ekseni ile olusturdugu egim agisi, (u_, f (u_)) ve (u+, f (u+)) kesenin egim
agisindan kiiciik olmaktadir. Boylelikle, (u, f(u)) noktasi ve f(u) fonksiyonunun (u_,u,)
araligindaki tiim grafigi ch kirisinin iistiinde olmaktadir.

Analoji olarak (19) kosulunun anlamu da, f(u) fonksiyonunun (uy,u_) arahigindaki
grafigi ch veterinin altinda olmasidir.

12



flu.)

f(u,)

=
c -
'

Sekil 5. f(u) fonksiyonunun kabarik olmadigi durum

H=wt

U

Sekil 6. (x, t) diizleminde zay1if ¢6ziim

Sonug olarak, (1) denkleminin u(t, x) ¢oziimiinde u_ 'den u,'ya dogru sigrayisin olmasi igin
(x'in artan tarafinda) asagidaki si¢rayisin mevcut olma kosullarini ele alirz:

® u_<u,oldugunda f(u) fonksiyonunun [u_,u,] arahigindaki grafigi
(u_, f (u_)) ve (u+, f (u+)) noktalarin1  birlestiren Kkirigin iistiine yerlesmesi
gerekmektedir.

13



e u_>u, oldugunda ise f(u) fonksiyonunun [u,,u_] araligindaki grafigi
(u+, f (u+)) ve (u_, f (u_)) noktalarin1 birlestiren kirisin altina yerlesmesi
gerekmektedir.

2.3 Hal Fonksiyonu Asag1 Kabarik (Uste Kabarik) Oldugu Durumlar icin
Riemann Problemi

Biz bu boliimde 1. basamaktan olan nonlineer diferansiyel denklemler icin Riemann
problemini goz Oniine alacagiz (Buna sicrayislarin kaybi1 da deniliyor). Diger bir deyimle,
Dy = {—00 < x <00, 0 <t <T}bolgesinde

Ju df(w)
ETS F 0, (20)
uCn0) = uwl) = {4 T34 21)

probleminin ¢oziimiinii inceleyecegiz. Burada u_ ve u, sabitlerdir ve f(u) kabarik bir
fonksiyondur. u_ > u, oldugunda ¢6ziim parca-parca siirekli fonksiyon olacak, ve ayrica
stirekli oldugu kisimlarda (20) denklemini klasik anlamda koruyacaktir. Coziim, siireksizlik
egrisi tizerinde Rankino-Hugoniot ve entropinin artma kosulunu saglayacaktir. Elde edilmis
u(t,x) fonksiyonu, (t —» 0) yaklastiginda x = 0 noktas1 hari¢, diger yerlerde uy(x)
yaklasacaktir.

Kolayca gormek miimkiindiir ki, (20) denklemi x — kx, t — kt degisken doniisiimiine
invaryant kaliyor. Baslangic kosul da x — kx, k>0 oldugunda ise kendi kendine
doniisiiyor.

Bunun yam sira entropinin artma kosulu da soz konusu doniisiime invaryant kalir.
Boylelikle ¢6ziimiin tekliginden

ulkt, kx) = u(t,x), vk >0
olmaktadir.

Dolayisiyla, u(t,x) fonksiyonu koordinat baslangicindan cikan keyfi x = &ét, t > 0

1sinlari iizerinde sabit kalir. Yani, u(t,x) & = % 'nin fonksiyonu olmaktadir

u(t,x) =u G), t>0. (22)

Bu tiirlii ¢oziimlere otomodel ¢oziimler denir. Otomodel ¢oziimlerde siireksizlik egrileri
orijinden ¢ikan dogrular olmaktadir.

2
Sadelik i¢in once, f(u) = u? olsun. Bu durumda (20) denklemi

14



ou W 23
ot T Yox (23)

seklinde yazilir. Bu denklemi (21) baslangic kosulu cercevesinde inceleyelim.

Simdi, Hoph denklemi i¢in tiim siirekli otomodel ¢oziimleri ele alalim. (22) ifadesini
(23)'de yerine yazarsak

elde ederiz.

Buradan, u' =0 veya u =§ olmak zorundadir. Boylelikle, Hoph denkleminin tiim

otomodel ¢oziimleri sabittir.

Bizim sonraki isimiz ele aldigimiz siirekli ¢oziimleri diizgiin (yani siireksizlik egrisi
iizerinde Rankino-Hugoniot ve entropinin artma kosulunun korunmasini saglamakla) sekilde

birlestirip, baslangic kosulunu da korumasini saglamaktir. Once, cesitli sabitleri ve %

cinsinden olan sabitleri hangi 1sinlar {izerinde, nasil baglayacagimizi aragtiralim.

Rankino-Hugoniot kosulundan goriildiigi gibi, u(t,x) = u; ve u(t,x) = u,, (burada
U4, U, sabitlerdir) sabitleri
f(uz) _f(ul)t _lu% —uf U Uy

= t = t
uz_u1 ZuZ_ul 2

dogrusu ile kesisirler. Fakat, bu kesisme, si¢crayisin varlik kosulundan x'in artmasi ve u 'nun
azalmasiyla ortaya cikabilir.

Boylelikle, eger u, > u; ise x < %t oldugunda u(x,t) = u, olur ve x > _ul;ruz t

oldugunda u(x, t) = u, olur.

u(t,x) = uz = sabit ile u(x,t) =% 'mnin kesismesi, bunlarin x =&t dogrusu ile

kesistikleri zaman miimkiin olur. Bu durumda % limitte &’ye esit olur.

de _ flua) —f() _1uf =& uz+¢
at  u;—-¢&  2uz—§& 2

f:

U3 = f .

Bu, ele alinan siirekli fonksiyonun x = ét = uzt, t > 0, dogrusu ile kesistigi anlamina
geliyor.

Simdi biz Riemann problemini ¢6zebiliriz. Burada iki nemli durum vardir:

1) u_>wu, oldugu takdirde c¢oziim, Rankino-Hugoniot kosuluna uygun olarak

uqtu;
2

x <

t ile baglanan darbe dalgasi seklinde ifade edilebiliyor.
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B u_, x< T
u(x, t) = u_+u, (24)
Uy, x> T t.

2) u_ < u, oldugu zaman ise ¢oziimiin siirekli olmasi nedeniyle ¢oziimii darbe dalgasi
seklinde ele alamayiz. Ciinkii bu durumda sicrayis, entropinin artma kosulunu saglamaz. Bu
durumda bize u_ ve u, sabitleri ile kesisen % dogrusu yardimci oluyor. Bu durumda

problemin ¢6ziimii agagidaki sekilde oluyor,

u_, x<u_t
ulx,t) = %, U_t <x <uyt (25)
Uy, X > uyt.

Ele alinan bu ¢6ziim, t > 0 degerleri icin siireklidir. (25) formiilii ile tanimlanan ¢oziimiin
grafigi Sekil 7 de gosterilmistir.

uit

Sekil 7. Coziimiin dagilimi, u; < u, olan durum

Baslangic dagiliminda bulunan sigrayis kayboldugundan u_t < x <u,t bolgesine
sigrayisin kayip bolgesi denir.

imdi kullandigimiz Rankino-Hugoniot kosulunun geometrik anlamim arastiralim.
Simdi kulland1g Rankino-H iot kosul ik anl 1
2
u) = — fonksiyonun (x,t) diizlemindeki eksenlere paralel olan (u, tizlemindeki
(w) usz' diizlemindeki eksenl lel ol diizlemindeki
uZ

2
grafigini kuralim. Bu fonksiyon iizerinde (u+, 2*) ve (u_, %) noktalarin1 kaydedelim.

S6z konusu noktalardan gegmekte olan dogrunun denklemi

f(u) = ku+b,
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Up+uU_ u u?2  u_+u
burada K = +T b= 7" - - T+ olmaktadir.

2 2
Goriindugu gibi, sigrayis dogrusu olan x = %t, (u+,u7+) ve (u_,uj) noktalarindan

gecen dogruya paralel olmaktadir, (Sekil 8, Sekil 9).

)

Huj=u2e [

Sekil 8. Rankino-Hugoniot kosulunun geometrik anlami (u, < u_ olan durum)

x=[ u_+u+] 2]t

Sekil 9. Zayif ¢coziim
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Sekil 11. Zayif ¢oziim

(25) formiilii ile verilen ¢oziim i¢in ise asagidakileri soyleyebiliriz. (25) formiilii ile verilen
¢Oziimiin tiirevlerinin siireksiz oldugu egriler x = u_t ve x = u,t dogrularidir. Bu dogrular

2
ise, f(u) = u? egrisine, (u_, f (u_)) ve (u+, f (u+)) noktalarindan ¢ikan tegetlere paralel
olmaktadir, (Sekil 10, Sekil 11).
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Simdi genel (20) denklemini g6z oniine alalim. Varsayalim ki, f (u) hal fonkisyonu

@ >0 (f"(w) < 0) kosulunu korumaktadr.

(20) denkleminin otomodel ¢6ziimii, bu durumda y G) cinsinden olmaktadir. Simdi bu

¢Oziimii bulalim. Yukarida oldugu gibi (22) ifadesini (20) de yerine yazalim,

Erpwi=w (@) (-2)+rwiw )

1 X , X X
- @ () -3) o
Boylelikle, u’ (%) = 0 'dan alinan sabit ¢oziimden farkli olarak baska bir ¢oziim de

u(é) =y(é), (f = %) olmaktadir. Bu ¢oziim, f'(y) = é denkleminden bulunur. Buradan da,
Y = (f")"! olmaktadir. f kabarik fonksiyon oldugundan, f~1 mevcut olmaktadir. Boylelikle
f~! monoton fonksiyondur. Ele alman u = (%) fonksiyonu, (0,0) noktasinda stireksizdir.
Fakat, t > 0 oldugunda siirekli olur.(Boyle dalgalara refraction dalgasi denir.)

Boylelikle (20) problemini asagi kabarik f(u) fonksiyonu icin (f"(u) = 0) soyle
yazabiliriz.

1) Egeru_ > u, ise ¢dziim dalga seklindedir ve Rankino-Hugoniot kosulu

x _flw) - fu)

t Uy —U_

t>0

seklinde oluyor ve problemin ¢6ziimii ise

Y iC LI (CON

-

u(t,x) = Ut : u (26)

gibi yaziliyor.
Bu ¢oziimde entropinin artma kosulu korunmaktadir.

2) Eger u_ < u, ise (26) seklinde olan ¢dziim entropinin artma kosulunu korumaz. Bu
takdirde u_ ve u, sabitlerini Y (%) fonksiyonu ile dikmek gerekir. Coziimiin siirekli

olma kosulundan ¢6ziimii

u_, x < f'(u)t,
we =1 ¥()  Fadr<x<fu (27)
Uy, x = f'(u )t
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seklinde ele aliriz.

Eger f(u) fonksiyonu asagi kabarik ise (27) formiili ile bulunan fonksiyon t > 0
oldugunda net olarak tanimlanir. Boylelikle f'(u) monoton artar ve f'(u_) < f'(u,), eger
u_ < u,.

Refraction dalgasi olan ¢ (%) t < 0’da tamimli fonksiyondur ve u_ ile u, arasindaki tiim

degerleri almaktadir.

Y (%) fonksiyonu f’ fonksiyonunun tersi olarak tanimlandigindan, yani

X
t

f=fw=y(z)=r"

Y (%) =1u, olmast x = f'(uy)t anlamina gelmektedir. Boylelikle 1/)(%) refraction

dalgas1 u, degerini x = f'(uy)t, t > 0 1s11 iizerinde aliyor. Bu 1gin ise f(u) fonksiyonunun
(uo, f (up)) noktasinda ¢izilmis tegete paralel olmaktadir.

Ozel durumda, yukarida inceledigimiz Hoph denkleminin ¢oziimiiniin tiirevinin siireksiz
oldugu egriler x = f'(uy)t oldugunu ispatlamis olduk.

Yani x = f'(uy)t ismlant f(u) fonkiyonunun (uy, f(uy)) noktalarindan ¢izilmis
tegetlere paralel olmaktadir.

Eger f(u) fonksiyonu iiste kabarik fonksiyon olursa (20) probleminin c¢oziimii
yukaridakine analojik olarak ele alinir, u_ > u, oldugunda ise (27) cinsinden ¢oziim alinir.
Bu durumda f'(u) azalan fonksiyon olur ve f'(u_) < f'(uy) dir.

3. Hal Fonksiyonunun Kabarik Olmadig Durum i¢in Riemann Problemi

Yukaridaki boliimde hal fonksiyonunun kabarik oldugu durumu inceledik. Bu boliimde ise
hal fonksiyonunun kabarik olmadigi durumu inceleyecegiz.

3
31 f(w) = u? Oldugu Durum

Bu bolimde amacimiz, f(u) fonksiyonunun kabarik olmadigi durumlarda (1), (2)

probleminin gercek c¢oziimiinii incelemektir. Ornegin, f(u) fonksiyonu u3

Buckley-Leverett fonksiyonu vs. olabilir.

, sinu veya

. 3
Oncelikle f(u) = u? oldugu durumda Riemann problemini inceleyecegiz. (2) kosuluna

bagl olarak bu denklemin ¢6ziimiinii bulmak i¢in, asagidaki tamimlar1 verelim. X ile [a, §]
araliginda tanimh ve f > f(u) kosulunu koruyan f fonksiyonlar kiimesini gosterelim.

Tamm 1. f = inf Fex f(u) esitligi ile tanmimlanan f (u) fonksiyonuna f(u) fonksiyonunun

[a, B] araligindaki iiste kabarik katmani denir.
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Tamm 2. f = SUPfex f(u) esitligi ile tammlanan f (u) fonksiyonuna f (u) fonksiyonunun

[@, B] arahigindaki alta kabarik katmani denir.
Once u; > u, olan durumu goz éniine alalim

1.Durum. Bu durumda (1) denkleminin ¢6ziimiinii asagidaki baslangic kosulu

cercevesinde

u;, x<0,
w® = 130 (28)

inleyecegiz. Burada u; = 2; u, = —2.

. 3
[k olarak, f(u) = u? fonksiyonunun [—2,2] arahiginda iiste kabarik katmanini kuralim.
3 3
Bu amacla, A (2, 2) noktasindan u? fonkisyonunun grafigine teget ¢ekelim. u? ‘in grafigiyle,
3 —
kesisme noktasini (uo,%) ile gosterelim. Agiktir ki uy, m=f'(uy) = w
1—4%o

denkleminden u, = —1 olarak bulunur.

f(u)=u’/3

3
Sekil 12 a) f(u) = u? fonksiyonunun [—2,2] araligindaki iiste kabarik katmani

3 3
u? fonksiyonunun iiste kabarik katmani, u? fonksiyonunun [—2, —ﬂ araligindaki grafigi ile

(-1,- g) ve (2,2) noktalarini birlestiren dogrudan olusur. (Sekil 12a)

21



¥=(3/4)

Sekil 12 b) (x,t) diizleminde zayif ¢oziim

Boylelikle problemin ¢oziimii, teete paralel x = &t, t > 0 tizerinde sigrayisa sahip olacaktir.
f(uz)—f (o)

Uz—Up

(x > &t igin) sabiti ile Y G) fonksiyonu arasinda yerlesmektedir. Burada y G), E=f"(w) =

Rankino-Hugoniot kosulundan ¢ = =1 olarak bulunur. Bu sigrayis, uy = —1

u? fonksiyonunun [—2, —1] arahgindaki ters fonksiyonu olmaktadir. u = (%) =("H1

—\/%, 1<&<4.

Y (%)fonksiyonu ile u, = —2 sabitinin kesistigi nokta x = 4t 151m {izerinde gerceklesir. Bu

3
151N (uz, f (uz)) = (uz,%) noktasindan ¢ikan tegete paralel dogru olmaktadir.

Boylelikle, (1), (28) probleminin ger¢ek ¢6ziimii

2, x <t
u(x,t) = —\/%, t<x<4t (29)
-2, x =>4t

olur.

(x,t) diizleminde (1), (28) probleminin zayif ¢6ziimii Sekil 12b’de gosterilmistir. (28)
cOziimiiniin T = 0.5; 1.0 degerlerindeki grafikleri Sekil 13a ve 13b’de belirtilmistir.
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o 5‘u(:x,t)

1.5¢

0.5t

-0.5¢

-1.5¢

-2.5 : : ; = X
-2 0 a)

Sekil 13 a) u(x, t) gercek ¢oziimiiniin 7 = 0.5 zamanindaki grafigi

2_5‘u(><,t)

1.5¢

0.5¢

-1.5}

-2.5 : : ; = X
-2 0 b) 2 4 6

Sekil 13 b) u(x, t) gercek ¢oziimiiniin 7 = 1.0 zamanindaki grafigi
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—_
31:(u)—u /3 |

4
3_ i
x=4t
2 L 4
Us Au=sqri(x/t) =t
1 L i
Uy
0 o t

0 1 2p 3 4 5

Sekil 14 b) (x, t) diizleminde zayif ¢oziim
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Simdi, u; = -2 ve u,; = 2, u; < u, olan durumu inceleyelim. Bu durumda, f(u) = u?
fonksiyonunun [uy,u,] arahiginda alta kabark katmammi kuralim. A(=2,f(u)) =

A(—Z,—g) noktasindan f(u) 'nun grafigine teget cizelim. Bu amagcla, A(—Z,—g

3 3
noktasindan f(u) = u? fonkisyonunun grafigine teget cekelim. Ag¢iktr ki, f(u) = u? ‘lin

3
grafigiyle kesigme noktasi (uo, %) = (1 1) olur.

'3
3 3
u? fonksiyonunun tiste kabarik katmani, u? fonksiyonunun [u,, u,] araligindaki grafigi ile
(1, %) ve (—2, - 2) noktalarini birlestiren dogrudan olusur. (Sekil 14a)

Boylelikle problemin ¢oziimii, tegete paralel x = &t, t > 0 iizerinde sicrayisa sahip
olacaktir. Rankino-Hugoniot kosulundan & = 1 olarak bulunur. Bu si¢rayis,ug =2 (x >t

icin) sabiti ile Y (%) fonksiyonu arasinda yerlesmektedir. Burada (%), E=f"(w) =
u? fonksiyonunun [1,2] araligindaki ters fonksiyonu olmaktadir. u = \/E , 1<¢&E<4.
Boylelikle, (1), (28) probleminin u; < u, durumunda gercek ¢oziimii
-2, x <t
x

ulx,t) = = t<x <4t (30)

2, x =>4t

olur. (x,t) diizleminde (1), (28) probleminin zayif ¢6ziimii Sekil 14b’de gosterilmistir. (30)
cOziimiiniin T = 0.5; 1.0 degerlerindeki grafikleri Sekil 15a ve 15b’de belirtilmistir.

Ornek 1.

3
a) f(u) = u? oldugunda u; > u_ olan durum

Bu boliimde asagidaki problemi
U+ ulu, =0

0, x<0,

up(x,0) = {2 x>0

inceleyelim.

Sicrayisin mevcut olma kosuluna gore u_ > u, olursa darbe dalgasi vardir. u_ =0,
u, = 2 oldugunda bu durumda darbe dalgas1 yoktur.
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2.5

0.5+ 1

-1.5¢ .

2.5 ' ' ' - X

Sekill5 a) u(x,t) gercek ¢oziimiiniin T = 0.5 zamanindaki grafigi

2.5.U(X’t)

1.5¢ .

0.5t .

-0.5¢ .

-1.5¢ .

-2, ' ' ' 2 X
% 0

Sekill5 b) u(x,t) gercek ¢oziimiiniin T = 1.0 zamanindaki grafigi

3
Hal fonksiyonu, u? ‘lin grafigi Sekil 16 da gosterilmistir.

26



Normal ¢oziim ise,

3
Sekil 16. f(u) = u? fonksiyonunun grafigi (u; < u,)

0, x < f'(0)t,
uwn =4 w(5),  FOr<x<rox
2, x=f'(2Q)t

f'(u) = u? oldugundan f'(0) =0, f'(2) = 4

Simdi 3 (f) yi bulalim. %(£) = (f")™* olduguna gore —>

O zaman, gercek ¢coziimii

0, x<0
u(x, t) = J% 0<x <4t
2, x =4t

seklinde ele aliriz.

27

= —-u“,u=

€1y



3
b) f(uw) = u? oldugunda u; < u_ olan durum

Simdi asagidaki problemi

U +ulu, =0

u(x,0) = {

2, x<0,
0, x>0,

inceleyecegiz. Baslangi¢ profilin grafigi Sekil 18’de gdsterilmistir.

Bu durumda u_ > u, oldugundan darbe dalgast mevcuttur. Rankino-Hugoniot

dikkate alarak
8 0
x _fa)-fw) 370 _8
t Uy —U_ 2 6
¢Ozimi
2, x< i1:,
u(t,x) = i
0, x> Et,

4
3

)

kosulunu

(32)

seklinde yazabiliriz. (32) formiilii ile bulunan ¢6ztimiin grafigi Sekil 19 da gosterilmistir.

3
Sekil 17. f(u) = u? fonksiyonunun grafigi (u; > u,)
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-1

-1 a 1 2

Sekil 18. Baslangi¢ profil

og

[=X=1 5

oud

oz

-1 ] 1 2

Sekil 19. u(x, t) fonksiyonunun zaman evrimi
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a) u, > u_ oldugu durum
Ornek 2.
Bu boliimde daha genel bir problemi,
up + ulu, =0,

_2, X < 0, u_ = _21
u(x, 0) ‘{ 2, x>0, u, =2,
inceleyelim.

3
Bu durunda f(u) = u? fonksiyonunun alta kabarik katmanini kuralim.

ra
r4
s
2 /
'l
_.I'
i
1 /
."/’.
~
o — ——-_,‘.'C
s ?___,..r-" (o fiug
-1 _,.-'""#
Jff/ ,,-*"”
2 /__,.-f
o
A

[ ai-2 fuy)

= 5 - 05 o o5 1 15 z
u =2 u+-\2

3
Sekil 20. f(u) = u? fonksiyonunun —2 < u < 2 araligindaki alta kabarik katmani

A(=2,f(w) =4 (—2, —g) noktasindan f(u) 'mnun grafigine teget cizelim. Dokunma

noktasint C(ug, f(uy)) ile gosterelim. Agiktir ki, s6z konusu teget noktasi asagidaki
denklemden bulunur,

flwo) — f(=2)

m = f"(up) = %o — (=2)

3 2
fuw) = u? ve f'(uw) = 3% = u? oldugundan
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w_8
2_3 3
o Ug + 2

=u(2,+23 _ (uo +2)(u§ — 2up +4)

3u? =
O up +2 Ug + 2

3ué = ué —2uy +4
2u¢ +2uy—4=0

ud+ug—2=0;

t

0 2 4

Boylelikle problemin ¢oziimii AC dogrusuna paralel x = &t, t > 0 dogrusu iizerinde
sicrayisa sahip olacaktir. Burada ¢ asagidaki denklemden bulunur. Rankino-Huoniot kosulu

1 3 . 1
; ug = —5 +- = 1; Butaktirde C(uo, f(uo)) = C(1,3)

N | =
N w

1,8
flw) - fw) 3t3 _3_4
 uy—u.  1-(=2) 3

§

x = t dogrusu lizerinde sicrayisa sahip olmaktadir, bu dogru AC dogrusuna paralel bir dogru
olmaktadir.

(x, t) diizleminde AB'nin (f, u) diizlemindeki egimi m = 1 olmaktadir.

Bu sigrayis (+2) ile (x > &t tarafindan) 1/)(%) fonksiyonu arasinda bag vermek

zorundadir.

t

Y (f) = \/% , Uy =P (&) oldugundan ve 2 = \/%; x = 4t oluyor.

D(Z,g) noktasindan ¢ikan teget paralel ((x,t) diizleminde) dogru iizerinde
gerceklesmektedir.

X = f/Ua)t = U2lym, ot = 4¢

ve problemin gercek ¢coziimii

-2, x<0
u(lx,t) = \/%, t<x<4t (33)
2, x > 4t

olmaktadir. (33) formiilii ile bulunan ¢6ziimiin grafigi Sekil 21°de gosterilmistir.
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b)u, <u_
Asagidaki problemi goz oniine alalim,

6u+ Zau_o
o Y oax

2, x<0,
”("'0):{—2 x> 0.

3
Burada, f(u) = u?; f'(w) =2u,u_=2,u, =-2

ha fe——

L
1
o

Sekil 21. u(x, t) fonksiyonunun zamana gore degisimi

3
u_ > u, oldugundan , f(u) = u? fonksiyonunun [-2,2] aralifinda iiste kabarik katmanini

3
kuralim. Bundan dolay1 C (u+, f (u+)) =C (2,2) nokasindan u? 'in grafigine teget ¢ekelim.
Kesigme noktasini u, ile gosterelim. A¢iktir ki, u,

flus) = f (o)

= () = uy — (o)
denkleminden bulunur. Buradan
8_w



2

123 —ud 12 —uy)(4+2ug + ud)
uO - ==

“32-u, 3 2 —u,

3ui = 4+2uy + ul
2ul —2uy—4=0

ui—ug—2=0;

1,2 1 1 1 3 1 3
U, Z—i —+2=—i—;u%=———=—1, u(%:
2 4 2 2 2 2

N

3
+E:2;uO:_1.

Huj

3y
C
g
2 ol 4
e i
o i
ot J
~ #
1 L .
-~ e
e i
o e
._/-" El[uu.ﬂfuun
-1 /"'
s
74
i
_al _I,-".
r
!

A

-3 u

-z -15 -1 -05 ] as 1 15 2
IJ+——2 U =2

3
Sekil 22. f(u) = u? fonksiyonunun iiste kabarik katmani

Boylelikle tegetin fonksiyonun grafigi ile kesistigi nokta B (—1, - %) olmaktadir.

Boylelikle problemin ¢oziimii BC dogrusuna paralel x = £t 151 tizerinde sigrayisa sahip
olacaktir. Burada ¢ Rankino-Hugoniot kosulundan bulunur. (Rankino-Hugoniot kosulu
BC'nin egimi anlamina geliyor.)

8 1
g f@)—f) _37C3) 3,
T u_-u,  2—-(-1) 3
E=1,x=t

oluyor.
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Bu sigrayis u_ = —2 sabiti ile P G) fonksiyonu arasinda yerlesmektedir. Burada (&) , u?

fonksiyonunun [-2,-1] araligindaki ters fonksiyonu olmaktadir.

u=-[r=-yE

Y (%) fonksiyonu ile u, = —2 sabitinin kesistigi nokta —2 = — \/% = x = 4t 151 lizerinde
gerceklesir. Bu 151n (u+, f (u+)) noktasindan ¢ikan tegete paralel dogru olmaktadir, yani

x = f'(ug)t =4t

Boylelikle,
2, x <t
u(x,t) =4 — f t<x <4t (34)
-2, x =>4t

oluyor. (34) formiilii ile bulunan ¢6ziimiin grafigi Sekil 23’de gosterilmistir.

=]

Sekil 23. u(x, t) fonksiyonunun dinamik dagilim1
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3.2. f(u) = sinu oldugu durum
a) u, < u_ olan durum
Asagidaki problemi goz Oniine

Jdu N
at

u(x,0) = up(®) = {

dsinu

0,
ox

0,

3m,

(35)

x <0,

x> 0. (36)

alalm. u, < u_ oldugundan f(u) = sinu fonksiyonunun [0,37] araligindaki iiste kabarik
katmanim1 bulalim. Bundan dolayi, [0,3m] araliginda sinu =1 denkleminin ¢oziimlerini

bulalim. Bu denklemin bas ¢oziimiiniin u, =§ oldugu acgiktir. [0,37] araligindaki diger

o b 51
¢cOziim U = ;+2TL’ = olmaktadir.

sinu fonkisyonunu iiste kabarik katman1 4 = (g, 1) ve B = (52_11’ 1) noktalarin1 birlestiren

dogru ve sin u fonksiyonunun [O,g] ve [5771’ 3m] araliginda kalan kisimlardan olusur.

(0,0) ve (0,3m) noktalarindan ¢ikan tegetlerin denklemlerini yazalim,

x = f'(W)|y=ot = cos0t =t,

x = f’(u)luz?,n't = COS 37T t = —t

, filu)

/ \ .

Sekil 24. sin u fonksiyonunun [0,37] araligindaki iiste kabarik katmani
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L X

anccos wi

K -t

anccos ®t + 20

Sekil 25. Zayif ¢oziim

Aciktir ki, (35) denkleminin ¢oziimii x = t ve x = —t 151nlar1 iizerinde si¢rayisa sahip olacak,
ve ¢oziim lim,_ o u(x, t) = 5771 den lim,_qu(x,t) = gye kadar sicrayis gergeklestirecektir.
(35), (36) probleminin ¢oziimiinii yazabilmemiz i¢in 6nce & = cos u denkleminin [0,%] ve

[52—”, 3m] araligindaki ¢oziimleri ele alalim.
Sonuncu ifadeyi dikkate alirsak & = cosu denkleminin [O,g] ve [5?77:‘ 3m] araligindaki
coziimleri sirastyla u = arc cos ¢ ve u = arc cos ¢ + 2m oluyorlar.

Kolayca gostermek olur ki, bu fonksiyon (35) denklemini koruyor. Gergekten de

U = arc cos % fonksiyonu (35) denklemini korur.

X
Uu = arc cos—

dt L (%)2 t2
du 1 (1)
dx 1 (%)2 t
1 1 1
— = —cosu~ =0
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0=0.

Bu durumda (35),(36) probleminin ¢6ziimiinii

3m, x < —t
X
arccos?+2n, —t<x<0
ulx,t) = X
arccos, 0<x<t
0, x>t

seklinde yazabiliriz.
b) u, > u_olan durum
Simdi asagidaki gibi problemleri g6z 6niine

u; + (sinu), =0,

0, x<0
3m, x>0

u(x,0) = up(x) = {

alalim.

in

Sekil 26. Baglangi¢ profil
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Coziim. Once uy(x) fonksiyonunun grafigini ¢izelim (Sekil (14)). Bu durumda sinu
fonksiyonunun alta kabarik katmanini olusturalim.

Bu amacla (0,0) ve (3m,0) noktalarindan sinu fonksiyonunun [m, 2r] araligindaki alta
kabarik olan kismina tegetler indirelim. Bu taktirde sin u fonksiyonunun alta kabarik katmani
(0,0) ve (3m,0) noktalarindan ¢ikan ve sinisoidanin (uq,sinu;) ve (u,,sinu,) noktalar
arasinda kalan pargasi olmaktadir. Kolayca gostermek oluyor ki,

uy +u, = 3w ve sinu; = sinu,, ayrica tegetlerin egim acilar1 birbirinden yalmiz isaret
bazinda farkl olurlar.

_fa) = () _sinw,

-K
u; —0 Uq

= f'(uy) = cosy,

olur. Bu ifade (0,0) noktasindan ¢ikan tegetin egim acgist olmaktadir. O zaman, (3m,0)
noktasindan cikan tegetin egim acis1t K olur. Kullandigimiz u;,u, ve dolayisiyla K'nin
degerlerini bulamayiz. Ama sunu soyleyebiliriz ki u; sayis1 tanu; = u; denkleminin en
kiigiik pozitif kokii olmaktadir. Buradan u, = 3w —u; ve K = —cosu,; = cosu, olarak ele
alinz.

Bilindigi gibi tan x = x denkleminin sonsuz ¢oziimleri olmaktadir.
tanx = x (*)

denkleminin en kiiciikk pozitif kokiinii bulalim. [%,3?”] araligim goz Oniine alalim. (*)
denkleminin s6z konusu aralikta c¢Oziimii vardir. Bunun i¢in (¥) denklemini

f(x) = sinx — x cos x = 0 cinsinden yazalim ve f (%) ve f (377[) 'yi hesaplayalim.

f(%r) = sin(n+z)—5—ncos (T[+E)

4 4 4
sin (n + E) = —sinZ = —E, cos (n + E) = — cos==— V2 oldugundan
4 4 2 4 4 2
5w V2 b5m V2 V2 5
6)--5-5(-) 2050
4 2 4 2 2 4
(3n> _ 3 3m 3 _ 4
f > ) = sin > 5 cos > =
oluyor.
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, 8inu

= —

Sekil 27. sin u fonksiyonunun [0,37] araligindaki alta kabarik katmani

tanx = x denklemini Newton iterasyon yontemi ile de c¢ozebiliriz. Newton iterasyon
yontemine gore yazabiliriz

G
n+1 n fl(xn)'
f'(x) =cosx — (cos x + x(—sin x)) = —x sinx olur ve 0. yaklasim olarak
_3m
Xo =

olsun ve kokiin 1. ve 2. yaklasimlarini bulalim

X
Ee =it
I, [ M - aocos =
=l -t
0 x=—Kt

Sekil 28. (x, t) diyagraminda karakter
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Sekil 29. tan x = x denkleminin kokleri

3n
X, = Xo — d (zr) = 4.50004,
(7)
LGV 45000406,

BERTEGD
& = 4.49340 olarak ele aliriz.
Boylelikle tan u; = u; denkleminin en kiigiik pozitif kokii u; = 1.4mw(251°) olmaktadir.
u; = 3m — 1.4 = 1.6m, ve
—K = cosu,; = cos251 veya (cos 1.4m) = cos4.39 = -

olarak buluruz.

Simdi  f'(u) =cosu = ¢ fonksiyonunun[uq,u,| € [, 2]  par¢asindaki  ters
fonksiyonunu bulalim. S6z konusu fonksiyon

u=arccosé+2m; —-K<E&E<K
seklinde olmaktadir.

Sonug olarak problemin gercek ¢coziimiinii

0, x < —Kt
u(x,t) = 2n—arccos%, —Kt<x <Kt 37)
3m, x> Kt

seklinde ele aliriz.
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4. Birinci Basamaktan Iki Boyutlu Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde lineer iki boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklem icin yazilmig Cauchy
probleminin siireksiz fonksiyonlar sinifinda ¢6ziimiinii bulmak i¢in bir yontem Snerecegiz.

Asagidaki problemi goz oniine

ou(x,y, t ou(x,y,t ou(x,y,t
u(x,y )+A u(x,y )+B u(x,y ) _
Jt dx dy

0 (38)

u(x,y,0) = up(x,y) (39)

alalim.

Burada A ve B sabitler, uy(x,y) ise bilinen fonksiyondur, ve A # B olsun. (38), (39)
problemini tezin sonraki boliimlerinde esas problem olarak adlandiracagiz.

Dyy ={(¢m,a<&<x,b<n<y}SR%teR] ile asagudaki bolgeyi gosterelim,
(Sekil 31).

Q@y) — P (xy)

M(a,b) P N (b,x)

¥
P

Sekil 30. D, bolgesi
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4.1. Lineer Durum
(38), (39) probleminin karakteristikler yontemi ile ¢oziimiinii asagidaki sekilde
u(x,y,t) = uy(x — At,y — Bt) (40)
elde edebiliriz. (40) ifadesine (38),(39) probleminin yumusak (soft) ¢c6ziimii denir.

Tanmim 3. (39) baslangic kosulunu ve iist yarim diizlemde tanimli, tiim argiimanlarina gore

siirekli diferansiyelle bilen ve /x2 + y2 +t'nin yeteri kadar biiyilk degerlerinde sifira esit
olan her hangi bir ¢(x,y,t) test fonksiyonu i¢in agagidaki integral esitligi

Sz Jra (o, O] 0 (o, 3, 6) + A9 (6,3, 8) + Boy (x,y, )] }dxdydt +
Sz (2, ,0)uo(x, y)dxdy = 0 (41)
koruyan u(x, y, t) fonksiyonuna (38),(39) probleminin zayif ¢6ziimii denir.

Teoreml. Eger uy(x,y) fonksiyonu siirekli ise, (40) esitligi ile tanimlanan
u(x,y,t) = ug(x — At, y — Bt) esas problemin zayif ¢6ziimii olmaktadir.

Ispat. Zayif ¢oziimiin tanimina gore /x2 + y2 + t’nin yeteri kadar biiyiik degerlerinde
sifira doniisen her hangi bir v(x, y, t) fonksiyonu icin

Je2 fR}r{u(x, ¥, O[ve(x,y,8) + Ave(x, y, 1) + Bv, (x,y,t)|}dxdydt +
oo 0 (2, y,0)ug (x, y)dxdy = 0 (42)

olmaktadir.
Asagidaki degisken doniisiimlerini
E=x—-Atn=y—-Bt T1=t. (43)
yapalim.

Bu degiskenlerde (42) asagidaki gibi
||| wuten v nmdsn+ | vn o mdsdn =o
R2 JRL R
veya

f {f w(E,n, v (6,7, D)l +v<f,n,0)u(f,n,0)df}=o
R2 0

yazilabilir. Buradan,
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F(&,n) = fooo u(é,n, v, (¢, n, 7)dt olsun sonuncu esitligi

f[mam+u@mmwammwwn=o
R2

seklinde yazalim.

Bu F(&,n) +u(é,n,0)v.(¢,n,0)dédn ifadesinin, [&;,&,] X [n1,1,] bolgesinde sifirdan
farkli oldugu anlamina gelmektedir. Buradan

f[ﬁam+u@mmmammwwn>o
RZ

elde edilir bu ise bir zitlik olusturur. Yani

j‘u@mxwaamﬂdrrwammu@mn)=o
R

1
+
olmak zorundadir. |, r1 Ur (¢,m,t)dt = —v(§,1,0) oldugundan
+
flvf(f,n, Du(é,n,0)dr = — v(&,n,0)uy(é,n,0),
Ry

veE

f[M&mﬂ—u@wH%GWJMT=O
R}

elde ederiz ve u'nun siirekliliginden

u(é,n,t) =ul&n) =uy(x — At,y — Bt)
sonucunu aliriz.

Teorem 2. uy(x — At,y — Bt) fonksiyonu integrallenebilirse, u(x,y, t) fonksiyonu esas
problemin zayif ¢6ztimiidiir.

Ispat. \/x%+ y2 +t yeteri kadar biiyiik degerlerinde v diizgiin bir fonksiyon olsun.
Asagidaki ifadeyi goz Oniine

Je2 fRi uo(x — At,y — BO{v,(x,y,t) + Av,(x,y,t) + Bv,(x,y,t) }dxdydt +

+ Jp2 (%, ¥, 0o (x, y)dxdy (44)

alalim.
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(43) denklemini doniisiimlerini dikkate alirsak,

f f o (€, m)ve (€, 1, D) dEdndr + f v(x,y, 0o (x, y)dxdy
R2 JR} R2

olur.

T’nun yeterli biiyiikk degerlerinde v = 0 olmak {izere, T’ya gore integralleme islemi
yapitliktan sonra u, fonksiyonu esas problemin zayif ¢6ziimii oldugunu goérmek zor degildir. .

(38) denklemini D, bolgesinde x ve y’ye gore integrallersek,

%ffD wten.odsdn + ||

elde ederiz. Green formiiliinii kullanarak

[A au(g';' B, goulmt) dédn = 0 (45)

an

xy

(¥ 7

— ,n, t)déd Audy — Budx =0 46
atfafbu(fnt)fn+fa%uy udx (46)

veya

9 ¥ vy y

- ,n,t)déd A ,n,t) — ,n,t)]d

5t] | w@noazan +4] om0 -G oar

—8 [ Tun,0 - u b0 =0 (47)

b

oldugunu aliriz.

Son olarak denklemi su sekilde

9 x vy y
—f f u(é,n, t)dédn +Af u(x,n, t)dn
at a “b b

B f w(En, 0dE = 9(a,y,6) + Y(x, b, £) 48)
b
yazabiliriz. Burada,
y

0(a,y,6) = A f w(a,n, t)dn (49)

b
¢(x, b,t) =B fxu(f, b, t)dé (50)

b

olmaktadir.

(47), (39) problemini birinci tiirden yardimci problem olarak adlandirilir. Asagidaki
operatorii
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3¢ = . (51)

olusturalim. Buradan

v(x,y,t) = fxfyu(f,n, t)dédn + ®(a,y,t) + ¥(x, b, t). (52)
a “b

fonksiyon asagidaki sekilde tanimlanir.

p(a,y, t) + Y(x,b,t) € kerJ oldugunu gostermek oldukga kolaydir. Gergektende,

Sle(a,y,t) + Y(x,b, )] =3

y X
AL u(a,n, t)dn +be u(é, b, t)df]

ou(a,n,t ou(x,b,t
4 u(an)+B u(x ):0
ox dy

Kolaylik i¢in H(a, b, x,y,t) = p(a,y,t) + P(x,b,t) olsun ve (51) ‘e gore
JH(a,b,x,y,t) = 0. (52) ifadesini dikkate alirsak yardimci denklemi

ov(x,y,t) ov(x,y,t) ov(x,y,t)
5 tAT gy B =0 (53)

seklinde yazabiliriz. (52)’den

0%v(x,y,t)

u(x,y,t) = 9xdy (54)

elde ederiz. Gergekten de, eger (52) esitligi bir kere x’e bir kere y’ye gore diferansiyellenirse
(54) esitliginin dogrulugunu ispatlamis oluruz.
(53) denklemi i¢in baslangic kosul asagidaki gibi
v(x,y,0) = vo(x, ), (55)
olmaktadir. Burada v,(x,y), fonksiyonu asagidaki denklemin

0%v(x,y,t)

G, = W00y (56)

herhangi bir ¢dziimii olmaktadir.

(53), (55) problemini biz, ikinci tiirlii yardimci1 problem olarak adlandiracagiz. S6z
konusu yardime1 problemin agagidaki avantajlar1 vardir:

e v(x,y,t) fonksiyonunun x ve y  deZiskenlerine  gore
diferansiyellenebilme 6zelligi u(x,y,t) fonksiyonunun diferansiyellenebilme
ozelliginden bir mertebe coktur.

* u(x,y,t) fonksiyonu siireksiz fonksiyon da olabilir.
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] (53), (55) probleminin ¢oziimii olan u(x,y,t) fonksiyonunu bulmak
i¢in Uy, Uy, u; tiirevlerini kullanmaya gerek kalmiyor. Zaten bu tiirevler mevcut
olmayabilir.

Aciktir ki yardimci problemin ¢oziimii tek olmamaktadir. Asagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 3. Eger v(x,y, t) fonksiyonu (53), (55) yardimci probleminin yumusak ¢6ziimii
ise (54) esitligi ile tanimlanan u(x, y, t) fonksiyonu esas problemin zayif ¢oziimii olmaktadir.

Ispat: @(x,y,t) temel fonksiyonlar sinifindan olan herhangi bir fonksiyon olsun ve

asagidaki ifadeyi
o—f 3 t{av+Aav+Bav}dddt
=), Sy Gt Ag By
abx[0,T)
g6z Oniine alalim.
Birkag basit islemlerden sonra
o3v 03v 03v
0= ,,t{ + A +B }dddtzO. 57
| ewyofGreagy v g duy (57)

abx[0,T)

formiiliinii elde ederiz. Sonuncu ifadeye t,x,y degiskenlerine gore kismi integrasyon
formiiliinii uygularsak asagidaki esitligi

ou(x,y,t ou(x,y,t ou(x,y,t
0=f (p(x,y,t){(y)+A 8  poutyt
D

= P 5 }dxdydt =0 (58)

abx[0,T)
elde ederiz.

Bununla da teorem ispatlanmis olur.

4.2, Siireksiz Fonksiyonlar Simifinda Sonlu Farklar Yontemi

Bu boliimde (38) (39) problemi i¢in niimerik bir yontem gelistirecegiz ve niimerik
¢Oziimiin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.

Yukarida sdyledigimiz gibi, esas problemin ¢6ziimii, yeri onceden bilinmeyen siireksizlik
noktalarina sahip olabilir. Bu 6zellik de niimerik ¢oziimii ele almak i¢in literatiirde mevcut
olan klasik niimerik yontemleri uygulamaya imkan vermemektedir. Lakin onerilmis yardimci
problemin 6zelliklerinden faydalanarak yeni bir niimerik algoritma liretecegiz.
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Niimerik yontemi gelistirmek igcin o6nce (38) (39) probleminin ¢6ziimiiniin tanim
bolgesini asagidaki gibi ag ile

whl,hz,‘[ = {(xilyil tk)l Xi = ihll YJ :th! ty = kT!
i=012.;j=012.; k=012..; hy >0, hy > 0,7 > 0}

ortelim. Burada, hq, h,,t swasiyla x,y ve t degiskenlerine gore agin adimlarim
gostermektedir.

(47), (39) problemini sonlu farklara ayriklastirmak icin (47) denkleminin icerdigi
integralin asagida gosterildigi gibi

i
X
[ uy.0de =Y U (59)
a v=1
y J
f u(x,n, t)dn = h, Z Ui pier (60)
b pre=c}

ve

| ' ) (g, Ddedn = hyh, Z i o o

v=1p=1

sonlu fark karsihigimi yazalim. (59) - (61) ifadelerini (47) denkleminde dikkate alarak bu
denklemi wp,, p, . aginin keyfi i, j, k noktasinda asagidaki gibi sonlu farklara

J
Ui,j,k+1 = (1 — ThlA - ThZB)Ui,j,k + ThlA Z UO,,u,k

u=1
i i-1J-1
+ThB ) Uygie= ) D Unpess = U
v=1 v=1pu=1
j-1 i-1
—th,A Z Ui — ThyB Z Uy (62)
u=1 v=1

(i=012,..,Nj=012,..Mk=012,..,)
ayriklastiralim.
(62) denklemine baslangi¢ kosul olarak sunlar ekleyelim
Uijo = uo(xy, yi), (i=01.2,..,N j=0,12,..M). (63)

Asagidaki notasyonlari
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f(xi' Yis tk) = fi,j' f(xil Yis tk+1) = fi,j;
Ao f=(aLfi—alfi),  Abf=(abf—alfi)

icerelim. Bu notasyonlar cer¢evesinde (53) denklemini asagidaki gibi sonlu farklara

7, =Vi,,-—Ah11Aj.; Vi,j—BhizAg—, Vi, (64)
ayriklastiralim.
Kolayca ispatlamak miimkiindiir ki, keyfi (i, j, k) i¢in asagidaki esitlik
Uy :LAW Vi) (65)
7= g, :

dogrudur.

Burada, U;;. ve V;;. ag fonksiyonlar sirasiyla u(x,y,t) ve v(x,y,t) fonksiyonlarinin
(i, j, k) noktasindaki yaklasik degerlerini gosterir.

(65) esitliginin dogrulugunu gostermek icin, once (64) denklemini (i — 1, j, k) noktasinda
yazip ve (64) denkleminden ¢ikarip h; ‘e bolmek, sonra (64) denklemini (i,j —1,k)
noktasinda yazip ve (64) denkleminden cikarip h, ‘ye bolmek ve elde ettigimiz ifadeleri
birbirinden ¢ikarmak yeterlidir. Gercektende,

1 5 _ 1 T j j T i i
V=V — A (aLVi;—ALVioyj)—B v (AL Vi —abVisa))
1 ) )
ip j-1p
nih, (ALV=aL Vi)
_ j j-1
= hih, (aLVij—al " Vi)
T . . . .
J J j-1 j-1
—A ih, [(aLvi;=alViy) = (Al Vi —al Vi)l
T . . . .
~ B [(a5 Vi =ab Vi ;) = (A5 Vijor =85 Vi -0 (66)
1

Burada (65)’1 dikkate alarak gostermek miimkiindiir ki, , U;;. ag fonksiyonu asagidaki
cebirsel denklemler sistemini

~ T j T i
Ui’j:Ui'j_Ah_lAf Ui’j_Bh_sz Vi,j (67)

korumaktadir.
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4.3. Bilgisayar Testleri

Bu boliimde, onerilen sayisal yontemin efektifligini gostermek igin bir siirli bilgisayar
testleri yapilmistir. Once (38) (39) probleminin gergek ¢oziimii ele alimir. Sonra ise yardimei
problemin ¢6ziimii ve bu c¢oziimden iiretilen v(x,y,t) fonksiyonu elde edilir. Elde edilen
coziimle klasik ¢oziimiin karsilagtirilmasi yapilmistir.

1.Durum: Once, uy(x,y) baslangic fonksiyonu icin asagidaki fonksiyonu goz Oniine
alalim.

(u, —2=<x<0
uo(x,y)—{uz, i, (68)

Burada u; ve u, verieln reel sabitlerdir. (68) ifadesi ile tanimlanan uy(x,y) fonksiyonunun
grafigi Sekil 31a ve 31b de gosterilmistir.

T e e e s

pEs— b i

0?5— ............... .............. ............

u:r— ............... .............. .............

—— .............. ______________

DE_ .............. ______________

u_55—"" """""" """""" : """""" . 5
T | |

Sekil 31 a) Baslangic profil, u; > u,
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Karakteristikler yontemi ile elde edilen u(x,y,t) fonksiyonunun grafigi Sekil 32a ve 32b de
verilmigtir.

Simdi yukarida verilen iki durum i¢in yardimci (38) (39) problemini ¢ozeelim. Soz
konusu problemi ¢ozmek icin uygun vy(x,y) baslangi¢c fonksiyonunun vermek gerekiyor.
(55) formiiliinii dikkate alarak vy (x,y) fonksiyonunu asagidaki gibi

uxy, —2<x<0

”O(x'Y):{uzxy, 0<x<20<y<l1 (69)

secelim. Bu fonksiyonun grafigi Sekil 33a ve 33b de gosterilmistir. (53)(69) probleminin
gercek coziimii

u,(x —At)(y — Bt), é€<0

u,(x — At)(y — Bt), £=0, (70)

vy, 0) = {

olmaktadir.

Dg ................................................... CAREEET R prenree A - ]

0.85 T S S S

Sekil 31 b) Siireksiz baslangi¢ fonksiyon u; < u,
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2.Durum: Bu durumda uy(x,y) fonksiyonunun siirekli ve kompakt tasiyiciya sahip

oldugunu varsayalim. Yani uy(x,y) olarak asagidaki fonksiyonu goz 6niine alalim

1—x2—vy2, Jx2+y2<1
uO(x!Y) = (71)
0, VX2 +y?> 1.

up(x,y) fonksiyonunun grafigi Sekil 34 de gosterilmistir.

09—
nes— &
OB = & i e T Tt E' ...
R I|I'|I'|I'|I'|I'|I'|I'|I'|I'|I
. : (AR :
075 — P ST UURUURTRE SURTIN I'|:'|:'|:'|:'|:'|:'|:'I:'|:I|I ____________________ RTINS e
(IR :
D?’— II|I||I||I||I|||||I||I||I||II T

05— &

06—

085 — |

0.5

Sekil 32 a) u(x, t) fonksiyonunun evrimi u; < u,, T = 0.8
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Dg ........... PR ................

0.85 : S S— T— o

Sekil32 b) u(x, t) fonksiyonunu evrimi u; > u,, T = 1.0
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1 05 vy 0 2

Sekil 33 a) vy(x, y) fonksiyonunun grafigi, u; < u,

3 3
yx© +xy 3
xy ——————, Jx?+y?<1
vo(x,y)={ Y 3 Y
0, Jxi+y?>1

(53) (54) probleminin ¢oziimiinii asagidaki gibi bulmak miimkiindiir.
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0.5

Sekil 33 b) v, (x, y) fonksiyonunun grafigi, u; > u,

(40) formiilu ile tanimlanan u(x,y,t)
Sekil 35 de verilmistir.
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2
Sekil 34. uy(x,y) = 9 ;ig;y ) fonksiyonunun grafigi
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5. Sonuclar ve irdeleme
Tezde elde edilen sonuclar asagidaki gibi siralamak miimkiindiir.

¢ 1. Basamaktan kuazi lineer kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in yazilmis baslangi¢
deger probleminin gercek c¢Oziimiiniin bulunmasi detayli bir sekilde incelenmis ve
irdelenmistir.

e Siireksizligin mevcut olma kosulu ve Rankino-Hugoniot kosulunun geometrik anlami
verilmigtir.

e Hal fonksiyonu kabarik olmadigi durumda bazi problemlerin gercek ¢oziimii elde
edilmistir.

e Iki boyutlu lineer diferansiyel denklem icin yazilmis Cauchy probleminin siireksiz
fonksiyonlar sinifinda gercek ¢6ziimiiniin ele alinmasi icin bir yontem Onerilmistir. Bunun
icin birkag avantajlara sahip yardimci problem onerilmistir. Onerilmis yardimci problem
iizerinde efektif ve ekonomik sonlu farklar yontemi de onerilmistir.
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