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1. GIRIS

1. GIRIS

1.1 Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon Denklemi

Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon (KDR) siireci, bir¢cok fiziksel, kimyasal ve
miithendislik probleminin temelini olusturan karmasik bir siire¢ olarak tanimlanmaktadir.
Bu siireg, ortam igerisindeki bir niceligin (6rnegin sicaklik, madde yogunlugu, kimyasal
konsantrasyon vb.) zamanla ve uzayda taginimi, yayilmasi ve yerel degisimini birlikte
modellemek amaciyla gelistirilmis kismi diferansiyel denklemler ile ifade edilmektedir

(Ince 2001).

KDR yapisi, ii¢ temel fiziksel bilesenin etkilesimini igcermektedir. Bunlardan ilki
olan difiizyon (yayilma), bir maddenin yiiksek konsantrasyonlu bolgeden diisiik
konsantrasyonlu bolgeye dogru rastgele molekiiler hareketler yoluyla yayilmasi siirecidir.
Bu mekanizma, maddelerin homojen bir sekilde dagilmasina ve olasi reaksiyon siirecleri
icin uygun ortamin olugmasina katkida bulunur. Difiizyon hizi, ortamin sicakligi ve
maddenin fiziksel dzelliklerine baghdir (Ince 2001). Bu duruma drnek olarak, bir gazin
(6rnegin amonyak ve klor) kapali bir odada zamanla tiim ortama yayilmas1 veya ugucu
bir stvinin buharinin ortam havasina karismast verilebilir. Ikinci bilesen olan konveksiyon
(tasinim), bir akiskan igerisindeki veya akigskanla temas eden kat1 yiizey arasindaki kiitle
veya 1s1 taginimi stirecini ifade eder. Akiskan igerisindeki akimlar vasitasiyla gergeklesen
bu tasimim, genellikle sicaklik gradyanlar1 veya yogunluk farklarmin etkisiyle ortaya
cikar (Sanver 1983). Isinan akiskanin yogunlugunun azalmasi ve ylikselmesi, soguyan
akiskanin ise yogunlasarak asagiya hareket etmesi bu siirecin temelini olusturur. Bu
mekanizma, 1s1 ve madde transferinin mekansal dagilimini belirleyen 6nemli bir etkendir.
Ugiincii bilesen olan reaksiyon ise, konveksiyon ve difiizyon siirelerine siklikla eklenen
ve modeldeki biiyilikliigiin (6rnegin kimyasal konsantrasyon veya sicaklik) zamanla yerel
olarak tiretilmesini ya da tiikketilmesini temsil eden bir terimdir. Matematiksel olarak bu
etki, genellikle ou seklinde ifade edilir ve burada o reaksiyon katsayisidir (Tsega et al.
2024). Pozitif o degerleri iiretim siireglerini, negatif degerler ise tiikketim veya bozunma

siireglerini modellemektedir.



1. GIRIS

Bu ti¢lii mekanizma, 6zellikle akiskanlar dinamigi, 1s1 ve kiitle transferi, kimyasal
reaktor mithendisligi, cevresel modelleme ve biyomedikal uygulamalar gibi bir¢ok farkli
disiplinde kritik neme sahiptir. Ornegin iyon tasinimi, yakit hiicrelerinde reaktif akislar
(Asinari et al. 2007), gozenekli ortamlarda yiizey reaksiyonlari ve atmosferik kirlilik

yayilimi gibi uygulamalarda bu yap1 yaygin olarak kullanilmaktadir.

Konveksiyon-Difilizyon-reaksiyon siiregleri, asagidaki genel kismi diferansiyel

denklem (KDR denklemi) ile matematiksel olarak ifade edilir:

ou
T + V(kU) = DV2 + R(U, x, t) (1.1)
U=U(xt) : Tasman tiiriin konsantrasyonunu
k :  Akiskanin hiz vektoriini (konveksiyon etkisi)
D :  Sistemin difiizyon katsayisi
R(U, x,t) . Ilgili tiiriin reaksiyon terimini (iiretim veya tiiketim)
\Y : Dagilma (diverjans) operatori
& : Laplace operatoru (diftizyon)

KDR denklemlerinin matematiksel ¢oziimiine yonelik caligmalar, matematiksel
fizik ve uygulamali matematik alanlarindaki ilerlemelerle birlikte gelismis ve modern
niimerik yontemlerin yani sira fizik bilgisi ile zenginlestirilmis makine 6grenmesi tabanl

yontemlerin de bu alanda kullanimina zemin hazirlamistir.

1.2 Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon Denkleminin Tarihsel Gelisimi

Konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi, tasinim ve yayimmim siire¢lerinin
birlikte etkili oldugu fiziksel olaylar1 tanimlayan temel bir kismi diferansiyel denklemdir.
Bu denklem, akigkanlar mekanigi basta olmak iizere birgok bilimsel disiplinde yaygin
olarak kullanilmaktadir. Tarihsel gelisimi incelendiginde, konvektif ve difiizif siireglerin

once ayr1 ayr1, ardindan birlikte ele alindig1 goriilmektedir.



1. GIRIS

Maddelerin yayilma siirecine yonelik ilk sistematik yaklasim, Joseph Fourier’in
1822 yilinda yayimladig: Isinin Analitik Teorisi adl1 eserinde sunulmustur. Fourier, bu
caligmasinda kat1 cisimlerdeki sicaklik dagiliminin zaman bagimli degisimini tanimlayan
11 iletim denklemini tiiretmis ve 1s1 yayinimini matematiksel bir ¢ercevede ifade etmistir

(Fourier 1822).

Adolf Fick, 1855 yilinda konsantrasyon gradyanina bagli madde tasimimini
aciklayan yasalarim1 yayimlayarak kiitle difiizyonunu kuramsal temellere oturtmustur
(Fick 1855). Bu yasalar giiniimiizde Fick Yasalar1 olarak bilinmekte ve difiizyonun

fiziksel sistemlerde matematiksel modellenmesine zemin hazirlamaktadir.

Konveksiyon siiregleri ise Claude-Louis Navier (1823) ve George Stokes’un
(1845) calismalariyla akiskanlar mekaniginde ayrintili olarak incelenmistir. Bu
calismalar sonucunda ortaya ¢ikan ve giiniimiizde Navier-Stokes Denklemleri olarak
bilinen denklemler, akigkanlarin hareketini konvektif ve viskoz etkilerle tanimlar (Navier
1823; Stokes 1845). Boylece, 19. yiizyilin ortalarinda konveksiyon ve difiizyon

stireclerinin biitlinciil olarak incelenebilecegi bir matematiksel yap1 olusturulmustur.

20. ylizyilin baglarinda Albert Einstein’in Brown hareketini inceleyerek difiizyon
stirecini istatistiksel mekanikle iligkilendirmesi, mikroskobik diizeyde temel bir anlay1s
saglamistir (Einstein, 1905). Bu temel iizerine Adriaan Fokker (1914) ve Max Planck
(1917), stokastik stiregleri konveksiyon ve difiizyon terimleriyle agiklayan Fokker-Planck
denklemini gelistirmistir (Fokker 1914; Planck 1917).

Denklemin daha basit ve ¢oziilebilir bir yapiya doniistiiriilmesi amaciyla Johannes
M. Burgers, 1940’11 yillarda tiirbiilansh akislar1 modellemek i¢in Burgers Denklemi’ni
gelistirmistir (Burgers 1948). Bu denklemin analitik ¢6ziimiinii kolaylagtirmak amaciyla
Eberhard Hopf (1950) ve Julian Cole (1951) tarafindan bagimsiz olarak gelistirilen Hopf-
Cole doniistimii, diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde dnemli bir yontem olarak kabul

edilmistir (Hopf 1950; Cole 1951).

Sayisal ¢oziim yontemleri de 20. ylizyilin ikinci yarisinda hiz kazanmistir. John

Crank ve Phyllis Nicolson tarafindan 1947 yilinda gelistirilen Crank-Nicolson yontemi,
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zaman bagimli diflizyon problemlerinin ¢dziimiinde yaygin olarak benimsenmistir
(Crank ve Nicolson 1947). Konveksiyonun baskin oldugu rejimlerde ortaya ¢ikan
nliimerik salinimlar1 6nlemek amaciyla Sergei Godunov’un (1959) 6nerdigi sema ve Ami
Harten’in (1983) gelistirdigi Toplam Varyasyon Azaltic1 (TVA) yontemleri, kararh
¢oziimler elde etmeye olanak saglamistir (Godunov 1959; Harten 1983).

Reaksiyon-difiizyon sistemlerine yonelik ilk kuramsal c¢alismalar 20. yiizyilin
baslarinda ortaya ¢ikmistir. Ronald A. Fisher, 1937 yilinda yayimladigi calismasinda,
popiilasyon genetigini modellemek amaciyla dogrusal olmayan bir reaksiyon terimi ile
birlikte diflizyon igeren diferansiyel denklemi tanimlamistir. Bu denklem, gilinlimiizde
Fisher-KPP denklemi olarak bilinmekte ve bir¢cok biyolojik ve kimyasal siirecin

modellenmesinde temel alinmaktadir (Fisher 1937).

Sonlu elemanlar ve sonlu farklar yontemleri iizerine ¢aligmalar, konveksiyon-
difiizyon denkleminin ¢éztiimiinde 6nemli bir yer tutmaktadir. Topcu ve Irk (2018), septik
B-spline Galerkin yontemi ile konveksiyon-difiizyon problemlerini ele almis ve yliksek
dogrulukta sonuglar elde etmistir. Cift¢i (2012), degisken difiizyon katsayili problemler
i¢in sonlu elemanlar yéntemini uygulamis ve yontemin etkinligini gdstermistir. Unal ve
Akkas (2022), kiibit-TVD yontemi ile konveksiyon agirlikli problemleri yiiksek
dogrulukla ¢ozmiis ve yapay salinimlar1 6nemli 6lciide azaltmistir. Alanbay (2004) ise
Richardson ekstrapolasyon teknigi kullanarak ytliksek mertebeli sonlu fark yontemleri

gelistirmistir.

Son yillarda yapay zeka ve makine 6grenimi alanlarindaki ilerlemelerle birlikte
Fizik Bilgili Sinir Ag1 (FBSA) gibi yontemler gelistirilmistir. Bu yontemler, denklemlerin
cozlimlerini fiziksel ve veriye dayali bigimde dgrenerek, ozellikle karmasik geometriye

sahip sistemlerde alternatif ¢6ziim stratejileri sunmaktadir (Raissi et al. 2019).

1.3 Fizik Bilgili Sinir Aglar

Son yillarda fizik tabanli problemlerin ¢dziimiinde yapay zekd ve makine
ogrenmesi (MO) yontemlerinin kullanim1 énemli bir arastirma alan1 haline gelmistir.

Ancak geleneksel MO algoritmalari, biiyiik dlgiide veri odakli calistiklart icin, ¢dziimiin
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fiziksel yasalarla uyumlu olmasini garanti edemezler (Karniadakis et al. 2021). Bu
boslugu doldurmak amaciyla gelistirilen Fizik Bilgili Sinir Ag1 (FBSA), Ingilizce
literatiirde Physics-Informed Neural Networks (PINNs) adiyla bilinmekte ve fiziksel
bilginin dogrudan 6grenme siirecine entegre edilmesini hedeflemektedir (Raissi et al.

2019).

FBSA yonteminde sinir ag1 sadece gozlemsel verileri degil, ayn1 zamanda
probleme 6zgii KDD olusturdugu fiziksel kisitlamalar1 da 6grenir. Bu, agin egitim
siirecinde kullanilan kayip fonksiyonuna diferansiyel denklem kalintilarinin dogrudan
eklenmesi ile saglanir. Boylece ag hem veri hem de fizik kurallarina uygun bir ¢6ziim

liretmeye zorlanir.

Bu yontemin tercih edilmesinin temel nedenleri su sekilde 6zetlenebilir:

e Ag Geometrisi ve Boyut Bagimsizligi: FBSA yontemleri, klasik niimerik yontemlerin
(sonlu farklar, sonlu elemanlar, sonlu hacimler gibi) gerektirdigi 1zgara (grid)
yapilaria ihtiya¢ duymaz. Bu da karmasik geometrilere ve yiiksek boyutlu
problemlere dogrudan uygulanabilmelerini saglar (Raissi et al. 2019; Schoder et al.
2024).

e Veri Azligina Dayaniklilik: Gergek hayatta birgok fiziksel sistem i¢in yiiksek kaliteli
ve yogun veri elde etmek zordur. FBSA yontemleri, az sayida veri noktasi ile de etkili
sekilde calisabilir ¢iinkii fiziksel yasalar dogrudan modele entegre edilmistir.

e Fiziksel Tutarlilik: Cozlimiin fiziksel sistemin yasalar1 ile uyumlu olmasi, modelin
genelleme kabiliyetini ve giivenilirligini artirir (Karniadakis et al. 2021).

e KDD Coziimlerine Uygunluk: KDD igeren miihendislik ve fizik problemlerinde
FBSA yontemleri, KDD’nin her noktasinda kalintiyyr minimize ederek stirekli bir
¢coziim tretir. Bu ozellik, 6zellikle yiiksek boyutlu ve zaman bagimli KDD’ler i¢in
bliyiik avantaj saglar.

e Diger yontemlerden farki: Geleneksel yontemler tipik olarak ayar gerektiren ag
yapilarina bagimliyken, FBSA yontemleri agsiz ¢alisir ve ¢oziimii dogrudan stirekli
bir fonksiyon seklinde iiretir. Ayrica FBSA yontemleri, klasik yontemlere gore yiiksek
frekansli bilesenleri daha iyi modelleyebilme potansiyeline sahiptir (Jagtap et al.

2020).
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"Fizik bilgili" terimi, bu yontemde fiziksel kisitlamalarin dogrudan 6grenme
siirecine katilmasindan kaynaklanmaktadir. Geleneksel MO algoritmalarinin aksine,
FBSA modelleri yalnizca istatistiksel iliskileri degil, ayn1 zamanda fizik yasalarini da

Ogrenir ve bu yasalari ihlal etmeyen ¢oziimler iiretmeye ¢alisir.

Ozellikle bu galismada ele alinan dogrusal olmayan (non-linear) konveksiyon-
difiizyon denklemleri gibi karmagik KDD’ler i¢in FBSA yontemleri alternatif bir ¢6ziim
stratejisi sunmaktadir. Karmasik sinir kosullar1 ve yiiksek boyutlu ¢6ziim alanlarinda,
klasik yontemlerle karsilastirildiginda daha esnek, oOl¢eklenebilir ve genellestirilebilir

cozlimler tiretme potansiyeline sahiptir.

1.4 Klasik ve Modern Yaklasimlar: Makine Ogrenmesinden Fizik Bilgili Sinir Ag1

Yontemine Evrim

Makine 6grenmesi kavrami, yapay zeka alanindaki gelismelerle birlikte 1950’11
yillardan itibaren bilimsel tartismalarda yer bulmaya baslamistir (Russell et al. 2010). Bu
donemde bilgisayarlarin 6grenme yetenegi biiyiik 6l¢lide kavramsal diizeyde ele alinmus;
uygulama olarak ise daha ¢ok oyun oynama ve basit problem ¢dzme gibi gorevlerde sinirli
denemeler yapilmistir (Samuel 1959). Bu 6ncii ¢aligmalar, makine 6grenmesinin temel
ilkelerini ortaya koyarken ayn1 zamanda hesaplama giicii ve veri erisiminin siirliliklar

nedeniyle uygulama alanlarinin da oldukg¢a dar kalmasina yol agmustir.

1980’1 ve 1990’11 yillarda, 6zellikle istatistiksel yontemlerin ve temel denetimli
ogrenme algoritmalarinin gelisimi ile makine 6grenmesi 6nemli bir ilerleme kaydetmistir.
Ancak bu donemin algoritmalari, biiyiikk veri kiimelerine ve yiiksek hesaplama

kapasitelerine duyulan ihtiya¢ nedeniyle belirli sinirlarin 6tesine gecememistir.

Bu tablo, 2000’li yillarin sonlarina dogru degigsmeye baslamigtir. Derin 6grenme
(deep learning) tekniklerinin gelistirilmesi ve paralel hesaplama olanaklarinin
yayginlagsmasi sayesinde makine 6grenmesi yeni bir ivme kazanmistir (Krizhevsky et al.
2012). Ozellikle derin sinir aglarinin goriintii isleme ve dogal dil isleme gibi karmasik
problemlerdeki basarisi, bu yontemlerin ¢ok daha genis bir uygulama yelpazesinde

kullanilmasinin 6niinii agmastir.
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Bu siirecte dikkat cekici bir gelisme de makine dgrenmesinin geleneksel veri
odakli uygulamalardan ¢ikarak fizik tabanli problemlere yonelmesidir. Sayisal bilimler
ve miihendislik alanlarinda, o6zellikle kismi diferansiyel denklemler gibi karmasik
matematiksel yapilarin ¢éziimiinde makine 6grenmesinin sundugu esneklik 6nemli bir
avantaj saglamaya baglamistir (Brunton et al. 2020). Ancak klasik makine 6grenmesi
yontemleri dogrudan veri 6grenmeye dayandigindan, fiziksel yasalarin veya sistem
kisitlarinin dogrudan modele entegre edilmesi her zaman miimkiin olamamistir. Bu
durum, fiziksel tutarlili§i garanti eden ¢ozlimler iiretme konusunda sinirlamalara yol

acmustir (Karniadakis et al. 2021).

Tam da bu boslugu doldurmak iizere fizik tabanli makine 6grenmesi (physics-
based machine learning) yaklasimlar1 gelistirilmistir. Bu g¢ercevede ortaya ¢ikan en
onemli yontemlerden biri Physics-Informed Neural Networks (PINNs) olmustur (Raissi
et al. 2019). FBSA yaklasimi, fiziksel bilgiyi dogrudan 6grenme siirecine entegre ederek,

sinir aglarinin sadece verilere degil ayn1 zamanda fiziksel modellere de uymasini saglar.

FBSA fikrinin temelleri aslinda 1990’11 yillara kadar uzanmaktadir. Dissanayake
ve Phan-Thien (1994), konveksiyon-difiizyon tiiri KDD ¢6ziimleri igin sinir aglarini
kullandiklart 6ncii ¢aligmalart ile bu yaklasimin ilk uygulamalarindan birini
gerceklestirmistir. Bunu takip eden Lagaris ve ¢alisma arkadaslar1 (Lagaris et al.1998),
baslangi¢ ve sinir deger problemlerine sinir aglarinin uygulanmasini daha sistematik bir
bi¢cimde ele almis ve kalint1 terimlerin kayip fonksiyonuna dogrudan entegre edilmesini
onermistir. Ancak donemin sinirli ag§ mimarileri ve optimizasyon teknikleri bu fikirlerin

yayginlagmasini engellemistir.

Asil atilim ise modern derin &grenme tekniklerinin olgunlasmasiyla birlikte
yasanmigtir. Raissi ve g¢alisma arkadaslarinin (Raissi et al. 2019) PINN yontemini
sistematik bir ¢erceve iginde tanimladig1 ¢aligmasi, bu alanda 6nemli bir doniim noktasi
olmustur. Bu yontem sayesinde sinir aglari, yalnizca gozlem verilerine degil ayni
zamanda fiziksel sistemlerin diferansiyel denklemleri tarafindan tanimlanan kisitlamalara
da uymaya zorlanmaktadir. Boylece hem veri tutarliligt hem de fiziksel tutarlilik

acisindan daha giivenilir ¢oziimler elde edilmektedir.
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FBSA yonteminin ortaya ¢ikisi, beraberinde ¢esitli genigletilmis yaklagimlart da
getirmistir. Jagtap ve calisma arkadaslart (Jagtap et al. 2020), adaptif aktivasyon
fonksiyonlarinin egitim performansini artirabilecegini gostermistir. Krishnapriyan ve
arkadaslar1 (Krishnapriyan et al. 2021) ise FBSA'larin zorlu problemlerde karsilastigi
basarisizlik modlarin1 analiz etmis ve egitim siirecine daha dengeli teknikler (6rnegin

curriculum learning) kazandirilabilecegini ortaya koymustur.

FBSA uygulama alanlar1 da zaman i¢inde oldukga genislemistir. Guan ve Elman
(2024), konveksiyon-difiizyon denklemlerinin ¢6ziimiinde FBSA yapilarinin
dogrulugunu artirmak i¢in girdi doniisiimii (input transformation) tekniklerini 6nermistir.
Ozdemir (2025), FBSA yéntemlerinin manyetohidrodinamik (MHD) problemlerinde

klasik yontemlere gore daha verimli ¢ézlimler sunabilecegini gostermistir.

Ayrica, FBSA mimarisi tlizerinde alan aynstirma yaklagimi (domain
decomposition) yaklagimiyla gelistirilen XPINN ve cPINN gibi yapilar, biiyiik olgekli
problemlerin daha verimli ¢6zlilmesine olanak tanimaktadir. Fourier tabanli girislerle
calisan F-PINN mimarileri, periyodik ve yiiksek frekanshi ¢oziimler i¢in daha etkili
performans gostermektedir. Bunun yani sira, belirsizlik modellemesi i¢in Bayesian PINN

yaklasimlar1 da aktif arastirma konular1 arasindadir.

Son donemde FBSA yontemleri klasik sayisal yontemlerle de hibrit bigimde
entegre edilmektedir. Stabilize edilmis sonlu elemanlar yontemleri (Baysal 2012) ya da
sinir elemanlar yontemi (Fendoglu 2020) ile olusturulan hibrit FBSA yapilari, 6zellikle
konveksiyon baskin problemlerde ¢6ziim kararliliini artirmaktadir. Yiksek boyutlu
Helmholtz denklemleri gibi karmasik problemlerde de PINN yaklagimlarinin basarili
cozlimler tiretebildigi gosterilmistir (Schoder et al. 2024).

Bugiin itibartyla PINN ve tiirev yontemleri; akiskanlar mekanigi, plazma fizigi,
malzeme bilimi, biyomedikal miihendislik ve kuantum fizigi gibi ¢ok ¢esitli alanlarda
kullanilmaktadir. Gelisen optimizasyon algoritmalar1 (6rnegin Adam (Kingma ve Ba
2014), L-BFGS (Liu ve Nocedal 1989)) ve daha derin ag mimarileri sayesinde bu

yontemlerin performansi da siirekli olarak artmaktadir.
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PINN yaklagimlari, klasik sayisal yontemlerin sinirlarini agma potansiyeline sahip
olmakla birlikte, veri odakli ve fizik bilgili modelleme arasinda giiglii bir koprii kurarak,
Ozellikle hibrit modelleme ihtiyaglar1 i¢in Oniimiizdeki donemin en Snemli arastirma

araclarindan biri haline gelmektedir.
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Konveksiyon-diflizyon-reaksiyon denklemlerinin zaman bagimli ve degisken
katsayili tlirlerinin niimerik ¢oziimiine yonelik literatiirde pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir.
Bu caligmalar hem klasik sayisal yontemlerle hem de yeni nesil yapay zeka destekli
tekniklerle gerceklestirilmistir. Ozellikle sonlu farklar ve sonlu elemanlar gibi geleneksel
yontemler, bu tiir problemlerin ¢éziimiinde uzun yillardir basariyla kullanilmaktadir.
Ornegin, Adigiizel (2024) tarafindan yapilan ¢alismada, iki boyutlu zaman bagimli ve
soniimlemeli konvektif katsayili dalga tiiri konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemi,
zamansal olarak Crank-Nicolson semasi ile, uzaysal olarak ise sonlu elemanlar
yontemiyle ¢oziilmiistiir. Bu ¢oziim sirasinda hareketli alanlarda ortaya c¢ikan sayisal

salinimlarin kontroliine 6zel 6nem verilmistir.

Benzer sekilde, Baysal (2012), Sendur (2012) ve Yilmaz (2016) tarafindan
gercgeklestirilen tezlerde, diisiik difiizyon katsayili problemler i¢in stabilize sonlu eleman
yontemlerinin  gelistirilmesi ve degerlendirilmesi amacglanmistir. Bu ¢alismalarda
ozellikle SUPG (Streamline-Upwind Petrov-Galerkin), RFB (Residual-Free Bubbles) ve
MS (Multiscale Stabilization) gibi uzay ayriklastirma teknikleri kullanilmig, zaman
entegrasyonu icin ise genellestirilmis Euler ve Crank-Nicolson yoOntemlerine yer
verilmistir. Stabilizasyonun sagladigi avantajlar sayesinde yiiksek Péclet sayilarinda dahi
kararl1 ¢coziimler elde edilebilmistir. Topcu ve Irk (2018) ise sabit katsayili bir boyutlu
adveksiyon-difiizyon denkleminin ¢oziimiinde Sextic B-spline Galerkin yontemini

Oonermis ve zaman entegrasyonunda Crank-Nicolson ile yliksek dogruluk saglamistir.

Dogrusal olmayan adveksiyon-difiizyon problemlerinde ise dogrusallastirma
yontemleri 6ne ¢ikmaktadir. Sakai ve Kimura (2005), Cole-Hopf doniistimiinii kullanarak
dogrusal olmayan iki boyutlu adveksiyon-difiizyon denklemini dogrusal (linear) hale
getirmis ve ardindan spektral yontemlerle ¢oziim gerceklestirmistir. Bu yontemle elde
edilen sayisal algoritma, toplam varyasyon azaltict 6zelligi sayesinde salinimlari
basariyla bastirmistir. Benzer bir yaklasim fractional tiirevli problemlerde de
goriilmektedir. Kurt, Cenesiz ve Tagbozan (2016) tarafindan yapilan ¢alismada, fractional

Burgers denklemine yine Cole-Hopf donilisiimii uygulanarak Fourier doniisiimii
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aracilifiyla kapali formda ¢oziim elde edilmistir. Bu yaklasim, conformable fractional

tiirev taniminin uygulanabilirligini de gostermistir.

Karmagik yapili hiperbolik sistemler i¢in yiiksek ¢oziiniirliikli semalarin
gelistirilmesi de literatiirde genis yer bulmustur. Harten (1983) tarafindan 6nerilen yiiksek
¢ozlintirliikli sonlu fark semalari, toplam varyasyon azaltic1 (TVD) 6zellikleri sayesinde
ozellikle hiperbolik korunum yasalarinin zayif ¢oziimleri i¢in olduk¢a uygundur. Bu
semalar, entropi kosullar1 ile uyumlu bir yapidadir ve sayisal salinimlarin engellenmesi
acisindan oldukca etkilidir. Bu yaklasim, zaman bagimh dalga propagasyonu

problemlerinde basariyla uygulanmistir.

Son yillarda fiziksel bilgiyle biitiinlestirilmis yapay zeka tabanli yontemler
(PINN- Physics-Informed Neural Networks) kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
giderek daha fazla kullanilmaktadir. Raissi, Perdikaris ve Karniadakis (2019), PINN
yontemi ile sinirli veriyle spatio-temporal ¢oziimler iiretmis ve bu yontemin Burgers,
Schrodinger ve Navier-Stokes gibi denklemler iizerinde oldukg¢a basarili oldugunu
gostermistir. Daha sonra Jagtap, Kawaguchi ve Karniadakis (2020), bu mimariyi
gelistirerek adaptif aktivasyon fonksiyonlar ile 6zellikle yiiksek gradyanl bolgelerde
daha hizli yakinsama saglamistir. PINN tabanli yontemlerin dogruluk ve kararhilik
acisindan gelistirilmesine yonelik olarak Frerichs-Mihov, Henning ve John (2024)
tarafindan crosswind loss ve limited residual loss gibi yeni kayip fonksiyonlar1 6nerilmis
ve biiyiik Péclet sayili konveksiyon-baskin problemlerde yliksek performans elde

edilmistir.

PINN mimarisinin daha esnek ve bolgesel hale getirilmesi adina cPINN
(Conservative PINN) ve FBPINN (Finite Basis PINN) gibi yeni yontemler de
Onerilmistir. Jagtap, Kharazmi ve Karniadakis (2020) tarafindan gelistirilen cPINN
yontemi, ¢oziim alanini alt bolgelere ayirarak her bolgeye PINN uygulamakta ve aki
siirekliligi ile yiiksek gradyanli bolgelerde hata azaltimi saglamaktadir. Ote yandan,
Moseley, Markham ve Nissen-Meyer (2021) tarafindan onerilen FBPINN yaklasimi,
klasik PINN'lere kiyasla ¢ok 6lg¢ekli problemler i¢in daha uygun bir yapida olup, temel
fonksiyonlar yardimiyla diisiik hesap ytikii ve yiiksek dogruluk sunmaktadir. Yapay sinir

ag1 tabanh diger yaklagimlar da literatiirde mevcuttur. Gor (2020), ileri beslemeli sinir
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aglart ile diferansiyel denklemlerin ¢Oziimiinii amaglamis ve g¢esitli optimizasyon
algoritmalarini egitim siirecinde kullanarak klasik yontemlerle karsilastirmali basar1 elde
etmistir. Bu alandaki 6ncii ¢alismalardan biri olan Lagaris, Likas ve Fotiadis (1998) ise
sinir ve baslangic kosullarini saglamak tizere tasarlanmus iki terimli bir ¢6ziim fonksiyonu
kullanarak sinir ag1 yaklasiminin adi diferansiyel denklem (ADD) ve KDD problemlerine

uygulanabilirligini géstermistir.

Sonug olarak, konveksiyon-difiizyon-reaksiyon tiirii diferansiyel denklemlerin
¢Oziimiine yonelik olarak klasik niimerik yontemler, dogrusallagtirma teknikleri ve
modern yapay zeka destekli modeller arasinda cesitli yaklagimlar gelistirilmistir. Bu
caligmalar hem teorik hem uygulamali yonleriyle bu tiir problemlerin ¢éztimiine katki
saglamis ve giincel tezlerde temel dayanak noktasi héline gelmistir. Tez ¢calismamda da
bu yontemlerin avantajlarindan faydalanilarak hem kararli hem de fiziksel gerceklikle

uyumlu ¢oziimler elde etmeye odaklanilmistir.

Tablo 2.1. Literatiirde kullanilan yontemlerin 6zeti.

Yazar (Y1) Problem Tiirii Yontemler Zaman  Uygulama/K Notlar
Yontemi onu
Adigiizel 2D ADR, zaman FEM + Crank- Salimim FORTRAN
(2024) bagimli, Sonlu Nicolson  kontrolii ile
sontimlemeli Farklar uygulanmis
Baysal Dogrusal/Dogru  SUPG, Genellesti  Operator Stabilizasyon
(2012) sal olmayan RFB, MS rilmis ayirma detayl
tasima Euler stratejisi incelenmis
Sendur Konveksiyon- Stabilize Crank- 1D-2D Bubble
(2012) difiizyon FEM Nicolson  uygulamalar  fonksiyonlar
(SUPG, kullanilmig
RFB)
Yilmaz Zaman bagimli  SDFEM 0- Hata & dalga  Yiiksek Peclet
(2016) konveksiyon- yontemler analizi icin test
difiizyon i, CN edilmig
Topcu & Irk 1D sabit B-spline Crank- Hata normlar1  Yiiksek
(2018) katsayil Galerkin Nicolson ile analiz dogruluk
adveksiyon- + yiiksek gosterilmis
difiizyon
Sakai & Dogrusal Cole-Hopf - Burgers & TVD ozelligi
Kimura olmayan + Spektral Sok dalgasi vurgulanmis
(2005) adveksiyon-
diftizyon
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Yazar (YII) Problem Yontemler Zaman Uygulama/ Notlar

Tiirii Yontemi Konu
Kurt et al. Fractional = Cole-Hopf + - Fractional Conformable
(2016) Burgers Fourier ¢Oziim tiirev

kullanilmig
Harten Hiperbolik  Yiiksek ¢6z. - TVD Entropi uyumlu
(1983) sistemler sonlu farklar semalar
Raissi et al.  Cesitli PINN Stirekli &  Burgers, Az veri ile
(2019) KDD’ler ayrik Schrédinger  ¢6ziim
zaman , VS.

Jagtap et al.  Yiiksek PINN + - Klein- Yakinsama
(2020a) gradyanl Adaptif Gordon, iyilestirilmis

KDD’ler aktivasyon Helmbholtz
Frerichs- Konveksiy ~ PINN + Ozel - Biiyiik Crosswind/limit
Mihov et al.  on-baskin  kayiplar Peclet ed loss Onerisi
(2024) KDD’ler
Jagtap et al. Korunum cPINN - Burgers, Alan bolmeli
(2020b) yasalar1 Euler PINN
Moseley et Cok olcekli FBPINN - Genis Diistik maliyetli
al. (2021) KDD’ler alanlarda ¢cozim

¢Ozum

Gor (2020) ODE FFNN + - Baslangic-  Esneklik

coziimleri ~ PSO/GSA/AB siir degerli  gosterilmis

C/ACO ODE
Lagaris et ODE/KDD  FFNN + iki - Poisson, vs.  Sinir kosulu
al. (1998) terimli ¢6ziim saglanmis
yapay ag

Tsega (2024) 2D ADR CN + Newton Crank- Kirlilik MATLAB ile

(dogrusal + Gauss-Seidel ~ Nicolson  taginimi uygulanmis

olmayan,

degisken

katsayil1)
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde, kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde yapay sinir aglar
(YSA) temelli yaklasimlarin fiziksel yasalarla biitiinlesmis hali olan FBSA yontemi
ayrintili olarak tanitilmaktadir. Ozellikle dogrusal olmayan konveksiyon-difiizyon
denklemlerinin FBSA ile modellenme siireci, kullanilan hiper parametre se¢imleri ve

yontemin sagladig1 avantajlar literatiir destegi ile agiklanmistir.

3.1 Fizik Bilgili Sinir A& Yapis1 ve Zaman Bagimsiz Kismi Diferansiyel

Denklemlere Uygulamasi

Yapay sinir aglari, biyolojik sinir sistemlerinden esinlenilerek gelistirilmis ¢ok
katmanli, parametrik ve yiiksek genelleme kapasitesine sahip 6grenme modelleridir. Bu
modeller, giris verileri ile hedef c¢iktilar arasindaki karmasik iligkileri O6grenerek,
dogrudan modellenmesi zor problemler icin etkili alternatifler sunmaktadir (Goodfellow

et al. 2016).

Son yillarda, kismi diferansiyel denklem ¢oziimlerinde yapay sinir aglarinin
kullanimina yénelik ilgi artmistir. Ozellikle fiziksel yasalarin ag egitimine dogrudan dahil
edildigi FBSA yontemi, yiiksek boyutlu problemlerde ve karmasik geometrilere sahip
sistemlerde geleneksel sayisal yontemlere gore belirgin avantajlar sunmaktadir (Raissi et

al. 2019).

FBSA yonteminde temel fikir, asagidaki genel formdaki KDD sisteminin yaklasik
¢Ozimiinii sinir ag1 ile 6grenmektir:

{N[u(x)] =f(x), x€en (3.1)

ulx) = g), x € aN

Bu genel ifadede u(x) ¢oziim fonksiyonunu N diferansiyel operatorii altinda
verilen kaynak fonksiyon f(x) ile uyum saglamasi gerektigini ve ayni zamanda sinir
kosullarini g (x) ile tanimlandigini1 gostermektedir. FBSA yontemi, bu kosullari saglamak

tizere i(x) tahminini tiretecek bir sinir ag1 egitir.
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FBSA mimarisi, ileri beslemeli bir sinir ag1 olarak modellenmektedir. Agin

katmanlar1 arasinda asagidaki hesaplamalar su sekilde gergeklestirilir:

zk = g(W® =D 4 p®) | =1,2,3,..., L (3.2)

Bu ifadede, o aktivasyon fonksiyonunu, W agirlik matrislerini ve b bias
terimlerini temsil eder; 8 = (W, b ) seklinde ifade edilir. FBSA i¢in literatiirde yaygin
bicimde tercih edilen hiperbolik tanjant (tanh) aktivasyon fonksiyonu kullanilmistir.
Yapilan ¢aligmalar, tanh’nin siirekli ve tiirevlenebilir olmasi1 nedeniyle kismi diferansiyel
denklem ¢o6ziimlerinde yiiksek performans gosterdigini ortaya koymaktadir (Raissi et al.

2019; Jagtap et al. 2020).

Egitim siirecinde kullanilan veri noktalar1, herhangi bir harici ya da hazir veri
setine dayanmamakta; dogrudan diferansiyel denklemler ve smir kosullari iizerinden
olusturulmaktadir. Bu kapsamda, ¢6ziim bdlgesinde yer alan i¢ noktalar (collocation
points) olarak adlandirilmakta ve uniform rastgele 6rnekleme (uniform random sampling)
yontemiyle se¢ilmektedir. Smur yiizeylerindeki noktalar ise her bir ylizey icin diizenli
yapilandirilmis 1zgara (uniform structured grid) yontemiyle iiretilmistir. Boylece ag,
yalnizca fizik tabanli bilgiye dayali olarak ¢6ziim 6grenmekte ve herhangi bir veri setine

bagimli olmamaktadir.

Giris verileri, her bir degisken i¢in belirlenen alt sinir (X,y;,,) ve tist sinir (Xy,q5)

kullanilarak:

X = Xmin

=
Il

NS}
|

—_

(3.3)

Xmax — Xmin

Denklem (3.3) ile [-1, 1] araliginda 6lgeklendirilmistir. Bu normalizasyon iglemi,
egitim sirasinda aktivasyon fonksiyonlarinin daha kararl ¢alismasini ve agin daha hizl

Ogrenmesini saglar (Raissi et al. 2019).

FBSA egitim siireci, literatiirde Onerilen iki agamali optimizasyon stratejisi ile

gerceklestirilmistir. ik asamada, Adam optimizasyon algoritmas: (Kingma ve Ba 2014)

15



3. MATERYAL ve YONTEM

kullanilarak hizli ve kararli bir 6n optimizasyon yapilmakta; ikinci asamada ise L-BFGS
algoritmast (Liu ve Nocedal 1989) kullanilarak kayip fonksiyonunun daha diisiik
degerlerine ulasilmasi1 hedeflenmektedir. Bu stratejinin, egitim siirecinde yakinsama

hizin1 ve ¢6ziim dogrulugunu artirdig1 bilinmektedir (Raissi et al. 2019).

Egitim sirasinda diferansiyel denklem kalintis1 ve siir kosullari ile uyum

saglamak amaciyla toplam kayip fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
L(0) = Lppg(8) + Lpc(6) (3.4)

Tanimlanan toplam kayip fonksiyonunda Lppg(0) ve Lpc(0) terimleri, sirasiyla
¢Oziim bolgesindeki i¢ noktalar ve sinir kosulu noktalari tizerinde hesaplanmaktadir. Bu
noktalar, literatiirde i¢ nokta (collocation point) olarak adlandirilir ve bu ¢alismada da
¢Oziim bdlgesine ve smir yiizeylerine rastgele ve es dagilimli sekilde secilmektedir

(Raissi et al. 2019).

Kullanilan i¢ ve sinir noktalar1 sayilar1 N; ve Npc olarak ifade edilmekte ve ilgili
kayip terimlerinde asagidaki sekilde kullanilmaktadir. FBSA egitimi sirasinda, KDD
yapisina iligkin kalint1 hatasi, ¢6ziim bolgesindeki Nt adet i¢ nokta lizerinden asagidaki

sekilde minimize edilmektedir:

Ny
1
Loog(®) = 3 ) N[ )] = FGe)P (3.5

Simir kosullaria iligskin kayip terimi ise asagidaki sekilde hesaplanmaktadir:

NBc
1
Loc(6) = 57— ) INTaC; 0)] — g(x)I? (3.6)
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Bu toplam kayip fonksiyonu L(6), FBSA yonteminin temel Ogrenme
mekanizmasini olusturur ve diferansiyel denklemin fiziksel yapisina ve sinir kosullarina

ayn1 anda uyum saglayacak sekilde optimize edilir.

Bu iki terimin toplami, optimizasyon siirecinde minimize edilerek modelin hem
fiziksel yasalari hem de siir kosullarin1 ayni anda yiiksek dogrulukla 6grenmesi saglar.
Boylece sonraki boliimlerde sunulacak o©rnek problemlerde kullanilan kayip

fonksiyonlar1 da bu genel yap1 temel alinarak modellenmektedir.

FBSA modellerinin en gii¢lii yonlerinden biri, bu otomatik tiirevleme (autograd)
kapasitesidir. Bu yontem, agin ¢iktilarinin hem uzay hem de zaman degiskenlerine gore
tirevlerinin  yiiksek hassasiyetle hesaplanmasin1 saglar. Bdylece diferansiyel
denklemlerle tanimlanan fiziksel yasalar, agin 6grenme siirecine dogrudan dahil edilmis

olur.

Bu biitiinciil yap1 sayesinde FBSA yontemi, yalnizca geleneksel sayisal yontemlere
bir alternatif sunmakla kalmaz; ayn1 zamanda yiiksek boyutlu ve karmasik geometrilere

sahip problemlerin ¢oziimiinde giiclii bir yaklasim olarak one ¢ikar.

3.2 Fizik Bilgili Sinir Aglari: Yapisi ve Zaman Bagimh Kismi Diferansiyel

Denklemlere Uygulamasi

Onceki boliimde, zaman bagimsiz kismi diferansiyel denklemler i¢in FBSA
yonteminin temel yapisi ve uygulanma bi¢imi ayrintili olarak ele alinmistir. Bu béliimde
ise, ¢ozlimiin yalnizca uzay degiskenlerine degil, ayn1 zamanda zaman degiskenine de
bagli oldugu fiziksel sistemler i¢in FBSA yaklasimimin nasil genisletildigi

agiklanmaktadir.
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Girdi Katmani Gizli Katmanlar Cikti Katmani Otomatik Turev

8t
at
Lppe(0) =
0%
ox*
1 oM
Lic(8) = —z |V (0, xi; 8)) — uo(x0) 2
Nicbmi=1

1 M 1, (t,x;0) +
Ny lui=1 | VIalt, x;0)] = f(2,x)

1 OMec
Lgc(0) = Z |V [t x:0)] = g(t, x;)|?
Npclai=1

L(8) = Lyppg(8) +Lic(8) + Lyc(8)

Sekil 3.1. Zaman bagiml denklemler i¢in FBSA mimarisi.

Zaman bagimli KDD problemlerinde ¢6ziim fonksiyonu hem zaman (t) hem de

uzay (x) degiskenlerine baglidir ve genel olarak asagidaki sekilde tanimlanir:

w[0,T] x Q- R (3.7)

Bu tiir denklemler genellikle su genel formda ifade edilir:

U, + Nu(t,x)] =f(t,x), t>0,x€ 2
u(t,x) = g(t, x), t>0,x€ an (3.8)
u(0,x) = uy(x), X €M

Burada N [u(t, x)], ¢6ziim fonksiyonunun uzay degiskenine gore tiirevlerini
iceren bir diferansiyel operatordiir. f(t,x) sistemin dissal etkilerini, g(t,x) smir

kosullarini ve u,(x) baslangi¢ durumunu temsil eder.

FBSA yaklasimi, bu denklemleri ¢6zmek amaciyla u(t, x) fonksiyonunu yaklasik
olarak temsil eden bir sinir ag1 modeli insa eder. Zaman bagimsiz yapiya benzer sekilde,
bu model de giris, gizli ve ¢ikis katmanlarindan olusur. Ancak bu durumda agin giris

vektorii yalnizea uzay konumlarini degil, ayn1 zamanda zaman bilgisini de igerir: (t, x).

Bu farklilifa ragmen, ag mimarisi, parametre giincelleme mekanizmasi ve
aktivasyon fonksiyonlarinin genel yapist dnceki boliimde agiklanan zaman bagimsiz yapi
ile biiylik o6lciide benzerlik gostermektedir. Bu nedenle, bu béliimde sadece zaman

bagimli problemlerin gerektirdigi yeni bilesenlere odaklanilacaktir.
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Zaman bagimli KDD’ler i¢in agm Ogrenmesi gereken temel fark, ¢6ziim
fonksiyonunun artik zaman tiirevini de igermesidir. Bu kapsamda, diferansiyel denklemin

kalint1 (residual) terimi i¢in kullanilan kayip fonksiyonu su sekilde genisletilmektedir:

Ng

1
Loog(8) = 3 ) 8e(tuxi;6) + WIaCe0 3 0] = f )l (3.9

Zaman tiirevlerinin agin 6grenme silirecine dogrudan dahil edilebilmesi, FBSA
yaklagiminin giiglii yonlerinden biri olan otomatik tlirevleme (autograd) yetenekleri
sayesinde saglanmaktadir. Bu sayede, modelin ¢iktilarinin hem zamana hem de uzaya

gore tiirevleri yiiksek hassasiyetle hesaplanir.

Zaman bagimli problemlerde ayrica, baslangi¢ kosullar1 ve zamana gore degisen
sinir kosullart da modele uygun sekilde dahil edilmelidir. Bu nedenle, toplam kayip

fonksiyonu asagidaki gibi ii¢ bilesenli olarak tanimlanmaktadir:
Baslangi¢ kosulu (Initial condition):

Nic
1
Lic(0) =7~ |V [2(0, x;; 6)] — uo () |? (3.10)

e

Sinir kosulu (Boundary condition):

NBc

1
>INt x5 001 - 9t 1)1 (3.1

LBC(H) = ]\f_Bc

Toplam kayip fonksiyonu su sekilde ifade edilir:

L(6) = Lppp(8) + L;c(6) + Lpc(6) (3.12)
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Bu yap1 sayesinde, zaman bagimli sistemlerde fiziksel yasalar hem diferansiyel
yap1 hem de baslangi¢ ve sinir kosullar1 diizeyinde 6grenilebilir. FBSA nin bu biitiinciil
yaklasimi, klasik yontemlerin siklikla yetersiz kaldig1 karmasik ve yliksek boyutlu zaman
bagimli problemlerin ¢oziimiinde esnek, veriye uyumlu ve fizik temelli ¢ozlimler {iretme

potansiyeline sahiptir.

3.3 Sonuclarin Degerlendirilmesinde Kullanilan Hata Olciitleri

Bu ¢alismada, KDD ¢6ziim dogrulugunu degerlendirmek amaciyla L, goreli hata,
maksimum mutlak hata (MMH) ve kok ortalama kare hatas1 (KOKH) olmak iizere ii¢
temel hata Olgiitii kullanilmistir. Bu Olgiitler, FBSA yontemiyle elde edilen sayisal

¢oziimlerin literatlirdeki analitik ¢oziimlerle karsilastirilmasma olanak saglamaktadir.

Burada:
N :  Coziim alaninda karsilagtirma yapilan test noktalarinin toplam sayisini
a® : FBSA yontemi ile elde edilen FBSA ¢iktisini
u’ . Ilgili problem igin bilinen analitik (ger¢ek) ¢dziim degerini

ifade etmektedir.
Asagida, calismada kullanilan hata 6l¢iitlerinin matematiksel tanimlar1 verilmistir.

L, Goreli Hata:

1
2

NO B
L, =< (2% — ) ) (3.13)

Yz @®)?

KOKH:

I~y
RMS = RMS Hata = \/Nz (@M — yi)2 (3.14)
i=1
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MMH:

Maksimum Mutlak Hata = MMH = In,agcv|ﬁ(i) —u| (3.15)
<i<

L, goreli hata, modelin genel dogrulugunu degerlendirmeye olanak

saglamaktadir.

L, degeri sifira yaklastik¢a, modelin analitik ¢oziime olan yakinligi artmakta; bu

durum genel model basarisinin bir gostergesi olarak yorumlanmaktadir.

Benzer sekilde, KOKH, ¢6ziim alanindaki ortalama hata biiyiikliiglinii ifade
etmektedir. KOKH degeri diisiik oldugunda, modelin tiim ¢6ziim alan1 boyunca ortalama

olarak kiiciik hatalarla ¢alistig1 anlasilir.

Son olarak, MMH, ¢6ziim alaninda ortaya ¢ikan en biiylik noktasal hatay:
gostermektedir. MMH degeri, modelin en kotii durumda ne kadar hata yaptigina dair bir
fikir verir. Bu nedenle, MMH degeri diisiik ise, modelin tiim noktalar i¢in giivenilir bir

¢ozlim sagladig1 sOylenebilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda, FBSA yontemi kullanilarak bir boyutlu, iki boyutlu ve ii¢
boyutlu zaman bagimli ve bagimsiz konveksiyon-difiizyon denklemlerinin dogrusal ve
dogrusal olmayan yapidaki ¢cOzlimleri gergeklestirilmistir.
Calismanin temel amaci, FBSA yaklagiminin farkli yapidaki fiziksel sistemler tizerindeki

performansini degerlendirmek ve yontemin etkinligini analiz etmektir.

Calismada ele alinan tiim problemlerde Dirichlet tipi sinir kosullar1 kullanilmistir.
Bu smir kosullari, analitik ¢6ziim fonksiyonundan elde edilen degerlerle dogrudan
uygulanmis ve bdylece sayisal ¢oziimiin fiziksel dogrulugu garanti altina alinmistir. Bu
tercih ayni zamanda, FBSA yoOnteminin sinir verilerine olan duyarliliginin etkili bir

bicimde gézlemlenmesine olanak saglamaktadir.

Kullanilan FBSA modeli, tam baglantili bir yapay sinir agi mimarisiyle
yapilandirilmis olup, aktivasyon fonksiyonu olarak tanh tercih edilmistir. Egitim siireci
iki asamal1 olarak yiiriitiilmiistiir: ilk asamada Adam optimizasyon algoritmasi ile model
parametreleri gilincellenmis; ikinci asamada ise L-BFGS algoritmas1 kullanilarak daha

hassas bir optimizasyon ger¢eklestirilmistir.

Kayip fonksiyonu, her problem tiiriine gore 6zellestirilmis olup, yalnizca bir
boyutlu denklemler i¢in detayli formiilasyonu ilgili problem yapisina gore agik sekilde
sunulmustur. iki ve ii¢ boyutlu problemlerde ise temel yapi korunmus, formiilasyonun

tekrar1 yapilmaksizin sonuglar iizerinden degerlendirme gerceklestirilmistir.

FBSA modeli, genel olarak tiim bir boyutlu, iki boyutlu ve ii¢ boyutlu test
problemlerinde ortak yapi ile kullanilmistir. Bununla birlikte, problem tipine bagl olarak
Adam ve L-BFGS algoritmalari i¢in kullanilan iterasyon sayilari, ndron sayist ve katman

say1s1 gibi hiper parametreler gerektiginde degistirilmis ve ilgili boliimlerde belirtilmistir.

Her problem tipi i¢in farkli karsilastirma grafikleri ve hata metrikleri hesaplanmas;

elde edilen sonuglar ayrintili olarak analiz edilmis ve yorumlanmistir.
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Tiim hesaplamalar, belirli donanim o6zelliklerine sahip bir kisisel bilgisayar
tizerinde gerceklestirilmistir. Kullanilan sistemde Intel® Core™ 17-13700H (14 ¢ekirdek,
20 is parcacigl, 2,40 GHz temel frekans), 40 GB DDR4 RAM ve NVIDIA GeForce RTX
4050 grafik kart1 bulunmaktadir. Hesaplamalarda PyTorch kiitiiphanesi kullanilmistir.
CPU ve GPU kullanim siireleri, her problem tiirii i¢in ayr1 ayri kaydedilmis ve

karsilastirmali analizlere konu edilmistir.
4.1 Bir Boyutlu Problemlerin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu boliimde, bir boyutlu konveksiyon-difiizyon-reaksiyon tiirii diferansiyel
denklemlerin FBSA yoOntemiyle ¢oziimii ele alinmaktadir. Farkli parametreler ile
baslangi¢ ve siir kosullar1 altinda hem dogrusal hem de dogrusal olmayan zaman bagiml
ve zaman bagimsiz problemler iizerinde FBSA yaklagiminin etkinligi sayisal deneylerle
incelenmistir. Her bir 6rnek problemde modelin basarisi, analitik c¢oziimlerle
karsilastirmali olarak degerlendirilmis ve elde edilen hata analizleri sunulmustur. Boylece
FBSA yonteminin bir boyutlu problemlerdeki performansina dair kapsamli bir

degerlendirme yapilmistir.

Ornek 1. Bir Boyutlu Zaman Bagimsiz Dogrusal Konveksiyon Difiizyon

Denkleminin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu ¢alismada, bir boyutlu, zaman bagimsiz, dogrusal konveksiyon-difiizyon
probleminin ¢éziimii FBSA yontemi ile ele alinmistir. Bu baglamda ele alinan problem,
asagida verilen konveksiyon-difiizyon denklemi ve ilgili smur kosullar ile

tanimlanmaktadir:

—e—+k—=0 , x€[01] (4.1)
u(0)=0 , u(l)=1

Burada ¢ difiizyon katsayisini; k ise konveksiyon katsayisini temsil etmektedir.

u(x) ise ¢oziimil aranan fonksiyondur. Denklemin analitik ¢6ziimii kapali formda elde
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edilebildiginden, FBSA yo6ntemi ile elde edilen sonuglarin dogrulugu dogrudan analitik

¢oziim ile karsilastirilabilmektedir.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 20 noéron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 10.000 iterasyon Adam
kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
gerceklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢0ziim araliinda Ny = 1000 adet i¢ nokta
kullanilmis olup, sinir kosullari i¢in kullanilan noktalar bir boyutlu denklemden dolay1 2

adettir.

Modelin egitimi sirasinda kullanilan kayip fonksiyonu, tez kapsaminda (3.4)
numarali denklemde genel haliyle sunulan formiiliin bu probleme 6zgii olarak uyarlanmis
seklidir. Bu uyarlamada, toplam kayip fonksiyonu; diferansiyel denklem kalintis1 ve sinir
kosulu hatalarinin toplami olarak tanimlanmistir. Kullanilan kayip fonksiyonu asagida

verilmektedir:

L(6) = LPDE(B) + LBC(H) (4.2)

Bu yap1 igerisinde, Lppg ve Lgc terimleri, ¢éziilen denklemin 6zelliklerine gore

asagidaki sekilde 6zellestirilmistir:

RG) = —e 4 1 2 (4.3)
T T ax |

Burada 1i(x), FBSA modeli tarafindan 6grenilen yaklasik ¢oziim fonksiyonudur;
0 model parametrelerini temsil etmektedir. Bu ifade kullanilarak Lppg terimi, ¢oziim
araligindaki Ny adet i¢c nokta iizerinde ortalama karesel hata (MSE) olarak

hesaplanmaktadir:

Ny Ny
1 1
Looe = 3 ) IRGDI = 2 ) (et (1) + kit (x) (4.8
ri3 U=
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Buna ek olarak, sinir kosullarinin saglanmasi amaciyla Ly terimi iki sinir noktasi

x = 0 ve x = 1 icin asagidaki sekilde tanimlanmaistir:

[(@(0) — 0)? + (2(1) — 1)?] (4.5)

N| =

Lgc =

Sonug olarak, bu problem i¢in toplam kay1p fonksiyonu asagidaki gibi agik sekilde

ifade edilmektedir:
Ny
1 1
LO) = 57 Jefbec () + KBGO +51@O =02 + @D =17 (46)
i=1

Bu formiilasyon sayesinde, FBSA modeli egitim siireci boyunca hem diferansiyel
denklem kosullarint hem de simir kosullarimi eszamanli olarak optimize ederek

O0grenmektedir.

Bu kisimda € = 1 ve k = 1 parametreleri i¢in elde edilen sonuglar sunulmaktadir.
Egitim silirecinin tamamlanmasinin ardindan elde edilen sonuclar hem FBSA ¢6ziimiiniin
analitik ¢oziim ile karsilagtirilmasi hem de hata analizleri agisindan degerlendirilmistir.
Bu kapsamda, egitim siirecindeki toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore
degisimi, FBSA ¢0zliimii ile analitik ¢oziim karsilastirmas: ve mutlak hata dagilimi

asagida sunulmaktadir.

Sekil 4.1°de egitim boyunca toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore
degisimi gosterilmektedir. Ilk asamada Adam algoritmasi ile hizli bir sekilde
10~ 7seviyelerine yakinsama saglanmis, ardindan L-BFGS algoritmasi bu seviyede

duraganlagmistir.
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10—1 -

10—5 E
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6 ZOIOD 40I00 60'00 BObO 10600
Iterasyon

Sekil 4.1. € = 1 ve k = 1 i¢in toplam kay1p fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi.

Sekil 4.2°de FBSA yontemi ile elde edilen ¢6ziim ve analitik ¢6ziim karsilastirmali

olarak sunulmaktadir. Goriildiigii tizere, her iki ¢6ziim yiiksek diizeyde uyum gostermekte

ve FBSA modeli diferansiyel denklem yapisini dogru bir sekilde 6grenmektedir.

1.0 4

0.8 1

0.6 -

u(x)

0.4 4

0.2 1

0.0 1

—— Analitik Céziim
—~ = PINN Cdziimii

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.2. £ = 1 ve k = 1 i¢in FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢6ziim karsilagtirmasi.
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Sekil 4.3’de ise ¢Oziim araliginda elde edilen mutlak hata dagilimi
gosterilmektedir. Hata seviyesinin tiim ¢6ziim alaninda oldukga diisiik oldugu ve 107

mertebesinde seyrettigi gozlemlenmektedir.

le—6

Mutlak Hata

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.3. £ = 1 ve k = 1 igin ¢6zlim alaninda mutlak hata dagilima.

Bu parametre seti i¢in elde edilen hata degerleri asagida 6zetlenmistir. L2 goreceli
hata 5,266 x 107° ve KOKH 2,674 x 10~° hesaplanmis olup, maksimum mutlak hata
4,202% 107° seviyesindedir. Bu sonuglar modelimizin iyi dgrendigini gostermektedir.
Ayrica, toplam egitim siiresi GPU {izerinde 57 saniye iken CPU iizerinde 140 saniye

olarak ol¢tilmiistiir.

Bu kisimda € = 0,01 ve k = 0,1 parametreleri icin elde edilen sonuglar
sunulmaktadir. Egitim silirecinin tamamlanmasinin ardindan elde edilen sonucglar hem
FBSA ¢6ziimiiniin analitik ¢6ziim ile karsilastirilmas: hem de hata analizleri agisindan
degerlendirilmistir. Bu kapsamda, egitim siirecindeki toplam kayip fonksiyonunun
iterasyonlara gore degisimi, FBSA ¢oziimii ile analitik ¢oziim karsilagtirmas1 ve mutlak

hata dagilimi asagida sunulmaktadir.

Sekil 4.4’te egitim boyunca toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore

degisimi gosterilmektedir. ik asamada Adam algoritmasi ile hizli bir 10~ 7sekilde
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seviyelerine yakinsama saglanmig, ardindan L-BFGS algoritmasi bu seviyede

duraganlasmaistir.

0 2000 4000 6000 8000 10000
lterasyon

Sekil 4.4. € = 0,01 ve k= 0,1 i¢in toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi.

Sekil 4.5’te FBSA yontemi ile elde edilen ¢oziim ve analitik ¢6ziim karsilastirmali
olarak sunulmaktadir. Diislik diflizyon katsayisinin yarattigi belirgin konveksiyon
etkisine ragmen, FBSA ¢0zlimiiniin analitik ¢6ziimle olduk¢a yiliksek uyum gosterdigi

gozlemlenmektedir.

1.0 4 —— Analitik Cdzim
= = PINN Cozumu

0.8 4

0.6 1

u(x)

0.4 1

0.2 A

0.0 4

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.5. € = 0,01 ve k= 0,1 i¢in FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢6ziim karsilastirmasi.
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Sekil 4.6’da ise ¢oziim araliginda elde edilen mutlak hata dagilimi
gosterilmektedir. Hatanin 6zellikle ¢6ziim alaninin orta bolgelerinde bir miktar artig

gosterdigi, ancak genel olarak 10~* mertebesinde kaldig1 goriilmektedir.

0.0004

0.0003 4

0.0002 4

Mutlak Hata

0.0001 4

0.0000 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.6. € = 0,01 ve k= 0,1 i¢in ¢6zlim alaninda mutlak hata dagilimai.

Bu parametre seti i¢in elde edilen hata degerleri asagida 6zetlenmistir. L2 goreceli
hata 9,309 x 10~* ve KOKH 9,309 x 10~* hesaplanmis olup, maksimum mutlak hata
4,202 x 107 seviyesindedir. Ayrica, toplam egitim siiresi GPU iizerinde 56 saniye iken,

CPU tizerinde 142 saniye olarak ol¢iilmiistiir.

Bu kisimda € = 1 ve k = 15 parametreleri secilerek konveksiyon baskin olma
durumunda modelimizin sonuglar1 gézlemlenmistir. Egitim siirecinin tamamlanmasinin
ardindan elde edilen sonuglar hem FBSA ¢6zlimiiniin analitik ¢6ziim ile karsilastirilmasi
hem de hata analizleri agisindan degerlendirilmistir. Bu kapsamda, egitim stirecindeki
toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara goére degisimi, FBSA ¢oziimi ile analitik

¢Oziim karsilagtirmasi ve mutlak hata dagilimi asagida sunulmaktadir.

Sekil 4.7°de goriildiigii iizere, ilk asamada Adan algoritmasi ile 10~ seviyelerine
diismiis ve duraganlagsmistir. L-BFGS adimima gecisle birlikte kayip fonksiyonunda

belirgin bir diisiis goriinmiistiir.
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Sekil 4.7. € = 1 ve k = 15 i¢in toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi.

Sekil 4.8°de FBSA yontemi ile elde edilen ¢oziim ve analitik ¢oziim

karsilastirmali olarak sunulmaktadir. Yiiksek konveksiyon etkisinin ¢6ziim profilinde

belirgin oldugu bu durumda da FBSA c¢oziimiiniin analitik ¢6ziimle yiliksek oranda

uyumlu oldugu goriilmektedir.

1.0 4{ = Analitik Cozim
PINN Cozimi

0.8 4

0.6 4

u(x)

0.4 4

0.2 A

D01 fmmmmmmm e e e e e e

0.8

1.0

Sekil 4.8. ¢ =1 ve k = 15 igin FBSA ¢06ziimii ve analitik ¢oziim karsilastirmasi.

Sekil 4.9°da

ise ¢Oziim araliginda elde edilen mutlak hata dagilimi

gosterilmektedir. Hata dagiliminin 6zellikle ¢6ziim alaninin {ist bolgelerinde bir miktar

artis gdsterdigi, ancak genel olarak 10™* mertebesinde kaldig1 gdzlemlenmektedir.
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Sekil 4.9. € = 1 ve k = 15 i¢in ¢6ziim alaninda mutlak hata dagilimi.

Bu parametre seti i¢in elde edilen hata degerleri asagida 6zetlenmistir. L2 hata
9,394 x 10~* ve KOKH 7,380 x 10~° olarak hesaplanmis olup, maksimum mutlak hata
3,852 X 1075 seviyesindedir. Ayrica, toplam egitim siiresi GPU iizerinde 56 saniye, CPU

tizerinde ise 147 saniye olarak dl¢lilmiistiir.

Bu boélimde bir boyutlu zaman bagimsiz dogrusal konveksiyon-difiizyon
denklemi farkli parametre kombinasyonlar1 icin FBSA yontemi ile ¢o6ziilmiis ve elde
edilen sonuglar degerlendirilmistir. incelenen tiim parametre setlerinde FBSA ydntemi
analitik ¢ozliime yiiksek diizeyde uyum saglamis ve diisiik hata degerleriyle basarili
sonuglar iiretmistir. Ozellikle diisiik difiizyon katsayisina ve yiiksek konveksiyon
katsayisina sahip durumlarda bile modelin stabil ve dogru bir 6grenme gerceklestirdigi
gozlemlenmistir. Ayrica, gerceklestirilen CPU ve GPU karsilagtirmalari, GPU
kullaniminin hesaplama siiresini 6nemli Olciide azalttigini gostermistir. Elde edilen
bulgular, FBSA yoOnteminin dogrusal konveksiyon-difiizyon tipindeki problemler i¢in

etkili ve giivenilir bir alternatif ¢6ziim yontemi sundugunu ortaya koymaktadir.

Ornek 2: Bir Boyutlu Zaman Bagimsiz Dogrusal Olmayan Konveksiyon-Difiizyon-

Reaksiyon Probleminin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii
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Bu 6rnekte, zaman bagimsiz ve dogrusal olmayan yapida tanimlanmig bir boyutlu
konveksiyon-difiizyon-reaksiyon problemi FBSA yontemi kullanilarak ¢oziilmektedir.
Coziim bolgesi x € [0,1] olarak belirlenmis ve problem asagidaki diferansiyel denklem

ile tamimlanmustir:

L ) € [0,1]
€ %2 ox ¢ =fx ’ x ’ 4.7)

u(0)=u(1)=0

Bu denklemde ¢ difiizyon katsayisini, k ise konveksiyon katsayisini temsil
etmektedir. u3 terimi dogrusal olmayan bir reaksiyon etkisini modellemektedir. Analitik
¢oziim olarak u(x) = sin(mx) fonksiyonu secilmis ve sag taraf f(x) fonksiyonu bu
¢Oziime uygun olarak olusturulmustur. Bu problem, dogrusal olmayan yapis1 nedeniyle

onceki ornege kiyasla daha karmasik bir ¢oziim gerektirmektedir.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 20 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 20.000 iterasyon Adam
kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
gerceklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢oziim araliginda Ny = 1000 adet i¢ nokta
kullanilmis olup, sinir kosullar1 i¢in kullanilan noktalar bir boyutlu denklemden dolay: 2

adettir.

Modelin egitiminde kullanilan toplam kayip fonksiyonu, genel formu (3.5)
numarali denklemde verilen yapi esas alinarak bu probleme 6zgii olarak agagidaki sekilde
ozellestirilmistir. Calisilan  diferansiyel denklemin ¢Oziimiinii saglayan u(x)

fonksiyonunun artik fonksiyonu R(x) su sekilde tanimlanmaktadir:

0%u ou

R(x)=—sﬁ+ka+u3—f(x) (4.8)

Bu ifade kullanilarak Lppg terimi, ¢oziim araligindaki NVf adet i¢ nokta iizerinde

ortalama karesel hata (MSE) olarak hesaplanmaktadir:
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Ny
1
Lppg = ]TZIR(xi)IZ (4.9)
f 4
i=1

Ayrica smir kosullarinin saglanmasi amaciyla Lgc terimi iki sinir noktast x = 0

ve x = 1 i¢in asagidaki sekilde tanimlanmaistir.

Lpc = 5 [(u(0) — 0) + (u(1) — 0)?] (4.10)

N[ =

Sonug olarak, bu problem i¢in toplam kay1p fonksiyonu asagidaki gibi acik sekilde
ifade edilmektedir:

L(B) - LPDE + LBC (4 11)

Bu kisimda ¢ = 107 ve k = 1 parametreleri i¢in elde edilen sonuglar
sunulmaktadir. Egitim siirecinin tamamlanmasinin ardindan elde edilen sonuglar hem
FBSA ¢6ziimiiniin analitik ¢oziim ile karsilastirilmas: hem de hata analizleri agisindan
degerlendirilmistir. Bu kapsamda, egitim siirecindeki toplam kayip fonksiyonunun
iterasyonlara gore degisimi, FBSA ¢oziimii ile analitik ¢6ziim karsilastirmasi ve mutlak

hata dagilim1 asagida sunulmaktadir.

Sekil 4.10°da egitim boyunca toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore
degisimi gosterilmektedir. Ilk asamada Adam algoritmasi ile hizli bir sekilde 1077,
seviyelerine yakinsama saglanmig, ardindan L-BFGS algoritmast bu seviyede

duraganlasmistir.

Sekil 4.11’de ise ¢0ziim aralifinda elde edilen mutlak hata dagilimi
gosterilmektedir. Hata seviyesinin tiim ¢dziim alaninda oldukca diisiik oldugu ve 1075

mertebesinde seyrettigi gozlemlenmektedir.

Sekil 4.12°de FBSA yontemi ile elde edilen ¢oziim ve analitik ¢oziim

karsilagtirmali olarak sunulmaktadir. Goriildiigl iizere, her iki ¢6ziim yiiksek diizeyde
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uyum gostermekte ve FBSA modeli diferansiyel denklem yapisim1 dogru bir sekilde

O0grenmektedir.
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T T T T
0 5000 10000 15000 20000
Ilterasyon

Sekil 4.10. ¢ = 10~* ve k = 1 igin toplam kay1p fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi.
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Sekil 4.11. £ = 10™* ve k = 1 i¢in ¢6ziim alaninda mutlak hata dagilimu.
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Sekil 4.12. £ = 107* ve k = 1 i¢in FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢oziim karsilastirmast.

Gozlemlenen parametrelerin hata analizleri su sekildedir: L2 hata 1,184 x 1073
ve KOKH 1,298 x 1073 olarak hesaplanmis olup, maksimum mutlak hata 1,32 x 1073

seviyesindedir. Ayrica, toplam egitim siiresi GPU {izerinde 56 saniye, CPU iizerinde ise

75 saniye olarak Ol¢lilmiistiir.

e = 1078 ve k = 50 parametreleri secilerek test gerceklestirilmistir. Bu parametre
kombinasyonu, kiiciik difiizyon katsayis1 ve yiiksek konveksiyon katsayisi nedeniyle
Peclet say1sinin yiiksek olmasina ve ¢ozlimiin oldukg¢a keskin gradyanlara sahip olmasina

yol agmaktadir. Bu durum, modelin egitim siireci agisindan daha zorlu bir senaryo

olusturmaktadir.

Sekil 4.13’te FBSA yontemi ile elde edilen ¢6ziim ve analitik ¢6ziim
karsilastirmali olarak sunulmaktadir. Goriildiigl iizere, her iki ¢6ziim yiiksek diizeyde

uyum gostermekte ve FBSA modeli diferansiyel denklem yapisin1 dogru bir sekilde

ogrenmektedir.
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Sekil 4.14’te egitim boyunca toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore
degisimi gosterilmektedir. Ilk asamada Adam algoritmasi ile hizli bir sekilde 1073,

seviyelerine yakinsama saglanmis, ardindan L-BFGS algoritmasiyla daha da 1yilesmistir.

Sekil 4.15’te ise ¢O0ziim araliginda elde edilen mutlak hata dagilimi
gosterilmektedir. Hata seviyesinin tiim ¢dziim alaninda oldukca diisiik oldugu ve 107>

mertebesinde seyrettigi gozlemlenmektedir.
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Sekil 4.13. £ = 1078 ve k = 50 i¢in FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢dziim karsilastirmasi.
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Sekil 4.14. ¢ = 1078 ve k = 50 igin toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi.
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Sekil 4.15. £ = 1078 ve k = 50 i¢in ¢6ziim alaninda mutlak hata dagilimu.

Bu test kosullarinda L2 hata degeri 1,2982 X 1073, maksimum mutlak hata ise
1,3208 x 1073 olarak hesaplanmustir. Egitim siiresi GPU iizerinde 121 saniye, CPU

tizerinde ise 480 saniye olarak dl¢lilmiistiir.

Ornek 3: Bir Boyutlu Zaman Bagimh Dogrusal Konveksiyon-Difiizyon Probleminin

Fizik Bilgili Sinir Ag1 ile Céziimi
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Bu oOrnekte, zaman bagimli ve dogrusal yapida tanimlanmis bir boyutlu
konveksiyon-difiizyon problemi FBSA yontemi kullanilarak ¢oziilmektedir. Coziim
bolgesi 2: (t,x) € [0,T] X [0,1] olarak belirlenmis ve problem asagidaki diferansiyel

denklem ile tanimlanmustir:

2
ut_ggTZ-l'kZ_l;:f(x) , (t,x) € 0,T] x [0,1]
u(t,0) =0,u(t,1) =1
u(0,x) = sin(mx)

(4.12)

Bu denklemde ¢ diflizyon katsayisini, k ise konveksiyon katsayisini temsil
etmektedir. Analitik ¢oziim olarak u(t, x) = e~ tsin(mx) fonksiyonu segilmis ve sag taraf

f(x) fonksiyonu bu ¢6ziime uygun olarak olusturulmustur.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 20 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 10.000 iterasyon Adam
kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
gerceklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢oziim araliinda Vg = 1000 adet i¢ nokta, Ngc =
200 sinir kosulu noktasi ve V¢ = 500 baslangi¢ kosulu noktas1 kullanilmistir.

Modelin egitiminde kullanilan toplam kayip fonksiyonu, genel formu (3.12)
numarali denklemde verilen yapi esas alinarak bu probleme 6zgii olarak asagidaki sekilde
ozellestirilmistir. Calisilan  diferansiyel denklemin ¢Oziimiinii saglayan u(x)

fonksiyonunun artik fonksiyonu R(x) su sekilde tanimlanmaktadir:

ou 0%*u  du
R(x)=a—eﬁ+ka—f(x) (4.13)

Bu ifade kullanilarak Lppg terimi, ¢oziim araligindaki NV; adet i¢ nokta iizerinde

ortalama karesel hata (MSE) olarak hesaplanmaktadir:

Ny
1
Lepe = 2 > IRC)I? (4.14)
I3
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Ayrica sinir kosullariin saglanmasi amaciyla Lgc terimi iki sinir noktast x = 0

ve x = 1 i¢in asagidaki sekilde tanimlanmistir:

NBc

Loc = ) [Iu(t; 0) = O + Ju(t; 1) — 1] (4.15)

i=1
Baslangi¢ kosulunun saglanmasi amaci ile L asagidaki gibi tanimlanmaistir:

Nic

Lic = ZIu(O, %;) — sin(mx) |2 (4.16)
i=1

Sonug olarak, bu problem i¢in toplam kayip fonksiyonu asagidaki gibi agik sekilde
ifade edilmektedir:

L(8) = Lppg + Lgc + Lyic (4.17)

Bu kisimda difiizyon katsayis1 € = 1078 gibi diisiik bir seviyede segilerek,
konveksiyon katsayis1 k =1 belirlenmis alinarak model analiz edilmistir. Egitim
siirecinin tamamlanmasinin ardindan elde edilen sonug¢lar hem FBSA ¢6ziimiiniin analitik
¢oziim ile karsilastirilmast hem de hata analizleri agisindan degerlendirilmistir. Bu
kapsamda, egitim siirecindeki toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi,
FBSA ¢o6ziimii ile analitik ¢oziim karsilastirmast ve mutlak hata dagilimi asagida

sunulmaktadir.

Bu parametre seti i¢in elde edilen ¢oziim sonuglarina ait ¢éziim alani iizerinde
hesaplanan hata degerleri olarak L2 hata 1,750 X 1073 ve KOKH 1,750 x 10~* olarak
hesaplanmis olup, maksimum mutlak hata 3,146 x 1073 seviyesindedir. Ayrica, Tablo

4.1°de segilen zaman anlarindaki MMH, KOKH ve L2 goreceli hata hesaplanmistir.
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Toplam egitim siiresi GPU {izerinde 73 saniye, CPU {izerinde ise 260 saniye olarak

Olciilmiistiir.

Tablo 4.1. Zaman adimlarinda hata degerleri.

MMH KOKH L2 Goreli Hata

t=0,1 1,5842 x 1073 8,487 x 107* 1,133 x 1073
t=0,2 1,453 x 1073 7,937 x 107* 1,3779 x 1073
t=03 1,528 x 1073 7,496 x 107* 1,438 x 1073
t=0,4 1,345 x 1073 7,304 x 10™* 1,548 x 1073
t=0,5 1,239 x 1073 7,244 x 10™* 1,697 x 1073
t=0,6 1,703 x 1073 7,806 x 107* 1,202 x 1073
t=0,7 1,848 x 1073 8,702 x 107* 2,490 x 1073
t=0,8 1,625 x 1073 8,937 x 1074 2,827 x 1073
t=0,9 1,244 x 1073 8,189 x 107* 2,862 x 1073
t=1 1,2497 x 1073 8,552 x 1074 3,304 x 1073

Sekil 4.16'da FBSA yontemi ile elde edilen ¢oziim ve analitik ¢éziimiin t =
0,1,0,3,0,5,0,7 anlarindaki karsilastirmali grafigi sunulmaktadir. Grafikte goriildiigii
tizere, FBSA modeli farkli zaman seviyelerinde analitik ¢6ziimle yiiksek diizeyde uyum
gostermektedir. Ozellikle erken zamanlarda hata seviyesinin oldukga diisiik oldugu ve
modelin diferansiyel denklemin dinamik yapisint dogru bir sekilde Ogrendigi

gozlemlenmektedir.
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— Gergek Cozom t=0.1
=e = PINN CzUm t=0.1
—— Gergek Cozum t=0.3
== PINN C&zmt=03
—— Gergek Cozim t=0.5
=$ = PINN Cdzlim t=0.5
— Gergek Cozom t=0.7
== PINN G8zlim t=0.7
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Sekil 4.16. ¢ = 1078 ve k = 1 igin FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢oziimiin farkli zaman anlarindaki
karsilagtirmasi.

Sekil 4.17'de ise egitim siiresince toplam kay1p fonksiyonunun iterasyonlara gore
degisimi sunulmaktadir. Bu 6grenme siirecinde de diger orneklere benzer bir durum
gozlemliyoruz. Adam algoritmasi, hizh bir diisiisle kay1p fonksiyonunu 10~* seviyelerine
diistirmekte, ardindan L-BFGS algoritmasi bu seviyede hassas diizeltmeler

gerceklestirmektedir.

100 4

10-14

1034

10744

0 2000 4000 6000 8000 10000
iterasyon

Sekil 4.17. ¢ = 1078 ve k = 1 i¢in FBSA modeli i¢in egitim siirecinde toplam kay1p fonksiyonun
iterasyonlara gore degisimi.
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e = 1078 ve k = 50 parametreleri segilerek test ger¢eklestirilmistir. Bu parametre
kombinasyonu, kiiclik diflizyon katsayis1 ve yiiksek konveksiyon katsayisi nedeniyle
Peclet sayisinin yiiksek olmasina ve ¢oziimiin oldukc¢a keskin gradyanlara sahip olmasina
yol agmaktadir. Bu durum, modelin egitim siireci agisindan daha zorlu bir senaryo

olusturmaktadir.

— Gergek Cozim t=0.1
=8 = PINN Cozum t=0.1
— Gergek Cozim t=0.3
== PINN C8ziim t=0.3
— Gergek Cdzlm t=0.5
== PINN Cézim t=0.5
— Gergek Cozim t=0.7
=8 = PINN Cozum t=0.7
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Sekil 4.18. ¢ = 1078 ve k = 50 icin FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢dziimiin farkli zaman anlarindaki
karsilagtirmasi.

Tablo 4.2°de secilen zaman anlarindaki MMH, KOKH ve L2 goreceli hata
hesaplanmistir. Bu parametre seti i¢in elde edilen ¢oziim sonuclarina ait ¢oziim alani
lizerinde hesaplanan hata degerleri olarak L2 hata 6,112 X 102 ve KOKH 2,852 x 1072
olarak hesaplanmis olup, maksimum mutlak hata 7,284 X 10~2 seviyesindedir. Toplam

egitim siiresi GPU {izerinde 77 saniye, CPU {izerinde ise 260 saniye olarak dl¢lilmiistiir.

Tablo 4.2. Zaman adimlarinda hata degerleri.

MMH KOKH L2 Goreli Hata
t=0,1 1,767 x 1072 1,662 x 1072 2,261 x 1072
t=0,2 2,580 x 1072 2,445 x 1072 4,262 x 1072
t=0,3 2,691 x 1072 2,665 x 1072 5,114 x 1072
t=10,4 2,439 x 1072 2,361 x 1072 5,006 x 1072
t=0,5 1,711 x 1072 1,599 x 1072 3,747 x 1072
t=0,6 5,729 x 1072 4,430 x 1072 1,147 x 1072
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MMH KOKH L2 Goreli Hata
t=0,7 1,236 x 1072 1,071 x 1072 3,065 X 1072
t=0,8 3,048 x 1072 2,855 x 1072 9,031 x 1072
t=0,9 7,284 x 1072 4,487 x 1072 1,702 x 1072
=1 7,849 x 1072 7,063 X 1072 2,730 x 1072

Sekil 4.18'de FBSA yontemiyle elde edilen ¢6ziim ve analitik ¢oziimiin farkl
zaman anlarindaki karsilastirmasi gosterilmektedir. Grafikte ¢ = 0,1,0,3,0,5,0,7
kiimesine ait ¢oziim egrileri yer almaktadir. Sekilden goriildiigii tizere, FBSA modeli
farkli zaman anlarindaki ¢oziimii yiiksek dogrulukla 6grenmistir ve analitik ¢oziim ile

oldukea iyi bir uyum gostermektedir.
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Sekil 4.19. ¢ =108 ve k =50 igin FBSA modeli igin egitim siirecinde toplam kayip
fonksiyonunun iterasyonlara gore degisim anlarindaki karsilagtirmasi.

Sekil 4.19'da ise egitim siiresince toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore
degisimi sunulmaktadir. Adam algoritmast asamasinda hizli bir sekilde kayip
fonksiyonunda azalma saglanmis ve L-BFGS algoritmasi ile bu deger 1072 seviyelerine
diismiistiir. Ancak bu asamada, yiiksek Peclet sayis1 nedeniyle yakinsama hizi azalmis ve

kayip fonksiyonunda tam stabilizasyon saglanamamuistir.

Bu boliimde, bir boyutlu dogrusal ve dogrusal olmayan farkli konveksiyon-

difiizyon ve konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemleri i¢in FBSA yaklagiminin
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basaris1 detayli bir sekilde degerlendirilmigtir. Dort farkli bir boyut problem iizerinde
yapilan sayisal analizler ile yontemin dogrulugu, genel hata degerleri ve egitim
siireclerine ait bulgular sunulmustur. Elde edilen sonuglar, FBSA tabanli modellerin bir
boyutlu problemler iizerinde yiiksek dogruluk ve stabilite ile ¢alisabildigini

gostermektedir.

Sonraki boliimde, ¢6ziim alanmin iki boyuta genisletilmesiyle birlikte FBSA
yonteminin daha karmasik problemlerdeki performansi incelenecek ve elde edilen

sonuclar karsilastirmali olarak tartisilacaktir.

Ornek 4: Bir Boyutlu Zaman Bagimh Dogrusal Olmayan Konveksiyon-Difiizyon-

Reaksiyon Probleminin Fizik Bilgili Sinir Ag1 ile Coziimii

Bu 6rnekte, zaman bagimli ve dogrusal olmayan yapida tanimlanmis bir boyutlu
konveksiyon-difiizyon problemi FBSA yontemi kullanilarak coziilmektedir. Coziim
bolgesi 02: (t,x) € [0,T] X [0,1] olarak belirlenmis ve problem asagidaki diferansiyel

denklem ile tanimlanmustir:

L @), (tx) €[0,T] x [01]
Sop2 TRy tuw =100 LX) Elo, ’

u(t,0) =0,u(t,1) =1
u(0,x) = sin(mx)

(4.18)

Bu denklemde ¢ diflizyon katsayisini, k ise konveksiyon katsayisini temsil
etmektedir. Analitik ¢6ziim olarak u(t, x) = e~ ‘sin(mx) fonksiyonu segilmis ve sag taraf

f (x) fonksiyonu bu ¢6ziime uygun olarak olusturulmustur.

Modelin egitiminde kullanilan toplam kayip fonksiyonu, (3.12) numarali
denklemde verilen yap1 esas alinarak bu probleme Ozgii olarak asagidaki sekilde
ozellestirilmistir. Bu kayip fonksiyonu, modelin ¢iktisi olan (¢, x) fonksiyonunun hem
diferansiyel denklemi hem de sinir ve baslangic kosullarini olabildigince dogru sekilde
saglamasini amaglamaktadir. Ayrica, bu probleme 6zgii olarak Lppg terimine u® dogrusal

olmayan terimi eklenmistir.
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Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 20 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 10.000 iterasyon Adam
kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
gergeklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢6ziim araliginda V; = 1000 adet i¢ nokta, Ngc =
200 sin1r kosulu noktasi ve Njc = 500 baslangi¢ kosulu noktas1 kullanilmistir.

Bu kisimda, £ =10"® ve k =1 parametreleri igin elde edilen sonuglar
sunulmaktadir. Egitim siirecinin tamamlanmasinin ardindan elde edilen sonuglar hem
FBSA ¢6ziimiiniin analitik ¢6zliim ile karsilagtirilmasi hem de hata analizleri a¢isindan
degerlendirilmistir. Bu kapsamda, egitim siirecindeki toplam kayip fonksiyonunun
iterasyonlara gore degisimi, FBSA ¢oziimii ile analitik ¢6ziim karsilastirmasi ve mutlak

hata dagilimi1 agagida sunulmaktadir.

Bu parametre seti i¢in elde edilen ¢éziim sonuglarina ait ¢éziim alani iizerinde
hesaplanan hata degerleri olarak L2 goreli hata 4,700 X 10~3 ve KOKH 2,178 x 1073
olarak hesaplanmis olup, maksimum mutlak hata 8,979 x 1073 seviyesindedir. Ayrica,
Tablo 4.3’te secilen zaman anlarindaki MMH, KOKH ve L2 goreceli hata hesaplanmustir.
Toplam egitim siiresi GPU {izerinde 82 saniye, CPU {izerinde ise 260 saniye olarak

Olgtilmiistiir.

Tablo 4.3. Zaman adimlarinda hata degerleri.

MMH KOKH L2 Géreli Hata
t=0,1 3,539 x 1073 2,232 x 1073 3,492 x 1073
t=0,2 3,291 x 10~* 2,074 x 1073 3,602 x 1073
t=03 2,947 x 1074 1,748 x 1073 3,353 x 1073
t=0,4 2,958 x 1073 1,621 x 1073 3,438 x 1073
t=0,5 3,956 x 1073 1,754 x 1073 4,111 x 1073
t=0,6 4,653 x 1073 2,035 x 1073 5,270 x 1073
t=10,7 4,607 x 1073 2,349 x 1073 6,723 x 1073
t=0,8 4,490 x 1073 2,523 x 1073 7,980 x 1073
t=0,9 4,500 x 1072 2,499 x 1073 8,738 x 1073
t=1 8,979 x 1072 2,939 x 1073 1,135 x 1072
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Sekil 4.20'de FBSA yontemi ile elde edilen ¢oziim ve analitik ¢oziimiin farkli
zaman anlarindaki karsilastirmali grafigi sunulmaktadir. Grafikte goriildiigii tizere, FBSA
modeli farkli zaman seviyelerinde analitik ¢éziimle kabul edilebilir diizeyde uyum

gostermektedir.

— Gergek Cozim t=0.1
=8 = PINN Cézim t=0.1
— Gergek Cozim t=0.3
=8 = PINN Czim t=0.3
— Gergek C6zim t=0.5
=e = PINN Cozim t=0.5
— Gergek Cozim t=0.7
=& = PINN Cozim t=0.7
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Sekil 4.20. £ = 1078 ve k = 1 i¢in FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢6ziimiin farkli zaman anlarindaki
karsilastirmas.

Sekil 4.21'de ise egitim siiresince toplam kayip fonksiyonunun iterasyonlara goére
degisimi sunulmaktadir. Adam algoritmasi asamasinda hizli bir sekilde azalma egilimi
saglanmis, ardindan L-BFGS algoritmasi sayesinde kayip degerleri daha diisiik seviyelere

indirgenmistir.
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Sekil 4.21. ¢ =1078 ve k=1 igin FBSA modeli igin egitim siirecinde toplam kayip
fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi.

e = 1078 ve k = 10 parametreleri ile gerceklestirilen test sonucunda, L2 goreli
hata 1,321 x 1072 ve KOKH 6,123 x 1073 olarak hesaplanmis olup, maksimum mutlak
hata 2,071 x 1072 seviyesindedir. Ayrica, Tablo 4.4’te secilen zaman anlarindaki MMH,
KOKH ve L2 goreceli hata hesaplanmistir. Toplam egitim siiresi GPU iizerinde 80 saniye,

CPU {izerinde ise 260 saniye olarak dl¢iilmiistiir.

Tablo 4.4. Zaman adimlarinda hata degerleri.

MMH KOKH L2 Goreli Hata
t=0,1 7,261 x 1073 5,659 x 1073 8,890 x 1073
t=0,2 8,318 x 1073 7,783 x 1073 1,351 x 1072
t=0,3 7,910 x 1073 7,478 x 1073 1,434 x 1072
t=0,4 6,827 x 1073 5,710 x 1073 1,210 x 1072
t=0,5 4,509 x 1073 3,138 x 1073 7,355 x 1073
t=0,6 1,632 x 1073 8,813 x 107* 2,282 x 1073
t=0,7 5,349 x 1073 3,448 x 1073 9,869 x 1073
t=0,8 8,759 x 1073 6,616 x 1073 2,092 x 1072
t=0,9 1,181 x 1072 9,566 X 1072 3,344 x 1072
t=1 1,267 x 1072 1,207 x 1072 4,664 x 1072

47



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

— Ger¢ek Cézim t=0.1
=8 = PINN Coziim t=0.1
— Gergek CHzim t=0.3
=8 = PINN Cozim t=0.3
—— Gergek Céziim t=0.5
=e = PINN COzim t=0.5
— Gergek Cézim t=0.7
== PINN Cozim t=0.7
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Sekil 4.22. ¢ = 1078 ve k = 10 i¢in FBSA ¢6ziimii ve analitik ¢6ziimiin farkli zaman anlarindaki
karsilagtirmasi.

Sekil 4.22'de FBSA yontemiyle elde edilen ¢6ziim ve analitik ¢oziimiin farkl
zaman anlarindaki karsilagtirmasi gosterilmektedir. Grafikte t = 0,1, t = 0,3,t = 0,5,
t = 0,7 anlarma ait ¢ézlim egrileri yer almaktadir. Konveksiyon katsayisinin yiikselmesi
ve denklemin dogrusal olmamasinin ortaya ¢ikardigi zorluklar, egriler {izerinde agikca

goriilmektedir.
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Sekil 4.23. ¢ =108 ve k=10 igin FBSA modeli igin egitim siirecinde toplam kayip
fonksiyonunun iterasyonlara gore degisim anlarindaki karsilagtirmasi.
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Sekil 4.23°te toplam kay1p fonksiyonunun egitim siireci boyunca iterasyonlara gore
degisimi sunulmaktadir. FBSA yontemi ile gerceklestirilen egitimde, 6zellikle KDD
kalint1 teriminin etkisiyle karakteristik periyodik dalgalanmalar gozlemlenmistir. Ancak
genel egilim olarak kayip fonksiyonu diizenli sekilde azalarak egitim sonunda 1073

degerlerine gerilemistir.
4.2 iki Boyutlu Problemlerin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu bdliimde, iki boyutlu dogrusal ve dogrusal olmayan, zaman bagimli ve zaman
bagimsiz dort farkli problem {izerinde FBSA yonteminin performansi incelenecektir. Her
ornek i¢in ¢oziim sonuglari, hata analizleri ve hesaplama stireleri sunulacak; elde edilen

bulgular kontur ve hata grafikleri iizerinden degerlendirilecektir.

Ornek 1: Iki Boyutlu Zaman Bagmsiz Dogrusal Konveksiyon-Difiizyon

Probleminin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu ornekte, dogrusal yapida tanimlanmis iki boyutlu ve zaman bagimsiz bir
degisken katsayili konveksiyon-difiizyon problemi FBSA yontemiyle c¢oziilmiistiir.
Cozim bolgesi 2 : (x,y) € [0,1] x [0,1] olarak belirlenmistir. Problemin matematiksel

ifadesi asagida verilmistir:

O i) I LI P (4.19)
XY\ 92 0y? ey Wyay_ y— X '

Burada, konvektif akis hizlart w, = =2 ve w, =3 olarak alinmigtir Bu
denklemde konveksiyon terimleri sabit katsayili, difiizyon terimi ise ¢6ziim alaninda
degisken katsay1 ile ifade edilmistir. Sag tarafindaki 2y — 8x terimi, dissal bir kaynak
fonksiyonu olarak modelin sag tarafina dahil edilmistir. Denklem, sinir kosullariyla
birlikte analitik ¢dziimii bilinen bir yapiya sahiptir. Analitik ¢dziim u(x,y) = x? + y?

seklindedir
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Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 50 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 10.000 iterasyon Adam
kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
gerceklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢6ziim araliginda N = 10.000 adet i¢ nokta
kullanilmis olup, sinir kosullar1 i¢in kullanilan nokta sayis1 Nz = 320 adettir. Modelin
toplam kay1p fonksiyonu, 6nceki boliimlerde tanimlanmis olan Denklem (3.4) lizerinden

hesaplanmustir.

Modelin basarimin1  degerlendirmek amaciyla ii¢ temel gorsellestirme
kullanilmistir. I1k olarak, Sekil 4.24°de analitik ¢oziim ile FBSA tahminleri kontur grafik
biciminde karsilastirilmistir. Gorselde, her iki ¢Ozliimiin alan boyunca oldukca

yakinsadig1 ve genel egilimlerin uyumlu oldugu gézlemlenmektedir.

Ardindan, Sekil 4.25°de yer alan mutlak hata kontur grafigi, ¢6ziim alanindaki
maksimum sapmalar1 gostermektedir. Bu hata dagilimina gore, 6zellikle kose bolgelerde

bir miktar artig gbzlense de genel dogruluk seviyesi yiiksektir.

Elde edilen maksimum mutlak hata degeri 1,387 X 1073 olup, ¢dziim alaninda
hesaplanan L2 goreli hata 3,87 x 1073 ve KOKH 3,088 x 10~* seviyesindedir. Bu
degerler, modelin ¢6ziim fonksiyonunu basarili bir sekilde O6grenebildigini

gostermektedir.

Sekil 4.26’da modelin egitim siiresince kayip fonksiyonunun degisimi
gosterilmistir. Adam ve L-BFGS algoritmalarinin birlikte kullanilmasi, kayip degerinin
hizl1 ve kararli bigimde azalmasini saglamistir. Son olarak, GPU siiresi 97 saniye ve CPU

siiresi 713 saniye olarak hesaplanmistir. GPU’da %86 verim alinmistir.
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Sekil 4.24. Ornek 1 i¢in FBSA ve analitik ¢oziimiin karsilastirmali kontur grafikleri.
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Sekil 4.25. Ornek 1 igin mutlak hata grafigi.
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Sekil 4.26. Ornek 1 igin iterasyona gore kayip fonksiyonu degisimi.

Ornek 2: iki Boyutlu Zaman Bagimsiz Dogrusal Olmayan Konveksiyon-Difiizyon-

Reaksiyon Denkleminin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu 6rnekte, iki boyutlu zaman bagimsiz ve dogrusal olmayan bir konveksiyon-
difiizyon-reaksiyon denkleminin ¢6ziimiinde FBSA yontemi kullanilmistir. Problemin
¢oziim alami Q:(x,y) € [0,1] X [0,1] olarak belirlenmis olup matematiksel ifadesi

asagidaki gibi sunulmaktadir.

0’u  0%*u ou ou
—& ﬁJ’a_yz +Wxa+wy@+u =g y) (4.20)

Burada € = 107*, w, =1 ve w), = 1 olarak alinmustir. Sag taraf fonksiyonu
g(x,y), analitik ¢o6ziim olarak kabul edilen u(x,y) = sin(mx) sin(mwy) ifadesi
kullanilarak elde edilmistir. Bu tanim, ¢6ziimiin sinir kosullartyla uyumlu olmasini

saglamakta ve egitim siirecinde dogruluk kontrolii agisindan avantaj sunmaktadir.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 20 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 10.000 iterasyon Adam

kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
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gerceklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢6ziim araliinda N = 10.000 adet i¢ nokta
kullanilmis olup, sinir kosullari i¢in kullanilan nokta sayisi Ng. = 320 adettir. Modelin
toplam kay1p fonksiyonu, 6nceki boliimlerde tanimlanmis olan Denklem (3.4) {izerinden

hesaplanmustir.

Model performansini degerlendirmek amaciyla Sekil 4.27°de analitik ¢6ziim ile
FBSA ¢6zlimiine ait sonuglarin karsilagtirmali grafikleri olusturulmustur. Bu grafiklerde
goriildiigi tizere, FBSA yontemiyle elde edilen sayisal ¢6zlim analitik ¢6ziime oldukca

yakin bir dagilim sergilemektedir.

Sekil 4.28'de FBSA yoOntemine ait mutlak hata dagilimi sunulmaktadir.
Maksimum hata yaklagik 5,797 X 1073, L2 hata normu ise 2,317 x 10™3 ve KOKH
1,147 x 1073 degerlerindedir. Bu hata dagilimi, ¢6ziim alaninda homojen ve diisiik

seviyelerde oldugunu gostermektedir.

Son olarak, egitim siirecinde kayip fonksiyonunun degisimi Sekil 4.29°da
verilmistir. Adam ve L-BFGS optimizasyon algoritmalarinin birlikte kullanilmas1 egitim
stirecinde etkin ve kararli bir yakinsama saglamis, kayip fonksiyonunun istikrarl: sekilde

azaltilmasina olanak tanimustir.

1.0
0.9474

0.8421
0.8

0.7368

0.6316
0.6

0.5263 %

0.4 0.4211

0.3158
02 0.2105

0.1053

0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0000

Sekil 4.27. Ornek 2 icin FBSA ve analitik ¢6ziimiin karsilastirmali kontur grafikleri.
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Sekil 4.28. Ornek 2 i¢in mutlak hata grafigi.
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Sekil 4.29. Ornek 2 igin iterasyona gore kayip fonksiyonu degisimi.

FBSA modelinin egitim siiresinin GPU’da 92 saniye siirerken CPU da belirgin
sekilde artarak 339 saniye olmustur. GPU ortaminda yaklasik %72 oraninda verim elde

edilmistir.
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Sonu¢ olarak elde edilen bulgular, FBSA yonteminin iki boyutlu dogrusal
olmayan karmasik konveksiyon-difiizyon problemlerini ¢ozmede etkili ve giivenilir bir

alternatif oldugunu ortaya koymaktadir

Ornek 3: iki Boyutlu Zaman Bagimh Dogrusal Konveksiyon-Difiizyon Probleminin

Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu calismada, zaman bagimli iki boyutlu dogrusal konveksiyon-difiizyon
problemi, sag tarafi analitik olarak tiiretilmis bir kaynak terimi f(t, x, y) igerecek
sekilde ele alinmis ve FBSA yontemi ile ¢oziilmiistiir. Kullanilan diferansiyel denklem

asagida verilmistir:

o ) i, s e ny) (4.21)
ot gz Tayz) Ty T g =/ bxy '

Bu denklemde ¢ difiizyon katsayisini k,ve ky, ise x ve y yoniindeki konveksiyon

katsayilarini temsil etmektedir. Calismada bu parametrelerin farkli degerleri icin FBSA
modelinin performansi detayli sekilde incelenmistir. Zaman ve uzay sinirlari sirasiyla t €

[0,1] ve (x,y) € [0,2] x [0,2] araliklarinda belirlenmistir.

Problemin sag tarafindaki kaynak terimi, asagida verilen analitik ¢6ziimden tiirev

islemleri ile hesaplanmistir:

(x—k,t—0.5)2 (y—kyt—0-5)2
1 e(4t+1) £(4t+1)

u(t,x,y) = (4.22)

4t + 1

(Coziim fonksiyonu zaman bagiml olarak uzayda belirli bir hizla tagian ve ayni

zamanda difiizyon etkisiyle yayilan bir Gauss profili seklindedir.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 20 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 10.000 iterasyon Adam

kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
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gerceklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢oziim araliginda Ny = 40.000 adet i¢ nokta, Ngc =
2000 smir kosulu noktasi ve Njc = 2000 baslangi¢ kosulu noktas: kullanilmistir.
Modelin toplam kayip fonksiyonu, dnceki boliimlerde tanimlanmis olan Denklem (3.12)
lizerinden hesaplanmustir. Bu yapi ve parametrelerle, modelin farkli €, k, ve k,, degerleri

icin ¢Oziim basarimi sistematik olarak analiz edilmistir.

Bu bolimde, &=0,1 ve k, =k, =1 parametre degerleri igin elde edilen
sonuglar sunulmaktadir. Sekil 4.30'da FBSA modelinin toplam kayip degerinin
iterasyonlara gore degisimi goriilmektedir. Adam ve L-BFGS asamalar1 sonrasinda
modelin toplam kayip degeri yaklasik 107> seviyesine kadar diiserek egitim siireci

basariyla tamamlanmustir.

Zamanin farkli adimlarinda Tablo 4.5’te hata analizleri yapilmis, devaminda ise
0zel olarak t =0, t =0,3, t = 0,5, t = 0,7 anlarinda FBSA ile analitik ¢Oziimler
kargilagtirmali olarak Sekil (4.31-4.34)’de sunulmustur. Zaman ilerledikce FBSA

yontemi ¢ozliimii dogru sekilde tahmin etmeye devam etmistir.

Sekil 4.35°te ise ayn1 zaman adimlarinda FBSA ve analitik ¢oziimler arasindaki
mutlak hata dagilimlart gosterilmektedir. Erken zaman adimlarinda hata seviyesinin

nispeten daha yiiksek oldugu, zaman ilerledik¢e ise hatanin azaldig1 gozlemlenmektedir.

Tablo 4.5. Zaman adimlarina gore hata degerleri.

MMH KOKH L2 Goreli Hata
t=10,7 3,205 x 1073 3,227 x 1074 3,993 x 1073
t=0,8 3,386 x 1073 3,209 x 1074 4,632 x 1073
t=0,9 3,548 x 1073 3,140 x 107* 5122 x 1073
t=1 3,760 x 1073 3,061 x 107* 6,122 x 1073
t=0,1 2,483 x 1073 4,134 x 107* 2,044 x 1073
t=0,2 2,451 x 1073 3,601 x 107 2,302 x 1073
t=03 3,237 x 1073 4,302 x 107* 2,448 x 1073
t=0,4 3,753 x 1073 4,589 x 10~* 2,690 x 1073
t=0,5 3,631 x 1073 4,132 x 1074 3,034 x 1073
t=0,6 3,273 x 1073 3,496 x 107* 3,452 x 1073
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Bu problem igin Maksimum hata 9,986 x 1073, L2 hata normu ise
3,309 X 1073 ve KOKH 4,117 X 10~* degerlerindedir. Modelin GPU iizerinde
hesaplama siiresi 909 saniye, CPU iizerinde ise 3207 saniye olmustur. Elde edilen
sonuglar denklemin FBSA yonteminin ilgili parametreler i¢in basarili bir ¢éziim

sundugunu gostermektedir.

10-1 4

10-24

Loss

1074

107° 4

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
Iterasyon

Sekil 4.30. ¢ = 0,1 ve ky = k,, = 1 i¢cin FBSA modelinin toplam kayip degerinin iterasyonlara
gore degisimi.

Analitik CozumQ PINN Cozimu

0.6766

0.6013

0.5260

0.4508

0.1,%,y)

0.3755

0.3002

u(t:

0.2249
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00 0.00 -0.0009
0.00 0.25 0.50 Q.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Sekil 4.31. € =0,1 ve ky =k, =1 i¢in FBSA ve analitik ¢6ziimin t = 0,1 amndaki
karsilastirmali kontur grafikleri.
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Analitik C6zami PINN Cézimi
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Sekil 4.32. ¢ =0,1 ve ky =k, =1 i¢in FBSA ve analitik ¢oziimin t = 0,3 anindaki
karsilastirmali kontur grafikleri.

Analitik Cozimu PINN Cozumu
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Sekil 4.33. ¢ =0,1 ve ky =k, =1 i¢cin FBSA ve analitik ¢oziimin t = 0,5 amndaki
karsilastirmali kontur grafikleri.

Analitik Gézimi PINN Coziimii
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Sekil 4.34. £¢=0,1 ve ky =ky; =1 i¢in FBSA ve analitik ¢ozimiin t = 0,7 anindaki
karsilagtirmali kontur grafikleri.
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Sekil 4.35.¢ = 0,1vek, =k, = 1i¢int=0,1,0,3, 0,5, 0,7 zaman adimlarinda FBSA ve analitik
cOziimler arasindaki mutlak hata dagilimai.

e = 0,1 i¢in elde edilen hata degerleri ve grafikler genel olarak incelendiginde,
zaman adimlarinda giizel bir ¢oziimleme elde edildigi goriilmektedir. FBSA yontemi bu
problem icin uygun sonuglar liretmistir. Ayrica, sekil grafiklerinden de gozlemlenecegi

lizere, ¢6zim bolgesinin biiyiik kisminda hatalar oldukga kii¢iik bir seviyededir.

Ornek 4: ki Boyutlu Zaman Bagimh Dogrusal Olmayan Konveksiyon-Difiizyon-

Reaksiyon Probleminin Fizik Bilgili Sinir Ag1 ile Coziimii

Bu ¢aligmada, zaman bagimli iki boyutlu dogrusal olmayan konveksiyon diflizyon
denklemi, FBSA yontemi kullanilarak ele alinmistir. Uzamsal ¢6ziim alan1 t € [0,1] ve

(x,y) € [0,1] x [0,1]olarak tanimlanmustir. Model asagidaki denklemle ifade edilir:

—— 05—
Jt

ou 0%u N 0%u
dx?  dy?

>+u2(1—u)=0 (4.23)
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Coziimiin baglangi¢ ve sinir kosullar1 p= /1/ o iken asagidaki analitik ¢oziimden

elde edilmistir:

1
1 + e(PG+y-pt))

u(t,x,y) = (4.24)

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 20 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 10.000 iterasyon Adam
kullanilirken 500 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
gerceklestirilmistir. Egitim sirasinda ¢oziim araliginda Ny = 10.000 adet i¢ nokta, Ngc =
1000 smir kosulu noktasi ve Njc = 1000 baslangi¢ kosulu noktas: kullanilmistir.
Modelin toplam kayip fonksiyonu, dnceki boliimlerde tanimlanmis olan Denklem (3.12)

tizerinden hesaplanmistir.

(COziimiin zamana gore degisimini ve FBSA yontemi ile analitik ¢dziimiin
uyumunu daha ayrintili sekilde incelemek amaciyla, farkli zaman adimlarinda t=0,1, 0,3,
0,5, 0,7 anlarinda elde edilen karsilastirmali kontur grafikleri Sekil (4.36-4.39)’da
sunulmustur. Bunun yamni sira Tablo 4.6’da zaman adimlarina gore maksimum mutlak
hata, L2 goreli hata ve KOKH karsilastirmalr olarak verilmistir. Grafiklerden goriildiigii
tizere, FBSA ¢6ziimii ile analitik ¢6ziim genel olarak tiim zaman adimlarinda oldukca

yuksek bir uyum sergilemektedir.

Tablo 4.6. Zaman adimlarina gore hata analizleri.

MMH KOKH L2 Goreli Hata
t=0,1 1,075 x 1072 3,925 x 1073 1,120 x 1072
t=0,2 9,611 x 1072 3,840 x 1073 1,062 x 1072
t=03 8,568 x 1073 3,751 x 1073 1,006 x 102
t=0,4 7,616 x 103 3,685 x 1073 9,523 x 1073
t=0,5 6,986 x 1073 3,567 x 1073 9,013 x 1073
t=0,6 6,802 x 1073 3,484 x 1073 8,551 x 1073
t=10,7 6,612 x 1073 3,422 x 1073 8,163 x 1073
t=0,8 6,418 x 1073 3,397 x 1073 7,882 x 1073
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MMH KOKH L2 Goreli Hata
t=0,9 6,224 x 1073 3,430 x 1073 7,742 x 1073
t=1 6,034 x 1073 3,535 x 1073 7,771 x 1073

Modelin dogruluk performansini daha nicel bir sekilde degerlendirmek amaciyla
zaman adimlarina gére mutlak hata dagilimlari da Sekil 4.40'da kontur grafikleri seklinde
verilmigtir. Bu gorseller, her bir zaman adimi i¢in ¢6ziim alanindaki mutlak hatanin
olduk¢a diisiik seviyelerde kaldigin1 ve zaman ilerledikce ¢6ziim dogrulugunun
korundugunu gostermektedir. Ayrica hata dagilimlarinda belirgin sistematik sapmalar
veya yliksek hata bolgeleri gézlemlenmemistir; bu da FBSA yonteminin zaman bagimli

karmagik dinamikleri basarili bir sekilde 6grenebildigini gostermektedir.

Nicel degerlendirmeyi desteklemek amaciyla hesaplanan L2 goreli hata
9,113 x 1073, KOKH 3,625 x 1073 ve MMH 1,138 X 1072 olarak bulunmustur. Bu
diisiik hata degerleri, modelin kabul edilebilir dogrulukta sonugclar iiretebildigini agikca

ortaya koymaktadir.

Egitim siirecinin bagarim1 ve optimizasyonun ilerleyisi ise Sekil 4.41'de sunulan
toplam kay1p fonksiyonunun degisim grafigi lizerinden takip edilebilmektedir. Goriildiigii
lizere, egitim siireci boyunca kayip fonksiyonu kararli bir bicimde azalmis ve egitim
sonunda 10™* seviyelerine ulasmistir. Bu durum, modelin hem diferansiyel denklem
kosullarini hem de sinir ve baslangic kosullarini tatmin edecek sekilde basarili bir sekilde

optimize edildigini gostermektedir.

Son olarak, CPU ve GPU siiresi 104 saniye olarak hesaplanmistir. GPU ortaminda
saglanan 6nemli hiz kazanimi, 6zellikle daha karmasik ve yliksek boyutlu problemlerde

yontemin uygulanabilirligini ve hesaplama verimliligini belirgin 6l¢iide artirmaktadir.
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Sekil 4.36. Ornek 4 icin FBSA ve analitik ¢ziimiin t = 0,1 anindaki karsilastirmali kontur
grafikleri.
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Sekil 4.37. Ornek 4 igin FBSA ve analitik ¢dziimiin t = 0,3 anindaki karsilastirmali kontur
grafikleri.
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Sekil 4.38. Ornek 4 icin FBSA ve analitik ¢dziimiin t = 0,5 anindaki karsilastirmali kontur
grafikleri.
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Sekil 4.39. Ornek 4 icin FBSA ve analitik ¢ziimiin t = 0,5 anindaki karsilastirmali kontur
grafikleri.
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Sekil 4.40. Ornek 4 icin FBSA ve analitik ¢dziimiin zaman adimlarina gére karsilastirmali kontur
grafikleri.
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Sekil 4.41. Ornek 4 i¢in mutlak hata grafigi.

Sonu¢ olarak, FBSA yo6ntemi, zaman bagimli iki boyutlu dogrusal olmayan
konveksiyon-difiizyon denklemlerinin ¢ozliimiinde hem sayisal dogruluk hem de
hesaplama verimliligi ag¢isindan gii¢lii bir alternatif sunmaktadir. Bu metodolojinin ileri
caligmalarla daha karmagik dinamik sistemlere uygulanabilirligi, gelecekteki arastirmalar

i¢in umut verici bir yonelim olusturmaktadir.

4.3 Uc Boyutlu Problemlerin Fizik Bilgili Sinir Ag1 ile Coziimii

Bu bdliimde, konveksiyon-difiizyon-reaksiyon denklemlerine bir boyut daha
ekleyerek uzaymizi {i¢ boyuta ¢ikariyoruz. Konveksiyon-Diflizyon-Reaksiyon
denklemlerinin ve 3B denklemlerin zorluklarin1 analiz etmek adina, zaman bagimli ve

bagimsiz ¢oziim bolgelerinde dogrusal ve dogrusal olmayan denklemler incelenmistir.

Ornek 1: U¢ Boyutlu Zamandan Bagmsiz Dogrusal Konveksiyon-Difiizyon-

Reaksiyon Denkleminin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu 6rnekte, li¢ boyutlu ve zamandan bagimsiz dogrusal bir konveksiyon-diflizyon

denklemi, FBSA yontemi kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Calismanin amaci, degisken katsayil
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bu tlir bir denklemin ¢6ziimiinde FBSA yaklasimimin dogruluk ve verimlilik

performansini degerlendirmektir.

Incelenen denklem, literatiirde test problemi olarak yaygm bigimde kullanilan,

degisken katsayilara sahip su formdadir:

2x 2 2z (x+y+z)
eX—+eV—+e““—+e
d0x? dy? 0z2

0%u 0%u 0%u <6u 6u+6u
dx Jdy 0z

) = f(x,y,2) (4.25)

Bu denklem, ¢oziim bolgesi olarak (x,y,z) € [0,1]3 kiipii iizerinde
tanimlanmistir ve tiim kenarlarda Dirichlet sinir kosullari ile ¢éziilmiistiir. Sinir kosullar

ve kaynak terimi, asagida verilen analitik ¢oziime gore tiiretilmistir:
u(x,y,z) = cos(x) + cos(y) + cos(z) (4.26)

Bu se¢im, ¢oziimiin dogrulugunun dogrudan analitik ¢éziimle karsilagtiriimasini
mimkiin kilmaktadir. Kaynak terimi f(x,y,z) bu tam ¢0ziim iizerinden otomatik

tiirevleme yontemi ile hesaplanmistir.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 50 ndron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 20.000 iterasyon
boyunca Adam, 500 iterasyon boyunca L-BFGS kullanilmistir. Egitim i¢in i¢ bolgede
50.000 rastgele oOrnek nokta, her smir yiizeyi basma ise 50 X 50 = 2500 nokta
kullanilarak toplam 15.000 smir noktast olusturulmustur. Modelin toplam kayip
fonksiyonu, oOnceki bolimlerde tanimlanmis olan Denklem (3.4) {izerinden

hesaplanmustir.

Modelin bagarimini degerlendirmek amaciyla, analitik ¢6ziim ile FBSA tarafindan
iiretilen ¢oziimiin karsilastirilmas: farkli gorsellestirmelerle sunulmustur. Oncelikle,
¢Oziimiin belirli diizlemler {lizerinde kesitleri alinarak karsilastirmali kontur grafikleri
hazirlanmistir. Sekil 4.42 ve Sekil 4.44°de sirasiyla z = 0,2 ve y = 0,2 diizlemleri igin

analitik ve FBSA ¢6ziimii yan yana gorsellestirilmistir. Her iki kesitte de ylizeylerin genel
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yapisinin birbiriyle yiiksek diizeyde ortlistiigii ve FBSA ¢ozliimiinlin analitik ¢dziime

oldukca yakin sonuglar iiretebildigi goriilmektedir.

Buna ek olarak, ¢6ziimiin ii¢ boyutlu genel davranis1 Sekil 4.46’de analitik ¢oziim
ve FBSA ¢6ziimiinilin ii¢ boyutlu ylizey grafikleri ile karsilagtirmali olarak sunulmustur.

Egitim siiresince toplam kayip fonksiyonunun degisimi ise Sekil 4.47°de verilmistir.

Coziimin mutlak hata dagilimi ise Sekil 4.48’te {ic boyutlu olarak

gorsellestirilmistir. Sekil incelendiginde, ¢oziim alaninin genelinde hata seviyelerinin

oldukea diisiik diizeyde oldugu ve baz1 kisimlarda kiimelesmis hata bolgeleri bulunuyor.

Modelin L2 hata normu 3,057 x 10™*, maksimum mutlak hata 3,927 x 1073 ve
KOKH 7,746 x 10~*, olarak hesaplanmistir. Bu degerler, FBSA modelinin ii¢ boyutlu

dogrusal konveksiyon-difiizyon denklemlerinde yiiksek dogrulukla sonug tiretebildigini

gostermektedir.

Coziim siiresi acisindan degerlendirildiginde, GPU ortaminda yaklasik 1258
saniyede egitim tamamlanmistir. CPU ortaminda ise bu siire yaklasik 5400 saniye

olmustur. Bu sonuglar, {i¢ boyutlu problemlerde GPU kullaniminin hesaplama siiresi

acisindan 6nemli bir avantaj sagladigini agik¢a ortaya koymaktadir.

uxy.z=0.2)

uix ¥,2=0.2)

1000

silagtirmas.

0

Sekil 4.42. Ornek 1 i¢in z= 0,2 kesitinde analitik ¢dziim ile FBSA kar
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Mutlak Hata

0.8
1.0 0.0

Sekil 4.43. Ornek 1 icin z = 0,2 kesitinde mutlak hata.

Analitik Cztm

Uik y=02z)

1000

Sekil 4.44. Ornek 1 igin y = 0,2 kesitinde analitik ¢coziim ile FBSA karsilastirmas.

Mutlak Hata - 3D Yiizey Plot (y=0.2)

0.8

1.0 0.0

Sekil 4.45. Ornek 1 icin y = 0.2 kesitinde mutlak hata.
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Analitik CézUmu PINN C6z0muU
1.6e+00 3.0e+00 1.6e+00 3.0e+00

= @ om O

Sekil 4.46. Ornek 1 icin analitik ¢6ziim ve FBSA ¢dziimiiniin {ic boyutlu karsilastirmasi.

10° 4

10t

1004

10

Loss

1072 4

1077

104 4

1077 4

0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000
jterasyon

Sekil 4.47. Ornek 1 igin egitim siiresince toplam kay1p fonksiyonunun degisimi.
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Mutiak Hata

Sekil 4.48. Ornek 1 i¢in ¢dziimiin ii¢ boyutlu mutlak hata dagilima.

Ornek 2: Uc Boyutlu Zamandan Bagimsiz Dogrusal Olmayan Konveksiyon-

Difiizyon-Tiirdes Tiirevli Denkleminin Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu bdliimde, ii¢ boyutlu ve zamandan bagimsiz dogrusal olmayan bir
konveksiyon-difiizyon denklemi, FBSA yontemi kullanilarak ¢ozlilmiistiir. Caligmanin
amaci, karmasik katsayilara ve tiirdes tiirev terimlerine sahip bu tiir bir denklemin

¢ozlimiinde FBSA yaklagiminin dogruluk ve verimlilik performansini degerlendirmektir

(Calismada ele alinan diferansiyel denklem su sekilde tanimlanmaistir:

0’u 0%u 0%u
(14 e00) <ax2 Ty aZZ)

1+ , ) 0%u N 0%u
c0SZSinycosz oxay + 3xaz

a u

(6u+6u+6u)_ ( )
W\ox oy Taz) =S y2
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Coziim bolgesi olarak (x,y,z) € [0,1]3 kiipii iizerinde tanimlanmustir ve tiim
kenarlarda Dirichlet sinir kosullar1 uygulanmistir. Sinir kosullar1 ve kaynak terimi,

asagida verilen analitik ¢oziime gore tliretilmistir:

u(x,y,z) = e* cos(y) sin(z) (4.28)

Bu secim, ¢oziimiin dogrulugunun dogrudan analitik ¢oziimle karsilastirilmasini
mimkiin kilmaktadir. Kaynak terimi f(x,y,z), analitik ¢oziim {izerinden otomatik

tiirevleme yontemi kullanilarak hesaplanmistir.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 50 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 20.000 iterasyon Adam
kullanilirken 1000 iterasyon L-BFGS kullanilarak daha hassas bir optimizasyon
gerceklestirilmistir. Egitim i¢in i¢ bolgede 50.000 rastgele drnek nokta, her sinir yiizeyi
basina ise 50 X 50 = 2500 nokta kullanilarak toplam 15.000 sinir noktasi
olusturulmustur. Modelin toplam kayip fonksiyonu, dnceki boliimlerde tanimlanmis olan

Denklem (3.4) {izerinden hesaplanmaistir.

(Coziim alanindaki analitik ve FBSA ¢6zlimlerinin ii¢ boyutlu karsilastirmali
dagilimlar1 Sekil 4.49'da sunulmustur. Goriildiigi iizere, FBSA ¢6zlimii analitik ¢6ziim

ile oldukga yiiksek uyum sergilemistir.

Coziimiin dogruluk degerlendirmesi icin L2 goreli hata yaklasik 1,578 X 1072 |
maksimum mutlak hata 6,911 x 1073 ve KOKH 1,159 X 10~3 hata olarak
hesaplanmistir. Bu hata degerleri, FBSA yonteminin karmagik katsayili ve dogrusal
olmayan konveksiyon-difiizyon denklemlerin ¢o6ziimiinde basarili  oldugunu

gostermektedir.

Ayrica ¢oziimiin zorlanacagi ongoriillen z = 0,5 kesitinde, FBSA ve analitik
¢Ozlimiin karsilastirmasi Sekil 4.50°de mutlak hata grafigi Sekil 4.51°de verilmistir. x, 1’e
yaklastiginda lineer olmayan terimler biiyliyerek denklemi zorlastirmaktadir. Bu nedenle,

ilgili kesitteki mutlak hata ve karsilastirma grafikleri Sekil 4.52 ve Sekil 4.53'te ve y =
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1 i¢in ise karsilastirmali ve mutlak hata grafikleri sirasiyla Sekil 4.54 ve Sekil 4.55°te
gosterilmistir. Goriildiigli tizere model, bu alanlarda bozulmalar olmadan 6grenmesini

1073 hata seviyelerinde tutmay basarmustir.

Egitim siiresince kayip fonksiyonunun iterasyonlara gore degisimi ise Sekil
4.56’da gosterilmistir. Grafik incelendiginde, FBSA yonteminin iki asamali egitim

stratejisi kullanilarak hizli ve kararl bir sekilde yakinsadig1 gozlemlenmektedir.

(Coziim stiresi agisindan degerlendirildiginde, egitim siireci GPU ortaminda
yaklasik 1517 saniyede, CPU ortaminda ise 12240 saniyede tamamlanmistir. Elde edilen
bu sonuglar, ozellikle yiiksek boyutlu ve dogrusal olmayan problemlerde GPU
hizlandirmasinin egitim siiresini 6nemli 6l¢iide kisalttigin1 ve hesaplama verimliligini

artirdigin1 gostermektedir.

Analitik CozimU PINN Cézim
2Z & (0,0e+00 23.0e+00 2z & -49e-02 3.0e+00
= . = .

Sekil 4.49. Ornek 2 igin z = 0,2 kesitinde analitik ¢6ziim ile FBSA karsilastirmasi.
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Analitik Coz0mi PINN Cizimi)

ix.y.2)

10

Sekil 4.50. Ornek 2 icin z = 0,5 kesitinde analitik ¢oziim ile FBSA karsilastirmast.

0.005
0.004

0.003

Mutlak Hata

0.002

0.001

10 0.0

Sekil 4.51. Ornek 2 igin z = 0,5 kesitinde elde edilen mutlak hata.

Analitik Goziim PINN Gozimii

Sekil 4.52. Ornek 2 igin x = 1 kesitinde analitik ¢oziim ile FBSA karsilagtirmast.
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0.006

0.005

0.004

0.003

Mutlak Hata

0.002

0.001

10 0.0

Sekil 4.53. Ornek 2 icin x = 1 kesitinde elde edilen mutlak hata.

Analitik Cbzim PINN C3zimi

0.0

1.0

Sekil 4.55. Ornek 2 igin y = 1 kesitinde analitik ¢oziim ile FBSA karsilagtirmast.
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10?

10

Loss

10—3 4

0 5000 10000 15000 20000
Iterasyon

Sekil 4.56. Ornek 2 igin egitim siiresince toplam kay1p fonksiyonunun degisimi.

Ornek 3: Uc¢ Boyutlu Zaman Bagimh Dogrusal Konveksiyon-Difiizyon Denkleminin

Fizik Bilgili Sinir Ag ile Coziimii

Bu béliimde, ii¢ boyutlu ve zamandan bagimli dogrusal bir konveksiyon-difiizyon
denklemi, FBSA yo6ntemi kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Calismanin amaci, degisken katsayili
bu tir bir denklemin ¢o6ziiminde FBSA yaklasiminin dogruluk ve verimlilik

performansini degerlendirmektir.

Incelenen denklem, literatiirde test problemi olarak yaygin bigimde kullanilan,

degisken katsayilara sahip su formdadir:

u +tlx +y + 2)u, + t’xyzuy, +

sin(r(x +y+z+06)u, + 129

txyu — (uxx + uy, + uzz) = f(t,x,y,2)

Bu denklem, ¢6ziim bolgesi olarak t € [0, 1] ve (x,y,z) € [0,1]® Kkiipii iizerinde
tanimlanmistir ve tiim kenarlarda Dirichlet sinir kosullari ile ¢6ziilmiistiir. Sinir kosullari

ve kaynak terimi, asagida verilen analitik ¢oziime gore tiiretilmistir:
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u(x,y,z) = et sinmx sinmy sinnz (4.30)

Bu secim, ¢oziimiin dogrulugunun dogrudan analitik ¢oziimle karsilastirilmasini
mimkiin kilmaktadir. Kaynak terimi f(x,y,z) bu tam ¢0ziim iizerinden otomatik

tiirevleme yontemi ile hesaplanmistir.

Bu problem i¢in kullanilan FBSA modeli dort adet gizli katmandan olusmakta
olup her katmanda 50 néron bulunmaktadir. Modelin egitiminde 30.000 iterasyon Adam
kullanilirken 1.000 iterasyon L-BFGS kullanilmigtir. Egitim i¢in i¢ bdlgede 100.000
nokta, her sinir ylizeyi bagina ise 100 X 100 = 2.500 nokta kullanilarak toplam 60.000
siir noktast ve baslangi¢ kosulu noktasi olarak ise 15.000 noktadan olusturulmustur.
Modelin toplam kayip fonksiyonu, dnceki boliimlerde tanimlanmis olan Denklem (3.12)

tizerinden hesaplanmistir.

Modelin bagarimini degerlendirmek amaciyla, analitik ¢6zlim ile FBSA tarafindan
iiretilen ¢oziimiin karsilastirilmas: farkli gorsellestirmelerle sunulmustur. Oncelikle,
¢Oziimiin belirli diizlemler lizerinde kesitleri alinarak karsilastirmali kontur grafikleri
hazirlanmistir. Bu amagcla, t = 0,2 ve t = 1,0 anlar i¢in y = 0,526 diizleminde kesitler
alinmis ve analitik ¢ozlim ile FBSA ¢6ziimii yan yana gorsellestirilmistir. Sekil 4.57 ve
4.59°da bu kesitlere ait karsilastirmali grafikler sunulmaktadir. Sonuglar da 6zellikle t =
1 anida bozulmalar grafikte gézlemlenebilir hale gelmistir. Sekil 4.58 ve Sekil 4.60°da

ise bu anlardaki mutlak hata karsilastirmasi verilmistir.

Buna ek olarak, ¢oziimiin zaman gelisimine bagli olarak hata dagilimi da
incelenmistir. Bu kapsamda t = 0,1, 0,3, 0,5 ve t = 1,0 anlarindaki 3B mutlak hata
dagilimlari, Sekil 4.61°te gorsellestirilmistir. Sekil incelendiginde, zamanin ilerlemesine
bagl olarak sinirlarda belirli blgelerde hatanin arttig1 gdzlemlenmektedir. Ozellikle t =
1,0 aninda, x = 0, y = z = 0,526 noktasinda hata maksimum seviyeye ulasmistir. Bu
durum, ¢6ziim alaninin bu bolgelerinde kaynak terimin etkisiyle yiiksek gradyanlarin

olusmasindan kaynaklanmaktadir.
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Egitim siiresince toplam kayip fonksiyonunun degisimi ise Sekil 4.62°te

verilmistir. Grafik, iki asamal1 egitim stratejisinin etkili bicimde uygulandigini ve egitim

siireci sonunda kaybin belirgin sekilde azaldigini gostermektedir.

Modelin L2 hata normu yaklasik olarak 4,212 X 1072, maksimum mutlak hata
1,86 x 10" ve KOKH ise 2,483 x 1072 olarak hesaplanmistir. Mutlak hatanin yiiksek
ciktig1 (¢t,x,y,z) = (1.000,0.000, 0.526, 0.526) noktas1 referans alinarak diger hata ve

ylizey grafikleri ¢izdirilmistir, Buna ek olarak Tablo 4.7°de zaman adimlarina gore hata

degerleri gosterilmistir.

Tablo 4.7. Ornek 3 i¢in zaman adimlarina gore hata degerleri.

MMH KOKH L2 Goreli Hata

t=0,1 1,195 x 1071 1,252 x 1072 3,460 x 1071
t=0,2 1,211 x 1071 1,307 x 1072 3,269 x 1071
t=0,3 1,264 x 1071 1,397 x 1072 3,161 x 107!
t=0,4 1,285 x 1071 1,512 x 1072 3,096 x 1072
t=0,5 1,266 x 1071 1,659 x 1072 3,074 X 1072
t=10,6 1,202 x 1071 1,875 x 1072 3,143 x 1072
t=10,7 1,211 x 1071 2,221 x 1072 3,369 X 1072
t=0,8 1,348 x 107! 2,781 x 1072 3,818 x 1072
t=0,9 1,440 x 1071 3,770 x 1072 4,682 x 1072
=1 1,866 x 1071 5,708 x 1072 6,614 x 1072

Coziim siiresi acisindan degerlendirildiginde, GPU ortaminda yaklasik 1 saat 49

dakika’da egitimi tamamlanmistir. CPU ortaminda ise bu siire yaklasik 26 saat stirmiistiir.

Bu sonuglar, {i¢ boyutlu problemlerde GPU kullaniminin hesaplama siiresi acisindan

onemli bir avantaj sagladigini agikca ortaya koymaktadir.
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Analitik Gozum PINN GézOmi

Sekil 4.57. Ornek 3 igin t = 0,2 ve y = 0,526 kesitinde analitik ¢6ziim ile FBSA karsilastirmasi.

o o °
o o o
w - w
Mutlak Hata

o
o
8}

o
o
=t

Sekil 4.58. Ornek 3 icin t = 0,2 ve y = 0,526 kesitinde analitik ¢oziim ile FBSA karsilastirmas.

Anzlitik Cdzim PINN CézUmi

Sekil 4.59. Ornek 1 i¢in t = 1 ve y = 0,526 kesitinde analitik ¢dziim ile FBSA karsilastirmast.
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Mutlak Hata

Sekil 4.60. Ornek 3 icin t = 1 ve y = 0,526 kesitinde analitik ¢dziim ile FBSA karsilastirmast.

t = 0,1 Amindaki Mutlak Hata t=0,3 Anindaki Mutlak Hata

Mutlak Hata

. Mutlak Hata
0 Oe+00 1. 9e 0

0.0e+00 1.9e-0°
B -
t=0,5 Anindaki Mutlak Hata t=1 Anindaki Mutlak Hata
‘Mufok Hata Mutlaok Hata
0.0e+00 1 Qe 0 0.0e+00 1.9e-0
B -

Sekil 4.61. Ornek 3 icin ¢dziimiin t = 0,1 0,3 0,5 1,0 anlarinda ii¢ boyutlu mutlak hata
dagilimlarinin karsilastirilmasi.

78



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

102 4

1014

10-2 4

¢ 5000 10000 15000 20000 25000 30000
iterasyon

Sekil 4.62. Ornek 3 igin egitim siiresince toplam kay1p fonksiyonunun degisimi.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Fizik Bilgili Sinir Ag1 (FBSA) yontemi kullanilarak dogrusal

ve dogrusal olmayan Konveksiyon-Difiizyon-Reaksiyon (KDR) denklemlerinin bir, iki

ve li¢ boyutlu yapidaki ¢6ziimleri basariyla gergeklestirilmistir. Calismanin temel amaci,

FBSA yaklagiminin farkli boyut ve karakterdeki fiziksel sistemlerde sagladigi ¢oziim

dogrulugunu ve etkinligini analiz etmektir.

Gergeklestirilen sayisal deneyler ve analitik ¢oziimlerle yapilan karsilastirmali

hata analizleri sonucunda asagidaki temel bulgular elde edilmistir:

Bir boyutlu problemler: FBSA yontemi yiiksek dogrulukta ve kararli ¢oziimler
tiretmistir. Elde edilen hata degerleri, literatiirde kabul edilen seviyelerin altina
diismiis ve yontem, bir boyutlu KDR denklemleri i¢in giivenilir bir ¢6zliim araci

olarak degerlendirilmistir.

Iki boyutlu konveksiyon-baskin ve zaman bagimli problemler: FBSA ydntemi,
niimerik salimim igcermeyen ve fiziksel olarak tutarli ¢Oziimler sunmustur.
Konveksiyon baskin etkilerin hakim oldugu rejimlerde de ¢o6ziim istikrarim

korumustur.

Ug boyutlu problemler: Yéntem, yiiksek boyutlu PINN uygulamalar1 arasinda
dikkat cekici bir basar1 sergilemistir. GPU tabanli hizlandirma sayesinde ¢6ziim

stireleri dnemli 6l¢iide azaltilmis ve yontemin pratik uygulanabilirligi artirilmisgtir.

Bu sonuglar gostermektedir ki:

FBSA yontemi, klasik nlimerik yontemlere gore agsiz (mesh-free) ve yiiksek

boyutlu problemlere uygulanabilir bir alternatif olarak 6ne ¢ikmaktadir.

Konveksiyon baskin ve zorlayici rejimlerde, FBSA yontemi kararli ve dogru

¢Ozlimler sunmaktadir.
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e GPU destekli optimizasyon stratejileri kullanilarak FBSA yoOnteminin pratik

kullanim alan1 genisletilebilmektedir.

Oneriler ve Gelecek Calisma Konular:

e FBSA yonteminin performansi, ileri optimizasyon algoritmalar1 (6rnegin

curriculum learning, adaptive optimizers) kullanilarak daha da gelistirilebilir.

o XPINN ve cPINN gibi alan bélmeli PINN mimarileri kullanilarak daha biiyiik ve

karmasik ¢6ziim alanlar etkin bi¢cimde ele alinabilir.

o Konveksiyon-baskin ve yiliksek Peclet sayili problemlerde, stabilizasyon

mekanizmalarinin entegrasyonu ile FBSA performansi daha da artirilabilir.

o FBSA yontemi, gercek diinya miihendislik problemlerine (6r. akigkanlar
mekanigi, biyomedikal sistemler, g¢evresel modelleme) uygulanarak pratik

katkilar saglayabilir.

o Ogzellikle zaman-bagimli ii¢ boyutlu problemlerde performans iyilestirme ve

egitim siiresi optimizasyonuna yonelik ¢caligmalarin yapilmasi 6nerilmektedir.

Sonug olarak, bu tez ¢alismasi kapsaminda FBSA yonteminin dogrusal ve dogrusal
olmayan KDR denklemlerinin ¢dziimiinde etkili, esnek ve giiclii bir alternatif sundugu
gosterilmistir. Calisma, 6zellikle {ic boyutlu KDR problemleri i¢in PINN tabanli ¢6ziim

sunmast bakimindan literatiire 6zgiin bir katki saglamaktadir.
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