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ONUR SOZU

Doktora Tezi olarak sundugum “2-Boyutlu Kismi Diferansiyel Denklemlerin
B-spline Sonlu Eleman Yéntemleri Ile Niimerik Coziimleri” baghkl bu cahgmanim
bilimsel ahlak ve geleneklere aykir1 diigecek bir yardima bagvurmaksizin tarafimdan
yazildigini ve yararlandigim biitiin kaynaklarin, hem metin i¢inde hem de kaynakgada
yontemine uygun bicimde gosterilenlerden olustugunu belirtir, bunu onurumla

dogrularim.

Nuri Murat YAGMURLU



OZET

Doktora Tezi

2-BOYUTLU KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
B-SPLINE SONLU ELEMAN YONTEMLERI ILE NUMERIK COZUMLERI

Nuri Murat YAGMURLU

Inonii Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusi

Matematik Anabilim Dali
225+xvi sayfa
2011
Danigsman: Prof. Dr. Selcuk KUTLUAY

Bu doktora tezi beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, tezde kullanilan
baz1 temel kavramlar ve 2—boyutlu kismi diferansiyel denklemler hakkinda genel
bilgiler verildikten sonra, sonlu fark, varyasyonel ve sonlu eleman yontemleri ile
birlikte spline ve B-Spline baz fonksiyonlar1 hakkinda temel kavramlar verildi.

Ikinci, figiincii, dordiincii ve beginei boliimler bu tezin orijinal kisimlarm
olusturmaktadir. Ikinci béliimde, bu tez boyunca 2—boyutlu kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde kulanilacak olan 2—boyutlu kiibik, kuintik ve septik
B-spline baz fonksiyonlar1 modifiye edildi.

Uciineit boliimde, smr sartlan ile verilen zamana bagh olmayan 2—boyutlu
Poisson denkleminin farkli dereceden B-spline baz fonksiyonlar: kullanilarak Galerkin
sonlu eleman yontemi ile niimerik ¢oztimleri elde edildi. Elde edilen niimerik sonuglar
literatiirdeki mevcut sonuclar ile karsilastirilarak Ly ve L., hata normlari ile birlikte
tablolar halinde sunuldu.

Dordiincii boliimde, baslangic ve sinir sartlari ile verilen 2—boyutlu difiizyon

denklemi farkli dereceden B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu



eleman yontemiyle coziildii. Elde edilen niimerik sonuglar literatiirdeki mevcut
sonuclar ile karsilastirilarak Lo ve L., hata normlar: ile birlikte tablolar halinde
sunuldu.

Besinci boliimde, baslangic ve simir sartlari ile verilen 2—boyutlu kararsiz
(unsteady) Burgers denklemi farkli dereceden B-spline baz fonksiyonlar1 kullamlarak
Galerkin sonlu eleman yontemiyle c¢oziildii. Elde edilen niimerik sonuclar
literatiirdeki mevcut sonugclar ile karsilagtirilarak Lo ve L., hata normlari ile birlikte

tablolar halinde sunuldu.

ANAHTAR KELIMELER: 2—Boyutlu Kararsiz Burgers Denklemi, 2—Boyutlu
Diftizyon Denklemi, 2—Boyutlu Poisson Denklemi, Sonlu Eleman Yontemleri,

B-Spline Baz Fonksiyonlari, Modifiye Edilmis B-spline Baz Fonksiyonlari.
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This Ph.D. thesis consists of five chapters. In the first chapter, after giving some
general information about the fundamental concepts and 2—dimensional partial
differential equations used in the thesis, fundamental concepts about the finite
difference, variational and finite element methods together with spline and B-spline
functions are presented.

The second, third, fourth and fifth chapters of the thesis make up its original
parts. In the second chapter, 2—dimensional cubic, quintic and septic B-spline bases
functions which will be used in the solution of 2—dimensional partial differential
equations are modified.

In the third chapter, numerical solutions of time-independent 2—dimensional
Poisson equation given with boundary conditions are obtained with Galerkin finite
element method by using various degrees of B-spline functions. The obtained
numerical results are compared with existing results in the literature, and they

are given with their error norms L, and L., in the form of tables.

1l



In the fourth chapter, 2—dimensional diffusion equation given with initial and
boundary conditions is solved by using Galerkin finite element method with various
degrees of B-spline functions. The obtained numerical results are compared with
existing results in the literature, and they are given with their error norms L, and
L in the form of tables.

In the fifth chapter, 2—dimensional unsteady Burgers equation given with initial
and boundary conditions is solved by using Galerkin finite element method with
various degrees of B-spline functions. The obtained numerical results are compared
with existing results in the literature, and they are given with their error norms Lo

and L, in the form of tables.

KEY WORDS: 2—Dimensional Unsteady Burgers Equation, 2—Dimensional
Diffusion Equation, 2—Dimensional Diffusion Equation, Finite Elements Method,

B-Spline Functions, Modified B-Spline Functions.
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GIRIS

Miihendislik ve fizikte karsilagilan bircok fiziksel olay adi veya kismi diferansiyel
denklemler yardimiyla modellenir ve bu denklemler ¢ogunlukla klasik analitik
metotlarla ¢oziilemeyecek kadar karmagik bir yapida kargimiza gikar [1]. Fiziksel
olaylar1 modelleyen diferansiyel denklemlerin genellikle tam ¢oztimleri ile ilgilenilir.
Ancak fiziksel olaylarin icerdigi komplike geometrik yapilar ve malzeme 6zellikleri
nedeniyle diferansiyel denklemlerin tam c¢oziimlerine ulasmak zordur veya c¢ogu
zaman miimkiin degildir [2, 3]. Bu nedenle yaklagik ¢oziimler i¢in sonlu fark,
varyasyonel ve sonlu eleman yontemleri gibi sayisal yontemlere bagvurulur. Bu
yontemlerden sonlu eleman yonteminde verilen bir bolge sonlu elemanlar diye
adlandirilan alt bolgelere ayrildigi ve problemin yaklagik ¢oziimii bu elemanlarin her
biri tizerinde gelistirildigi i¢in karmagik geometrilerin, farkli malzeme 6zelliklerinin ve
yerel etkilerin tam olarak temsil edilmesi saglandigindan sonlu elemanlar yontemi
son zamanlarda daha fazla one ¢ikmig ve giiniimiizde elektromanyetik, akigkanlar
mekanigi ve termal analizi gibi diger bilim dallarinda yaygin olarak kullanilmaktadir
[4, 5].

2—boyutlu problemlerin sonlu eleman analizi bir boyutlu problemlerin analizinde
kullanilan temel adimlari igerir. Ancak 2—boyutlu problemler geometrik olarak
komplike bolgeler iizerinde kismi diferansiyel denklemler olarak tanimlandiklarindan
dolay1 analizleri daha zordur. 2—boyutlu problemlerin bir D bolgesinin I' sinir1
genellikle bir egridir. Bundan dolay1 sonlu elemanlar, bolge iizerinde ¢oziimiin
saglanmasina ek olarak verilen 2—boyutlu bolgeyede yaklagimi saglayan basit
2—boyutlu geometrik sekiller olarak secilir. Yani 2—boyutlu problemlerde sadece bir
bolge tlizerinde verilen probleme yaklagik ¢oziim aranmaz ayni zamanda bolgeye de
uygun sonlu elemanlar agi ile yaklagim yapilir.  Bundan dolay1 2—boyutlu
problemlerin sonlu eleman analizinde ¢oziime yaklagimdan kaynaklanan hatalarin
yaninda bolgeye yaklagimdan da kaynaklanan hatalar ortaya ¢ikar. Sonlu elemanlar
kiimesi genellikle ti¢gen, kare, dikdortgen veya dortgen gibi basit 2—boyutlu
elemanlardan olugur. Bu elemanlar eleman simirlari boyunca diigiim noktalarinda
birbirlerine baglanir. Bolgeleri bu sekilde, diizensiz geometrili sonlu elemanlar
kiimesi ile temsil edebilmek sonlu elemanlar yontemini miihendisligin farkh
alanlarinda ortaya ¢ikan sinir, baglangic ve 6zdeger problemlerinin ¢oziimiinde degerli
ve pratik bir ara¢ haline getirmistir [6, 7, 8].

2—boyutlu kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri farkl teknik ve yontemlerle

gesitli aragtirmacilar tarafindan bulunmusgtur. L.R.T. Gardner ve G.A.Gardner



[9] manyeto-hidro dinamik diizlem akigini 2—boyutlu kiibik B-spline sonlu eleman
metodunu kullanarak, B.S.Moon ve D.S.Yoo [10] difiizyon denklemini kiibik spline
fonksiyonlar kullanarak Galerkin yontemiyle, Samir F.Radwan [11] 2—boyutlu
Burger denklemini sonlu fark metodunu kullanarak, Jinming Wu ve Xiaolei Zhang
[12] da 2—boyutlu model denklemleri kuartik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanarak
¢ozmiiglerdir. Bu tezde,

2—Boyutlu Poisson:
—Au = f(xay>7 (1','!/) € D7

u=g(z,y), (z,y) € 0D

2—Boyutlu Difiizyon:

Pu  Pu 1 0u

@‘i‘a—yzzga, (x,y)eD, t >0,

u=g(z,y), (x,y) €D
2—Boyutlu Kararsiz Burgers:

ou ou ou ’u  O%*u

JR— — =

ou gu, du D, t
8t+u8x+u8y (8x2+8y2)’ (x,y) € D, t >0,

u=g(z,y), (v,y) € 0D

denklemlerinin modifiye edilmis B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin

sonlu eleman yontemiyle yaklagik ¢oziimleri elde edilecektir.



BOLUM 1
TEMEL KAVRAMLAR

Miihendis ve bilim adamlarinin yaptigi en onemli seylerden biri fiziksel olaylari
modellemektir. Uzaysal, biyolojik, kimyasal, jeolojik veya mekanik olan hemen
hemen her olay fizik veya diger bilim dallarinin kurallar1 yardimi ile cebirsel,
diferansiyel ve/veya integral denklemleri ile ifade edilirler. Bu olaylarin veya
islemlerin analitik tanimlamalar1 matematiksel model diye adlandirilir.

Dogadaki fiziksel olaylarin biiyiik bir kisminin matematiksel modelleri elde
edildiginde, bunlar cogunlukla kargimiza lineer olmayan diferansiyel denklemler
olarak c¢ikar. Diferansiyel denklemler genellikle sinir sartlari ile birlikte verilir.
Diferansiyel denklemle birlikte verilen sinir sartlar: ézelliklerine gore dogal (natural)
ve/veya temel (essential) olarak smflandinhr. Ozellikle lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin tam ¢ozimiini bulmak bilim adamlari igin o6nemli bir problem
olagelmistir. Ciinkii bu tip diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimiinii bulmak bir
¢ok durumda ya oldukca zordur ya da imkansizdir. Bundan dolayi, son yillarda
tam ¢oziim yerine gecgebilecek yaklagik ¢oztimlerin bulunmasina imkan veren sayisal
yontemler mevcutdur. Son yillarda sayisal yontemlerden sonlu fark yontemi,
varyasyonel yontemler ve ozellikle de sonlu eleman yontemi daha siklikla kullanilir
hale gelmistir [2, 3, 6].

1.1 Sonlu Fark Yontemleri

Sonlu fark yontemleri literatiirde lineer ve lineer olmayan, farkli baglangic ve
sinir gartlar ile birlikte verilen bir ¢ok diferansiyel denklemin ¢oziimiinde yaygin
olarak kullanilmaktadir. Bir sonlu fark yonteminin bir kismi diferansiyel denkleme
uygulanmasinda sirasiyla asagidaki yol izlenir:

1. Problemin ¢oziim bolgesi geometrik sekiller iceren esit veya farkli boyutta
kafeslere boliintir ve problemin yaklagik ¢oziimii herbir kafesin diugiim (nodal)
noktalar: tizerinden hesaplanir.

2. Diferansiyel denklemdeki tiirevler yerine Taylor serisi yardimi ile elde edilen

ileri, geri veya merkezi sonlu fark yaklagimlar1 yazilir. Boylece baglangicta verilen



diferansiyel denklemin ¢oziimii problemi, fark denklemlerinden olugan bir cebirsel
denklem sisteminin ¢oziimii problemine indirgenir.

3. Elde edilen fark denkleminde ortaya ¢ikabilecek ¢oziim bolgesi igine diismeyen
hayali diigiim noktalar1 tizerindeki hayali degerleri yok etmek i¢in problemin verilen
sinir sartlar1 yerine uygun sonlu fark yaklagimlar: yazilir. Boylece bilinmeyen sayis
kadar cebirsel denklemden olugan bir denklem sistemi elde edilir. Elde edilen cebirsel
denklem sistemi direkt veya iteratif yontemlerden biri yardimi ile kolayca ¢oziiliir.

Verilen bir diferansiyel denklemi sonlu fark formunda ifade etmek icin cesitli

yontemler kullanilir. Bunlarin bashicalar: klasik sonlu fark yaklagimlar: olarak bilinen
o Agik (Explicit)
e Kapal (Implicit)

e Crank-Nicolson

yontemleridir. Bu yontemler agirlikli ortalama yaklagimi seklinde ifade edilebilir.
Bunun icin 0 <z <1 ,t>0, Az = h, At = k olmak {izere

ou 02U
ot 0x2’
parabolik denklemini goz ontine alahm. Bu denklemin agirlikhi averaj yaklagimi,

6 € [0,1] ve r = k/h? olmak iizere, yukaridaki parabolik denklemde OU/Ot terimi

yerine

O<ax<l, t>0

o Ugt - Uy
o k
ileri fark yaklagimi ve 92U/0z? terimi yerine

U 1

Tz = s l0WURD = 205 + UR) + (1= 0)(Uymy = 2U7 + Up)]

yaklagimi yazilirsa, m = 1(1)N — 1 ve n = 0(1) N olmak {izere,

—OrUM A+ (1420r) U —0r U = r(1-0)U _ +(1—-2r(1—-0)) U +r(1-0)U" , |

olur. Bu egitlikte 6 = 0 ise yonteme agik (explicit), 6 = 1/2 ise Crank-Nicolson ve

0 = 1 ise kapali (¢mplicit) sonlu fark yontemi denir.



Genel olarak sonlu fark yaklagimindaki temel fikir, istenilen U(z,t) degerleri
diigiim noktalar1 tizerinde olacak sekilde problemin ¢oziim bolgesinin N tane alt
araliga boliinmesidir. Burada herbir At = k zaman adimina karsihk genellikle

uzunluklart Az = h = 1/N olacak gekilde egit alinanan mesafeler géz oniine alinir.

1.2 Varyasyonel Yontemler

Varyasyonel yontemlerde yaklasik ¢oziim, diferansiyel denkleme karsilik gelen
agirlikli integral ifadesinden veya zayif formundan ya da diferansiyel denkleme kargilik
gelen kuadratik fonksiyonelin minimum yapilmasindan bulunur. Bu yontemlerin
basghcalar1 Rayleigh-Ritz ve agirlikli-kalan yontemleri (Galerkin, Petrov-Galerkin,
En Kiigiik Kareler, kollokasyon ve subdomain yontemleri) dir. Bu yontemlerde bir
problemin yaklagik ¢oziimii , ¢; uygun yaklagim fonksiyonlar1 ve ¢; belirlenecek
olan parametreler olmak iizere, genellikle ch¢j + ¢ formunda aranir. c; belirsiz
parametreleri diferansiyel denklemin agirlikli-integral formunu veya zayif formunu
saglayacak sekilde ya da ele alinan denkleme karsilik gelen kuadratik fonksiyoneli
minimum yapacak gekilde bulunur. chgbj + ¢p yaklagiminin verilen
diferansiyel denklemde dogrudan yerine yazilmasi her zaman ¢; belirsiz
parametrelerinin bulunmasi i¢in gerekli ve yeterli sayida lineer bagimsiz denklem
sistemi ile sonuclanamayabilir. Bu nedenle agirlikli integral formuna gerek duyulur.
Bir diferansiyel denklemin agirlikli integral formu, ch¢j + ¢p yaklagiminin
diferansiyel denklemde yerine yazilmasiyla elde edilen kalanin W agirlik fonksiyonunu
ile carpiminin bolge tlizerinden integrali olarak ifade edilir.

Agirhikh integral formunda, u tam ¢oziimiine karsilik gelen uy yaklagimindaki ¢,
yaklagim fonksiyonlarinin orijinal diferansiyel denklemin mertebesi kadar
tirevlenebilir olmasi ve verilen tiim simir gsartlarini saglamasi gerekir. Bu nedenle
agirlikli integral formu verilen diferansiyel denklemin herhangi bir simir sartim
icermez. Agirlikli integral formunda ¥ agirlik fonksiyonunun N tane farkl se¢imiyle
N bilinmeyenli N tane cebirsel denklemden olusan bir denklem sistemi bulunur ve
buradan c; bilinmeyenleri kolayca tek tirli elde edilir.

Bir diferansiyel denklemin agirlikli integral formuna kismi integrasyon yontemi
uygulanirsa denklemin zayif formu elde edilir. Kismi integrasyon alma iglemi
esnasinda diferansiyel denklemin mertebesi, uy yaklagimi ile U agirlik fonksiyonu
lizerine dagilacagindan bagimh degiskenin daha zayif (yani az) stirekliligi gerekir.

Ayrica, zayif form verilen problemin dogal sinir sartlarimi icerdiginden — wuy



yaklagiminin sadece temel siir sartlarini saglamasi istenir. Varyasyonel yontemler
biribirinden ¥ agirlik fonksiyonu ve ¢; yaklagim fonksiyonlarmin se¢imi bakimindan
ayrilirlar.  Yaygin olarak kullanilan bazi varyasyonel yontemler asagida kisaca

agiklanmigtir [6].

1.2.1 Rayleigh-Ritz Yontemi

A(u) = f operatér denkleminin zayif formu B(W,u) = [(¥) bigimde ifade
edilebilir. Bu bigimde ifade edilen zayif form iki tip ifade igerir: Hem bagimh
degiken u’yu hem de agirlik fonksiyonu W’yi igeren B(W, ) ifadesi ve sadece agirlik
fonksiyonu W’yi igeren (W) ifadesi. B(-,-) ifadesi u ve ¥’ye gore lineer ve simetrik
ve [ lineer ise A(u) = f operator denkleminin yaklagik ¢6ztimiinii bulma problemi
I(u) = $B(u,u) — I(u) kuadratik fonksiyonelinin minimumunu bulma problemine
denk olur. Bu yontemde, yaklagimin ¢; katsayilari verilen problemin zayif formu
kullanilarak belirlenir ve agirlik fonksiyonlar1 yaklagim fonksiyonlari ile esit secilir,

yani ¥ = ¢; olarak alinir. Bu yontemde u tam ¢oziimiine bir yaklagim

N

Uy =Y it + o

j=1

biciminde sonlu bir seri seklinde aranir. Burada c; ler belirlenecek olan sabitler olup
Ritz katsayilar1 olarak adlandirilir. Denklemin zayif formunda agirlik fonksiyonlar:
yerine yaklagim fonksiyonlari yazilirsa ¢;, ( j = 1(1)N) bilinmeyenli N —adet lineer
bagimsiz cebirsel denklem sistemi elde edilir. Zayif form, problemin dogal sinir
sarftlarin igerdiginden uy yaklagiminin problemin temel sinir sartlarini saglamasi
gerekir. Bunedenle ¢ ve ¢; yaklagim fonskiyonlar: tizerine bir takim sartlar yiiklenir.
Bu sartlar; i, 7 = 1(1) N olmak {izere,

1. (a) ¢; yaklasim fonksiyonlar1 B(¢;,¢;) ifadesi tammh ve sifir olmayacak
sekilde secilmelidir. Yani, ¢;’ler B(¢;, ¢;) ifadelerinin hesaplanmasinda gerektigi
kadar yeterince tiirevlenebilir ve integrallenebilir olmalidir.

(b) ¢; yaklagim fonksiyonlar: verilen problemin temel sinir sartlarinin homojen
kismini saglamalidir.

2. Herhangi bir N degeri igin, {¢,} kiimesi lineer bagimsiz olmalidir.

3. {¢;} kiimesi tam olmaldir. $0yleki ¢; yaklasim fonksiyonlar1 cebirsel
polinomlar ise tamlik {¢;} kiimesinin izin verilen en diisitkk dereceden istenilen en

yiiksek dereceye kadar tiim terimleri icermesini gerektirir.



4. ¢ tzerindeki tek kisitlama verilen temel siir gsartlarini saglamasidir. Eger
temel smir gartlarmin tiimii homojen ise ¢y = 0 olur. Aymi zamanda tamlik,
¢o'1m verilen temel sinir sartlarini saglayan en diiglik dereceden bir fonksiyon olarak

belirlenmesini gerektirir [6].

1.2.2 Agirlikli Kalan Yontemleri

Agirlikli kalan yontemleri yaklagik ¢oziimii bulurken, verilen denkleme karsilik
gelen agirlikli integral formunu kullanir. Her denklemin agirlikli integral formu
olugturulabileceginden bu yontemler Rayleigh-Ritz yonteminden daha genis
uygulama alanlarina sahiptir. Agirhikli integral formu sadece verilen diferansiyel
denkleme denk olup herhangi bir sinir sartini icermez.

Bu yontemleri ifade etmek i¢in D bolgesinde
A(u) = f (1.2.2.1)

olarak verilen operator denklemini gozoniine alalim. Burada A lineer veya lineer
olmayan bir operator, u bagimh degisken ve f ise bagimsiz degiskenin bir
fonksiyonudur. (1.2.2.1)’in u ¢bzlimiine bir yaklagim

N

un = ZCijj —|— ¢0 (1222)

j=1
olsun. uy yaklagik ¢oziimii (1.2.2.1) denkleminde yerine yazildiginda fy = A(uy)
fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon genellikle f ’ye esit degildir. A(uy) ile f

arasindaki
N

R=A(ux) = f = A Jcj¢j + o) — [ #0 (1.2.2.3)

j=1
farka yaklagimin kalani (rezidiisi) denir. Burada dikkat edilmelidir ki R kalan
fonksiyonu ¢; parametrelerine baglh oldugu kadar konuma da baghdir. Agirhkh

kalan yontemlerinde c¢; parametreleri
/ U, (x)R(x,¢;)dx =0 (1=1(1)N) (1.2.2.4)
D

agirlikli integral formundaki R kalanim sifir yapacak gekilde aranir. Burada D,
n—boyutlu bir bolge ve ¥, ler ise agirlik fonksiyonlaridir. (1.2.2.4) integralinden elde
edilecek denklem sisteminin bir tek ¢oziimiiniin olmasi icin ¥; agirlik fonksiyonlariin
kiimesi lineer bagimsiz olmahdir [6]. Agirhkh kalan yontemlerinin baglicalar
Galerkin, Petrov-Galerkin, Kollokasyon, En Kiiciik Kareler ve Subdomain

yontemleridir.



Galerkin Yontemi

Galerkin yonteminde ¥, agirhik fonksiyonlari, ¢; yaklagim fonksiyonlariyla aymi

secilir. Yani W; = ¢; alimir. Boylece (1.2.2.4) yaklagimi

N
ZAijCj =F
j=1

olarak elde edilir. Burada A;; ve F;

Aij I/D@A(ij)dxdy,

F— /D blf — Aldo))dedy

olup ¢; parametreleri
N
>_Aies = I,
j=1

cebirsel denklem sisteminden elde edilir [6].

Petrov-Galerkin Yontemi

U, # ¢; olmasi durumunda agirhikh kalan yontemi Petrov-Galerkin yéntemi

olarak adlandirilir. Boylece (1.2.2.4) yaklagimi, A lineer bir operatér olmak iizere,

N

>

j=1 7P

WAy )dadyle; = [ WiLF = A(gu)ldady

veya
N
>_Aies = I,
j=1

olarak elde edilir. Burada [A;; | simetrik olmayan bir matris, A;; ve Fj

D

E:A%U—M%me

olup ¢; parametreleri
N
> _Aie; = F,
j=1

cebirsel denklem sisteminden elde edilir [6].



En Kiiciik Kareler Yontemi

Bu yontemde ¢; parametreleri, kalanin karesinin integrali minimum olacak sekilde

belirlenir. Yani,

%/RQ(X, cj)dx =0
"D
veya
gf R(x,cj)dx =0 (1.2.2.5)

olmalidir. (1.2.2.5) denklemi 1le Jp Vi(x)R(x,¢;)dx = 0, (i = 1(1)N) denklemi
karsilagtinldiginda ¥; = OR/0c; olarak gbz éniine alimabilir. A bir lineer operator
ise ¥; = A(¢;) olur ve bu durumda (1.2.2.5) denklemi

N
A(¢;)dxdy] A(¢i)[F — A(¢o)]dxd
P T

D
veya

N
j=1

bi¢iminde yazilabilir. Burada

Ay = /A(@)A(gbj)d:vdy,

D

Fi= [ AP - A(o)ldady
dir.

Kollokasyon Yontemi

x; = (z4,9:), (i = 1(1)n)’ler D bolgesinde se¢ilmis n adet nokta olsun. Kollokasyon

yonteminde U; agirlik fonksiyonlar1 §(x — x;) kronoker delta ile gosterilir ve

1, X = X;
/ d(x — x;)dzdy =
D 0, X # X;

olacak sekilde tanimlanir. Burada x; lere kollokasyon noktalar1 denir ve keyfi olarak

segilir. (1.2.2.4) denkleminde ¥; agirlik fonksiyonlar: yerine 6(x — x;) yazilirsa

/ d(x —x;)R(x, ¢j)dxdy =0
D



veya
R(xi,c;) =0 (i =1(1)N) (1.2.2.6)

elde edilir. (1.2.2.6) denklemi n adet kollokasyon noktalarinda hesaplanirsa n—
bilinmeyenli n—tane denklemden olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.
c; katsayilar1 bu cebirsel denklem sisteminin ¢oztimiinden kolayca bulunur. x;
noktalarinin sec¢imi iyi sarth denklem sisteminin ve sonugta iyi bir yaklagik ¢oziimiin

elde edilmesinde 6nemlidir [4, 6].

Subdomain Yontemi

Subdomain yonteminde belirli alt araliklarda R kalaninin integrali sifir olacak
sekilde bilinmeyen ¢; parametreleri bulunur. ¢;’lerin bulunabilmesi i¢in alt araliklarin
sayisi, c¢; parametrelerinin sayisina esit olacak sekilde belirlenmelidir [2]. Bu
yontemde (1.2.2.4) denkleminde ¥; agirlik fonksiyonlari, i=-1(1)N-1 olmak {izere,

\I/i _ 1a €T S X S Tit1,
0, diger durumlar
olarak segilir ve elde edilen denklem sistemi ¢oziiliirse bilinmeyen c; parametreleri

kolayca elde edilir.

Yukarida verilen varyasyonel yontemlerin her biri bir problemin yaklagik
¢oziiminiin bulunmasinda kullanilan oldukga kolay ve hizli birer yontemdir. Bu
yontemlerin en biyiik dezavantaji, yaklagim fonksiyonlarinin belirlenmesinde
kargilagilan zorluktur. Soyleki bu fonksiyonlarin saglamasi gereken bir takim sartlar
vardir. Bundan bagka bu fonksiyonlarin nasil iiretilecegi hakkinda 6zel bir prosediir
mevcut degildir. Hatta ¢oziim bolgesi diizgiin olmadiginda ve/veya smur sartlari
komplike oldugunda bu belirleme igslemi daha zorlagir ve hatta bazen imkansiz olur.
Aslinda hemen hemen biitiin geometrik bolge tizerinde problemin sinir sartlarina
degil sadece c¢oziilecek diferansiyel denklemin kendisine bagli olan yaklagim
fonksiyonlarini1 sistematik olarak ftiretebilecek bir yol bulanabilirse, varyasyonel
yontemler yaklagik ¢oztimleri bulmada daha etkili bir yontem olurlar. Bu ozellik
ayni zamanda belirli bir sinif problem i¢in genel amach bir bilgisayar programinin
geligtirilmesine de izin verir. Biitiin bolgenin basit geometrik gekillerin toplami
olarak temsil edilmesi ve her bir basit geometrik gekil tizerinde yaklagim
fonksiyonlarmin elde edilmesi yaklagik ¢oziimiin bulunmasim kolaylagtiracaktir. Iste

sonlu eleman yontemi bu fikirler tizerine dayanmaktadir ve varyasyonel yontemlerin
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parcali olarak uygulanmasidir [6]. Probleme ve smir sartlarina bagh olmayan
sistematik olarak tiretilen fonksiyonlar ve ardindan da bu fonksiyonlar1 pargali olarak

uygulayan sonlu eleman yontemi asagida verilecektir.

1.3 Spline Fonksiyonlar

Bu kisimda, daha sonraki kisimlarda kullanilacak spline fonksiyonlar hakkinda
bazi tanim ve kavramlar verilecektir.

Sayisal yontemler fizik ve mithendislikte oldugu gibi matematigin bir ¢ok alaninda
da yaygm olarak kullamlan ¢oziim teknikleridir. Iki tip yaklagim problemi vardur:
Bunlardan birisi verilen verilere bagli olarak bilinmeyen fonksiyonlar: yaklagik olarak
bulmak i¢in kullanilir. Bu problemler veri uydurma problemi olarak adlandirilir.
Digeri ise, bir operator denklemi ile temsil edilen cesitli fiziksel problemlerin
matematiksel modellerinden ortaya ¢ikar. Bu tiir problemler adi ve kismi diferansiyel
denklemler igin smir deger problemlerini, integro-diferansiyel denklemlerini,
ozdeger-ozvektor problemlerini ve benzerlerini igermektedir. Her iki durumda da,
en iyi ¢oziimii bulmak i¢in uygun yaklagim fonksiyonlarinin ve etkin bir yontemin
belirlenmesi oldukg¢a onemlidir.

Bir cok sayisal analizci yaklasim fonksiyonlar: olarak polinomlar: kullanmistir.
Polinomlar1 kullanarak problemlere iyi bir yaklagim elde etmek i¢in, ¢ok sayida nokta
kullanmak gerekebilir. Fakat, yiiksek dereceden polinomlar diizgiin ve istenilen
yaklagimi temsil etmeyen yiiksek salinimli davraniga sahiptir. Bunun yaninda veri
(veya fonksiyon) sayisi fazla oldugunda, hesaplama problemleri de ortaya gikabilir.
Parcali polinomlar kullanilarak bu giicliiklerin iistesinden gelinebilir. Par¢ali polinom
fonksiyonlarin bolge i¢indeki diiglim noktalarinda stireksizlikleri harig, yaklagim
fonksiyonlar1 olarak kullanilmalari uygundur. Bolge igindeki stirekliligi saglamak
icin, spline fonksiyonlar diye adlandirilan 6zel bir parcali polinom simnifi
kullanilir.

Spline fonksiyonlar teminolojisi ilk defa Schoenberg tarafindan ortaya atildi [7].
Aslinda, bundan 6nce de bu isim kullanilmadan spline fonksiyonlarla ilgili bir takim
caligmalar vardi. Spline fonksiyonlar teorisi 1960’11 yillara kadar yavag bir geligim
gostermis, bu tarihten sonra onlara olan ilgi artmigtir. Dijital bilgisayarlardaki
gelismeler, depolanmasi, iglenmesi ve kullanmasi kolay olan spline fonksiyonlarin
onemini bir kat daha arttirmigtir. Spline fonksiyonlar ozellikle veri uydurma,

fonksiyon yaklagimi, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde yaygin olarak
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kullanilmaktadir.

Schoenberg spline teminolojisini spline diye adlandirilan mekanik bir alete
benzerligi yiiziinden kullanmigtir.  Bir spline belirlenen noktalardan geg¢meye
zorlanan, bazi agirliklarin tizerine baglandigl esnek malzemeden yapilan bir serit
veya ince ¢cubuktur. Bu alet gerekli olan noktalarda agirliklar1 ayarlayarak diizgiin
bir egri ¢izmek icin teknik ressamlar tarafindan kullanilir. Splinenin boyle bir egrisi
spline fonksiyonlar tarafindan tamimlanan sekle benzerdir [13].

Bir spline fonksiyonu belirli diizgiinliik sartlar1 ile birbirine birlegtirilen pargali
polinomlardan olusan bir fonksiyondur. Bunun basit bir 6rnegi, strekliligi saglamak
i¢in pargalar1 biribirine baglanan poligonal fonksiyonlardir [14]. Spline fonksiyonlar
s0yle tamimlanir: x; ler —oo =29 < 1 < ... < x,, < 2,11 = 00 seklinde reel sayilarin
monoton artan bir dizisi olsun. x;, (i = 1(1)n) diiglim noktalar: ile birlikte m.
dereceden bir s(x) spline fonksiyonu reel dogru iizerinde tamimlh ve agagidaki iki
ozellige sahip bir fonksiyondur.

1. g = —00 ve T,41 = 0o olmak iizere s(x) her bir (z;, z;41), i = 0(1)n araliginda
m. veya daha az dereceden bir polinomdur.

2. s(z)’in kendisi ve 1.,2., ..., (m — 1). mertebeden tiirevleri her yerde siireklidir.

Boylece bazi stireklilik sartlarini yerine getiren parcali polinomlar ve tiirevleri
spline fonksiyonlar olarak adlandurlir. Yukaridaki tanima gore m = 0 oldugunda
ikinci sart gecerli degildir. Sifirmc1  dereceden spline fonksiyon bir adim
fonksiyonudur. Birinci dereceden spline fonksiyon ise bir poligondur.

Genel olarak spline fonksiyonlarin onemli ozellikleri kisaca agagidaki sekilde

ozetlenebilir:

e Uygun bazlarla birlikte sonlu boyutu lineer uzay olugturular,
e Diizgiin fonksiyonlardir,
e Tiirevleri ve anti-tiirevleri yine spline fonksiyonlardir,

e Dijital bilgisayarlarda isleme, hesaplama, depolama acisindan hesaplamalar

i¢in uygundurlar,

e Spline fonksiyonlarin kullanimai ile ortaya ¢ikan gesitli matrisler uygun igaretleri

ve determinant ozellikleri bakimindan kolayca hesaplanabilir formdadir,

e Diisiik dereceli spline fonksiyonlar kayda deger 6l¢iide esnekdirler, yani keskin

salimimlar sergilemezler,
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e Yaklagim islemi sonucunda elde edilen yapilar polinomlarin isaretleri ve

katsayilar1 gibi yapilar: ile de ilgilidir,

e Spline fonksiyonlar kullanildiginda yakinsaklhigin ve kararliligin incelenmesi
daha kolaydir,

e Kendileri ve tiirevleri ayn1 anda yaklasik olarak hesaplanir.

h=(b—a)/n, z; = x;_1+h,i=1(1)n olmak {izere [a, b] araliginin bir par¢alanigi
a=1x9 < <..<umx, =>bolsun. Bu noktalarda bir fonksiyonun degerleri f(x),
f(z1), ..., f(z,) olsun ve m—defa tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlarin kiimesi C"™|a, b|
ile gosterilsin. Boylece s(x) fonksiyonu agagida verilen sartlar sagliyorsa kuadratik
spline fonksiyon diye adlandirilir.

1. s(z) € C'|a,b),

2. s(a;) = f(w;), 0<j <,

3. Her [z}, z;41] icin s(z) parcali kuadratik bir polinomdur.

Asgagidaki ozellikler ise [a, b] tizerinde bir kiibik spline fonksiyonu tanimlar.

1. s(z) € C?|a,b),

2. s(a;) = f(z;), 0<j <,

3. Her [z}, z;41] icin s(z) pargali kiibik bir polinomdur.

1.4 B-spline Fonksiyonlar

lim; o ; = 00 = —lim;_ x_; olmak tizere B-spline fonksiyonlar1 olugturmak

i¢in kullanilan diigiim noktalarinin bir kiimesi
< T o< T <2y <21 < To...

olsun. 0. dereceden bir B-spline fonksiyonu

BO_ I, x<zr<zipn

Z 0, diger durumlar

seklinde tammlamir. BY'm siireksiz oldugu agiktir. Fakat B?, sigramanin oldugu

tim digim noktalarinda sagdan siireklidir. Bitiin ¢ ve x; degerleri icin

lim, _+ BY(z) =1= BY(x;),

lim, .+ BY(x) =0=B}(zi1)
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dir. Yukaridaki denklemden agagidaki iki ozellik agikardir. Her x ve ¢ igin
B}(x) >0

ve .
Y Bla)=

olup BY(z) spline fonksiyonu [z;,z;11) yari-agik araligi iizerindedir. Daha yiiksek

dereceden spline fonksiyonlar tiimevarim yontemi ile k = 1,2,3,... ;1 =0,+1,£2, ...

olmak tlizere

X Litk+1 k—1
—B’f Lig) + _Pirk1 7T p
Titk — ( ) Titk+1 — Tit1 o ( )

Bi(z) =

formiilii ile iteratif olarak hesaplanabilir. Burada BY spline fonksiyonu baglangig
fonksiyonudur. B¥ ise k.dereceden B-spline baz fonksiyonudur. B¥ fonksiyonu
Bf_l ve Bfﬂr_ll B-spline fonksiyonlarinin bir kombinasyonu olarak yazildigindan spline
fonksiyonlarin derecesi herbir adimda bir derece artar. BF spline fonksiyonlar1 ayni
diigiim dizilerinde k.dereceden biitiin spline fonksiyonlar igin bir bazdir. B} spline

fonksiyonu agik formda

Tiv1 = T Tito — Titl
0, T 2> Tiyo veya T < x;
B Fver Ti < T < Tigy
ﬁa Tiv1 <@ < Tiyo

seklinde yazlabilir. k. dereceden B-spline fonksiyonlar (k — 1) defa siirekli
tirevlenebilirdir. Kuadratik ve kiibik B-spline fonksiyonlar uygulamalardaki iglem
kolayliklar1 bakimindan yaygin bir kullanima sahiptir.

k = 2 alindiginda kuadratik B-spline fonksiyonu diigiim noktalarinda

($z+3 —2)? = 3(xiy0 — 2)* + (w1 — )%, [, Tigd]
(Zir3 — 2)° = 3(Tip2 — 2)?, [Tiy1, Tita)
B a) s
(l’z+3 ) [xi+2; Iz’+3]
0, diger durumlar

dir. Agik olarak z > z;,3 ve r < x; i¢in kuadratik B-spline B?(x) = 0 dir.
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k = 3 alindiginda kiibik B-spline B? fonksiyonu diigiim noktalarinda

($i+4 — ZE)?’ — 4(-1:1'4-3 - 1’)3 + 6(IZ’+2 - ZE)?’—
(i, Tiga]
Az — )?,
B3(z) = L (Tiya — 2)° = A(ziy3 — 2)° + 6(2i12 — 2)°, [Tit1, Tiyo]
i —n
(Tira — @) — A(wips — 2)°, [iva, Tiys]
(Tiga — @)% [Tit3, Titd]
\ 0, diger durumlar

dir. B} kiibik B-spline fonksiyonu ve onun ikinci mertebeye kadar olan tiirevleri
[z, x;14] arahigl diginda sifirdir.
Daha yiiksek dereceli B-spline fonksiyonlar adim fonksiyonu olarak tanimlanan
1, T, <x <
BY(z) = i (1.4.1)
0, diger durumlar
seklindeki 0. dereceden B-spline fonksiyonlar ile tiiretilebilir.
Simdi yaklagik ¢oztimlerin bulunmasinda hazir olarak kullanilacak olan yukarida
tiiretilen B-spline fonksiyonlar: bir takim 6zellikleri ile birlikte uygulamada siklikla

karsilagilan bicimde verelim.

1.4.1 Lineer B-spline Fonksiyonlar

[a,b] arahgimin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < xxy = b
olsun. h = 2,41 — =, olmak fizere x,, diigim noktalarinda L,,(x) lineer B-spline

baz fonksiyonlari, m = 0(1)N olmak iizere,

(Tmg1 — @) = 2(x, — ), [Tm—1, T
Ln@) = 74 (e — ), ]

0, diger durumlar

seklinde tanimlamir [16]. {L,,(x)} kiimesi a < x < b araliginda tanimh fonksiyonlar
i¢in bir baz olugturur. L,,(x) lineer B-spline baz fonksiyonun kendisi ve tiirevlerinin
timi [z,—1, Ty araligl disinda sifirdir. Her bir L,,(z) lineer B-spline fonksiyonu
[Tm_1, Tmy1] araliginda ardigik iki elemani értmekte ve dolayisiyla her bir [z,,, 1]
sonlu elemam L,,(z) ve L,i(x) gibi iki tane lineer B-spline baz fonksiyonu

tarafindan ortiilmektedir (Bkz. Sekil 1.1). Tipik bir [z, ;.. 1] sonlu eleman arahig

h=x—x, 0<£<1
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olarak tamimlanan lokal koordinat doéntigiimii yardimiyla [0, 1] arahigima doniisiir.

Boylece lineer B-spline baz fonksiyonlar [0, 1] arahginda & cinsinden

Ly,=1-¢&,
Lm—f—l:g

seklinde tanimlanabilir.

Sekil 1.1: Lineer B-spline Sekil Fonksiyonlari.
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1.4.2 Kuadratik B-spline Fonksiyonlar

[a, b] araliginin bir diizgiin parcalamisia = z, < 1 < ... < xy_1 < xx = bolsun.

h = %41 — T olmak iizere z,,, diigiim noktalarinda @,,(x) kuadratik B-spline baz

fonksiyonlari, m = —1(1)N olmak iizere,
(
(Tpao — )% = 3(Tme1 — )2 + 3(Tm — )%, [Tim1, Tin)
Q (ZL‘) o 1 (xm+2 - (13)2 - B(merl - LU)Q, [xmaxm+1]
m\t) = 79
h (s — 2)?, [Tmi1, Tmgo]
\ 0, diger durumlar

seklinde tanimlanir [16]. {Q,,(x)} kiimesi a < z < b araliginda tanimli fonksiyonlar
icin bir baz olugturur. @,,(x) kuadratik B-spline baz fonksiyonun kendisi ve
tirevlerinin timil [, 1, Tp,10] araligt diginda sifirdic.  Her bir @,,(z) kuadratik
B-spline fonksiyonu [2,,_1,Zmio] araliginda ardigitk {i¢ elemani oOrtmekte ve
dolayisiyla her bir [z,,, z,11] sonlu elemant Q,,—1(z), Qm(z) ve Qpi1(z) gibi iig
tane kuadratik B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortillmektedir (Bkz. Sekil 1.2).
Q. (x) ve onun birinci mertebeden @, (x) tiirevinin diigiim noktalarindaki degerleri
Tablo 1.1’de verildi.

Tablo 1.1: @,(x) ve @), (z)’in diiglim noktalarindaki degerleri.

Tm—1 Tm  Tm4+1 Tm+2

Qm(z) — 0 1 1 0
hQ (z) 0 2 -2 0

U,, yaklagik ¢ozlimiiniin kendisinin ve birinci mertebeden tiirevinin x = =z,

diigiim noktasindaki degerleri 9,, eleman parametreleri cinsinden

UN(xm> = Um = Omp—1 T 6m7
Un(zm) = Uy, = %(_5771—1 + 0m)

dir [15]. Tipik bir [2,,, Z;41] sonlu eleman aralig

olarak tanmimlanan lokal koordinat déntigiimii yardimiyla [0, 1] araligina doniisiir.
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Boylece kuadratik B-spline baz fonksiyonlar1 [0, 1] araliginda £ cinsinden

mel = (1 - 6)27
Qm: 1+2€_2£27
Qm+1 = 52
seklinde tanimlanabilir.
Q,
5] l
1
’/Qm—l Qm+1
0
X X

Sekil 1.2: Kuadratik B-spline Sekil Fonksiyonlar:.
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1.4.3 Kiibik B-spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < oy = b
olsun. h = 41 — o, olmak lizere z,, diigiim noktalarinda ¢,,(z) kiibik B-spline

baz fonksiyonlari, m = —1(1)N + 1 olmak iizere,

(7 — Tm—2)?, [Tm—2, Tm—1]
R343R (1 — 1) +30(x — 21y 1)?=3(x — T1)?,  [Te1, T
Om(x) = % R343R (21 —2) +30(Tpy1 — )2 =31 —2)%, [Ty Ty 1]
(T2 — )7, (%1, Tmta)]
\ 0, diger durumlar
(1.4.2)

seklinde tamimlanir [16]. {¢,,(z)} kiimesi a < x < b araliginda tanimh fonksiyonlar
i¢in bir baz olusturur. ¢,,(z) kiibik B-spline baz fonksiyonun kendisi ve tiirevlerinin
timi [x,,_9, o] araligl diginda sifirdir. Her bir ¢,,(x) kiibik B-spline fonksiyonu
(T2, Tmio] arahginda ardigik dort elemanm ortmekte ve dolayisiyla her bir
[y Tmg1] sonlu elemant ¢p,—1(2), Gm(T), Gmi1(T) Ve Gmia(z) gibi dort tane kiibik
B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortiillmektedir (Bkz. Sekil 1.3). ¢,,(x)’'in kendisi
ve ikinci mertebeye kadar olan ¢/, (z) ve ¢! (x) tirevlerinin digim
noktalarindaki degerleri Tablo 1.2’de verildi.

Tablo 1.2: ¢,,,(x), ¢, (z) ve ¢/, (z)’in diigiim noktalarindaki degerleri.

Tm—2 Tm-1 Tm Tm4+1l Tm+2

O () 0 1 4 1 0
he! (z) 0 30 -3 0
h2¢! () 0 6 -12 6 0

U, vaklagitk c¢oziimiinin kendisinin ve ikinci mertebeye kadar olan

tiirevlerinin x = z,, diigiim noktasindaki degerleri 9,, eleman parametreleri cinsinden

UN<xm) = Um = Op—1 T 45m + (5m+17
U&(%m) = Urln = %(—(Smfl + 6m+1);
UJ/\,T(l’m) = Uq{){L = %(5771—1 - 25m + 6m+1)

olarak yazilabilir. Tipik bir [z,,, Zpm1] sonlu eleman araligy

hE =2 -z, 0<ELZ1
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olarak tamimlanan lokal koordinat doéntigiimii yardimiyla [0, 1] arahigima doniisiir.
Boylece bir [x,, T,e1] araligimi orten ¢, 1, Om, Omi1 Ve Pmio kiibik B-spline

fonksiyonlar [0, 1] araliginda £ cinsinden

Pm—1 = (1 = &),

G =1+3(1-¢+3(1-¢?*-3(1-¢)°,
Gm1 =1+ 3¢+ 3¢ - 3¢,

Pmyz =&

olarak yazilabilir.

Sekil 1.3: Kiibik B-spline Sekil Fonksiyonlari.
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1.4.4 Kuartik B-spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < oy = b
olsun. h = x,41 — 2, olmak iizere z,, digim noktalarinda ¢,,(x) kuartik baz
B-spline fonksiyonlari, m = —2(1)N + 1 olmak {izere,

(

\ 0, diger durumlar

seklinde tanimlanir [16]. {¢,,(z)} kiimesi a < x < b araliginda tanimh fonksiyonlar
i¢in bir baz olugturur. ¢,,(x) kuartik B-spline baz fonksiyonun kendisi ve tiirevlerinin
timi [z, 9, Tyy3] aralign diginda sifirdir. Her bir ¢,,(x) kiibik B-spline fonksiyonu
(T2, T3] araliginda ardigik beg elemani 6rtmekte ve dolayisiyla her bir [z,,, 211
sonlu elemani ¢, —2(x), Gm-1(2), Gm(T), Gmi1(T) Ve Ppia(x) gibi beg tane kuartik
B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortiillmektedir (Bkz. Sekil 1.4). ¢,,(x)’'in kendisi
ve tlgiincii mertebeye kadar olan ¢! (x), ¢ () ve ¢ (zx) tiirevlerinin digim
noktalarindaki degerleri Tablo 1.3’de verildi.

Tablo 1.3: ¢ (x), &,,(x), ¢ (x) ve ¢ (x)'in diigiim noktalarmdaki degerleri.

ITm—2 Tm—1 Tm Tm+l Tm4+2 Tm43
G () 0 1 11 11 1 0
he!, (x 0 4 12 12 4 0
R (x) 0 12 <12 <12 12 0
R3¢M(z) 0 24 T2 T2 240

U,, yvaklagik ¢oztimiiniin kendisinin ve ti¢lincii mertebeye kadar olan tiirevlerinin

x = x,, digim noktasindaki degerleri 9,, eleman parametreleri cinsinden

= Um = 5m,2 —+ 115m71 —+ 115m -+ 5m+17
U= 3(—6m—2 — 301+ 30m + 1),
1_2(5771—2 - 5m—1 - 5m + 5m+1)7
U],\/[, Tm) = Ug{ = h_4<_5m72 + 35mfl - 3(5m + (Serl)
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olarak yazlabilir. Tipik bir [z,,, Zp1] sonlu eleman araligi

olarak tamimlanan lokal koordinat doéntigiimii yardimiyla [0, 1] arahigima doniisiir.

Béylece kuartik B-spline baz fonksiyonlar1 [0, 1] araliginda £ cinsinden

Gz =1 — 4L+ 687 — 48 + ¢,
Gm_1 = 11 — 126 — 662 + 1263 — ¢4,
G = 11 4 126 — 662 — 1263 4 €4,
1 = 1+ 4€ + 662 + 48% — &4,

4
¢m+2 =
olarak yazilabilir.
P
¥
11
¢m-1 ¢m+1
Ve N
1 ¢m-2 ¢m+2
Vs N
Xm Xm+1

Sekil 1.4: Kuartik B-spline Sekil Fonksiyonlari.
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1.4.5 Kuintik B-spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < oy = b
olsun. h = x,,11 — &, olmak lizere x,, digiim noktalarinda ¢,,(x) kuintik B-spline

baz fonksiyonlari, m = —2(1)N + 2 olmak iizere,

4
qo = (37 - xm—3)57 [xm—f}a xm—?]
q1 = qo — 6(917 - $m72)5, [l’mq, fl'mfﬂ
G2 = q1 — 6($ - xm—2)5 + 15(96 - xm_1) ) [xm—la xm]
1 5 5
(bm(l’) = ﬁ g3 = g2 — 6(1‘ - xm—2) - QO(ZL‘ - xm) 3 [IL‘m, xm—i—l]
qa=q3 — 6(x — Tpm2)® + 15(x — 2 11)°, [Timt1s Trgea)]
s = q4 — 6<$ - $m72)5 - 6<$ - xm+2) ) [xm+27 xm+3]
0, diger durumlar

\

seklinde tanimlanir [16]. {¢,,(z)} kiimesi a < x < b araliginda tanimh fonksiyonlar
icin bir baz olugturur. ¢,,(z) kuintik B-spline baz fonksiyonunun kendisi ve
tirevlerinin timii [, 3, T3] arahg diginda sifirdir. Her bir ¢,,(x) kuintik B-spline
baz fonksiyonu [z, 3, ;3] arahiginda ardigik alt1 elemani értmekte ve dolayisiyla
her bir [z, Zmi1] sonlu elemant ¢, —2(x), Gm-1(x), Om(T), Gmi1(x), Gmia(x) ve
Oma3(x) gibi alt1 tane kuintik B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir
(Bkz. Sekil 1.5). ¢,,(z)’in kendisinin ve dérdiincti mertebeye kadar olan ¢}(z),
ol (z), ¢ (x) ve ¢¥(x) tirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 1.4’de

verildi.

Tablo 1.4: ¢, (z), ¢, (), ¢/ (x), ¢ (x) ve ¢ (x)’in diigiim noktalarmdaki degerleri

Im—3 Tm—2 Tm—-1 Tm Tmtl Tm4+2 Tm43
Om (1) 0 1 26 66 26 1 0
he!, (x 0 5) 50 0 -50 -5 0
h? ol () 0 20 40  -120 40 20 0
h%’,’é(x) 0 60 -120 0 120 -60 0
h%%v) (x) 0 120 -480 720 -480 120 0

Tipik bir [Z,,, Zpm1] sonlu eleman araligy

olarak tamimlanan lokal koordinat doéntigiimii yardimiyla [0, 1] araligina doniisiir.
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Boylece kuartik B-spline baz fonksiyonlar [0, 1] arahiginda & cinsinden

Gm—2 =1 —5¢ + 1067 — 106" + 5¢* - &,

1 = 26 — 50E + 202 + 2063 — 206* 4 5¢°,
Gm = 66 — 60£2 + 30&* — 107,

Grmr1 = 26 + 50€ + 2062 — 20€% — 20€* + 10€°,
Gz = 1+ 56+ 1062 + 10€% + 5¢* — 5¢5,
Pmz =&

olarak tamimlanabilir.

66 :pm ¢§n+1
26 ¢m—1 ¢m+2
/ N\
1
7
Xm \¢m-2 ¢m+3 Xm+1

Sekil 1.5: Kuintik B-spline Sekil Fonksiyonlari.
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1.4.6 Sektik B-spline Fonksiyonlar

[a,b] araliginin bir diizgiin pargalanigi ¢ = z, < 1 < ... < ay_1 < oy = b
olsun. h = x,,41 — &, olmak tizere x,, diigiim noktalarinda ¢,,(z) sektik B-spline

baz fonksiyonlari, m = —3(1)N + 2 olmak iizere,

(2 — Tm3)°, [Tm—3, Tm—2]
(r — 2m3) — T(x — Tp2)", (T2, Tp1]
(=2 3)’ —T(x — 2 2)® +21(x — 2 1)®  [Ton—1, T
(= 2m3) —T(x — 2y 2)% + 21(x — 2,_1)"
bm() = 54 —35(z — a)®, s ot
(2 = Tmya)® = T(@ = Tigs)® + 212 — Zns2)®,  [Tmg1, Tongo)]
(= Tnta)® = T(x = Ty3)®, [Tmt2; Tmya]
(7 = Tpa)’, [Zim+3, Tmeta]
0, diger durumlar

\

seklinde tanimlanmir [16]. {¢,(x)} kimesi a < x < b araliginda tanimh
fonksiyonlar i¢in bir baz olugturur. ¢,,(x) sektik B-spline baz fonksiyonunun kendisi
ve tlirevlerinin timi [z;_3, x;14] araligl diginda sifirdir. Her bir ¢,,(x) sektik B-spline
baz fonksiyonu [z,,_3, ;44| araliginda ardigik yedi elemani 6rtmekte ve dolayisiyla
her bir [z, Tp41] sonlu elemant ¢y, —3(x), G—2(x), Gm—1(2), Gm (), Pm41(T), Gm2(T)
ve ¢mys(z) gibi yedi tane sektik B-spline baz fonksiyonu tarafindan ortillmektedir
(Bkz. Sekil 1.6). ¢,,(z)’in kendisinin ve beginci mertebeye kadar olan ¢! (x), ¢ (x),
ol (z), gbﬁff)(x) ve ¢ (x) tirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 1.5’de
verildi.

Tipik bir [z, Zp1] sonlu eleman araligy
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Tablo 1.5: ¢y (), ¢l (2), 0l (@), ¢(x), 6 (x) ve ¢

(v)

m

(z)’in diigiim noktalaridaki

degerleri.
Tm—3 ITm—2 Tm—1 T T+l Tm42 Tm43 Tmtd
O () 0 1 57 302 302 57 1 0
he! (z 0 6 150 240 -240 -150 -6 0
h2¢" (z) 0 30 270 -300 -300 270 30 0
R3¢ (z) 0 120 120 -960 960 -120 -120 0
ho®(z) 0 360 -1080 720 720 -1080 360 0
Re(z) 0 720 -3600 7200 7200 3600 -720 0

olarak tamimlanan lokal koordinat dontigiimii yardimiyla [0, 1] arahgima doniistir.

Béylece kuartik B-spline fonksiyonlar: [0, 1] araliginda £ cinsinden

Gm—3 = 1 — 6§ + 15¢2 — 20&% + 15¢* — 6£° 4 €5,
Gm-o = 5T — 150¢ + 13567 — 206% — 456" + 306° — 6¢°,

b1 = 302 — 240¢ — 150€2 + 1603 + 3064 — 60€° + 158,

Gm = 302 + 240§ — 15062 — 160€” + 30€* + 60€° — 20£°,
i1 = BT + 150€ + 135€2 + 20&3 — 45¢6% — 30€° + 158,
Bmro = 1 4 66 + 1562 + 2063 + 156 + 665 — 69,

¢m+3 = 56

olarak tamimlanabilir.
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[a,b] araliginin bir diizgiin pargalamsi a = z, < z; < ..

h = Tm+1

icin bir baz olusturur.

m
i
302
Prns
fm-1 m {\
57 bn Prv2
~ N
1
f \
Xm ¢m»3 ¢m+3 m+1

Sekil 1.6: Sektik B-spline Sekil Fonksiyonlar:.

1.4.7 Septik B-spline Fonksiyonlar

fonksiyonlary, m = —3(1)N + 3 olmak tizere,

(Tmta — $)7 — 8(Tmis — x)7 + 28(Tmy2 — :E)7—

56(2pmi1 — )7,
(Tmia — )" = 8(Tmaz — )7 + 28(xpye — )7,
(Tma — )" = 8(Tms — )7,
(Tmia — )7,

0,

27

InN—1 < Tx = b olsun.

— &, olmak tizere z,, diigiim noktalarinda ¢,,(x) septik B-spline baz

[l‘m—4a xm—?)]
[Z’m_g, xm—Z]

[xmf% xmfl]

[xmfla xm]

[l‘m, xm—i-l]

[xm-i-la Im+2]
[xm+2a xm—i—S]
[xm+3a xm+4]

diger durumlar

seklinde tamimlanir [16]. {¢,,(z)} kiimesi a < x < b araliginda tanimh fonksiyonlar

¢m(z) septik B-spline baz fonksiyonunun kendisi ve



tirevlerinin timi [x; 4, z;14] arahg diginda sifirdir. Her bir ¢,,(z) septik B-spline
fonksiyonu [z, 4, ;14 arahginda ardigik sekiz eleman1 6rtmekte ve dolayisiyla her
bir [, Zvg] sonlu eleman @_s(2), bs(@), St (), Im(2): Dmsr (1), Srra(a),
Gma3(x) ve ¢pya(x) gibi sekiz spetik B-spline baz fonksiyonu tane spline tarafindan
ortiilmektedir (Bkz. Sekil 1.7). ¢,,(z)’in kendisi ve altinci mertebeye kadar olan
o (x), ¢ (z), ¢ (x), ) (2), o' () ve " (x) tiirevlerinin diigiim noktalarindaki

degerleri Tablo 1.6’da verildi.

Tablo 1.6 ¢n(z), ¢),(x), &l (x), du(x), o’ (x), o (x) ve ¢’ (x)in diigiim
noktalarindaki degerleri.

Tm—4 Tm—3 Tm—2 Tm—1 Tm Tm+1 Tm+2 Tm+3 LTmt4a
b () 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
he' (z) 0 72392 -1715 0 1715 392 7 0
h2g" () 0 42 1008 630  -3360 630 1008 42 0
W3¢ () 0 -210 -1680 3990 0 23990 1680 210 0
Rrou(z) 0 840 0 7560 13440 -7560 0 840 0
o (z) 0 -2520 10080 -12600 0 12600 -10080 2520 0
Koo (z) 0 5040 -30240 75600 -100800 75600 -30240 5040 0

Tipik bir [2,,, Zm1] sonlu eleman araligy

olarak tamimlanan lokal koordinat déntigiimii yardimiyla [0, 1] araligina doniisiir.

Boylece kuartik B-spline fonksiyonlar1 [0, 1] araliginda £ cinsinden

Pm—3 =1 — 7€+ 216* — 356> + 35¢* — 2165 + 7¢5 — ¢7,

Gz = 120 — 392€ + 50462 — 280¢3 + 84€° — 42¢5 + 7¢7,

Gm—1 = 1191 — 1715¢ + 31567 + 665¢* — 315¢" — 105¢° + 105¢° — 21¢7,
G = 2416 — 16806 + 5606* — 140€0 + 35¢7,

Gmi1 = 1191 + 1715¢ + 31562 — 665¢* — 315¢* + 1056% + 1056° — 35¢7,
Gmr2 = 120 + 392€ 4 504> 4 28067 — 84° — 4260 + 21¢7,

Gmag = 1+ 7€ + 2162 4 3563 + 3564 4 216° + 766 — 7¢7,

Gmra =

seklinde tanimlanabilir.
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2416

1191

X (l:’\ ¢mf+4 X
Sekil 1.7: Septik B-spline Sekil Fonksiyonlari.

1.5 Sonlu Eleman Yontemleri

Dogada karsilagilan olaylar1 ve problemleri kolayca kavrayip ¢ozmek cogunlukla
zordur. Bundan dolayi, bu tiir olaylar ve problemler bilinen veya anlagilmasi daha
kolay olan alt problemlere ayrilir ve daha kolay coziilebilir hale getirilebilir. Alt
problemlerin ¢oziilmesi ve sonra birlegtirilmesi esas probleme yakin bir ¢oziimiin
elde edilmesini saglar. Iste sonlu elemanlar yontemi komplike olan problemlerin daha
basit alt bolgelere ayrilarak her birinin kendi iginde c¢oziilmesi ve sonra
birlestirilmesiyle yaklagik ¢oziimlerin bulundugu bir yontemdir.

Sonlu Eleman Yéntemi (SEY) ile yaklagik ¢6ziimii aranan problemler genellikle
kismi diferansiyel denklemler olarak ifade edilen problemlerdir. Ornegin elastik
cisim mekaniginde aranan sonug, cisimde meydana gelen yerdegistirmedir. Bu da
gerilme ve yer degistirme arasinda kurulan ikinci mertebeden bir kismi diefransiyel
denklemin coziimii ile elde edilir. Bu tiir denklemler basit geometri ve yiikleme
durumlar igin kesin ¢oziimler elde edilebilecek sekilde coziilebilse de komplike
problemlerde yaklagik c¢oziimlerin elde edilmesi kac¢inilmazdir. Miihendislik
uygulamalarinda problemlerin bu karmasikligi sebebiyle genellikle problemin tam
¢ozumi yerine, kabul edilebilir bir seviyedeki yaklagik bir ¢oztimi tercih edilir.

SEY ilk olarak gerilme analizi problemlerine uygulanmistir. Bu alandaki ilk
caligmalar 1941 yilinda Hrennikoff ve 1960 yilinda Mc Henry tarafindan gelistirilen
yar1 analitik analiz yontemleridir. 1960 yilinda Arygis ve Kelsey virtiiel ig prensibini

kullanarak bir direkt yaklagim yontemi geligtirmislerdir. 1956 yilinda Turner vd. bir
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tiggen eleman igin rijitlik matrisini olugtudular. “Sonlu eleman” terimi ilk defa 1960
yilinda Clough tarafindan telafuz edilmistir. 1960’11 yillarin baglarinda miithendisler
sonlu elemanlar yontemini gerilme analizi, sivi akigi, 1s1 transferi gibi alanlarda
kullanmiglardir. Sonlu elemanlar yontemi iizerine ilk kitap 1967 yilinda Zienkiewicz
ve Chung tarafindan yayimlanmigtir.  Statik problemlerin yanisira dinamik
problemlerde sonlu elemanlar yontemiyle incelenmeye baslanmigtir. Yapi1 alani
digindaki problemlerin SEY ile ¢oztimii 1960’11 yillarda baglamigtir. Soyleki 1965
yilinda Zienkiewicz and Chung, SEY ile Poisson denklemini ¢ézmiigler, 1970 yilinda
Doctors ise bu yontemi potansiyel akiga uygulamigtir. Zaman igerisinde SEY
geligtirilerek manyetik alan, yer alt1 sularinin akigi, genetik ve diger bir ¢ok alana
uygulanmistir. Bilgisayarlarin gelisimi SEY’in yaygin kullaniminmi daha da
arttirmigtir. Genel amaglh sonlu eleman paket programlar: 1970’li yillardan itibaren
ortaya c¢ikmaya baglamigtir.  1980°li yillarin sonlarina dogru ise artik paket
programlar mikro bilgisayarlarda kullanilmaya baglanmigtir. SEY’in kullanilmasi
ve bilgisayarlarin kapasite ve hizlarinin artmasiyla birlikte, bugiline kadar ancak
pahali deneysel yontemlerle incelenebilen bir ¢ok elemanin (blok, piston vb.) kolayca
incelenmesi hatta toplu tiretime ge¢meden gerekli analizlerin yapilarak optimum
tasarimin gergeklegtirilebilmesi miimkiin olmugtur [17, 18, 19, 20].

Tarihsel geligimi yukarida kisaca anlatilan SEY’in tercih edilme nedenlerinden

bazilar1 [2]:
1. Diizgiin olmayan sekilli yapilari oldukca kolay bir sekilde modelleyebilmesi,
2. Eleman denklemleri ayr1 ayri degerlendirildiginden farkli bir takim

malzemelerden olusan yapilari modelleyebilmesi,

3. Cok cesitli stmir sartlarini birlikte kullanabilmesi,

4. Gerektiginde elemanlarin biiytikliiklerinin degistirilebilmesi,

D. Sonlu eleman modelinin istenildigi zaman kolayca degistirilebilmesi,
6. Bilgisayar programlama mantigina uygun olmasi

olarak siralanabilir.

Sonlu eleman yontemleri sadece geleneksel varyasyonel yontemlerin eksikliklerinin
iistesinden gelmekle kalmaz, ayni zamanda oldukca etkin bir hesaplama teknigidir.
Bir problemin sonlu eleman analizinde izlenilen temel adimlar sunlardir [21]:

1. Verilen bolge onceden belirlenmig sonlu elemanlar kolleksiyonuna
ayriklagtirihr (diskritizasyon). Bunun igin

a. Onceden belirlenen elemanlarin sonlu eleman kiimesi olugturulur.

b. Elemanlar ve diigiim noktalar1 numaralandirilir.
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c. Problem igin gerekli olan geometrik o6zellikler (6rnegin koordinatlar
ve kesit alanlar1 vb.) belirlenir.
2. Elde edilen sonlu eleman kiimesi i¢indeki tiim tipik elemanlar icin eleman
denklemleri tiiretilir. Bunun i¢in
a. Tipik elemanlar tizerinde verilen diferansiyel denklemin varyasyonel
formu olusturulur.

b. Tipik bir “u” bagimlh degiskeninin

n
u = Zuﬂﬂi
i=1

formunda oldugu varsayilir ve bu yaklagim Adim 2a da yerine yazilarak
[KNHu} = {F°}

formunda eleman denklemleri elde edilir.
c. ¥, eleman interpolasyon fonksiyonlar: literatiirde mevcut ise secilir
degilse tiiretilir ve sonra eleman matrisleri hesaplanir.
3. Problemin verilen ¢oziim bolgesi tizerindeki denklemini elde etmek igin
eleman denklemleri birlestirilir. Bunun i¢in
a. Eleman diigiimleri global diigiimlerle eslegtirilerek birincil degiskenler
arasinda elemanlar arasi siireklilik sartlari (yerel serbestlik dereceleri ile global
serbestlik dereceleri arasinda iligki yani elemanlarin birlegtirilebilirligi) tanimlanir.
b. Tkincil degiskenler arasinda “denge” sartlari ( yani yerel kaynak veya
kuvvet bilegenleri ile global tanimh kaynak bilegenleri arasinda iligki) saglanir.
c. Adim 3a ve 3b kullanilarak eleman denklemleri birlestirilir.
4. Birlestirilmig eleman denklemlerine problemin sinir sartlari uygulanir.
Bunun icin
a. Problemde verilen birincil degiskenler uygulanir.
b. Problemde verilen ikincil degigkenler uygulamir (Adim 3b’de
yapilmadi ise).
D. Birlestirilmis denklemler ¢oziiliir.
6. Hesaplama sonrasinda elde edilen sonuglar degerlendirilir. Bunun i¢in
genellikle
a. Adim 5’de elde edilen birincil degiskenlerden hareketle ¢oztimlerin
degisimi incelenir.

b. Sonuglar grafikler/tablolar seklinde sunulur.
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Yukarida belirtilen adimlar sonlu eleman yontemlerinde kullanilan temel
adimlardir. Fakat bazi problemlerin c¢oziimlerinde yukarida acgiklanmayan veya
belirgin olmayan asagidaki baz1 6zel durumlarla karsilasilabilir.

1. Problemin ¢oziim bolgesi, sekline bagl olarak birden daha fazla elemandan
olusan alt elemanlara ayrigtinlabilir. Ornegin diizgiin olmayan sekilli bir bélge icin
dikdortgen ve tiggenler birlikte kullanilabilir. Fakat boyle durumlarda elemanlarin
arayiizeyleri ¢oztimiin siirekliligini saglayacak sekilde uyumlu olmalidir.

2. Problemin ¢oziim bolgesi ayriklagtirildiginda birden fazla tipik eleman
kullanilmigsa her bir tipik eleman igin diigim degerlerinin ve yaklagim
fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak bir yaklagim denklemi tiiretilmelidir.

3. GOz oniine alinan denklemler genellikle diferansiyel denklemler oldugundan
bu denklemler ¢cogu zaman bir eleman tizerinde ¢oziillemez. Bunun iki sebebi vardir.
Birincisi, bir eleman tizerinde yapilan yaklagimlar tam ¢oziime izin vermezler. Burada
varyasyonel yontemler devreye girer. Ikincisi, sonlu eleman yontemleriyle elde edilen
eleman denklemleri diger elemanlardan bagimsiz olarak varyasyonel yontemler
kullanilarak ¢oziilemez. Cilinkii elemanlarin birlegtirilmesi belirli siireklilik, baglangig
ve/veya sinir sartlarina baghdir.

4. Klasik varyasyonel yontemlerle (yani biitiin bolgeye uygulanan varyasyonel
yontemlerle) ve sonlu eleman yontemleri ile elde edilen yaklagik ¢6ziimlerin yapisinda
iki temel farklilik vardir. Birincisi,varyasyonel yontemlerde u ¢oziimiini keyfi c;

parametrelerinin (uy = chqﬁj) lineer kombinasyonu olarak temsil edilmekte iken,

J
sonlu eleman yontemlerinde u ¢oziimii genellikle w'nun dugiim noktalarindaki wu;

degerlerinin (uy = Zuj\llj) lineer kombinasyonu olarak temsil edilmektedir. Tkincisi

sonlu eleman y('jnt]emlerinde yaklagim fonksiyonlar1 genellikle interpolasyon
teorisinden tiiretilen polinomlardir. Ancak sonlu elemanlar yontemleri u; digim
degerlerinin ve cebirsel polinomlar olan W¥; interpolasyon fonksiyonlarmin lineer
kombinasyonlarini yaklagim fonksiyonlari olarak kullanmakla sinirli degildir. Soyleki
diigiim degerlerine ek olarak bir fonksiyonun yaklagimini temsil etmek igin
Rayleigh-Ritz yontemin de oldugu gibi diigiim olmayan noktalardaki degerleri de
kullanilabilir.

5. Bir elemandaki diigiim noktalarinin yeri ve sayisi, elemanin geometrisine,
polinom yaklagiminin derecesine ve denklemlerin integral formuna baghdir.
Birlestirilmis denklemlerin ¢oziilmesiyle elde edilen u; "ler ayni1 zamanda uy yaklagik
¢oziimiiniin diigiim noktalarindaki degerleridir.

6. Elemanlarim birlegtirilmesi, ¢6ziimiin (ve daha yiiksek mertebeden denklemler
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icin muhtemelen onun tiirevlerinin) elemanlar arasindaki smirlarda siirekli oldugu
fikrine dayanair.

7. Sonlu elemanlarin birlegtirilmesi baslangi¢ ve/veya simir gartlarma baghdir.
Sonlu elemanlar i¢in elde edilen eleman denklemleri sadece baglangig ve/veya simir
sartlart uygulandiktan sonra ¢oziiliir.

8. Sonlu eleman ¢oziimiinde, bolgenin ayriklagtirilmasindan, ¢oziime yaklagimdan
ve sayisal hesaplamadan kaynaklanan hatalar vardir. Genelde bu hatalarin tahmini
basit bir konu degildir. Fakat, belirli sartlar altinda, bu hatalar verilen bir eleman
ve/veya problem i¢in tahmin edilebilir.

9. Sonlu eleman yontemlerinde ¢oztimiiniin dogrulugu ve yakinsakligi diferansiyel
denkleme, onun integral formuna ve kullanilan elemanlara baghdir. Dogruluk
(accuracy) tam ¢oziimle sonlu eleman ¢oziimii arasindaki farka kargihik gelirken
yakinsaklik eleman sayis1 arttirildikca olusan iyilesmeye karsilik gelir.

10. Zamana bagl problemler icin, genellikle iki agamali bir formiilasyon takip
edilir. Birinci asamada, zamana bagl bir adi diferansyel denklem sistemi elde etmek
icin diferansiyel denklemlere sonlu eleman yontemi ile yaklasilir. Tkinci asamada,
zamana bagli diferansiyel denklemler tam olarak ¢oziiliir veya cebirsel denklemler
elde etmek icin ya varyasyonel ya da sonlu fark yontemleri ile yaklagik olarak ¢oziiliir
6].

Sonlu eleman yontemlerinin yukarida anlatilan avantajlarinin yaninda en biiyiik
dezavantaji ozellikle komplike bolgelerin alt bolgelere ayrilmasi iglemidir. Bu iglem
iki boyutlu bolgelerin alt bolgelere ayrilmasinda daha da zahmetli bir iglem olup
belirli bir alt yapiy1 gerektirir.  Ayriklagtirma isleminin uygun yapilmamasi
durumunda iglem hacminin artmasinin yaninda iyi sonuglarin elde edilmesi de

oldukca zordur.
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BOLUM 2
2-BOYUTLU B-SPLINE FONKSIYONLARIN
MODIFIYE EDILMESI

2.1 Giris

Bu béliimde 6nce 2—boyutlu kiibik, kuintik ve septik B-spline baz fonksiyonlar:
verilecek ve sonra modifiye edilecektir. B-spline baz fonksiyonlarini modifiye etmenin
temel amaci tiim B-spline baz fonksiyonlarimi problemin ¢oziim boélgesinin siniri
tizerinde verilen tiim simir sartlarim saglayacak sekilde sifir yapmaktir. 1—boyutlu
kismi diferansiyel denklemlerin sinirlar iki noktadan ibaret iken 2—boyutlu kismi
diferansiyel denklemlerin simirlar1 egrilerden ve dolayisiyla sonsuz sayida
noktalardan olugmaktadir. Bundan dolay1 2—boyutlu kismi diferansiyel
denklemlerden olusan problemlerde sinir sartlarinin saglanmasi biiytik onem arz
etmektedir. Boylece sonlu eleman yontemleri ile yaklagik ¢oziimiin bulunmasinda
tiim siir sartlar: bazlarin modifiye edilmesi esnasinda saglatilmig olur. Once Boliim
1’de wverilen 1—boyutlu kiibik, kuintik ve septik B-spline baz fonksiyonlar:
kullanilarak 2—boyutlu kiibik, kuintik wve septik B-spline baz fonksiyonlar:
verilecektir. Elde edilen 2—boyutlu B-spline baz fonksiyonlar1 verilen problemin
sinirlar: tizerinde sifir degilse, modifiye edilerek sinir tizerinde sifir olmalar1 saglanir.
Modifiye edilen B-spline fonksiyonlar sinir tizerinde 6zdes olarak sifir olacaklarindan,
homojen olmayan smir sartlarimi saglayacak bir w(x,y,t) terimi yaklagik ¢oziimiin
icerisine katilacaktir.  Verilen problemin tam ¢oziimii yerine kullanilacak olan
yaklagik ¢oziim tim smir sartlarini baglangicta sagladigi i¢in yaklagik ¢oziimiin
bulunmasindaki son adimlarda smir sartlarinin tekrar kullanilmasina gerek
kalmayacaktir.  Ayrica, elde edilen modifiye edilmis 2—boyutlu B-spline baz
fonksiyonlar1 verilen problemden ve sinir sartlarindan bagimsiz olarak elde edildigi
icin degisik baglangi¢ ve sinir sartlari ile verilen bir probleme de kolayca uygulanabilir.

B;(z) ve Bj(y)’ler sirast ile x ve y yonlerindeki B-spline baz fonksiyonlarini,
Ez(x) ve Ej (y)'ler ise sirasi ile bunlara kargilik gelen modifiye edilmig B-spline baz

fonksiyonlarini gostersin. Yukaridaki agiklamalardan sonra bir diizlem {izerinde
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2—boyutlu herhangi bir kismi diferansiyel denklemin yaklagik ¢oziimii, B;(x) ve

Bj;(y) alisilmig B-spline baz fonksiyonlar cinsinden » 0> «;;(t) B;(x)B;(y) formunda
i g
aranirken B;(z) ve B;(y) 1—boyutlu modifiye edilmis B-spline baz fonksiyonlar:

cinsinden ise w(x,y,t) + > > (t)él(a:)éj (y) formunda aranir.
ig

2.2 2—Boyutlu Kibik B-Spline Fonksiyonlarin Modifiye
Edilmesi

Bu kisimda modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlarin elde
edilmesi detayl bir sekilde verildikten sonra Galerkin yaklagimi ile birlikte bu tezde
gbz Oniine alinacak olan model problemlerin ¢oziimiinde kullanilacaktir.  Bu

calismada ele alinacak her bir model problemin denklemi 2—boyutlu

ou 0*u 0*u du du
(SC Y, )a 2+b(;€ Y, )a 2+C(;U Y, )%‘i‘d(ﬂf,y,t)a—y+€(I,y,t)u+f<I,y,t>

ot

denkleminin 6zel bir durumudur. Her bir model problemin yaklagik ¢oziimleri
n+1 m+1

2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar: cinsinden Y > «y;(t)Bi(x)B;(y)
i=—1j=-1

bigiminde aranir. Model problemlere Galerkin yontemi ile bu formda bir yaklagik
¢ozim bulabilmek icin her geyden oOnce 2—boyutlu kiibik B-spline baz
fonksiyonlarimin modifiye edilmesi gerekir. B_1(z), Bo(z), Bi(z), B,_1(z), Bn(x) ve
By,+1(x) kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 x yontinde ve B_1(y), Bo(y), B1(y), Bm-1(y),
B.(y) ve By,41(y) kiibik B-spline baz fonksiyonlar: ise y yoniinde model problemin
sinirlarinda sifir olmadiklari i¢in sinirda sifir olacak sekilde modifiye edilmeleri gerekir.

Bu modifikasyon isleminden sonra, model problemlerin yaklagik ¢oztimleri modifiye

edilmis 2 boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlari cinsinden
w(z,y,t) + 2204”( )B;(x )Bj( ) formunda aranir. Burada B;(z) ve Ej(y) sirasi
1=05=

ile x ve y yonlermdekl modifiye edilmis kiibik B-spline baz fonksiyonlaridir. Modifiye
edilmig kiibik B-spline baz fonksiyonlarinin tiimii model problemlerin sinirlari
lizerinde Ozdeg olarak sifir olacaklarindan yaklagik ¢oziimdeki w(z,y,t) terimi

problemin homojen olmayan sinir sartlarini saglar.

2.2.1 1-Boyutlu Kiibik B-spline Baz Fonksiyonlari

[a,b] araliginin bir diizgiin pargalamsi a = zg < x1... < x,_1 < x, = b olsun.
Bi(z), h = zp1 — x,, olmak lizere, diigiim noktalar1 x; noktalarinda olan kiibik

B-spline baz fonksiyonu olsun.
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Y, B (¥

(a) (b)

Sekll 2.1: Kibik B—spline (a) BZ(SE), Ti—2 <z < Tijy2 VE (b) Bj(y), Yj—2 < Y < Yj+2
baz fonksiyonlar:.

[a, b] araligina giren ilk kiibik B-spline baz fonksiyonu B_;(x) ve [a, b] araligindan
¢ikan son kiibik B-spline baz fonksiyonu B,, ;1 (z) oldugundan aralik {izerinde herhangi

bir u(x) tam ¢dziimiine global degigskenler cinsinden yaklagik ¢6ztim

n+1

un(2) = Y ;By(z) (2.2.1.1)

i=—1
bi¢ciminde aranir. Burada «;’ler baglangi¢ ve sinir sartlarinin kullanilmasiyla daha
sonra belirlenecek olan katsayilardir.

Sekil 2.1’den goriilecegi tizere her bir kiibik B-spline baz fonksiyonu 4 adet ardigik
eleman tizerinde sifirdan farkhdir.

h& = x — x; lokal koordinat dontigiimii yardimiyla Boliim 1'de (1.4.2) denklemi

ile verilen kiibik B-spline baz fonksiyonlari [z;_o, x;12| araliginda £ lokal degigkeni

cinsinden
( &, T € [T 9,2 1]
1436 +382—383, x€lriy,x]
Bi(§) = { 4—-6£2+ 3¢, T € [, 41
1—36+382 -8, € [mi1,Tis0)
0 diger durumlar

\

olarak yazilabilir.
Sekil 2.2’den goriildiigii tizere [x,,, Tymy1] araligl By, _1(x), By (x), By (), Bmas(x)

gibi 4 tane kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir.
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Sekil 2.2: Bir [y, 1] sonlu elemanini 6rten kiibik B-spline baz fonksiyonlari.

2.2.2 2-Boyutlu Kiibik B-spline Baz Fonksiyonlari

D = [a,b] x [c,d] dikdortgensel bolgesi a = g < x1... < Ty < x, = b ve
c =Y < Y. < Ym-1 < Ym = d olmak tizere (z;,y;), (¢ = 0(1)n; j = 0(1)m)
noktalar: tarafindan « yoniinde h, ve y yoniinde h, uzunluguna sahip dikdortgensel
sonlu elemanlara boliinmiig olsun. D bolgesine x yoniinde ilk giren kiibik B-spline
baz fonksiyonu B_;(z) ve bolgeden son ¢ikan kiibik B-spline baz fonksiyonu By, 1 (z)
iken bolgeye y yoniinde ilk giren kiibik B-spline baz fonksiyonu B_;(y) ve bolgeden
son ¢ikan kiibik B-spline baz fonksiyonu B,,,+1(y) oldugundan D bdlgesi tizerinde bir

u(z,y,t) tam ¢dziimiine global degiskenler cinsinden wu,,(x,y,t) yaklagik ¢6ztimi

n+1 m+1

Unm (T, Y, 1) = Z Zaij(t)Bij(x,y) (2.2.2.1)

i=—1j=—1
bi¢giminde aranir. Burada «; ;'ler 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlarmin
genligi olup

Bij(z,y) = Bi(z)B;(y) (2.2.2.2)

dir. (2.2.2.2)’deki B;(x) ve B;(y)’ler sirasiyla Sekil 2.1’de verilen kiibik B-spline baz
fonksiyonlaridir [22].

1—boyutlu B;(x) kiibik B-spline baz fonksiyonlarimin her biri 2 yoniinde 4 ardigik
elemani oOrttiigiinden ve ardigik elemanlar iizerinde sifirdan farkli oldugundan

2-boyutlu B;;(z,y) kiibik B-spline baz fonksiyonlarmin her biri de x ve y yonlerinde
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toplam 4 x 4 = 16 elemamn orter ve bu elemanlar tizerinde sifirdan farkhidir (Bkz.
Sekil 2.3).

Sekil 2.3: z ve y yonlerinde ardigik 4’er elemani érten 2—boyutlu kiibik B;;(z,y)
B-spline baz fonksiyonlar:.

2.2.3 DModifiye Edilmis 2—Boyutlu Kiibik B-spline Baz
Fonksiyonlari

2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlarinin nasil modifiye edildigini gostermek

icin zamana baglh 2—boyutlu

Ou 0%u 0?u ou ou
E = a(x,y,t)%+b(a:,y,t)a—yz+c(x,y,t)%+d(x,y,t)a—y+e(a:,y,t)u—l—f(:c,y,t)
(2.2.3.1)
a=x0<r<Tp,=b c=y<y<ym=d, t>0
lineer kismi diferansiyel denklemini
u(z,y,0) = uo(z,y) (2.2.3.2)
baglangic ve
U(xayo»t) = gl(xat)7 (x,y) € 8D1 (2233)
w(z, Ym, t) = ga(x, 1), (x,y) € 0D, (2.2.3.4)
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U($0>y7t) - h1<y7 t)v (l’,y) € al)3 (2235)
U(ZL‘n,y7t) - hQ(ya t)) (l’,y) € 8D4 (2236)

smir gartlar ile birlikte goz éniine alalim. Burada D = [a, b] X [¢, d], sinir1 0D olan
Sekil 2.4’de gosterilen dikdortgensel bir bolgedir.

aD

2
1

w

Sekil 2.4: D bolgesi ile 0D = 0D1U 0D,U dD3U 0D, siiri.

Simdi D bolgesini D = [0, 1] x [0, 1] olarak alalim ve bdlgeyi x yoniinde 0 = z <
r1 < ... < x, = 1 olacak sekilde n—adet ve y yoniinde 0 = yg < 11 < ... < Y, = 1
olacak sekilde m—adet alt araliklara bolelim.

2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlarini modifiye ederken, x yoniinde
bolgeye ilk giren B_;(x) kiibik B-spline baz fonskiyonunun D bdlgesi diginda kalan
diigiim noktalar1 z_3, z_5 ve x_; iken bdlgeden son ¢ikan B, 1 (z) kiibik B-spline baz
fonksiyonunun D bolgesi disginda kalan diigiim noktalari z,1, x,12 ve x,3 olmak
lizere 6 adet ve benzer gekilde y yoniinde bélgeye ilk giren B_;(y) kiibik B-spline
baz fonksiyonunun bolgenin diginda kalan diigiim noktalar1 y_3, y_o ve y_; iken
bolgeden son ¢ikan B,,.1(y) kiibik B-spline baz fonksiyonunun bélge diginda kalan

diigiim noktalart y,,+1, Ymi2 Ve Ymis gibi 6 adet olmak tizere

hy = Tpy1 — xn, n=—3(1)0

By = Uit — Yms 0 = =3(1)0
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olacak gekilde x ve y yonlerinde toplam 12 tane diigiim noktasinin goz ontinde
bulundurulmasi gerekir.

(2.2.3.1)-(2.2.3.6) denklemleri ile verilen probleme (2.2.2.1) formunda bir yaklagik
¢6ziim bulunabilmesi i¢gin x ve y yonlerindeki B;(x) ve B;(y) kiibik B-spline baz
fonksiyonlarinin problemde verilen sinir sartlarin saglamak sartiyla D bolgesinin
simir1  tizerinde sifir  olacak sekilde yeni bir baz fonksiyonlarinin kiimesine
dontigtiiriilmesi gerekir. 2—boyutlu B;;(z,y) = B;(z)B;(y) kiibik B-spline baz
fonksiyonlarimdan D bélgesinin z yoniindeki sinirindan gegen B_y(z), By(x), Bi(z),
Bn_1(x), By(x) ve Byyi(x) ile y yoniindeki simirimdan gegen B_1(y), Bo(y), Bi(y),
Bin-1(y), Bm(y) ve Bpi1(y) kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 problemin siniri
tizerinde sifir olmadiklarindan bu 12 tane kiibik B-spline baz fonksiyonlarmim 0D
sinir1 iizerinde problemin verilen tiim sinir sartlarini saglayacak ve 0D sinir1 lizerinde
sifir olacak sekilde asagidaki adimlar takip edilerek yeni fonksiyonlar kiimesine
dontigtiiriilmesi gerekmektedir. Bu sekilde elde edilen 2— boyutlu B;;(z,y) kiibik
B-spline baz fonksiyonlarina modifiye edilmis baz fonksiyonlar1 denir ve Eij (x,y)
ile gosterilir. Bu tezde B —spline baz fonksiyonu ile modifiye edilmis B-spline baz
fonksiyonlar1 kastedilecektir.

1. Adium: u = u(z,y,t) tam ¢oziimiine kargihik gelen (2.2.2.1) ile verilen

Unm (T, y, t) yaklagik ¢dziimii

n+1

U (2,5, 1) = Y%y, 1) (2.2.3.7)
i=—1
olarak yazilabilir. Burada
m—+1
)= ai;(t)B;(y) (2.2.3.8)
j=—1

dir. (2.2.3.7) yaklagik ¢6ziimiintin (2.2.3.5) ve (2.2.3.6) siur sartlarmi saglamasi

gerekir. (2.2.3.7) yaklagik ¢oztimiinde sirasi ile © = xy ve x = x,, alinirsa

U (20,9, t) = I (y, 1) = v-1(y, 1) B-1 (o) + Z% Y, ) Bi(0) + Y41 (1) Buya (o)
(2.2.3.9)

U (0, Y 1) = ha(y, 1) = y-1(y, 1) B (a0n) + Z% Y )Bi(n) + Yns1(y, 1) Buga ()
(2.2.3.10)

esitlikleri elde edilir.
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(2.2.3.9) ve (2.2.3.10)’dan sirast ile y_;(y,t) ve vn41(y,t) yok edilirse (2.2.3.7)

yaklagik ¢oziimii

B_l(ZL‘)

Bn-i-l(x)
B_1(x0)

Bnﬂ(xn)hz(y,t) (2.2.3.11)

Unm (T, y, 1) =

hi(y,t) + Z%(y, t)By(x) +

olur. Burada
BO (LUQ)

Bulo) = Bo(o) ~ 7% (o),
Bi(o) = Bi(o) — F ),
Bi(z) = Bi(x), i = 2(1)n — 2
Bues(a) = Boali) = =2 B,
Bula) = Bu(o) = "0 (o),

dir.
2. Adim: Bu adimda (2.2.3.8) ile verilen v;(y, t) ifadesinde sirasi ile y = yy ve

Y = Y, alinirsa

%i(Yo, ) = ai—1(t) B;(yo) + ZO%] 1 (Yo) + im+1(t) B (yo) (2.2.3.12)

"}/l<ym,t) = ;- 1 ym + ZCK” ym + oy m+1(t)BJ(ym) (22313)

esitlikleri elde edilir. (2.2.3.12) ve (2.2.3.13) esitliliklerinden sirasiyla oy —1(t) ve
a;m+1(t) yok edilirse (2.2.3.8) esitligi

Yy, t) = ) Yi(Yo, ) + Zaij (t)B;(y) + BLl(y)%(ym, t) (2.2.3.14)

-1y
B,1 (yO) Bm+1 (ym)

olur. Burada

Buly) = Buly) - 3B,
Buls) = Buly) = 5 B
Bj(y) = Bj(y), Jj=2(1)m—2
Bus) = Bos(0) = 52 B ),
Buw) = Bul) = 5B



dir.
3. Adim: v;(y,t)'nin (2.2.3.14) de verilen esitligi (2.2.3.11) de yerine yazildiktan

sonra (2.2.3.3) ve (2.2.3.4) ile verilen sinir gartlar kullanilirsa yaklagik ¢éziim

U (2,5, 1) = wi(2,5,1) + Y 0 () Bi(x) By (y) (2.2.3.16)

i=0 j=0

olarak elde edilir. Burada

rt) = 00+ 5 )+ 5 D) g
) [0+ ey —
_ Bunly) [ Boa(z) Bii(x)
By [+ g
dir.

u(zx,y,t) tam ¢dziimiine karsilik gelen (2.2.2.1) ile verilen w,,, (z, y, t) yaklagik

¢Oziimii (2.2.3.7)’e benzer gekilde

m+1
U (2,9, 1) = Y 8ilx,1)B (2.2.3.18)
j=—1
olarak da yazilabilir. Burada
n+1
t) =Y a;(t)Bi(x) (2.2.3.19)
i=—1

dir.
(2.2.3.18) yaklagik ¢oztimii i¢in yukaridaki 3 adim uygulanirsa

n+1 m+1

U (T, Y, 1) = walz, y,t) + Z Z a; ;(t)Bi(2) B;(y) (2.2.3.20)
elde edilir. Burada

_ B.y(x) Bpi1(2) Baly) Bunly)
)= ) M B ) Y O B O B Y

B [ gt 22320

Buii(y) [ B-i(z) Bpyi(x)

e B+ e tan )

dir.
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(2.2.3.16) yaklagimi D bdlgesinin sadece z yoniindeki siirlar: tizerinde sifir iken
(2.2.3.20) yaklasimi D bolgesinin sadece y yoniindeki sinirlarn {izerinde sifirdir.
u(zx,y,t) tam ¢oziimiine karsilik gelen bir w,,,(x,y,t) yaklagik ¢6ziimii problemin D
bolgesinin 0D siirmin tiimi tizerinde sifir olacak sekilde aranacagindan bu sartlar:
saglayacak wpnm,(z,y,t) yaklagik ¢oziimiu (2.2.3.16) ve (2.2.3.20) denklemlerinin

ortalamalaridir. Yani,

wilT, Yy, t)+w z,y, t e 53 D
U (2, Y, 1) = 1z.9,1) : (2,9, 8) D) ai () Bi(x) By(y) (2.2.3.22)
i=015=0

=w(z,y,t)+ Y Y () Bi(z)B;(y)
i=0 j=0
dir. Burada baz fonksiyonlarmin yeni kiimesi, ¢ = 0(1)n ve j = 0(1)m olmak

lizere, El(x)éj(y) olup verilen problemin tiim smir1 tizerinde sifirdir. Dolayisiyla
(2.2.3.3)-(2.2.3.6) siur sartlar: (2.2.3.22) deki w(z, y, t) fonksiyonuna dahil edilir [23].

2.3 2—Boyutlu Kuintik B-Spline Fonksiyonlarin Modifiye

Edilmesi

Bu kisimda modifiye edilmig 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlarimin
elde edilmesi detayli bir gekilde verildikten sonra Galerkin yaklagimi ile birlikte bu
tezde goz oniine alinacak olan model problemlerin ¢oziimiinde kullanilacaktir. Bu

caligmada ele alinacak her bir model problemin denklemi 2—boyutlu

ou 0%u 0%u ou ou
E - a(:z:,y,t)@—l—b(x,y,t)a—yz+c(x,y,t)%+d(x,y,t)a—y+e(x,y,t)u+f(:v,y,t)

denkleminin bir 6zel durumu olacaktir. Her bir model problemin yaklagik ¢oziimleri
n+2 m+2

2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlar: cinsinden > > o;;(t)B;(z)B;(y)
i=—2j=—2

bi¢iminde aranir. Bu model problemlere Galerkin yontemi ile bu formda bir yaklagik
¢oziim bulabilmek igin, her seyden once, B-spline baz fonksiyonlarimin modifiye
edilmig 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 denilen yeni bir fonksiyonlar
kiimesine déniigtiiriilmesi gerekir. B_s(x), B_i(z), Bo(x), Bi(z), B2(z), By_a(x),
Bn_1(x), By(x), Bpi1(2), Bpyo(x) kuintik B-spline baz fonksiyonlar: z yoniinde ve
B_2(y), B-1(y), Bo(y), Bi(y), B2(y), Bin-2(x), Br-1(x), Bn(x), Bri1(x), B2 ()
kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 y yoniinde model problemin smirlarinda sifir
olmadiklar: i¢cin bu modifiye igleminin yapilmasi bir gerekliliktir. Bu doniigtiirme

isleminden sonra, bu model problemlerin yaklagik c¢oziimleri modifiye edilmig
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2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlari cinsinden
n+1 m+1 ~ ~ ~ ~

w(x,y, t)+ >, > a;;(t)Bi(x)B;(y) bigiminde aranir. Burada B;(x) ve B;(y) sirast
i=—1j=—1

ile x ve y yonlerindeki modifiye edilmis kuintik B-spline baz fonksiyonlaridir.

Modifiye edilmis kuintik B-spline baz fonksiyonlarin tiimii model problemlerin
smirlar1 tizerinde 6zdes olarak sifir olacaklarimdan yaklagik ¢oziimdeki w(z,y,t)

terimi problemin homojen olmayan sinir sartlarini saglar.

2.3.1 1-Boyutlu Kuintik B-spline Baz Fonksiyonlari

[a,b] araliginin bir diizgiin parcalanisi ¢ = zy < x1... < T, < T, = b
olsun. B;(z), h = xpy11 — @, olmak tizere, diiglim noktalar: z; noktalarmda olan

kiibik B-spline baz fonksiyonu olsun.[a,b] araligina giren ilk kuintik B-spline baz

70 B, (%

B (y)

(a) (b)

Sekil 2.5: Kuintik B-spline (a) B;(z), z;—3 < x < 2443 ve (b) B;(v), yj—s <y < Yjt3
baz fonksiyonlar:.

fonksiyonu B_s(x) ve [a,b] arahgindan ¢ikan son kuintik B-spline baz fonksiyonu
Bpio(z) oldugundan aralik tizerinde herhangi bir wu(x) tam ¢oziimiine global

degiskenler cinsinden yaklagik ¢oztiim

n+2

Uy () = ZaZBi(I) (2.3.1.1)

i=—2
bi¢ciminde aranir. Burada «; ler daha sonra basglangic ve siir gartlarimin da
yardimiyla belirlenecek olan katsayilardir.
Sekil 2.5 ve 2.6’dan da goriilecegi tizere her bir kuintik B-spline baz fonksiyonu

6 adet ardigik eleman iizerinde sifirdan farklidir.
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hé = x — x; doniigimi ile € lokal degiskeni cinsinden kuintik B-spline baz
fonksiyonlari elde edilebilir. Boylece £ lokal degiskeni cinsinden kuintik B-spline baz
fonksiyonlar1  [z;_3,2;43] araliginda degisim ifadeleri (2.3.1.2) esitliginde

goriilmektedir.

£, x € X3, T o]
14 56 +10€2 + 103 + 5&* — 5¢3, T € [Ti_0, Ti1]
26 + 50 + 20£2 — 2063 — 206* +10€°, @ € [zi_1, 4]
Bi(§) = ¢ 66 — 602 + 30&* — 10£°, T € [z, g (2.3.1.2)
26 — 50& + 20£2 4 2063 — 20£* 4 5¢°, T € [Tip1, Tiyo]
1 —5¢ 4 106 — 106* 4 5¢* — €, T € [Tiya, Tiys]
\ 0 diger durumlar

Sekil 2.6’dan goriildiigi tizere [z, Tpi1] araligl By, _o(z), Byp_1(2), By(x), Bnmii(2),

Bpnio(x) ve By,y3(x) kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 tarafindan ortiiliir.

2.3.2 2-Boyutlu Kuintik B-spline Baz Fonksiyonlari

D = [a,b] x [c,d] dikdortgensel bolgesi a = g < x1... < Tp1 < T, = b ve ¢ =
Yo < Y1-- < Ym—1 < Ym = d olmak tizere (x;,y;), (¢ = 0(1)n; j = 0(1)m) noktalar
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tarafindan  yontinde h, ve y yoniinde h, uzunluguna sahip dikdortgensel sonlu
elemanlara boliinmisg olsun. D bolgesine x yoniinde giren ilk kuintik B-spline baz
fonksiyonu B_s(x) ve bolgeden son ¢ikan kuintik B-spline baz fonksiyonu B, o(2)
iken bolgeye y yontinde ilk giren kuintik B-spline baz fonksiyonu B_5(y) ve bolgeden
son ¢ikan kuintik B-spline baz fonksiyonu By, 2(y) oldugundan D bélgesi iizerinde

bir u(z, y, t) tam ¢oziimiine global degigkenler cinsinden w,,,(x, y, t) yaklagik ¢oziimii

n+2 m+2

Unm (T, Y,1) = Z ZaijBij(x,y) (2.3.2.1)

i=—2j=—2
bi¢iminde aranir. Burada «; ;'ler 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlarmm
genligi olup

Bij(z,y) = Bi(z)B;(y) (2.3.2.2)

dir. (2.3.2.2)’deki B;(x) ve B;(y)’ler sirasiyla Sekil 2.5’de verilen kuintik B-spline
baz fonksiyonlaridir [22].

1—boyutlu B;(x) kuintik B-spline baz fonksiyonu z yoniinde 6 ardigik elemani
orttiigiinden ve ardigik elemanlar {izerinde sifirdan farkli oldugundan 2-boyutlu
B;j(x,y) kuintik B-spline baz fonksiyonu da x ve y yonlerinde toplam 6 x 6 = 36

eleman: Orter ve bu elemanlar tizerinde sifirdan farkhidir (Bkz. Sekil 2.7).

5000 1
4000 “"i
3000 1
2000 1
1000

Sekil 2.7: x ve y yonlerinde ardisik 6’sar elemani érten 2—boyutlu kuintik B;;(z,y)
B-spline baz fonksiyonlari.
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2.3.3 Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Kuintik B-spline Baz
Fonksiyonlari

2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlarimin nasil modifiye edildigini
gostermek i¢in zamana bagh 2—boyutlu (2.2.3.1) lineer kismi diferansiyel denklemini
(2.2.3.2) baslangi¢ ve (2.2.3.3)-(2.2.3.6) siur sartlari ile birlikte goz 6niine alalim.
Simdi D bolgesini D = [0, 1] x [0, 1] olarak alalim ve bdlgeyi x yoniinde 0 = 2z <
r1 < ... < x, = 1 olacak sekilde n—adet ve y yoniinde 0 = yg < 913 < ... < Y = 1
olacak sekilde m—adet alt araliklara bolelim.
2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonunu modifiye ederken, x yoniinde
bolgeye ilk giren B_s(x) kiibik B-spline baz fonskiyonunun D bélgesi diginda kalan
diigiim noktalar1 x_5, x_4, x_3, x_y ve x_; iken bolgeden son ¢ikan B, o(x) kuintik
B-spline baz fonksiyonunun D bolgesi diginda kalan digiim noktalari x,1, T2,
i3, Tnta VE Tyys olmak tizere 10 adet ve benzer sekilde y yoniinde bolgeye ilk giren
B_5(y) kuintik B-spline baz fonksiyonunun bélge diginda kalan diigiim noktalar:
Y_s5, Y4, Y_3, Yy_o ve y_1 iken bolgeden son ¢ikan B,, . o(y) kuintik B-spline baz
fonksiyonunun bolge diginda kalan diigiim noktalart ¥,,+1, Ymi2, Yma3, Ymid V€ Ymas

gibi 10 adet olmak ftizere

hy = Tpi1 — x,, n=-=5(1)0
hy = Ym+1 — Ym, m = —5(1)0

olacak gekilde x ve y yonlerinde toplam 20 tane diigim noktasinin goz ontinde
bulundurulmas1 gerekir.

(2.2.3.1)-(2.2.3.6) denklemleri ile verilen probleme (2.2.2.1) formunda bir yaklasik
¢6ziim bulunabilmesi icin, = ve y yonlerindeki B;(z) ve B;(y) kuintik B-spline baz
fonksiyonlarinin problemde verilen sinir sartlarini saglamak sartiyla D bolgesinin
sinir1  lizerinde sifir olacak sekilde yeni bir baz fonksiyonlarinin kiimesine
doéniistiirtilmesi gerekir. 2—boyutlu Bjj(x,y) = B;(x)B;(y) kuintik B-spline baz
fonksiyonlarindan D bélgesinin x yoniindeki sinirindan gegen B_o(x), B_1(x), Bo(x),
Bi(z), By(z), Bn_o(z), Bp_1(x) ve B,(z), Bpii(z) ve B,is(x) ile y yoniindeki
smurindan gegen B_s(y), B_1(y), Bo(y), Bi(y), B2(y), Bm—-2(y), Bm-1(y), Bm(y),
Bini1(y) ve Bpyo(y) kuintik B-spline baz fonksiyonlar: problemin 9D sinir1 iizerinde
sifir degildir. Bu 20 tane kuintik B-spline baz fonksiyonlar 0D simir1 iizerinde

problemin verilen tiim sinir sartlarini saglamak sartiyla siniri tizerinde sifir olacak
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sekilde asagidaki adimlar takip edilerek yeni fonksiyonlar kiimesine dontistiiriilebilir.
Bu sekilde elde edilen 2— boyutlu B;;(z,y) kuintik B-spline baz fonksiyonlarina
modifiye edilmig baz fonksiyonlari denir ve Eij(:v, y) ile gosterilir.

1. Adim: u = u(z,y,t) tam ¢oziimiine karsihk gelen (2.2.2.1) ile verilen

Unm (2, y, 1) yaklagik ¢oziimii

n+2
i=—2
olarak yazilabilir. Burada
m+2
t) =Y ai;(t)B;(y) (2.3.3.2)
j=—2

dir.
(2.3.3.1) yaklagik ¢Oztimiiniin (2.2.3.5) ve (2.2.3.6) smir sartlarin saglamasi

gerekir. (2.3.3.1) yaklagik ¢oztimiinde sirasi ile © = xy ve x = x,, alinirsa

n+1

unm(xo,y,t) = hl(y7t) =72 ( xO + Z’Y@ y, mO + 7n+2(y7 )Bn+2(~r0)
i=—1

(2.3.3.3)
n+1

unm(xmy,t) = h2(y7t) - 7—2(y7 xn + Z% y,t xn +/7n+2(y7t)Bn+2(xn)
i=—1

(2.3.3.4)

esgitlikleri elde edilir.
(2.3.3.3) ve (2.3.3.4)'den siras: ile v_o(y,t) ve Y,42(y,t) yok edilirse (2.3.3.1)

yaklagik ¢oziimi

B_ n+1 Bn (ZE)
Ui (T, Y, 1) = B,;( )+ D iy t) mhg(y,t) (2.3.3.5)
i=—1
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olur. Burada

Bs(e) = Buala) = (o Bao),
Bule) = Bo(e) — 7O Balo),
Bi(o) = Bi(o) - 7O Balo),
Balo) = Balo) = A0 Bofa),

By a(z) = By o) - g::g:iBM(x),
Bes(a) = Buali) = 515 Bl
= Bn@ﬂ)

dir.
2. Adim: Bu adimda (2.2.3.8) ile verilen v;(y, t) ifadesinde sirasi ile y = yy ve

Yy = Y, alinirsa

m—+1
Yi(yo,t) = i 2(t)Bj(yo) + > _ i (1) B;(yo) + imy2(t) B; (o) (2.3.3.6)

j=—1

m+1

Z Oé” ym + o m+2<t>Bj (ym) (2337)

%’(?/m;t) = Oy — 2

j=—1
esitlikleri elde edilir. (2.3.3.6) ve (2.3.3.7) esitliliklerinden sirasiyla a; 1 (t) ve @ 41 (t)

yok edilirse (2.2.3.8) esitligi

j=—1

olur. Burada
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Boaly) = Boal) — 5
Buly) = Boly) ~ 35 By,
Balo) = Bi(o) = B0,
Baly) = Baly) = 52 500
Bj(y) = Bj(y), j =3(1)m =3

Byn-2(y) = Bu-2(y) - g::gz:; Biny2(y),

Bua(s) = Bocs0) = = B,
Bu) = Bul) = 0,200,

3. Adim: (2.3.3.8) ile v;(y, t) i¢in verilen ifadenin (2.3.3.5) da yerine yazilmasi

ve elde edilen sonug denklemin (2.2.3.3) ile (2.2.3.4) verilen sinir sartlarini saglamasi

ile
U (2, Y, 1) = wi (2,7, 1) + Z Z@i,j(t)éi(m)éj(y) (2.3.3.9)
elde ederiz. Burada
)= .00+ .00+ = .00 2 g 0,1
_ Bos(y) | Balx) B ya(z)
B_Q(yo) |:B_2(x0) hl (yo, t) + Bn+2({L‘n) hg(yg, t):| (23310)
_ Bnia(y) [ Boa(z) B ya(x)
B ) {B_mo)hl(ym’” ! Bn+2<mn>h2(ym’”]

dir. Simdi yukaridaki adimlar1 yaklagik ¢oztime bir kere daha fakat bu defa yaklagik
¢ozumu
m—+2

U (2,9, 1) = Y 0il2, 1) B;(y) (2.3.3.11)

j=—2
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biciminde alarak bir daha uygulayalim. Burada

n+2

§i(z,t) =) ay(t) Bi() (2.3.3.12)

i=—2

dir.
(2.3.3.11) ile verilen ty,, (z,y, t) yi (2.2.3.1)-(2.2.3.6) denklem sistemi i¢in yaklagik

¢oziim olarak kabul eder ve yukaridaki adimlar1 uygularsak

U (2,9, 1) = wo(,y, 1) + Z Z a; () Bi(2) B;(y) (2.3.3.13)
elde ederiz. Burada

o 372@) Bn+2($) B—2(y> " Bm+2(y) T
)= ) B ) Y O B O B Y

- [5__22&)) o 1)+ 5, (“”“”’t)} (233.14)

Bia(y) [ Boa(z) By a(x)

" Brsalm) [B_mo)gg(‘”““ ! Bn+2<xn>92<x”’”]

dir.

(2.3.3.10) yaklagimi D bolgesinin sadece z yoniindeki sinirlar tizerinde sifir iken
(2.3.3.14) yaklagimi D bolgesinin sadece y yoniindeki simirlarn {izerinde sifirdir.
u(z,y,t) tam ¢oztimiine kargilik gelen bir w,,(x,y,t) yaklagik ¢oziimii problemin D
bolgesinin D sinirinin tiimii tizerinde sifir olacak gekilde aranacagindan bu sartlar:
saglayacak ., (z,y,t) yaklagik ¢oziimi (2.3.3.10) ve (2.3.3.14) denklemlerinin

ortalamalaridir. Yani,

n+1 m—+1

wilz,y,t) + walx,y,t ~ ~
U (2,7, 1) = 1(z,9,1) : G > ) i(t)Bi(x)Bi(y)  (2.3.3.15)
i=—1j=—1
n+1 m+1 N .
=w(z,y,t) + Z Z ; () Bi() B;(y)
i=—1j=—1
dir. Burada baz fonksiyonlarinin yeni kiimesi, : = —1,0,....,.n+1, 7 = —1,0,....m+

1 olmak {izere, E,(x)gj(y) olup tiim bu baz fonksiyonlar1 verilen problemin tiim
smirinda sifirdir. Dolayisiyla (2.2.3.3)-(2.2.3.6) s sartlar (2.3.3.15)’deki w(z, y, t)
fonksiyonuna dahil edilir [23].
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2.4 2—Boyutlu Septik B-Spline Fonksiyonlarin Modifiye
Edilmesi

Bu kisimda modifiye edilmis 2—boyutlu septik B-spline baz fonksiyonlarinin
elde edilmesi detayli bir gekilde verildikten sonra Galerkin yaklagimi ile birlikte bu
tezde goz ontine alinacak olan model problemlerin ¢oziimiinde kullanilacaktir. Bu

caligmada ele alinacak her bir model problemin denklemi 2—boyutlu

ou 0*u 0*u ou ou
E - a(l‘7y,t)@—f—b(l’,y,t)a—yQ—FC(l’,y,t)%+d(l’,y7t)a—y+€($,y,t)u+f<l’,y,t>

denkleminin bir 6zel durumu olacaktir. Her bir model problemin yaklagik ¢oziimleri
n+3 m+3

2—boyutlu septik B-spline baz fonksiyonlar1 cinsinden > > o;;(t)Bi(z)B;(y)
i=—3j=—3

bigiminde aranir. Bu model problemlere Galerkin yontemi ile bu formda bir yaklagik

¢oziim bulabilmek igin, her seyden once, B-spline baz fonksiyonlarimin modifiye
edilmig 2—boyutlu septik B-spline baz fonksiyonlar: denilen yeni bir fonksiyonlar
kiimesine dontigtiiriilmesi gerekir. B_s3(xz), B_o(z), B_i(z), Bo(x), Bi(z), Ba(x),
Bn_o(x), Bh_1(x), Bn(x), Bpii(z), Bpi2(x) ve Byis(z) septik B-spline baz
fonksiyonlar: z yoniinde ve B_s(y), B-»(y), B_1(y), Bo(y), Bi(y), Bs(y), Brs(x),
Bpn-1(x), By(z), Bpii(x), Bpio(x) ve Bis(x) septik B-spline baz fonksiyonlar:
y yoniinde model problemin sinirlarinda sifir olmadiklar: i¢in bu modifiye igleminin
yapilmasi bir gerekliliktir. Bu dontigtiirme isleminden sonra, bu model problemlerin

yaklasik ¢oztimleri modifiye edilmis 2—boyutlu septik B-spline baz fonksiyonlar:
n+2 m+2

cinsinden w(z,y,t) + > 3. ay;(t)Bi(x)B,(y) bigiminde aramr. Burada B;(x) ve
i=—2j="2

Ej(y) sirast ile x ve y yonlerindeki modifiye edilmis septik B-spline baz
fonksiyonlaridir. Modifiye edilmis septik B-spline baz fonksiyonlarin tiimii model
problemlerin sinirlar iizerinde 6zdes olarak sifir olacaklarindan yaklagik ¢oziimdeki

w(zx,y,t) terimi problemin homojen olmayan smir sartlarini saglar.

2.4.1 1-Boyutlu Septik B-spline Baz Fonksiyonlari

[a,b] araligimn bir diizgiin parcalamisi ¢ = z¢ < x1... < Tp—1 < T, = b olsun.
Bi(x), h = Zpy1 — Ty, olmak tizere, diigiim noktalar1 z; noktalarinda olan kiibik
B-spline baz fonksiyonu olsun.

[a, b] arahigina giren ilk septik B-spline baz fonksiyonu B_3(z) ve [a, b] arahgindan
gikan son septik B-spline baz fonksiyonu B, 3(z) oldugundan aralik iizerinde

herhangi bir u(z) tam ¢oziimiine global degiskenler cinsinden yaklagik ¢6ziim
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Sekil 2.8: Septik B-spline (a) B;(x), z—4 < x < zi44 ve (b) Bij(y), yj—a <Y < Yjta
baz fonksiyonlar:.

n+3

un(z) = Z&iBi(SC) (2.4.1.1)

i=—3
biciminde aranir. Burada «; ler daha sonra basglangic ve sinir gartlarinin da
yardimiyla belirlenecek olan katsayilardir.

Sekil 2.8’den de goriilecegi tizere her bir septik B-spline baz fonksiyonu 8 adet
ardigik eleman tizerinde sifirdan farklidir.

hé = x — x; doniisimii ile € lokal degiskeni cinsinden septik B-spline baz
fonksiyonlar: elde edilebilir. Burada 0 < ¢ < 1 oldugu aciktir. Septik B-spline baz
fonksiyonunun = [z;_3,x; 3] arahgindaki degisim ifadeleri (2.4.1.2) esitliginde

goriilmektedir.
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2416

1191

f
B B X

Sekil 2.9: Bir [z,,, T;,11] sonlu elemanini 6rten septik B-spline baz fonksiyonlari.

(

577 x E [xi,4,$i,3]
1+ 7€ + 2162 4 35€3 + 35€1 + 21€5+
T € [x;_3, %]
7€8 — 7€,
120 + 392€ 4 504£2 + 280€3 — 84£°—
T € [Ti_g, Ti1]
4266 +21€7,

1191 + 1715€ + 31562 — 665£% — 3154+

105€° + 105€5 — 35¢7,
B.(6) = 2416 — 1680£2 + 560£* — 14066 + 35¢7, T € X, Tig1] (241.2)
1 —5& +10€2 — 1063 + 5E* — €3, T € iy, Tiyol

1191 — 1715¢ 4 315€2 + 66563 — 315&4—

1056 + 10565 — 21¢€7,

120 — 392¢ + 50462 — 28063 4 84£°—

T € [1'171, 331}

T € [Tiya, Tits)

T € [Tiy3, Tita]

42¢° 4 7¢7,
1 — 7€+ 2162 — 3563 + 3561 — 2165+
T € [Tita, Tiys]
756 - 577
0, diger durumlar

\

Sekil 3.25’den goriildiigi tizere [, Tpmi1] araligl By, _3(z), By—2(x), Bpm—1(z), By(x),
Bpmi1(z), Bmio(), Bmis(z), Bmya(r) septik B-spline baz fonksiyonlar
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tarafindan ortulir.

2.4.2 2-Boyutlu Septik B-spline Baz Fonksiyonlari

D = [a,b] x [c,d] dikdortgensel bolgesi a = z9 < zy... < Tpoy < T, = b ve
c=9y < Y. < Ym—1 < Ym = d olmak fizere (x;,y;), (i = 0(1)n; 7 = 0(1)m)
noktalar1 tarafindan x yoniinde h, ve y yontinde h, uzunluguna sahip dikdortgensel
sonlu elemanlara boliinmiig olsun. D bolgesine x yoniinde ilk giren septik B-spline
baz fonksiyonu B_3(x) ve bolgeden son ¢ikan septik B-spline baz fonksiyonu B, 3(x)
iken bolgeye y yoniinde ilk giren septik B-spline baz fonksiyonu B_3(y) ve bélgeden
son ¢ikan septik B-spline baz fonksiyonu By, 13(y) oldugundan D bdlgesi iizerinde bir

u(z,y,t) tam ¢oziimiine global degigkenler cinsinden w,,,(x,y,t) yaklagik ¢6ztimi

n+3 m+3

Upm (T, Y, 1) = Z ZozijBij(:z:,y) (2.4.21)

i=—3j=—3
bigiminde aramir. Burada «; ;’ler 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlarmin
genligi olup
Bij(z,y) = Bi(x)B;(y) (2.4.22)

dir. (2.4.22)’deki B;(x) ve B;(y)’ler sirasiyla Sekil 2.8’de verilen septik B-spline baz
fonksiyonlaridir [22].

2.4.3 DModifiye Edilmis 2—Boyutlu Septik B-spline Baz
Fonksiyonlari

2—boyutlu septik B-spline baz fonksiyonlarinin nasil modifiye edildigini
gostermek i¢in zamana bagh 2—boyutlu (2.2.3.1) lineer kismi diferansiyel denklemini
(2.2.3.2) baglangig ve (2.2.3.3)-(2.2.3.6) sir sartlar ile birlikte goz 6niine alalim.
Simdi D bolgesini D = [0, 1] x [0, 1] olarak alalim ve bdlgeyi x yoniinde 0 = z <
x1 < ... < x, = 1 olacak sekilde n—adet ve y yoniinde 0 = yg < 11 < ... < Y, = 1
olacak sekilde m—adet alt araliklara bolelim.
2—boyutlu septik B-spline baz fonksiyonunu modifiye ederken, x yoniinde bolgeye
ilk giren B_3(x) septik B-spline baz fonskiyonunun D bdlgesi diginda kalan diigiim
noktalar x_7, x_¢, z_5, T_4, x_3, x_o ve x_; iken bolgeden son ¢ikan B, 3(x) septik
B-spline baz fonksiyonunun D bolgesi diginda kalan digiim noktalart x,.1, 49,

Tna3, Tnidy Tnis, Tnie V€ Tne7 olmak lizere 14 adet ve benzer sekilde y yontiinde
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bolgeye ilk giren B_3(y) septik B-spline baz fonksiyonunun bélge diginda kalan
diigiim noktalar1 y_7, y_¢, y_5, Y_4, Y3, Yy_2 ve y_ iken bolgeden son gikan B, 3(y)
septik B-spline baz fonksiyonunun bolge diginda kalan diigiim noktalart y,,11, Yma2,

Ym+3s Ym+4, Ym+5 V€ Ymt6 V€ Ym4-7 glbl 14 adet olmak tizere

hy = Tpy1 — x,, n=-=7(1)0
hy = Yms1 = Ym, m=—T7(1)0

olacak gekilde x ve y yonlerinde toplam 28 tane diigim noktasinin goz ontinde
bulundurulmasi gerekir.

(2.2.3.1)-(2.2.3.6) denklemleri ile verilen probleme (2.2.2.1) formunda bir yaklagik
¢oziim bulunabilmesi i¢in, x ve y yoniindeki B;(x) ve Bj;(y) septik B-spline baz
fonksiyonlarinin problemde verilen siir sartlarim saglamak sartiyla D bolgesinin
simir1  tizerinde sifir  olacak sekilde yeni bir baz fonksiyonlarinin kiimesine
dontigtiiriilmesi gerekir. 2—boyutlu Byj(z,y) = Bi(x)B,(y) septik B-spline baz
fonksiyonlarindan D bélgesinin « yoniindeki sinirindan gecen B_3(z), B_a(x), B_1(z),
By(x), Bi(x), Ba(x), Bp-2(x), Bp-1(x), Ba(@), Bpy1(x), Bpia(x) ve Bnys(w) ile y
yoniindeki smrndan gecen B_y(y), B>(y), B_1(9), Bo(y), Ba(y), Ba(y), Ba(y),
Bim-1(y), Bm(y), Bm+1(y), Bmi2(y) ve Byi3(y) septik B-spline baz fonksiyonlar:
problemin 0D smir1 tizerinde sifir degildir. Bu 24 tane septik B-spline baz
fonksiyonlar 9D smir1 tizerinde problemin verilen tiim siir sartlarini saglamak
sartiyla siiri iizerinde sifir olacak sekilde asagidaki adimlar takip edilerek yeni
fonksiyonlar kiimesine déniigtiiriilebilir. Bu sekilde elde edilen 2— boyutlu B;;(x,y)
septik B-spline baz fonksiyonlarina modifiye edilmis baz fonksiyonlar1 denir ve
Eij (z,y) ile gosterilir.

1. Adim: u = u(z,y,t) tam g¢oziimiine kargihk gelen (2.2.2.1) ile verilen

Unm (T, y, t) yaklagik ¢dziimii

n+3
Upm (T, Y, 1) = Z”yi(y,t)Bi(x) (2.4.3.1)
i=—3
olarak yazilabilir. Burada
m+3
iy, t) = Y (1) B;(y) (2.4.3.2)
j=—3

dir. (2.4.3.1) yaklagik ¢oziimiiniin (2.2.3.5) ve (2.2.3.6) sir sartlarimi saglamasi
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gerekir. (2.4.3.1) yaklagik ¢oztimiinde sirasi ile © = xy ve x = x,, alinirsa

n+2

unm(xmyat) = hl(yat) =7-3 ( IO + Z’Y@ y, xO + '7n+3(y7 )Bn+3<~r0)
i=—2

(2.4.3.3)
n+2

unm(xrhyat) = h’2(y7t) = ’773(2% xn + ZVZ ya xn + 7n+3<y7t)Bn+3(xn)
i=—2

(2.4.3.4)

esitlikleri elde edilir.
(2.4.3.3) ve (2.4.3.4)'den sirast ile v_o(y,t) ve Y42(y,t) yok edilirse (2.4.3.1)

yaklagik ¢oziimii

Unm($7yat> = B ( y, + Z% Y, t mhz(y,t) (2.4.3.5)
=—2

olur. Burada
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Boy(x) = By() = 5~ 3(%)373( )
B_i(z) = B_y(z) — g_lgzi “s(),
Bulo) = Bo(o) = PO Balo),
Bi(o) = Bi(o) - 7O Balo),
Balo) = Balo) — A0 Bafa),
Byla) = Bula) - 5 L Bafo),
Bi(x) = Bi(x), i = 4(1)n — 4
Bae) = Bycale) = 2= 4 Bua(o),
Bae) = Bocale) = =2 Bua(o),
Bues(a) = Bual) = =12 Bval),
Bula) = Bu(o) = "0 B (o),
Braa(0) = Bua(e) = 22 B (o),
Buoale) = Bua(o) — 2225 B (o).

Bn+3(xn) e

dir.
2. Adim: Bu adimda (2.2.3.8) ile verilen 7;(y, t) ifadesinde siras1 ile y = yy ve

Y = Y, alinirsa

m—+2

Yi(yo,t) = i s(t)B;(yo) + Z% 3 (10) + it (t) B; (30) (2.4.3.6)
m+2

Yi(Ym, t) = i —3(t) Bj(Ym) + ZO‘U i (Ym) + @imy3(t) B (Ynm) (2.4.3.7)

esitlikleri elde edilir. (2.4.3.6) ve (2.4.3.7) esitliliklerinden swrasiyla «a; _1(t) ve
a;m+1(t) yok edilirse (2.2.3.8) esitligi

( m+2

Yi(y,t) = BBS(y Zau Bm*‘”’;y) Yilym,t)  (2.4.3.8)
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olur. Burada

Bay) = Boaly) ~ 52 Bal0)
Baly) = Boa(0) ~ 55 Balo)
Buls) = Buls) = 5 Bl
Baly) = Bu(o) = 5 5400
Paly) = Baly) = 52 5400
Baly) = Baly) = 5 Bal)
Bi(y) = Bj(y), j = 4(1)m —4
Bualt) = Boa(0) = 5= B,
Bu-ay) = B-aly) = 52 Brealy),
Bes(6) = Boal9) = 5 Bty
Bo) = Bul) = 05,1400,
Buay) = Bosa0) = 5= B,
Buni2(y) = Bsa(y) - g:ﬁg:; Byn+3(y)

dir.

3. Adum: (2.4.3.8) ile v;(y, t) i¢in verilen ifadenin (2.4.3.5) da yerine yazilmasi
ve elde edilen sonug denklemin (2.2.3.3) ile (2.2.3.4) verilen sinir sartlarini saglamasi
ile

n+2 m+2

U (2,5,1) = wi(,y,8) + Y Y () Bi(2) By (y) (2.4.3.9)

i=—2j=—2

elde ederiz. Burada
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), D), Bl Bl
D=5 ) B B Bl
_ B_3(y) [ B_s(x) M
B_3(y0) {33(300) (o, £) + Bn+3(xn)h2(y0’t)} (2.4.3.10)
_ Bnis(y) [ Bos(@) Buis()
Bi3(Ym) {33@]0) i (Ym, t) + Bo3(2) h2(ym,t):|

dir. Simdi yukaridaki adimlar1 yaklagik ¢oziime bir kere daha fakat bu defa yaklagik

¢Ozumiu
m+3

Upm (T, Y, 1) = Zéi(x,t)Bj(y) (2.4.3.11)

j=—3

biciminde alarak bir daha uygulayalim. Burada

n+3

§i(x,t) =Y ay(t) Bi) (2.4.3.12)

i=—3

dir.

(2.4.3.11) ile verilen w,, (z,y, t) yi (2.2.3.1)-(2.2.3.6) denklem sistemi i¢in yaklagik

¢oziim olarak kabul eder ve yukaridaki adimlar1 uygularsak

n+2 m+2

Upm (T, Y, 1) = wo(x,y,t) + Z Z Q; (t)éz(x)gj(y) (2.4.3.13)

i=—2j=—2

elde ederiz. Burada

ol 1) = 5_33&)) Iy, 1)+ —g";3(f3) haly, )+ 5_3‘”’&3 n —%@iéf) go(, 1)
- 5:33&)) [5__33&)) 91(@0,t) + 5(()> o (“’”’t)] (243.14)
_ Buisly) [ Bosl) Bnys(r)
Bits(Ym) lB—s(Io)%( o.t) + Bn+3($n)gz( mt)}
dir.

(2.4.3.9) yaklagimi D bolgesinin sadece x yoniindeki simirlar tizerinde sifir iken
(2.4.3.13) yaklasimi D bolgesinin sadece y yoniindeki sinirlart {izerinde sifirdir.
u(z,y,t) tam ¢ozlimiine karsihik gelen bir w,m,(z,y,t) yaklasik ¢dziimii problemin

D bolgesinin 0D simirinin tiimii tizerinde sifir olacak gekilde aranacagindan bu
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sartlari saglayacak w,, (z, y, t) yaklagik ¢oziimii (2.4.3.9) ve (2.4.3.13) denklemlerinin

ortalamalaridir. Yani,

. Wl(xvyat)+w2(x7yat> == E § 24.3.15
(2, ,) = : * 3 Y ou®B@B) (24315
n+2 m+2 _ N
=w(z,y.t)+ Y > ai;(t)Bi(x)B;(y)
i=—2j=—2
formunda aranir. Burada baz fonksiyonlarmmin yeni kiimesi, i = —2,—1,...,n +
2, 7 = —=2,—1,...,m + 2 olmak iizere, Ez(:c)éj(y) olup tiim bu baz fonksiyonlari

verilen problemin tiim siirmda sifirdir. Dolayisiyla (2.2.3.3)-(2.2.3.6) smur sartlar
(2.4.3.15)’deki w(x, y, t) fonksiyonuna dahil edilir [23].
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BOLUM 3

2-BOYUTLU POISSON DENKLEMININ
MODIFIYE EDILMIS B-SPLINE GALERKIN
SONLU ELEMAN YONTEMIYLE

COzZUMU

3.1 Giris

2—boyutlu Poisson denkleminin niimerik ¢éziimii tizerine literatiirde bir takim
caligmalar vardir. Wu ve Zhang [12], Galerkin kuartik B-spline sonlu eleman
yontemini kullanarak 2—boyutlu Poisson denklemi i¢in Dirichlet probleminin yaklagik
¢ozimiinii elde etmiglerdir.  Schaerer vd. [24], 2—boyutlu sikigtirilamaz akig
simiilasyonlarinda ortaya cikan ve Dirichlet smir sartlariyla verilen Poisson
denkleminin yaklagik ¢oziimiinii bulmak igin beg nokta sonlu fark molekiiliinii
kullanarak ¢ok seviyeli Schwarz atig yontemini sunmuslardir. Ahmed ve Monaquel
[25], 9-nokta altinc1 mertebeden tam kompakt sonlu fark yontemiyle 2—boyutlu
Poisson denklemi icin coklu kafes yontemini gelistirip ve niimerik sonuclarla
yontemlerinin etkinligini gostermislerdir.

Bu boliimde modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik, kuintik ve septik B-spline baz
fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle asagida verilen model
problem olarak goz oniine aliman 2—boyutlu Poisson denklemi igin Dirichlet
probleminin yaklagik ¢coziimleri elde edildi. Elde edilen niimerik ¢oziimler problemin
literatiirdeki mevcut ¢oztimleriyle karsilagtirilarak Lo ve Lo hata normlar: tablolar

halinde sunuldu.

3.2 Model Problem
Bu boliimde, D = [0, 1] x [0, 1] olmak iizere,

—Au = f(z,y) = —{b(x — 1) [2cos(by) — 5(y — 1)sin(by)]}, (z,y) € D (3.2.1)
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denklemi ve

w(z,yo) = qi(x) =0,  (z,y) € dD; (3.2.2)
W, ym) = go(2) =0, (z,y) € D, (3.2.3)
w(zo,y) = hi(y) = (1 —y)(sin(5y)), (z,y) € IDs (3.2.4)
wany) = ha(y) =0,  (x,y) € D, (3.2.5)

sinir gartlari ile verilen 2—boyutlu sinir deger problemi goz ontine alindi. Burada
A = 9%/0x® + 9*/9y? olup problemin tam ¢oziimii u(x,y) = (1 — z)(1 — y) sin(5y)
dir [12]. Wu ve Zhang [12], kuartik B-spline baz fonksiyonlarini kullanarak Galerkin

sonlu eleman yontemi ile bu model problemin niimerik ¢oztimlerini elde etmiglerdir.

Model Problemin Zayif Formu

Bu béliimde yukarida verilen model problemin u(x,y) tam ¢oziimiine kargilik
gelen u,,, (x,y) yaklagik ¢oziimii modifiye edilmig kiibik, kuintik ve septik B-spline
baz fonksiyonlar: kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde edileceginden
problemin zayif form denkleminin bulunmasi gerekir. Bunun igin dnce (3.2.1)
denklemindeki tiim ifadeler esitligin sol tarafinda toplanir ve sonra W(z,y) agirhk

fonksiyonu ile carpiminin bolge tizerinden integrali alinirsa

// (a—;g + —) Wdady = 0 (3.2.6)

elde edilir. Burada, k = 0(1)n ve [ = 0(1)m olmak iizere, ¥ = By(z)B(y)
dir. u bagimh degiskeninin mertebesini, kendisi ve ¥ agirlik fonksiyonu arasinda
paylagtirmak i¢in Green teoremi kullanilir. So6yleki, D Lipschitz sinirli bir bolge,
f(x) = f(x1,....,xn) ve g(x) = g(x1, ..., xn) fonksiyonlar Of /Ox; ve Og/Ox; tirevleri
ile birlikte D = D + 0D de siirekli fonksiyonlar ise Green teoreminden

[[ 2o 2

dir. Burada, 7 sayisi 1 ile N arasinda herhangi bir say1 olup v; dig normalin birim

= ffgvids (3.2.7)
aD

vektoriiniin 4. koordinatidir. (3.2.7) esitligi

v
f= gu,g =WV, i = 1igin // \Iidxdy+/ %a—d:pdy = %\Pvlds (3.2.8)

oD
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ve

f= g ,g=Y,i=2i¢n //—\I/dxdy //—ua—qjdmdy = j{%\llvgds (3.2.9)
Y

olur. Tiim By(z) ve Bi(y) ’ler D smm iizerinde sifir oldugundan acikca ¥'de
0D smurn tizerinde sifirdir. Boylece (3.2.8) ve (3.2.9) denklemlerinin sag taraflar:
otomatik olarak sifir olup bunlar (3.2.6)’da kullanilirsa (3.2.1)-(3.2.5) denklemleri

ile verilen model problemin global koordinat sisteminde zayif formu

11

Oou OV aualll
// (ag; dr ' Oy dy )dl“dy = //f z, y)Vddy (3.2.10)
0 0

olarak elde edilir. Global koordinat sisteminden lokal koordinat sistemine ge¢mek
icin h,§ = x — x, ve hyn = y — y,, lokal koordinat dontigimleri kullanilir. Boylece,

global koordinat sistemindeki (3.2.10) zayif form denklemi lokal koordinat sisteminde

// (Zg%‘éj gzg:) déen = h2//f &,n)Wddn (3.2.11)

olur.

3.3 Model Problemin Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Kiibik

B-spline Galerkin Sonlu Eleman Yontemi ile Cozumii

Bu kisimda model problemin niimerik ¢oztimleri modifiye edilmis 2—boyutlu
kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde
edildi. Niimerik hesaplamalar problemin D = [0,1] x [0,1] ¢Oziim bdlgesi sirast
ile 4 (h, = h, = 1/2), 16 (h, = hy, = 1/4) ve 100 (h, = h, = 1/10) elemana
ayrilarak yapildi. Elde edilen niimerik sonuglar literatiirdeki mevcut sonuclarla

karsilagtirilarak Lo ve L., hata normlari ile birlikte tablolar halinde sunuldu.

Bolgenin 2x2=4 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdes kareler olan 2 x 2 = 4 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/2 olan 4 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme karsilik gelen (3.2.11)

zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bolgesine diisen E,(S) ve
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Ej (n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(g ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarimin
pargalar1 goz 6niinde bulundurularak u(zx,y) yerine Boliim 2'de (2.2.3.22) ile verilen
Unm (2, y) yaklagimi (2.2.3.17) ve (2.2.3.21) denklemleri ile birlikte yazilir. Agirhik
ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi parcalarinin problemin zayif form denkleminde
kullanilacagini belirlemek icin eleman konum tablosu olarak bilinen bir tablodan

yararlanilir. Ornegin  boyle bir tablo 4 eleman icin Tablo 3.1'deki gibi

Tablo 3.1: 4-eleman i¢in eleman konum tablosu.

314
112
numaralandirilir. Bu tablo eleman denklemlerinin ve parametrelerinin

belirlenmesiyle birlikte tiim elemanlarin  birlegtirilmesinde de kullanilir.
Sekil (3.1)-(3.3), @ = 0(1)2 olmak iizere, sirasi ile  ve y yonlerindeki B;(x) ve
El(y) modifiye edilmig kiibik B-spline fonksiyonlarinin grafiklerini gostermektedir.

Problemin ¢oziim bolgesine diigsen sirasi ile x ve y yonlerinde modifiye edilmig B (x)

T T T 1 T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

(a) (b)
Sekil 3.1: Modifiye edilmig (a) Bo(z) ve (b) By(y) kiibik B-spline fonksiyonlar.

ve B (y) kiibik B-spline baz fonksiyonlarimin tiimi Sekil 3.4’de gosterilmigtir.

Her bir kiibik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi i¢in elemanlardan
gecen her bir pargasinin ayni reel parametre ile carpilmasi gerekir. O halde, éo(f),
El(g) ve EQ(S) modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlar1 sirasiyla g,y ve
ay gibi reel katsayilar ile Boy(n), Bi(n) ve Bsy(n) modifiye edilmig kiibik B-spline
fonksiyonlar1 da sirasiyla (g, 51 ve (2 gibi reel katsayilar ile carpililr. (2.2.3.22)
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T T
0.0 0.5 1.0

(a)

T T
0.0 05 1.0

(a)

Sekil 3.3: Modifiye edilmig (a) Bsy(z) ve (b) By(y) kiibik B-spline fonksiyonlar.

yaklagimi (3.2.11) zayif formunda, £ ve n yonlerinde modifiye edilmig kiibik B-spline

fonksiyonlarinin konum bélgesine diigen pargalar: da eleman denklemlerinde yerlerine

yazilirsa her bir elemandaki u,, (&, n) yaklagik ¢6ztimii agagidaki eleman denklemleri

ile ifade edilir.

1. eleman igin:

U (€,1) = (1 — 3€ + 362 — €3) (1 — Q) sin (5—77)

2 2

+ [ F1 + a1 Fy + o F5) 6004
+ [OéoFl + a1 Fy + OZQFB]ﬁlQQ

+ [aoF1 + a1 Fy + o F3]62Q)3,
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T T T 1
0.0 05 1.0 1.5 2.0

(a)

Sekil 3.4: Céziim bélgesine diisen modifiye edilmis (a) B(z) ve (b) B(y) kiibik
B-spline fonksiyonlarin tiimi.

2. eleman igin:
Unm(§,1) = [ Fy + a1 F5 + o Fs] 0@y
+ [aoFy + a1 F5 + aa 5] 31Q2
+ [aoFy + asF5 + ax Fg| 52Qs,

3. eleman igin:
U (€,m) = (1 — 3E + 362 — €3) (1 — UTH) sin (@)

+ [ F1 + a1 Fy + oo F5) 50 Q4
+ [aoFy + a1 Fy + a2 F3]6:Qs5
+ [ F1 + a1 Fy + aa 3] 52Q,
4. eleman igin
Unm (&,1) = [aoFy + a1 Fs + aoFg| 30Q4
+ [ Fy + a1 F5 + oo Fg) 1Qs
+ [aoFy + a5 F5 + asFg)52Q6
dir. Burada

Fy =126 — 1862 + 7¢°,

Q1 = 12n — 18> + 7n°,
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Fy = 6¢ — 267,

Q2 = 60 — 21°,

F3:€37

Q3 = 7737

Fy=1-3(+38 =&,

Qi=1-3n+3n"—n’,

Fy=4-6¢%+26%,

QS :4_6772+27737

Fy=1+43¢+3¢ —7¢°,
Qs =1+ 3n+3n° — T’
dir.

Yukarida ifade edilen her bir elemandaki w,,, (&, n) yaklagik ¢oziimii diizenlenirse
problemin D ¢6ziim bolgesinde «; ve (3;, (i = 0(1)2) lokal eleman parametrelerine
bagh

Ar = apf, Ax =y, Az =,

Ay =aof, As=aaf, As= b,

A7 = apfa, As=a1fh, Ay =S
seklinde toplam 3 x 3 = 9 tane global eleman parametresi ortaya cikar. Acikca her
bir elemanin u,,, (&, n) yaklagik ¢éziimiinti bulmak icin A;, (i = 1(1)9) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki u,,,(&,7)
yaklagik ¢oziimii (3.2.11) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in
katsayilar matrisi elde edilir. Elde edilen katsayilar matrisleri birlestirilirse global

koordinatlarda

PA+f=0 (3.3.1)

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Burada, 7,7, k,l = 0(1)n igin iy = j(n +1) +1
ve j; =Il(n+ 1)+ k olmak {izere,

P = [pizjz] )
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10 g, 120

= | |5 o | 51

A = [Al AQ Ag A4 A5 A6 A7 Ag Ag]

F=ll fa=12 / / £, 9) Bu(€) Bun) dndé +

J B e ][00
dir.

(3.3.1) cebirsel denklem sistemi ¢oziliirse A;, (i = 1(1)9) global eleman

parametreleri

A; =0.041198, A, = 0.020054, As = 0.000099,
A, =0.006746, As; =0.003381, Ag = 0.0000009,
A7 =-0.018324, Ag =-0.008639, Ay =-0.000131,

olarak elde edilir.

Elde edilen eleman  parametreleri ~ her  bir  elemanin  eleman
denkleminde yerlerine yazilirsa her bir eleman igin u,,(£,n) yaklasik ¢6zimii
bulunmusg olur. Tablo 3.2’de model problemin modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik
B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen
yaklagik ¢oztimleri literatiirdeki tam ve yaklagik c¢oztimleri ile kargilagtirildi.
Tablodan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin referans [12]’de verilenlerden daha iyi
oldugu acikca goriilmektedir. Sekil 3.5, her bir elemanin c¢oziim grafigini
gostermektedir. Her bir elemanin u,,, (&, n) yaklagik ¢oziimiindeki noktasal degerleri
kullanilarak model problemin 4 eleman i¢in elde edilen niimerik ve tam ¢oziimlerinin
grafikleri Sekil 3.6’da verildi. Niimerik ¢oztim tam ¢6ziime oldukca yakin oldugundan

grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.

Bolgenin 4x4=16 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 4 x 4 = 16 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/4 olan 16 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme karsilik gelen (3.2.11)

zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bdlgesine diisen El(f) ve
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(c) 3.eleman

(d) 4.eleman

Sekil 3.5: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman i¢in niimerik ¢oztimleri.

Tablo 3.2: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman i¢in elde edilen niimerik ¢oziimlerinin
referans [12]’deki sonuglarla kargilagtirmasi.

Niimerik Cozim () Tam Coztim (u)

(z,y) 2x2 [12]
(0.25,0.25) 0.513575  0.523514 0.533804
(0.25,0.50) 0.224400  0.229845 0.224427
(0.25,0.75) -0.088922  -0.0987043 -0.107168
(0.50,0.25) 0.337737  0.345257 0.355869
(0.50,0.50) 0.149620  0.152811 0.149618
(0.50,0.75) -0.054942  -0.0646793 -0.0714452
(0.75,0.25) 0.168427  0.173169 0.177935
(0.75,0.50) 0.074831  0.0766886 0.0748090
(0.75,0.75) -0.027085 -0.0326491 -0.0357226

70



(a) Tam ¢bziim

Niimerik ¢oziim

)

b

(

tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.

Sekil 3.6: Model problemin 2 x 2 =4 igin (a)
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Ej (n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(é ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarimin
pargalar1 goz 6niinde bulundurularak u(x,y) yerine Boliim 2'de (2.2.3.22) ile verilen
Unm (2, y) yaklagimi yazilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarimin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in bir eleman konum

tablosundan yararlanilir. Ornegin boyle bir tablo 16 eleman icin Tablo 3.3’deki gibi

Tablo 3.3: 16-eleman i¢in eleman konum tablosu.

13114 | 15| 16
9 11011112
5 |6 |7 |8
1 12 |3 |4
numaralandirilir. Bu eleman konum tablosu eleman denklemlerinin ve

parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin birlegtirilmesinde de kullanilir.

Her bir kiibik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin = saglanmasi igin
elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir. O
halde, Bo(E), Bi(€), Ba(€), Bs(z) ve By(€) modifiye edilmig kiibik B-spline
fonksiyonlar: sirasiyla g, a1, g, az ve ay gibi reel sayilar ve Eo(n), B, (n), ég(?’]),
Eg(n) ve §4(77) modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlari ise sirasiyla Gy, 51, B2,
B3 ve (34 gibi reel sayilar ile garpilir. (2.2.3.22) yaklagimi (3.2.11) zayif formunda, £ ve
n yonlerinde modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlarinin konum boélgesine diigen
pargalar1 da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa her bir elemandaki u,,, (&, )
yaklagik ¢oziimi agagidaki eleman denklemleri ile ifade edilir.

1. eleman igin:

() = (1 =36 +362 =€) (1= ) sn (3
+ [aoFy + o Fy + a2 F5) BQ4
+ [aoFy + aq Fy + a2 F3)51Q2

+ [OéoFl + OélFQ + CYQFg}ﬁQQS
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2. eleman icin:
Unm (&, 1) = [0 Fy + a1 F5 + anFs + a3 F3]80Q4
+ [aoFy + a5 + asFs + a3 F3)5:Qs5
+ [aoFy + a1 F5 + asFs + asF3)52Qs
+ [ Fy + a1 F5 + aoFs + a3 F3]05Q3
3. eleman igin:
Unm (&, 1) = [0 Fy + aoF5 + asFs + aa F3]81Q4
+ (g Fy + a0 F5 + a3 Fys + oy F3]52Q5
+ [a1 Fy + a0 F5 + asFg + oy F3)33Qs
+ [ Fy + aoF5 + a3 Fs + au F3)84Q3
4. eleman igin:
Unm (§,M) = [ Fy + a3 F7 + aaFg] foQa
+ [ Fy + asFr + ay F3]51Q7

+ [ Fy + a3 F7 + oy F3] 3,Qs

5. eleman igin:

tonlon) = (1 =36 43¢ =€ (1= o (P72 )

+ [ Fy + a1 Fy + ao F5) 50 Q4

+ [aoFy + a1 Fy + a2 F3)5:1Q5

+ [ Fy + a1 Fy + a1 3,Q6

+ [ F1 + an Fy + an F3]35Qs3

6. eleman icin:

Unm (§,M) = [0 Fy + a1 F5 + aaFs + a3 F3] foQ4
+ [aoFy + an F5 + as Fg + asF3)6:1Qs5
+ [aoFy + a5 + as Fg + a3 F3](2Q

+ [ Fy + o F5 4+ aoFg + a3 F3)05Q)3
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7. eleman icin:
Unm (&, 1) = [0 Fy + aoF5 + azFs + oy F3]80Q4
+ [ar Py + aoFs + azFs + auF3]31Q5
+ [an Fy + o F5 + azFe + aaF3]32Q6
+ [an Fy + o F5 + azFe + aaF3]33Q3
8. eleman igin:
Unm (&, M) = [2Fy + asFy + ayF3] BoQ4
+ [aoFy + azFr + au 5] 31Q5
+ [aoFy + azFr + s F5] 32Q6
+ [aaFy + azFr + auFy] 3:Q3

9. eleman igin:

U (E2) = (1 — 3¢ + 3¢ — &) (1 - ”T”) sin ( -

+ [ F1 + an Fo + ao F3)51Q4
+ [aoFy + a1 Fy + a2 F3]52Q5
+ [ F1 + a1 Fy + as F3) 8506
+ [aoFy + a1 Fy + a2 F3]64Q3
10. eleman igin:
Unm(€,M) = [0 Fy + a1 F5 + aaFs + a3 F3]41Q4
+ [aoFy + a1 F5 + asFs + asF3]5:Q5
+ [aoFy + a1 F5 + asFs + asF3]33Qs
+ [aoFy + a1 F5 + aoFs + asF3]51Q3
11. eleman ic¢in:
Unm (&, M) = [0 Fy + o F5 + asFs + oy F3]81Q4
+ [ Fy + a2 F5 + asFs + au F3]3:Qs5
+ [a1 Fy + a0 F5 + asFg + oy F3)33Qs

+ [ Fy + o F5 4+ asFg + au F3)54Q3
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12. eleman ic¢in:
Unm(&,1) = [ Fy + a3 F7 + g F3]41Q4
+ [aoFy + asFr + asF5] 3205
+ [ao Fy 4 asFr + au Fy) B3Qs
+ [aaFy + azFr + asF5]84Q3

13. eleman ic¢in:

Unn (€,1) = (1 — 36 + 362 — €%) (1 - WT%) sin (W)

+ [aoFy + ar Fy + ap F5) 5,Q4
+ [aoFy + arn Fy + ax F3 33Q7
+ [aoFy + an Fy + a3 54Qs
14. eleman ig¢in:
Unm (8, 1) = [0 Fy + a1 Fs + apFs + a3 F3]82Q4
+ [aoFy + an F5 + apFs + a3 F3]33Q7
+ (oo Fy + an F5 + aoFs + a3 F3]54Qs
15. eleman ic¢in:
Unm (&, M) = [0 Fy + aoF5 + asFs 4 oy F3]82Q4
+ a1 Py + aoFs + azFs + au F3] 3307
+ [a1 Fy + aoF5 + a3 Fg + oy F3]54Qs
16. eleman igin:
Upm (§,1) = [0 Fy + a3F7 4+ aaF5|52Q4
+ [aaFy + azFy + au F5] 3307
+ [a Fy + asFr + au Fy] 51Qs

dir.
Burada

Fy =126 — 1862 + 7¢°,

Q1 = 12n — 18> + 7n°,
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Fy = 66 — 2%,

Q2 = 6n — 21°,

F3:€37

Fy=1-36+3¢ - ¢,

Qs =1-3n+3n" =1,

Fy =4 —6&+3¢%,

Qs =4 — 60" + 37’

Fs =14 36 + 362 — 3¢,

Qe = 1+ 3n+ 30" — 31,

Fr=4-68"+2¢°,

Q? :4—67]24‘27]37

Fy =14 3¢ +362 - 76,

Q8:1+3n—|—3772—7773

dir.

Yukarida ifade edilen her bir elemandaki w,,, (&, n) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse
problemin D ¢6ziim bolgesinde «; ve (3;, (i = 0(1)2) lokal eleman parametrelerine
baglh toplam 5 x 5 = 25 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Agikca her bir
elemanin wu,,,(£,n) yaklagik ¢éziimiinii bulmak igin A;, (¢ = 1(1)25) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun igin her bir elemandaki w,,,(&,n)
yaklagik ¢oziimii (3.2.11) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda (3.3.1) formunda elde edilen cebirsel denklem

sistemi ¢oziliirse A;, (i = 1(1)25) global eleman parametreleri elde edilir. Elde
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edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine yazilirsa
her bir eleman igin u,,,(£,n) yaklagik ¢oziimii bulunmug olur. Tablo 3.4’de model
problemin modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak
Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oztimleri literatiirdeki tam
ve yaklagik ¢oztimleri ile karsilagtirildi. Tablodan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin
referans [12]’de verilenlerden daha iyi oldugu agikc¢a goriilmektedir. Sekil 3.7, her
bir elemanin ¢oziim grafigini gostermektedir. Her bir elemanin u,,,(§,n) yaklasik
¢oziimindeki noktasal degerleri kullanilarak model problemin 16 eleman igin elde
edilen niimerik ve tam ¢oziimlerinin grafikleri Sekil 3.8’de verildi. Niimerik ¢oziim
tam ¢oziime olduk¢a yakin oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar

benzerdir.
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(b) 2.eleman (c) 3.eleman (d) 4.eleman

(a) l.eleman

78

(f) 6.eleman (g) 7.eleman (h) 8.eleman

(e) 5.eleman

Sekil 3.7: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman igin niimerik ¢oéziimleri (1-8. elemanlar).



(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman
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(0) 15.eleman (p) 16.eleman

(n) 14.eleman

(m) 13.eleman

Sekil 3.7: (Devam) Model problemin 4 x 4 = 16 eleman i¢in ntimerik ¢6ztimleri (9-16. elemanlar).



Tablo 3.4: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman icin elde edilen niimerik ¢oztimlerinin
referans [12]’deki sonuglarla kargilastirmasi.

Niimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(x,y) 4 x4 [12]
(0.25,0.25) 0.536520 0.523514 0.533804
(0.25,0.50) 0.223197 0.229845 0.224427
(0.25,0.75) -0.110009 -0.0987043 -0.107168
(0.50,0.25) 0.357648 0.345257 0.355869
(0.50,0.50) 0.148805 0.152811 0.149618
(0.50,0.75) -0.073303 -0.0646793 -0.0714452
(0.75,0.25) 0.178814 0.173169 0.177935
(0.75,0.50) 0.074400  0.0766886 0.0748090
(0.75,0.75) -0.036637 -0.0326491 -0.0357226

Bolgenin 10x10=100 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 10 x 10 = 100 elemana
boliniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/10 olan 100 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme kargilik gelen (3.2.11)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum boélgesine diigen Ez(ﬁ) ve
Ej(n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(g ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarinin
pargalar1 goz 6ntinde bulundurularak u(x,y) yerine Bélim 2'de (2.2.3.22) ile verilen
Unm (z,y) yaklagmmi yazihir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinmin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in bir eleman konum
tablosundan yararlanilir. Ornegin béyle bir tablo 100 eleman icin Tablo 3.5'de
verildigi gibi numaralandirilir.Bu eleman konum tablosu eleman denklemlerinin ve
parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin birlegtirilmesinde de kullanilir.

Her bir kiibik B-spline
elemanlardan gegen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, By(€), Bi(§), Ba(€), Bs(€), Ba(€), Bs(€), Bs(€), Br(6), Bs(€), By(€) ve
Bio(&) modifiye edilmig kiibik B-spline fonksiyonlar1 sirasiyla g, aq, e, as, oy, as,

fonksiyonunun  siirekliliginin  saglanmasi icin

g, our, Qs Qg ve aug gibi reel sayilar ve Bo(n), Bi(n), Ba(n), Bs(n), Bi(n), Bs(n),
Bs(n), B:(n), Bs(n), Bo(n) ve Bio(n) modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlar:
ise swrasiyla 5o, 51, B2, Bs, B, Bs, Bs, Br, Bs, Bo ve Pio gibi reel sayilar ile garpilir.
(2.2.3.22) yaklagim (3.2.11) zayif formunda, £ ve n yonlerinde modifiye edilmig kiibik
B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine diigen parcalar: da eleman denklemlerinde

yerlerine yazilirsa, ,,,(x,y) yaklagik ¢6ziimii i¢in her bir elemanin eleman denklemi
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(a) Tam ¢bziim

Niimerik ¢oziim

)

b

(

tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.

Sekil 3.8: Model problemin 4 x 4 = 16 i¢in (a)
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Tablo 3.5: 100-eleman icin eleman konum tablosu.

91192193194 ]95[96 |97 |98 |99 | 100
81 | 82|83 |84 |8 |8 |87 |8 |89 |90
TL 7273|7475 76|77 78|79 |80
61 | 62| 63|64 |65 |66 |67 68|69 |70
51 | 52| 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
31 1323334353637 (38|39 |40
211221232425 (26|27 28|29 |30
11121314 15|16 | 17|18 |19 |20
1 12 (3 |14 |5 |6 |7 |8 ]9 |10

elde edilir.

Her bir elemandaki u,,,(§,n) yaklagik ¢6zimii diizenlenirse problemin D ¢6ziim
bolgesinde a; ve (3;, (i = 0(1)10) lokal eleman parametrelerine bagh toplam 11 x 11 =
121 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Agikga her bir elemanin wu,,, (&, n)
yaklagik ¢Oztimiinii bulmak igin A;, (i = 1(1)121) global eleman parametrelerinin
hesaplanmasi gerekir. Bunun igin her bir elemandaki u,,,(£,n) yaklagik ¢6zimii
(3.2.11) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin katsayilar matrisi
elde edilir. Her bir eleman icin elde edilen katsayilar matrisleri birlestirerek global
koordinatlarda (3.3.1) formunda elde edilen cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
A;, (1 = 1(1)121) global eleman parametreleri elde edilir. Elde edilen eleman
parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine yazilirsa her bir eleman
icin u,m(&,n) vaklagik ¢oziimii bulunmusg olur. Tablo 3.6’da model problemin
modifiye edilmig 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin
sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oziimleri literatiirdeki tam ve yaklagik
¢oziimleri ile karsilagtirildi. Tablodan, elde edilen yaklagsik ¢oziimlerin referans
[12]'de verilenlerden daha iyi oldugu agik¢a gorillmektedir. Her bir elemanin
unm(§,m) yaklagik ¢oziimiindeki noktasal degerleri kullanmilarak model problemin
100 eleman icin elde edilen niimerik ve tam c¢oztimlerinin grafikleri Sekil 3.9'da
verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri de ayirt
edilemeyecek kadar benzerdir. Tablodan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin referans
[12]'de verilenlere gore tam ¢Oziimle daha iyi uyum igerisinde oldugu agikca
goriilmektedir.

Tablo 3.7’de kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman

yontemiyle elde edilen yaklagik coziimii ile problemin tam coziimii karsilastirildi.
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Tam ¢oziim

)

a

(

Niimerik ¢oziim

)

b

(

Sekil 3.9: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman i¢in niimerik ¢oziimleri.
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Tablo 3.6: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman igin elde edilen niimerik
¢Oztimlerinin referans [12)’deki sonuglarla kargilagtirmasi.

Niimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(z,y) 10 x 10 [12]
(0.25,0.25)  0.533739  0.523514 0.533804
(0.25,0.50)  0.224389  0.229845 0.224427
(0.25,0.75)  -0.107114 -0.0987043 -0.107168
(0.50,0.25)  0.355838  0.345257 0.355869
(0.50,0.50)  0.149640  0.152811 0.149618
(0.50,0.75)  -0.071374 -0.0646793 -0.0714452
(0.75,0.25)  0.177934  0.173169 0.177935
(0.75,0.50)  0.074885  0.0766886 0.0748090
(0.75,0.75)  -0.035651 -0.0326491 -0.0357226

Tablodan niimerik ¢oztimle tam ¢oztimiin oldukca yakin oldugu goriilmektedir.

Bu kisimda farkli sayida eleman kullanilarak modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik
B-spline sonlu eleman yontemiyle model problemin niimerik ¢oziimleri elde edildi.
Problemin ¢oziim bolgesinin az sayida elemana ayrildigi durumlarda da elde edilen
niimerik ¢oziimlerin problemin tam ¢oziimii ile uyum icerisinde oldugu ve hatta
eleman sayisinin arttirilmasiyla birlikte elde edilen niimerik ¢éziimlerin tam ¢oziime
daha da iyi yaklagtig1 goriildii. Bundan dolay1 elde edilen niimerik ¢oziimler ile tam

¢ozlimiin grafikleri biribirinden ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.

3.4 Model Problemin Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Kuintik

B-spline Galerkin Sonlu Eleman Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda model problemin yaklagik ¢oziimleri modifiye edilmis 2—boyutlu
kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile
elde edildi. D = [0,1] x [0,1] ¢bziim bolgesi sirast ile 16 (h, = h, = 1/4) ve
100 (hy = hy, = 1/10) elemana ayrilarak niimerik ¢oziimler elde edildi. Elde edilen
cozumler literatiirdeki mevcut ¢oziimlerle karsilagtirilarak Lo ve L., hata normlar:

ile birlikte tablolar halinde sunuldu.
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Tablo 3.7: Model problemin 2 x 2 =4, 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman i¢in
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim (wym,) Tam Coziim (u)
(x,y) 2x2 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.046831  0.043009  0.043170 0.043148
(0.8,0.2) 0.131830 0.134798  0.134688 0.134635
(0.7,0.3) 0.193947  0.209947  0.209531 0.209474
(0.6,0.4) 0.201072  0.216528  0.218285 0.218231
(0.5,0.5) 0.149620  0.148805  0.149640 0.149618
(0.4,0.6) 0.059830  0.037402  0.033851 0.033869
(0.3,0.7) -0.043940 -0.073330 -0.073714 -0.073664
(0.2,0.8) -0.119032  -0.123752 -0.121140 -0.121088
(0.1,0.9) -0.103662 -0.087299 -0.087997 -0.087978
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.000000  0.00000  0.000000 0.000000
(0.1,0.1) 0.404567  0.387366  0.388441 0.388335
(0.2,0.2) 0.534041  0.539280  0.538618 0.538541
(0.3,0.3) 0.458664  0.489911  0.488809 0.488773
(0.4,0.4) 0.302790  0.324790  0.327363 0.327347
(0.5,0.5) 0.149620  0.148805  0.149640 0.149618
(0.6,0.6) 0.040709  0.024927  0.022664 0.022579
(0.7,0.7) -0.016264 -0.031402 -0.031459 -0.031570
(0.8,0.8) -0.028405 -0.030937 -0.030183 -0.030272
(0.9,0.9) -0.013389 -0.009712 -0.009751 -0.009775
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
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Bolgenin 4x4=16 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 4 x 4 = 16 elemana
boliniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/4 olan 16 eleman elde edilir. Modifiye
edilmig kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin yontemi ile model
problemin yaklagik ¢6ztimii elde edileceginden model probleme kargilik gelen (3.2.11)
zayif form denklemi kullanilir. Her bir elemana ait eleman denklemini elde etmek icin
(3.2.11) zayif form denkleminde her bir tipik elemanin konum bélgesine diigen él(f )
ve Ej (n) vyaklagim fonksiyonlarmin pargalar: ile Ek(ﬁ) ve El(n) agirhk
fonksiyonlarmin parcalar1 géz oniinde bulundurularak wu(z,y) yerine Boliim 2’de
(2.3.3.15) ile verilen wupy,(z,y) yaklagmi (2.3.3.10) ve (2.3.3.14) denklemleri ile
birlikte yazilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi parcalarinin problemin
zaylf form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in Tablo 3.3’de verilen eleman
konum tablosundan yararlanilir. Bu eleman konum tablosu eleman denklemlerinin
ve parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin birlegtirilmesinde de
kullanihir. Sekil (3.10)-(3.16), i = —1(1)5 olmak {izere, sirasi ile x ve y yonlerindeki
modifiye edilmis El(cc) ve Ez(y) kuintik B-spline fonksiyonlarimin grafiklerini

gostermektedir.  Problemin ¢oziim bolgesine diigen sirasi ile x ve y yonlerinde

T T T 1 T T T T T T T T T 1
0.0 05 1.0 15 20 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) (b)

Sekil 3.10: Modifiye edilmis (a) B_;(z) ve (b) B_1(y) kuintik B-spline fonksiyonlar.

modifiye edilmig kuintik B-spline baz fonksiyonlarin tiimii bir arada Sekil 3.17’de
gosterilmigtir.

Her bir kuintik B-spline fonksiyonunun stirekliliginin saglanmasi igin
elemanlardan gecen her bir par¢asinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir. O
halde, B_1(€), Bo(€), Bi(€), By(€), Bs(€), By(€) ve Bs(€) modifiye edilmig kuintik

B-spline fonksiyonlar1 sirasiyla a1, g, aq, as, asz, aq ve ay gibi reel katsayilar ile
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Sekil 3.12: Modifiye edilmis (a) By (z) ve (b) By(y) kuintik B-spline fonksiyonlar.

B_1(n), Bo(n), Bi(n), Bs(n), Bs(n), Ba(n) ve Bs(n) modifiye edilmis kuintik B-spline
fonksiyonlar1 da sirasiyla 5_1, By, (1, B2, B3, B4 Ve (5 gibi reel katsayilar ile carpilir.
(2.3.3.15) yaklagmm (3.2.11) zayif formunda, £ ve n yonlerinde modifiye edilmis
kuintik B-spline fonksiyonlarmin konum bolgesine diisen parcalari da eleman
denklemlerinde yerlerine yazilirsa, her bir elemandaki w,,,(£,n) yvaklasik ¢oztimi

asagidaki eleman denklemleri ile ifade edilir.
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Sekil 3.14: Modifiye edilmis (a) Bs(z) ve (b) Bs(y) kuintik B-spline fonksiyonlar.

1. eleman igin:

5
tom(§,m) = (1= 56 +10¢2 = 106" 4+ 56" =€) (1= 1) sin (f)
+ [Oé_lFl + OéoFQ + Oéng + 042F4 + Oé3F5]ﬁ_1Q1
+ (a1 By + agFy + a1 Fs + aoFy + a3 F5] 5oQs
+ (a1 By + agFy + o Fs + aoFy + asF5)51Qs
+ (a1 Fy + agFy + a1 By + aoFy + a3 F5]52Q4

+ (a1 Fy + apFy + an Fs + aoFy + a3 F5]0:Qs,
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Sekil 3.16: Modifiye edilmis (a) Bs(z) ve (b) Bs(y) kuintik B-spline fonksiyonlar.

2. eleman igin:

Unm (§,1) = [1F6 + aoF7 + an Fy + o Fy + azFio + au F5] 6101
+ a1 Fs + aolyr + arFy + aoFy + azFio + aaF5]5Q2
+ a1 Fs + aolr + an Py + aoFy + azFig + auF5]51Q3
+ (a1 Fo + agF7 + o Fy + aoFy + o Fip + o F5]52Q4

+ (a1 Fs + agF7 + oq Fs + aoFy + asFig + au F5] 3505,
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Sekil 3.17: Coziim bolgesine diigen modifiye edilmis (a) B(z) ve (b) B(y) kuintik
B-spline fonksiyonlarin tiimii.

3. eleman igin:
Unm (&, 1) = [ Fs + an Fr + aoFg + asFy + auFip + a5 F5| 1G4

+ [ Fs 4+ a1 Fr + aoFy + asFy + ayFig + a5 F5] Q2
+ [ Fs + a1 Fr + o Fy + asFy + auFio + a5 F5)6:Q3
+ [ Fs + an Fr + agFy + asFy + ayFig + asF5)52Q4
+ [0 Fs + a1 Fr + o Fg + asFy + auFig + a5 F5)03Qs,

4. eleman igin:
(a1 Fs + aoFiy + agFia + agFi3 + a5 Fia) f-101

Unm (&5 1) =
+ [oq Fs + aoFiy + asFia + au Fis + a5 F14] B0 @2
+ [ F + aoF11 + azFio + au Fiz + asF14) 51Q3
+ [oq Fs + aoFiy + asFig + oy Fis + a5 Fi4] 2Qa

+ [ Fo + o F11 + azFio + oy Fig + as F14)35Q5,
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5. eleman icin:

Unm (€,1) = (1 — 5E + 1062 — 10€3 + 564 — €°) <1 — ”TH> sin (@)

+ a1 Fy + agFy + g F3 + asFy + a3 F5|5-1Qs
+ [a_1Fy + agFy + an F3 + aoFy + a3 F5|50Q7
+ a1 Fy + agFy + an F3 + as Fy + a3 F5)81Qs
+ a1 Fy + aoFy + ar Fy + oy + a3 F5) 32Q
+ [ 1 F1 + agFy + a1 Fs + ao Fy + a3 F5]33Q10

+ a1 Fy 4+ aoFy + arFy + o Fy + asF5) 54Qs,
6. eleman icin:

Upm (§,1) = (a1 Fs + oo F7 + on Fy 4+ aoFy + a3 Fio + oy F5|8-1Q6
+ [a_1Fs + agFr + a1 Fy + aoFy + asFig + a4 F5]50Q7
+ [a_1Fs + agFr + an Fs + aoFy + asFig + ayF5] 51 Qs
+ [a_1Fs + agFr + a Fs + agFy + asFig + ayFs] 5209
+ a1 Fs + aoly + anFy + agFy + azFig + aaF5]8:Q10

+ (a1 Fs + agF7 + oq Fs + aoFy + asFig + o F5] 54Qs,
7. eleman icin:

Unm (§, M) = [0 Fs + a1 F7 + aoFg + azFy + agFio + as F5]3-1Q
+ [aoFs + ar Iy + aoFs + asFy + ayFiog + as F5] 60 Q7
+ (oo Fs + o Fr + aoFs + asFy + g Fig + a5 F5) 51 Qs
+ [ao Fs + a1 Fr + agFg + asFy + auFig + asF5]32Q9
+ [aoFs + a1 Fr + agFy + azFy + ay Fig + a5 F5]#3Q10

+ [ Fs + o Fr + asFg + asFy + agFip + asF5|34Q5,
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8. eleman igin:

Unm(§,M) = 1 Fs + aoF1y + asFlo 4 auFis + a5 Fla) B-1Q6
+ [ Fs + aoFi1 + asFio + ayFis + asFi4] foQ7
+ [ Fs + aoFi1 4+ asFio + agFis + asFi4]51Qs
+ [ Fs + o Fi1 4+ asFio + agFis + asFia]52Q9
+ [oq Fs + aaFiy + asFio + auFis + a5 Fi4) B35Q10

+ [ Fo + o F11 + azFio + oy Fig + a5 F14] 4Q5.

9. eleman igin:

() = (1 =56 #1062 — 106" +56° — ) (1= 122 ) (ALED)

+ a1 FL + agFy + an Fs + as Fy + a3 F5| 0Qs
+ a1 By + agFy + a1 Fs + ao By + a3 F5)51Q7
+ [ 1 F1 + agFs + an F3 + as Fy + asF5|(2Qs
+ a1 F1 + agFs + an F3 + asFy + asF5|(3Q0
+ [a_1Fy + agFy + ay F3 + o Fy + a3 F5]34Qq0

+ [ 1 By + agFy + a1 Fs + aoFy + asF5) 35Qs,
10. eleman icin:

Unm(§,M) = [ 1 F6 + aoF7 + an Fy + aaFy + azFig + aa F5]50Qs
+ (a1 Fs + aoFr + a1 Fs + asFy + asFio + au F5)51Q7
+ (a1 Fs + agFr + an Fy + asFy + agFio + ay F5]52Qs
+ (a1 Fs + agFr + an Fy + asFy + agFlo + ayF5]53Q9
+ [ 1 Fs + aoFr + an Fy + aoFy + azFig + oy F5]34Q10

+ [a_1Fs + agFr + a1 Fs + aoFy + asFig + ay F5)05Qs,

92



11. eleman ig¢in:

Unm(§,1) = [0 Fs + a1 Fr + aaFy + azFy + aaFig + as F5] GoQs
+ [aoFs + an Fr + apFy + asFy + auFho + as F5]31Q7
+ [aoFs + a1 Fr + aoFg + asFy + o Fig + a5 F5)52Qs
+ [aoFs + an Fr + apFy + azFy + ayFio + as F5]83Q9
+ [ Fs + an Fr + aoFg + azFy + ayFio + a5 F5]8:Q10

+ [ F6 + o Fr + o Fs + asFy + oy Fig + a5 F5) 55Qs,
12. eleman ic¢in:

Upm (§,m) = |01 Fs + o F11 + asFio + auFiz + a5 F14) o Qs
+ [a1 Fs + aoF11 4+ agFio + agFis + as Fi4] 61Q7
+ [a1 Fs + aoF1y + agFio + agFis + asFi4] f2Qs
+ [ Fg + o F11 + azFya + ay Fiz + asFi4]33Q9
+ [ Fo + o F11 + azFio + auFis + a5 F14]54Q10

+ [ Fo + aoF1y + azFio + oy Fig + a5 F14] 05Qs,

13. eleman icin:

3 5 3
o) = (1= 56 4106 = 1065 4561 = €9 (1= 252 Y (2122
+ [Oé_lFl + OéoFQ + OZ1F3 + 042F4 + 053F5]61Q6
+ (a1 By + agFy + a1 Fy + aoFy + a3 F5) f2Q 1
+ (a1 By + apFy + ar Fy + aoFy + a3 F5]03Q12
+ (a1 By + agFy + a1 Fy + asFy + asF5| 34Q1s

+ a1 By + aoFy + a1 Fs + aoFy + asF5| 35Q1a,
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14. eleman ic¢in:

Unm (&, M) = [a_1Fs + aoFy7 + a1 Fg + o Fy + azFig + aaF5)51Qs
+ a1 Fs + aolyr + anFy + agFy + azFig + aaF5] 32011
+ a1 Fs + aofy + anFy + aoFy + azFio + aa F5]33Q12
+ a1 Fs + aoFr + ar Fy + o Fy + azFho + au F5]8,Q13

+ (a1 Fs + agFr + a1 Fy + aoFy + asFig + auF5)05Qha,
15. eleman igin:

Unn (7, ) = [0 Fs + a7 + apFy + azFy + ayFho + as F5]81Q6
+ [ Fs + an Fr + aoFs + asFy + agFio + a5 F5]3,Q 1
+ [aoFs + an Fr + apFy + azFy + auFio + as F5]33Q12
+ [ F6 + o Fr + o Fs + agFy + oy Fig + as F5]84Q13

+ [ Fs + a1 Fr 4+ aoFy + asFy + agFho + a5 F5|85Q14,
16. eleman igin:

Unm (&, M) = [0 Fs + aa Py + asFia + asFiz + a5 Fa] 1Q6
+ [oq Fs + aoF1y + asFia + auFis + a5 Fi4] foQ11
+ [ Fo + aoF11 + azFio + au Fis + a5 F14]33Q12
+ [ Fo + aoF11 + azFio + auFis + a5 F14]54Q13
+ [oq Fs + aoF11 + a3 Fio + oy Fis + a5 F14] B5Q14
dir.
Burada
Fy = 80¢ — 24067 + 2806 — 150€* + 31€°,

Q1 = 801 — 240n* + 280n° — 150" + 317°,

F, = 330¢ — T20£? 4 660£% — 300&* + 56£°,

Q2 = 330n — 7201 + 6601° — 300n* + 561°,
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Fy = 180¢ — 24062 4 24063 — 150£* + 3667,

Q3 = 180n — 240n? + 2401® — 150n* + 367°,

Fy = 10€ + 20&° — 4¢°,

Q4 = 100 + 20n° — 41,

F5:€57

Q5 = 7757

Fy=1—5¢ + 1062 — 1063 + 5¢* — €5,

Qs = 1 — 5n+ 10> — 100° + 51" — 7°,

Fr = 26 — 50€ + 2062 4 20£% — 20€* 4 565,

Q7 = 26 — 501 4 20n* + 201° — 200" + 5n°,

Fy = 66 — 602 + 30&* — 10€°,

Qs = 66 — 600 + 301" — 107°,

Fy = 26 4 506 + 20€2 — 203 — 206* + 1067,

Qo = 26 + 50 + 20n* — 20m> — 200" + 1017,

Fio =14 5€ 4+ 1062 + 1063 + 5¢* — 5¢°,

Q10 = 1+ 51+ 10n* + 10n° + 50" — 51°,

Fi1 = 26 — 50¢ + 20£2 4 20£% — 20€* 4 465,

Q11 = 26 — 501 + 20m* + 201° — 200" + 4n°,

Fiy = 66 — 60£% + 30£* — 36¢°,

Q12 = 66 — 60n* + 30n* — 361",
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Fi3 = 26 + 50€ + 20£% — 20£3 — 206 — 5665,

Q13 = 26 + 501 + 201* — 201® — 201" — 561)°,

Fia =1+ 56 41062 4+ 1063 + 5¢* — 3165,

Qi = 1+ 51+ 10n* + 10n* + 5n* — 319°

dir.

Yukarida ifade edilen her bir elemandaki w,,, (&, ) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse
problemin D ¢6ztim bdlgesinde a; ve f3;, (i = —1(1)5) lokal eleman parametrelerine
baglh

Ar=a1f1, Ar=apf1, As=aif1, As=af1, As=azfy,
Ag =ayf1, Ar=as0-1, As=a 10, Ag= b, Ao = 15,
An =y,  Ap=a3by, Ai=aby, Au=asby, Ais=a1f,
A= b, Am=aif, Awr=ab, Aw=ab, Ax=aab,
Aoy = a5y, A =a 10, Az =aaple, A=l A= b
Ags = azfBa,  Agr = ufe, Aw=a 10, A =a 10, Az = b,
Azt = aufl3, Az =aefls, Asz=a3fs, As=aufs, Az =asfs,
Aze = a1y, Az =aobs, Az =a1fs, Az =afs, Ay =z,
Ap = by, Ap=asby, Ap=a10; Au=ab; A=
Age = aofls, A= afs, Asis = aufs, Ay = a5

seklinde toplam 7 x 7 = 49 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Agikga her
bir elemanmn w,,, (£, n) yaklagik ¢éziimiinii bulmak i¢in A;, (¢ = 1(1)49) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki u,,,(&,7)
yaklagik ¢oziimii (3.2.11) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda (3.3.1) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi ¢oziiliirse A;, (i = 1(1)49) global eleman parametreleri olarak elde edilir.
Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine
yazilirsa her bir eleman i¢in w,,, (£, n) yaklagik ¢éziimii bulunmug olur. Tablo 3.9’da

model problemin modifiye edilmis 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlari
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Tablo 3.8:

Kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilarak Galerkin sonlu eleman

yontemiyle 4 x 4 = 16 eleman ic¢in elde edilen eleman parametreleri.

A;=-0.00014624108490997
A»=-0.00011864006682830
A3=-0.00008878239116473
A,=-0.00005926932044400
A5=-0.00002958034431757
As=-0.00000005612638476
A7=0.00002979290560299
Ag=0.00002092934304511
Ay=0.00001700418574495
A4¢p=0.00001272779601189
A;1,=0.00000849636051239
A15,=0.00000424079493265
A15=0.00000000754305205
A1,=-0.00000426915710551
A15=0.00009805351202334
A416=0.00007843161103326
A17=0.00005882085455903
A15=0.00003921452326716
A19=0.00001960675667268
A;=0.00000000059199988
A9=-0.00001960916687568
A9»=0.00002234781101136
A3=0.00001776048656784
A5,=0.00001333696342762
A5=0.00000888472229980

A9=0.00000444683807930
A7=-0.00000000469512169
A5=-0.00000442889802300
A9=-0.00003599558668221
A3,=-0.00002848866296422
A31=-0.00002140552800521
A35,=-0.00001425432080623
A33=-0.00000713797013613
A3,=0.00000001127962061
A35=0.00000709500842386
A36=0.00000734979333185
A37=0.00000500415700305
A35=0.00000386638488192
A39=0.00000253144696909
A 4=0.00000129688295873
A 41=-0.00000003251800716
A 45=-0.00000117300449735
A43=0.00001508771131529
A44=0.00001617450541632
A45=0.00001157366244187
A 46=0.00000793944587795
A 47=0.00000381837939269
A45=0.00000015821733472
A 49=-0.00000442174443876
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kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oziimleri
literatiirdeki tam ve yaklagik ¢oziimleri ile karsilastirildi. Tablodan, elde edilen
yaklagik ¢Oztimlerin referans [12]'de verilenlerden daha iyi oldugu acikga
goriilmektedir. Sekil 3.18, her bir elemanin ¢oztim grafigini gostermektedir. Her
bir elemanin w,,,(£,n) yaklagik ¢oziimiindeki noktasal degerleri kullanilarak model
problemin 16 eleman icin elde edilen niimerik ve tam c¢oziimlerinin grafikleri Sekil
3.19’da verildi. Nimerik ¢oztim tam ¢oztime oldukca yakin oldugundan grafikleri de

ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.
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(b) 2.eleman (c) 3.eleman (d) 4.eleman

(a) l.eleman
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(f) 6.eleman (g) 7.eleman (h) 8.eleman

(e) 5.eleman

Sekil 3.18: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman igin niimerik ¢oziimleri (1-8. elemanlar).



(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman

100

(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

16 eleman i¢in niimerik ¢oziimleri (9-16. elemanlar).

Sekil 3.18: (Devam) Model problemin 4 x 4



Tablo 3.9: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman icin elde edilen niimerik ¢oztimlerinin
referans [12]’deki sonuglarla kargilastirmasi.

Niimerik Coztim ()

Tam Coziim (u)

(x,y) 4 x4 [12]
(0.25,0.25) 0.533970 0.523514 0.533804
(0.25,0.50) 0.224352 0.229845 0.224427
(0.25,0.75) -0.107419  -0.0987043 -0.107168
(0.50,0.25) 0.355980 0.345257 0.355869
(0.50,0.50) 0.149568 0.152811 0.149618
(0.50,0.75) -0.0716125 -0.0646793 -0.0714452
(0.75,0.25) 0.177990 0.173169 0.177935
(0.75,0.50) 0.0747842  0.0766886 0.0748090
(0.75,0.75) -0.0358060 -0.0326491 -0.0357226

Bolgenin 10x10=100 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 10 x 10 = 100 elemana
boliniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/10 olan 100 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme kargilik gelen (3.2.11)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum boélgesine diigen Ez(ﬁ) ve
Ej(n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(g ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarinin
pargalari goz 6ntinde bulundurularak u(x,y) yerine Bélim 2'de (2.3.3.15) ile verilen
Unm (z,y) yaklagmmi yazihir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinmin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in 2x2 =4 ve 4 x4 =
16 elemanda oldugu gibi eleman konum tablosundan yararlamhr. Ornegin boyle bir
tablo 100 eleman i¢in Tablo 3.5’deki gibi numaralandirilir. Eleman konum tablosu
eleman denklemlerinin ve parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin
birlesgtirilmesinde de kullanilir.

Her bir
elemanlardan gegen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir. O
halde, 51(8), Bo(€). B1(€), Ba(€), Bs(€). Ba(€). Bs(&). Bs(&). Br(), Bs(€), Bo(€),
Bio(&) ve Byi(€) modifiye edilmis kuintik B-spline fonksiyonlar sirasiyla a1, «p,

kuintik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi igin

aq, e, A3, Quy, s, (g, Qi7, g, (g, Qrpg Ve i gibi reel sayilar ve B_1(n), Bo(n), Bi(n),

Ba(n), Bs(n), Bi(n), Bs(n), Bs(n), Br(n), Bs(n), Bo(n), Bio(n) ve Bui(n) modifiye
edilmis kuintik B-spline fonksiyonlari ise sirasiyla 5_1, 5o, 1, B2, B3, Ba, B, Bs, Br, Bs,
Bo, (10 ve By gibi reel sayilar ile garpilir. (2.3.3.15) yaklagimi (3.2.11) zayif formunda

ve &, n yonlerinde modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine
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Tam ¢oziim

)

a

(

Niimerik ¢oziim

)

b

(

tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.

)

Sekil 3.19: Model problemin 4 x 4 = 16 igin (a
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Tablo 3.10: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman igin elde edilen niimerik
¢Oztimlerinin referans [12)’deki sonuglarla kargilagtirmasi.

Niimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(z,y) 10 x 10 [12]
(0.25,0.25) 0.533803  0.523514 0.533804
(0.25,0.50) 0.224427  0.229845 0.224427
(0.25,0.75)  -0.107167 -0.0987043 -0.107168
(0.50,0.25) 0.355869  0.345257 0.355869
(0.50,0.50) 0.149618  0.152811 0.149618
(0.50,0.75)  -0.0714448 -0.0646793 -0.0714452
(0.75,0.25) 0.177934  0.173169 0.177935
(0.75,0.50) 0.074809  0.0766886 0.0748090
(0.75,0.75)  -0.0357224 -0.0326491 -0.0357226

diigen pargalari da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, w,,,(£,n) yaklagik

¢Oziimi icin her bir elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki u,,,(§,n) yaklagik ¢oziimii diizenlenirse problemin D ¢6ziim
bolgesinde a; ve G;, (i = —1(1)11) lokal eleman parametrelerine bagh toplam 13 x
13 = 169 tane global eleman parametresi ortaya cikar. Acikca her bir elemanin
1(1)169) global eleman

parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki u,,,(&,7n)

Unm(€§,m) yaklagik ¢oziimiinii bulmak i¢in A;, (i =

yaklagik ¢oziimii (3.2.11) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman igin elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda (3.3.1) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi ¢oziiliirse A;, (i = 1(1)169) global eleman parametreleri elde edilir. Elde
edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine yazilirsa
her bir eleman i¢in u,,(&,n) yaklagik ¢dziimii bulunmus olur. Tablo 3.10’da model
problemin modifiye edilmig 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak
Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oztimleri literatiirdeki tam
ve yaklagik ¢oztimleri ile karsilagtirildi. Tablodan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin
referans [12]’de verilenlerden daha iyi oldugu agikca goriilmektedir. Her bir elemanin
unm(§,m) yaklagik ¢oziimiindeki noktasal degerleri kullamlarak model problemin
100 eleman icin elde edilen niimerik ve tam ¢oziimlerinin grafikleri Sekil 3.20’de
verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri de ayirt
edilemeyecek kadar benzerdir.

Tablo 3.11’de kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
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Tam ¢oziim

)

a

(

Niimerik ¢oziim

)

b

(

tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.

)

a

(

Sekil 3.20: Model problemin 10 x 10 = 100 igin
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Tablo 3.11: Model problemin 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman i¢in niimerik ve
tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim (wy,) Tam Coztim (u)
(x,y) 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.043140  0.043148 0.043148
(0.8,0.2) 0.134648  0.134636 0.134635
(0.7,0.3) 0.209524  0.209474 0.209474
(0.6,0.4) 0.218123 0.218231 0.218231
(0.5,0.5) 0.149568  0.149618 0.149618
(0.4,0.6) 0.034100  0.033868 0.033869
(0.3,0.7) -0.073754  -0.073665 -0.073664
(0.2,0.8) -0.121231  -0.121089 -0.121088
(0.1,0.9) -0.087821  -0.087978 -0.087978
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.00000 0.000000 0.000000
(0.1,0.1) 0.388262  0.388335 0.388335
(0.2,0.2) 0.538588  0.538542 0.538541
(0.3,0.3) 0.488891  0.488773 0.488773
(0.4,0.4) 0.327186  0.327347 0.327347
(0.5,0.5) 0.149568  0.149618 0.149618
(0.6,0.6) 0.022734  0.022579 0.022579
(0.7,0.7) -0.031608  -0.031571 -0.031570
(0.8,0.8) -0.030308  -0.030272 -0.030272
(0.9,0.9) -0.009757  -0.009775 -0.009775
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000

eleman yontemiyle elde edilen yaklagik coziimii ile problemin tam ¢oztiimi
kargilagtirildi. Tablodan eleman sayisi arttikca yaklagik ¢oziimiin tam ¢oziime daha

iyi yaklastigr acikca goriilmektedir.

3.5 Model Problemin Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Septik

B-spline Galerkin Sonlu Eleman Yontemi ile Cozumii

Bu kisimda model problemin yaklagik ¢oziimleri modifiye edilmis 2—boyutlu
septik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile
elde edildi. D = [0,1] x [0,1] ¢Ozlim bolgesi swrast ile 16 (h, = h, = 1/4) ve
100 (hy = hy, = 1/10) elemana ayrilarak niimerik ¢oziimler elde edildi.Elde edilen
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¢oziimler literatiirdeki mevcut ¢oziimlerle karsilastirilarak Lo ve L., hata normlar:

ile birlikte tablolar halinde sunuldu.

Bolgenin 4x4=16 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 4 x 4 = 16 elemana
boliniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/4 olan 16 eleman elde edilir. Modifiye
edilmig septik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin yontemi ile model
problemin yaklagik ¢oziimii elde edileceginden model probleme kargilik gelen (3.2.11)
zayif form denklemi kullanilir. Her bir elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢in
(3.2.11) zayif form denkleminde her bir tipik elemanin konum bélgesine diigen El(f )
ve Ej (n) yaklagim fonksiyonlarmin pargalar: ile Ek(g) ve El(n) agirhk
fonksiyonlarmin pargalar1 géz 6ntinde bulundurularak u(z,y) yerine Boliim 2’de
(2.4.3.15) ile verilen wpy,(z,y) yaklagmmi (2.4.3.10) ve (2.4.3.14) denklemleri ile
birlikte yazilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi parcalarinin problemin
zaylf form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in Tablo 3.3’de verilen eleman
konum tablosundan yararlanilir. Bu eleman konum tablosu eleman denklemlerinin
ve parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin birlegtirilmesinde de
kullanihr.  Sekil (3.21)-(3.32), i = —2(1)9 olmak iizere, swras1 ile Bj(x), Bi(y)

modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonlarinin grafiklerini gostermektedir.

T T T 1 T T T 1
0.0 05 1.0 15 2.0 0 10 20 30 40

(a) (b)

Sekil 3.21: Modifiye edilmis (a) B_(z) ve (b) B_s(y) septik B-spline fonksiyonlar.

Problemin ¢oziim bolgesine diigsen sirasi ile x ve y yonlerinde modifiye edilmis
septik B-spline baz fonksiyonlarin tiimii bir arada Sekil 3.33’de gosterilmistir.
Her bir septik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi igin

elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
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400

300
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Sekil 3.22: Modifiye edilmis (a) B_;(z) ve (b) B_y(y) septik B-spline fonksiyonlar.

2500 — 404
2000 |
1500
1000

500 o

T T T T T T T 1 T T T T 1
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 3.5 4.0 0 500 1000 1500 2000 2500

(a) (b)
Sekil 3.23: Modifiye edilmis (a) By(z) ve (b) By(y) septik B-spline fonksiyonlar.

O halde, B_5(€), B_1(€), Bo(&), Bu(&), Ba(§), Bs(€), Ba(€), Bs(&) ve By(€) modifiye
edilmis septik B-spline fonksiyonlari sirasiyla a_o, a1, g, 1, (i, (g, (g, cvs ve g gibi
reel katsaylar ile B_5(n), B-1(n), Bo(n), Bi(n), Ba(n), Bs(n), Ba(n), Bs(n) ve By(n)
modifiye edilmis septik B-spline fonksiyonlari da sirasiyla 8_o, B_1, By, 01, B2, B3, B4,
Bs ve [ gibi reel katsayilar ile ¢arpilir. (2.4.3.15) yaklagimi (3.2.11) zayif formunda,
¢ ve n yonlerinde modifiye edilmig septik B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine
diigen parcalar1 da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, her bir elemandaki

unm (&, m) yaklagik ¢oziimii agagidaki eleman denklemleri ile ifade edilir.
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2500 — 4.0 4

2000

1500

1000

500 |

T T T T T T T 1 T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0 500 1000 1500 2000 2500

(a) (b)

Sekil 3.24: Modifiye edilmis (a) By (z) ve (b) By (y) septik B-spline fonksiyonlar.

2500 — 6.0 4
2000
1500 4 354
1000

500 o

0 T T T T T T T T T T T 1 0.0 T T T T 1
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 0 500 1000 1500 2000 2500

(a) (b)

Sekil 3.25: Modifiye edilmis (a) By(z) ve (b) Ba(y) septik B-spline fonksiyonlar.

1. eleman igin:
U (E,17) = (1 — TE + 21€% — 3563 + 35¢* — 2165 + 765 — ¢7) (1 - g) sin @7)
+ oo Py + a1 Fy + aoFs + an Fy + aoFs + asFg + agFr]B-oQy
+ (oo Fy + a1 Fo + agFs + o Fy + o Fs + asFs + au F7| 10
+laoFy + a1 Fy + agFs + ay Fy + an Fy + a3 Fs + au F7| GoQs
+ (oo Fy + a1 Fo + agFs + oan Fy + aoFs + asFs + au F7)51Qq4
+ (oo Fy + a1 Fo + agFs + o Fy + o Fs + asFs + auF7| 2Q5
+laoFy + a1 Fy + agF3 + ay Fy + anFs + asFg + au F7] 33Q

+ (oo Py + a1 Fo + agFs + a1 Fy + aoFs + asFy + au F7| 84Q7,
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2500 7.0 4
65
6.0 -
2000 55 -
5.0
45
1500 40
35
3.0
1000
25
2.0
500 1.5
1.0
05
U T T T T T T T T T T T T T 1 00 T T T T 1
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 7.0 500 1000 1500 2000 2500
(a) (b)

Sekil 3.26: Modifiye edilmis (a) Bs(z) ve (b) Bs(y) septik B-spline fonksiyonlar.

2500 — 7.0
6.5
6.0
2000 554
5.0 4
4.5
1500 4 4.0
354
3.04
1000
2.5
2.0+
500 154
1.0

0.5

0 T T T T T T T T T T T T T 1 0.0 T T T T 1
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 7.0 0 500 1000 1500 2000 2500

(a) (b)

Sekil 3.27: Modifiye edilmis (a) By(z) ve (b) By(y) septik B-spline fonksiyonlar.

2. eleman igin:

Unm (&, M) = [a—2Fs + a1 Fy + agFio + a1 Fi1 + aoFia + asFis + auFiy + asFi5)-2Q1

+ [ Fy + a1 Fy + agFig + a1 Fiy + aaFia + asFis + augFiy + a5 Fi5]5-1Q2

+ [aoFs + a1 Fy + agFig + aq Fi1 + aaFia + asFis + agFiy + a5 Fi5] 60Q3

+ (oo Fs + a1 Fy + agFig + a1 Fiy1 + @ Fio + asFis + agFig + a5 Fi5]61Q4

+ (oo Fs + a1 Fy + apFig + a1 Fiy + aaFia + asFis + agFiy + a5 Fi5]02Q5

+ (oo F3 + a1 Fy + agFio + a1 Fiy + asFis + asFis + agFiy + a5 Fi5]03Q6

+ [ oFs + a_1Fy + agFig + ay F11 + o Fig + asFi3 + ayFiy + asFis]64Q7,
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2500 — 6.0 o

55
5.0
2000
45
4.0
1500 | 35
3.0
1000 | 25|
2.0
154
500 <
1.0
05
0 T T T T T T T T T T T 1 0.0 T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35 4.0 45 5.0 55 6.0 500 1000 1500 2000 2500
(a) (b)

Sekil 3.28: Modifiye edilmis (a) Bs(z) ve (b) Bs(y) septik B-spline fonksiyonlar.

2500 - 5.0 4
4.5

2000 4.0
3.5+

1500 o 3.04
25

1000 2.0
1.5 4

500 1.0+
0.5

0 T T T T T T T T T 1 00 T T T T 1
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 35 4.0 45 5.0 0 500 1000 1500 2000 2500
(a) (b)

Sekil 3.29: Modifiye edilmis (a) Bg(z) ve (b) Bg(y) septik B-spline fonksiyonlar.

3. eleman igin:

Unm (&, ) = [a_1F3 + aoFy + a1 Fig + ap Py + asFla + agFiz + a5 Fuy + agFis| 6201
+ [a 1 Fy + agFy + a1 Fig + ao Py + asFia + agFiz + asFiy + s Fis] 6102
+ [ Fy + agFy + o Fig + o F1y + asFhp + auFis + asFiy + a6 Fi5] 60Q3
+ a1 Fy + aoFy + a1 Fig + ao Py + azFia + agFiz + asFiy + a6 Fi5)61Q4
+ a1 Fy + apFy + a1 Fig + ao Py + asFia + aaFiz + as Py + a6 Fi5]52Q5
+ a1 Fs + oo Fy + an Fro + o Fhy + asFig + auFis 4+ as Fia + a6 Fi5)33Q6

+ [a_1 Fs + agFy + a1 Fig + o Fi1 + azFio + auFig + as Fiy + agFi5)64Q7,
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(a) (b)

Sekil 3.30: Modifiye edilmis (a) Br(z) ve (b) By(y) septik B-spline fonksiyonlar.

700 3.0 4
600
500
400
300
200

100 4

T T T T T T T T T 1
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 0 100 200 300 400 500 600 700

(a) (b)
Sekil 3.31: Modifiye edilmis (a) Bgs(z) ve (b) Bs(y) septik B-spline fonksiyonlar.

4. eleman igin:

Unm (§,m) = [0 F16 + a1 Fi7 + agFig + azFig + aaFo + asFoy + agFag] 201
+ [ Fi6 + o Fi7 4+ agFis + asFig + aqFoo + a5 Foy + agFa] B-1Q2
+ [aoFig + a1 Fi7 + o Fig + asFig + auFhy + as Foy + a6 Fao] 5@
+ [aoFig + ar Fi7 + o Fig + azFig + au oy + asFoy + agF] 31Q4
+ [aoFig + a1 Fi7 + o Fig + azFig + auFhy + a5 Fop + a6 Fao] 32Qs
+ [aoFig + a1 Fi7 + o Fig + azFig + auFhy + a5 Fop + a6 Fao] 33Qs

+ [ Fi6 + a1 Fi7 + aoFig + asFig + auFog + asFoy + agFae) 84Q7,
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Sekil 3.33: Céziim bolgesine diisen modifiye edilmis (a) B(z) ve (b) B(y) septik
B-spline fonksiyonlarin tiimii.

5. eleman icin:

n+1

Unm (§,m) = (1= TE+21€2 — 3567+ 3561 —21€°+7¢° — ¢7) (1— T) sin (5(”—“))

4
+laaFy + a1 Fy + agFy + an Fy + apFs + asFs + ag F7]32Qs
+ (oo Fy + a1 Fo + apF3 + o Fy + o F5 + a3 Fg + o F7| f-1Qg
oo Fy + a1 Fo + agFs 4 ay Fy + aoFy + a3 Fs + au F7] GoQ1o
+laoFy + a1 Fy + agFs + ay Fy + ap Fs + a3 Fs + au 7] 61Qu
+laoFy + a1 Fy + agFy 4 an Fy + aoFs + asFs + auF7] 3,Q12
+[aoF) + a1 Fy + agF3 + a1 Fy + aoF5 + asFg + oy F7|B3Q13
+[aoFy + a1 Fy + agFs + a1 Fy + aoF5 + asFs + oy F7|34Q14

+ (oo Fy + a1 Fo + apF5 + 041ﬁ42+ o F5 4+ asFs + au F7) B5Q1s,



6. eleman icin:

Unm (&, M) = [a_oFs + a1 Fy + agFio + a1 Fi1 + apFhp + 3Pz + agFig + asFi5]8-20Qs
+ [a o Fg + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFlo + azFiz + agFuy + as Fis]-1Qo
+[a o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFia + azFiz + ag Py + as Fis] GoQ1o
+ [a o Fy + a1 Fy + apFio + a1 Py + aoFig + azFiz + ag Py + a5 Fi5)61Qn
+[a o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFia + azFiz + ag Py + as Fis]52Q12
+ a2 Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFia + azFiz + ag Py + as Fis]33Q13
+ oo Fy + a1 Fo + agFho + a1 Fiy + aFig + asFiz + au Py + asFi5]84Q14

+ o Fs + a_1Fy + agFig + a1 Fi1 + aaFig + asFis + agFig + a5 Fi5]05Q1s,
7. eleman icin:

Unm (&, M) = |1 Fs + apFy + a1 Fio + aaF1y + asFio + oy Fig + as Fiy + aFi5)6-2Qs
+ [a_1Fy + agFy + a1 Fio + ol + asFio + agFis + as Py + a6 Fis)3-1Q
+ [a 1 Fy + agFy + a1 Fio + ol + asFia + agFis + as Fiy + o F1s] GoQ1o
+ [a1Fy + agFy + a1 Fig + ol + asFio + agFis + as Py + a6 Fis) 51Q 1
+ a1 Fy + agFy + a1 Fio + ao Py + asFio + agFiz + as Py + a6 Fis] 52Q12
+ a1 Fy + agFy + a1 Fig + ao Py + asFia + agFiz + as Py + a6 Fis] G3Q13
+ a1 Fy + agFy + a1 Fig + ao Py + azFia + agFiz + asFiy + s Fis] 61Q1a

+ [ Fs + apFy + a1 Fig + aoFiy + asFio + auFis + a5 Fiy + aFis)05GQ1s,
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8. eleman igin:

Unm(§,m) = [0 Fi6 + a1 Fi7 + aaFhg + azFig + agFog + asFoy + aFao) B-2Qs
+ [aoFig + a1 Fi7 + o Fig + azFig + auFhy + as oy + a6 Fao] B1Q
+ [aoFig + a1 Fi7 + aaFig + azFig + ayFhy + a5 Fo + a6 Faz] BoQro
+ [aoFig + ar Fi7 + aaFig + azFig + auFag + asFor + aFa] 51011
+ [ Fi6 + a1 Fi7 4 o Fig + asFig + agFag + a5 Fop + s Fas] 32Q12
+ [aoFi6 + ar Fi7 + aaFig + azFig + ayFhy + as Fop + aFaz) 33013
+ [aoFig + a1 Fi7 + aaFig + azFig + agFhy + a5 Fop + aFa2] 34Q1a

+ [ Fi6 + a1 Fi7 + aaFig + asFig + ayFoy + asFoy + agFas)f5Q1s5,

9. eleman igin:

Upm (€,1) = (1 —TE+216% - 356> +356* - 2167 +760 —¢7) (1—%”) sin (5("Z2))

+laoFy + a1 Fy + apFs + an Fy + apFs + asFg + auF7]3-1Qs
+ [ oFy + a_1Fy + aogF3 + a1 Fy + aoF5 + asFg + a4 Fr] 5oQo

+ [a oy + a1 Fy + agF3 + a1 Fy + aoF5 + asFg + oy 7| 51Q10
+laoFy + a1 Fy + agFy + an Fy + apFs + asFg + au 7] 5,Qn
+laoFy + a1 Py + agFy + o Fy + aoFs + azFs + aa 7] 33Q012
+laoFy + a1 Fy + agFy + an Fy + aoFs + asFs + au F7]34Qqs
+la Py + a1 Fy + agFy + an Fy + apFs + azFs + au 7] 35Q 14

+ [aoFy + a1 Fs + aoF3 + a1 Fy + a0 F5 + asFs + ay F7| 36Q1s,
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10. eleman icin:

Unm (&, M) = [a_oFs + a1 Fy + agFio + a1 Fi1 + apFhy + 3Pz + agFig + a5 Fi5]6-1Qs
+ la o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Fhy + o Fio + azFiz + ag Py + a5 Fi5)60Qg
+[a o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFia + azFiz + ag Py + as Fis] 51 Q10
+ [a o Fy + a1 Fy + apFio + a1 Py + aaFia + azFiz + ag Py + a5 Fi5)6:Q 1
+[a o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFia + azFiz + ag Py + as Fis]33Q12
+ a2 Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + o Fia + azFiz + aa Py + as Fis]51Q13
+ oo Fy + a1 Fy + agFho + a1 Fiy + aFig + asFiz + au Py + asFi5]85Q14

+ oo Fs + a1 Fy + agFig + aq Fi1 + aFio + asFis + agFig + a5 Fi5]06Q1s,
11. eleman icin:

Unm (&, M) = |1 Fs + apFy + a1 Fio + aaFiy + asFio + oy Fig + a5 Fiy + a6 Fi5)6-1Qs
+ a1 Fs + oo Fy + an Fro + o Fhy + asFig + auFis 4+ as Fia + a6 Fi5)50Q0
+ [a 1 Fy + o Fy + a1 Fio + ol + asFiap + agFis + asFiy + s F15] 61Q10
+ [a1Fy + agFy + a1 Fig + ol + asFip + agFis + as Py + a6 Fis) 32Qu
+ a1 Fy + aoFy + a1 Fio + ao Py + asFio + agFiz + as Py + a6 F1s] G3Q12
+ a1 Fy + agFy + ay Fig + ao Py + asFia + agFiz + as Py + a6 Fis] 64Q13
+ a1 Fy + agFy + a1 Fig + ao Py + azFia + agFiz + as Py + o Fis] G5 Q14

+ [ Fs + apFy + a1 Fig + aoFiy + asFio + auFis + a5 Fiy + aFis)B6@Qas,
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12. eleman icin:
Unm (§,m) = [0 F16 + a1 Fi7 + apFig + azFlg + ayFo + asFoy + agFa] 108
+ [aoFig + a1 Fi7 + o Fig + azFig + auFhy + as Fop + a6 Faz] 5Qo
+ [aoFig + a1 Fi7 + aaFig + azFig + ayFhy + a5 Fop + aFaz] 51010
+ [aoFi6 + a1 Fi7 + aaFig + azFig + auFhy + as oy + aFaz] B2Quu
+ [aoFig + a1 Fi7 + aa Fig + asFig + auFhy 4 as o + a6 Fag] 33Q12
+ [aoFi6 + arFi7 + agFig + asFig + auFog + asFor + a6 Fao]31Qs
+ [aoFig + a1 Fi7 + o Fig + azFig + ayFhy + a5 Fop + a6 Fo) B5Q1a
+ o Fi6 + a1 Fi7 + agFig + azFig + ayFog + as For + a6 Fao) BsQus,
13. eleman ic¢in:
U (&, 1) = (1 — T 421€% — 35° 4356 =217+ 7¢°—¢7) (1—77%3) sin (@)
+ oo Fy + a1 Fy + agFs 4 an Fy + o Fs + asFg + auF7) 5oQ16
+ oo Fy + a1 Fy + agFs 4 ay Fy + ao Fs + asFs + au 7] 51Q17
+ [a oy + a1 Fy + agF3 + a1 Fy + aoF5 + aszFg + oy F7| Q1
+ [aoFy + a1 Fy + agF3 + a1 Fy + aoF5 + aszFg + oy F7|B3Q19
+ [aoFy + a1 Fy + agF3 + a1 Fy + aoF5 + asFg + oy F7|34Q20
+laoFy + a1 Fy + agFs + an Fy + apFs + asFg + ay 7] B5Qon
+la Py + a1 Fy + agFy + an Fy + apFs + asFs + au F7] 3sQaz,
14. eleman icin:
Unm (&, M) = [a_oFs + a1 Fy + agFio + a1 Fiy + aaFho + a3 Fiz + agFig + a5 F15]60Q16
+ laoFy + a1 Fy + agFio + a1 F1y + aoFio + asFiz + ag Py + a5 Fi5)51Q17
+ oo Fy + a1 Fy + apFio + a1 Py + ao Fio + azFiz + agFiy + as F1s]52Q1s
+ [a o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFlo + azFiz + agFiy + as Fis] 83Q10
+[a o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFia + azFiz + ag Py + as Fis] 81Qa0
+ [a o Fy + a1 Fy + agFio + a1 Py + aoFia + azFiz + ag Py + a5 Fis) 85Qa1

+ [aoFs + a1 Fy + agFio + a1 Fiy1 + @ Fio + asFis + agFig + a5 Fi5] 06Qa2,
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15. eleman icin:
Unm (&, ) = [a_1Fs + aoFy + a1 Fig + aa P11 + asFlo + asFisz + as Fuy + asFis] oQ1e
+ [a 1 Fy + agFy + a1 Fig + ol + asFio + agFis + as Py + a6 Fis) 51Q1r
+ a1 Fy + aoFy + a1 Fio + aoFhy + asFia + agFiz + as Py + a6 Fis]52Q1s
+ a1 Fy + agFy + a1 Fig + ao Py + asFia + agFiz + as Py + a6 Fis] G3Q10
+ [ 1 Fy + agFy + an Fig + o Py + asFip + agFis + as Fiy + o F1s5] 84Q20
+ a1 Fy + apFy + a1 Fig + ao Py + asFia + agFiz + asFiy + a6 Fis] 35Qa
+ a1 Fy + apFy + a1 Fig + ao Py + azFia + agFiz + as Py + a6 Fis| 35Qa2,
16. eleman icin:
Unm (§,1) = [0 F16 + a1 Fi7 + apFig + asFlg + aaFo + asFoy + s ool oQ16
+ [aoFig + a1 Fi7 + aaFig + azFig + auFhy + a5 Foy + a6 Fao) 51Q17
+ [aoFi6 + a1 Fi7 + aaFig + azFig + agFhy + as oy + agFaz] B2 Qis
+ [aoFig + a1 Fi7 + aaFig + asFig + aulFhy 4 as o + o Fag] B3Qg
+ [aoFig + a1 Fi7 + o Fig + asFig + auFhy + a5 Fo + a6 Fao] 34Q20
+ [aoFig + ar P17 + o Fig + azFig + au oy + a5 For + a6 Fas] 85021
+ [aoFig + a1 Fi7 + aa Fig + azFig + ayFhy + as Fop + a6 Fo] BsQ2n

dir.

Burada

Fy = 448¢ — 201662 + 392063 + 2604£° — 882€0 4 12767 — 420067,

Q1 = 448n — 2016n* + 39201 + 2604n° — 8821° 4 12717 — 42007,

Fy = 66226 — 246962 + 4235063 — 42000£* + 24906£° — 8232£° + 1170¢7,

Qo = 66221 — 24696n> + 42350n° — 42000n" + 249067n° — 82321° + 117017,

Fy = —52416&% — 8400&* — 17052£5 + 2451€7 4 16912¢ + 84560¢° 4 50736¢°,

Qs = —52416n% — 8400n* — 17052n° + 2451n" + 169121 + 845601 + 507367°,
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Fy = 10052¢ — 246962 + 4102063 — 420006* + 25116£° — 8232£¢ + 1156¢7,

Q4 = 100521 — 2469617> + 410201° — 42000n* + 25116n° — 8232n° 4 115677,

Fy = 1232¢ — 20162 4 4480€% + 24366° — 882¢° + 14167 — 4200¢*,

Qs = 12321 — 2016n> + 44801 4 2436n° — 882n° + 141n" — 42007,

Fy = 14€ + 7063 + 42¢* — 6¢7,

Qe = 14n + 701° + 420" — 61",

F7:€77

Q7 = 7777

Fy=1—76+4 216 — 3563 4 35¢* — 2165 4+ 765 — €7,

Qs =1 —Tn+21n* — 350° + 350" — 21n° + ™° — ",

Fy = 120 — 392¢ + 50462 — 28063 + 84£5 — 4260 + 7€,

Qg = 120 — 3927 + 5047 — 2800 + 84n° — 4215 + 71",

Fio = 1191 — 1715¢ + 31562 + 66563 — 3156 — 105€° + 10565 — 21€7,

Q10 = 1191 — 1715 + 3151 4 6651° — 3150 — 105n° + 10575 — 2177,

Fi1 = 2416 — 1680€2 4 5606 — 140£° + 35¢°,

Q11 = 2416 — 16800 + 560n* — 1401° + 351°,

Fiy = 1191 + 1715¢ + 31562 — 66562 — 3156* + 105€° + 10565 — 35¢7,

Q12 = 1191 + 17151 + 3155% — 6651° — 315n* + 105n° + 105n° — 3517,

Fig = 120 4 392¢ + 50462 + 2806 — 84¢° — 42¢° + 21¢7,

Q13 = 120 + 3921 + 504n? + 280n° — 84n° — 4215 + 217",
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Fiy =1+ 764 216% 4 3563 4 356* 4-216° 4 768 — 7¢7,

Qua =1+ T+ 21n* + 35n0° + 350" + 219" + T° — ",

F15 = 7577

Q15 = 7777,

Fig=1—T7¢ 42162 — 35¢% + 35¢* — 2165 4+ 765 — €7,

Qs =1—Tn+21n* — 350> + 35n* — 21n° + ™° — 1",

Fi7 = 120 — 392€ 4 5042 — 2803 + 84¢5 — 4265 + 6¢7,

Q17 = 120 — 3921 + 504n* — 280n° + 841° — 421° + 61",

Fig = 1191 — 1715¢ + 31562 + 66563 — 3156% — 105€° + 10565 — 141¢7,

Q15 = 1191 — 17151 + 31512 + 665n° — 3151 — 1051° 4+ 105n° — 14177,

Fig = 2416 — 1680£% + 560&* — 1406°% — 1156¢€°,

Q19 = 2416 — 16801 + 560" — 140n° — 11567°,

Foo = 1191 4 1715 + 3156% — 66563 — 3156% + 10565 4 10565 — 2451¢€7,

Q20 = 1191 + 17151 + 3150 — 665> — 3151 + 105n° + 1051n° — 2451n",

Fy1 = 120 + 392€ 4 504 4+ 280£% — 84£° — 4265 — 11707,

Qa1 = 120 + 3927 + 504n* + 2800 — 84n° — 42n° — 11707",

Fop = 1+ 76 4+ 21€% 4 35€% 4 35¢* + 21€° + 765 — 127¢7,

Qa2 = 1+ Ty +21n* + 350 + 350" + 21n° + Tn° — 127"

dir.
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Yukarida ifade edilen her bir elemandaki w,,,(, n) yaklagik ¢6ziimii diizenlenirse

problemin D ¢6ztim bdlgesinde a; ve f3;, (i = —2(1)6) lokal eleman parametrelerine
baglh
Al =a s 5, Ay=a_1_, As=aaf_, As=aif_s, As = -,
Ag = azf_a, A7 =ayf-2, Ag=asf2, Ag=asf-2, Aig=a 20,
An=a1f 1, Ap=af1, A=af, Au=af, Ai=a3,
A =auf1, Air=as8-1, Az =asB-1, Ao =020, Axp=a_1f,
A1 = apf, Aoy = a1y, Asz = anfh, A= azfh, Ags = aufSo,
Ass = a5, Aoy = agflo, Ak =a a0, Ay =a 10, Az = b,
Az = a1, Agp = anfh, Azz=asf, A= auf, Azs = a5,
Az = agfh, Azr=a afh, Az=a 10, Az =y, Ayo = 13,
Ay = agfta, A = azfe, Az =, Au=asbs Ays = agfPa,
A =a o3, Axr=a 183, Aw=afs, A= a1fs, Aso = a3,
As1 = azf3s, Asy = aufls, Asz=asf3, Asi=aefs, Ass = a afs,
Ase = a1y,  Ast=aofs, Ass=a1fs, Asg= azfy, Ago = af,
Ag1 = auf, Agz = 5By,  Agz = agbs, Ass = 205, Aes = a1,
Ags = apfs, Agr = aufls,  Ags = anfls,  Ago = aifs, Ao = aufs,
A = asf3s, A =aefs, A =a sl Amu=a10, An=abs,
Aze = 13, A = aofls, A= azfs, Arg = auls, Ago = a3,
Ag1 = a3

seklinde toplam 9 x 9 = 81 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Acikga her
bir elemanin w,,, (&, n) yaklagik ¢éziimiinii bulmak igin A;, (¢ = 1(1)25) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun igin her bir elemandaki w,,,(&,n)
yaklagik ¢oziimii (3.2.11) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri

birlegtirerek global koordinatlarda (3.3.1) formunda elde edilen cebirsel denklem
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sistemi ¢oztliirse A;, (i = 1(1)81) global eleman parametreleri

A;=-0.00000863648801943
A»=0.00000000003108665
A3=-0.00000073135518101
A,4=-0.00000023064911066
A5=-0.00000030506625989
As=-0.00000007266164370
A7=-0.00000002485414431
Ag=0.00000004396615208

A75=-0.00000001793079926
A79=0.00000010870656424
Agy=-0.00000039609847072
Ag1=0.00000233261218194

olarak elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman
denkleminde yerlerine yazilirsa her bir eleman igin w,,,(¢,n) yaklagik ¢oztimi
bulunmus olur. Sekil 3.34 her bir elemanin ¢oziim grafigini gostermektedir. Her
bir elemanin w,,,(&,n) yaklagik ¢éziimiindeki noktasal degerleri kullanmilarak model
problemin 16 eleman ic¢in elde edilen niimerik ve tam c¢oziimlerinin grafikleri Qekil
3.35’de verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri
de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir. Tablo 3.12’de model problemin modifiye
edilmig 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklasik coziimleri literatiirdeki tam ve yaklasik
¢oziimleri ile karsilagtirildi.  Tablodan, elde edilen yaklagik ¢oztimlerin referans

[12]’de verilenlerden daha iyi oldugu agikga goriilmektedir.
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(b) 2.eleman (c) 3.eleman (d) 4.eleman

(a) 1.eleman
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(f) 6.eleman (g) 7.eleman (h) 8.eleman

(e) 5.eleman

Sekil 3.34: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman igin niimerik ¢oziimleri (1-8. elemanlar).



(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman
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(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

16 eleman i¢in niimerik ¢oziimleri (9-16. elemanlar).

Sekil 3.34: (Devam) Model problemin 4 x 4



Tablo 3.12: Model problemin 4x4 = 16 eleman i¢in elde edilen niimerik ¢oztimlerinin
referans [12]'deki sonuglarla kargilastirmasi.

Niimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(x,y) 4 x4 [12]
(0.25,0.25) 0.532292 0.523514 0.533804
(0.25,0.50) 0.225866 0.229845 0.224427
(0.25,0.75) -0.104486 -0.0987043 -0.107168
(0.50,0.25) 0.353191 0.345257 0.355869
(0.50,0.50) 0.149883 0.152811 0.149618
(0.50,0.75) -0.069583 -0.0646793 -0.0714452
(0.75,0.25) 0.176183 0.173169 0.177935
(0.75,0.50) 0.075103  0.0766886 0.0748090
(0.75,0.75) -0.034399 -0.0326491 -0.0357226

Bolgenin 10x10=100 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 10 x 10 = 100 elemana
boliniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/10 olan 100 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme kargilik gelen (3.2.11)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum boélgesine diigen Ez(ﬁ) ve
Ej(n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(g ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarinin
pargalari goz 6ntinde bulundurularak u(x,y) yerine Bélim 2'de (2.4.3.15) ile verilen
Unm (z,y) yaklagmmi yazihir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinmin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in bir eleman konum
tablosundan yararlamlir. Ornegin boyle bir tablo 100 eleman icin Tablo 3.5’deki gibi
numaralandirilir. Bu eleman konum tablosu eleman denklemlerinin ve
parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin birlegtirilmesinde de kullanilir.

Her bir
elemanlardan gegen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, B_5(¢), B_1(€), Bo(€), Bi(€), Ba(§), Bs(§), Ba(&), Bs(&), Bs(€), Ba(€),
Bs(&), Bo(€), B1o(&), B11(€) ve Bia(§) modifiye edilmis septik B-spline fonksiyonlari
sirasiyla a_q, a_1, g, a1, Qg, a3, Qgq, a5, Qg, Q7, Qg, Qg, (g, Q11 Ve Qg gibi reel
saylar ve B_y(1), B1(n). Bo(n). Bi(n). Ba(n). Ba(n). Ba(n). Bs(n). Bo(n). Br(n),
Bs(n), By(n), Bio(n), Bi1(n) ve Bi2(n) modifiye edilmig septik B-spline fonksiyonlar

ise Slra81yla‘ 5—276—17 607 617 627 637 547 55, 667 677 687 /697 6107 ﬁll ve 512 glbl reel
sayilar ile ¢arpilir. (2.4.3.15) yaklagimi (3.2.11) zayif formunda ve &, n yonlerinde

septik  B-spline fonksiyonunun siirekliliginin  saglanmasi igin

modifiye edilmis septik B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine diigen parcalari
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Tam ¢oziim

)

a

(

Niimerik ¢oziim

)

b

(

tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.

)

Sekil 3.35: Model problemin 4 x 4 = 16 igin (a
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Tablo 3.13: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman igin elde edilen niimerik
¢Oztimlerinin referans [12)’deki sonuglarla kargilagtirmasi.

Niimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(z,y) 10 x 10 [12]
(0.25,0.25) 0.550617  0.523514 0.533804
(0.25,0.50) 0.227443  0.229845 0.224427
(0.25,0.75)  -0.104704 -0.0987043 -0.107168
(0.50,0.25) 0.372439  0.345257 0.355869
(0.50,0.50) 0.155580  0.152811 0.149618
(0.50,0.75)  -0.068150 -0.0646793 -0.0714452
(0.75,0.25) 0.187419  0.173169 0.177935
(0.75,0.50) 0.078948  0.0766886 0.0748090
(0.75,0.75)  -0.0335297 -0.0326491 -0.0357226

da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, w,,, (£, n) yaklagik ¢oziimi i¢in her bir
elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki u,,,(§,n) yaklagik ¢oziimii diizenlenirse problemin D ¢dziim
bolgesinde a; ve G;, (i = —2(1)12) lokal eleman parametrelerine bagh toplam 15 x
15 = 225 tane global eleman parametresi ortaya cikar. Acikca her bir elemanin
1(1)225) global eleman

parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki u,,,(&,7)

Unm(&,m) yaklagik ¢Oziimiinti bulmak igin A;, (i =

yaklagik ¢oziimii (3.2.11) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda (3.3.1) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi ¢oziiliirse A;, (i = 1(1)225) global eleman parametreleri elde edilir. Elde
edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine yazilirsa
her bir eleman igin uy,,(§,n) yaklagik ¢oziimii bulunmusg olur. Tablo 3.13’de model
problemin modifiye edilmis 2—boyutlu septik B-spline baz fonksiyonlar: kullanilarak
Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oziimleri literatiirdeki tam
ve yaklagik ¢oztimleri ile kargilagtirildi. Tablodan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin
referans [12]’de verilenler kadar iyi oldugu acikga goriillmektedir. Her bir elemanmn
Unm(&,m) yaklagik ¢oziimiindeki noktasal degerleri kullanilarak model problemin
100 eleman icin elde edilen niimerik ve tam c¢oziimlerinin grafikleri Sekil 3.36’da
verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri de ayirt
edilemeyecek kadar benzerdir. Tablo 3.14’de septik B-spline baz fonksiyonlar:

kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik c¢oziimi ile
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Niimerik ¢oziim

)

Tam ¢oziim

2)
(b

(

tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.

)

Sekil 3.36: Model problemin 4 x 4 = 16 igin (a
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Tablo 3.14: Model problemin 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman i¢in niimerik ve
tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim (wy,) Tam Coztim (u)
(x,y) 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.042993  0.046229 0.043148
(0.8,0.2) 0.131727  0.146520 0.134635
(0.7,0.3) 0.211168  0.220538 0.209474
(0.6,0.4) 0.224278 0.227138 0.218231
(0.5,0.5) 0.149883  0.155580 0.149618
(0.4,0.6) 0.031240  0.038575 0.033869
(0.3,0.7) -0.071991  -0.069688 -0.073664
(0.2,0.8) -0.119623  -0.119334 -0.121088
(0.1,0.9) -0.091004  -0.087141 -0.087978
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.00000 0.000000 0.000000
(0.1,0.1) 0.388960  0.400124 0.388335
(0.2,0.2) 0.537415  0.566298 0.538541
(0.3,0.3) 0487144  0.504167 0.488773
(0.4,0.4) 0.327241 0.336726 0.327347
(0.5,0.5) 0.149883  0.155580 0.149618
(0.6,0.6) 0.021828  0.027555 0.022579
(0.7,0.7) -0.030836  -0.028305 -0.031570
(0.8,0.8) -0.029284  -0.029139 -0.030272
(0.9,0.9) -0.010124  -0.007080 -0.009775
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000

problemin tam ¢oziimii karsilagtirildi. Tablo 3.15’den kuintik B-spline fonksiyonlar
yerine septik B-spline fonksiyonlar kullanilmasinin, septik B-spline fonksiyonlar
kullanildiginda eleman sayisinin 16’dan 100’e gikarilmasinin sonuclari iyilestirmedigi
goriilmektedir. Kiibik ve kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin
sonlu eleman yontemiyle elde edilen tuy,,(z,y) nimerik ¢éziminin u(z,y) tam

¢oziimiine ne kadar yaklastigini olgmek icin

Vi

| 2

U; — (unm)z

L2 = Hu - unm”2 = — 5 y
> i |l

Lo = Hu - unm”oo = 05,13;{_ |Uz - (unm)z|
p

ile tanimlanan Ly ve L., hata normlari hesaplanarak Tablo 3.15’de verildi. Burada
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Tablo 3.15: Model problemin farkli dereceden B-spline baz fonksiyonlar: ve eleman

sayisi i¢in Ly ve Lo, hata normlari.

Eleman
Sayist Lo Lo
Kiibik  2x2  6.25550x1072 3.26868 %1072
4x4 6.05939x1073 4.56680x 1073
10 x 10 2.79940x 10 5.50414%x 104
Kuintik 4 x4  4.29559x10* 3.14455%x 10
10 x 10 1.04642x10°° 9.40069x 107
Septik 4 x4  1.66223x102 1.69892x 102
10 x 10 1.00567x 1072 1.14432x 1072

n;, i¢ noktalarin sayis1 olup w; ve (Un,); sirast ile 7. noktadaki u'nun tam ve yaklagik

¢oztimleridir. Ly ve Ly hata normlart D = [0,1] x [0,1] ¢6ziim bolgesi = ve
1681(= n;,) digim

noktasidaki u; ve (t, ); degerleri gbz 6niinde bulundurularak hesaplandi. Tablodan

y yonlerinde 40 egit parcaya boliinerek toplam 41 x 41 =

da gortildiigii gibi, kiibik B-spline baz fonksiyonlar: kullanildiginda eleman sayisinin
artmasiyla hata normlari gittikge azalmigtir. Kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 yerine
kuintik B-spline baz fonksiyonlarmin kullanimi ntimerik ¢oziimi iyilegtirmis ve
eleman sayisinin artmasiyla birlikte hata normlari kiibik B-spline baz fonksiyonlarina
gore daha da kiigiilmiistiir. Fakat septik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanildiginda

hata normlarinda beklenen diigiig goriilmemigtir.
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BOLUM 4

2-BOYUTLU DIFUZYON DENKLEMININ
MODIFIYE EDILMIS B-SPLINE GALERKIN
SONLU ELEMAN YONTEMIYLE

COzZUMU

4.1 Giris

Zamana bagl 2—boyutlu difiizyon denkleminin niimerik ¢6ziimi {izerine son
yillarda yapilan baz1 ¢aligmalar vardir. Tavakoli ve Davami [26], 1-boyutlu difiizyon
denkleminin ¢oziimii i¢in onerilen degisen grup acik veya degisen grup agik—kapal
yontemlerinden yeni grup acik yontemini operator parcalama yontemiyle birlikte
2-boyutlu difiizyon denkleminin ¢oztimii i¢in geligtirmigler ve uygulamiglardir. Ang
[27], yerel olmayan garta bagh 2—boyutlu difiizyon denkleminin niimerik ¢6ztimi
i¢in sinir integral denklem yontemini sunmug ve 0zel bir test problemini bu yontemle
¢ozmiigtiir. Velivelli ve Bryden [28], 2—boyutlu difiizyon denkleminin ¢ziimii igin
kafes Boltzamann yonteminin 6n-etkin (cache-efficient) uygulamasini sunmuslardir.
Moon vd. [10], 2—boyutlu zamana bagh difiizyon denklemini 2—boyutlu kiibik
spline baz fonksiyonlar1 kullanarak Galerkin yontemiyle ¢ozmiiglerdir. Aboanber
ve Hamada [29], degisken zaman adimh iki ve {i¢ boyutlu konum-zaman difiizyon
denklemlerini genellestirilmis Runge-Kutta yontemiyle ¢ozmiislerdir. Bhaskar vd.
[30], simirsiz bolgeler iizerinde difiizyon denkleminin homojen ve homojen olmayan
baslangic deger problemlerinin niimerik olarak ¢oziimiinii bulmak i¢in 1s1 denkleminin
temel ¢oztimlerini oluguran wavelet’leri kullanarak Heatlet’leri gelistirmislerdir. Sterk
ve Trobec [31], parametre optimizasyonu ve hata analizi ile birlikte 2—boyutlu
zamana bagh difizyon denkleminin digiimsiiz (meshless) yerel Petrov-Galerkin
yontemi lizerine temellenmis ¢cozliimiini elde etmislerdir.

Bu bolimde modifiye edilmig 2—boyutlu kiibik ve kuintik B-spline baz
fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle 2—boyutlu Difiizyon

denklemi i¢in baglangic ve smir sartlari ile verilen model problemin yaklagik
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¢oziimleri elde edildi. Elde edilen niimerik ¢oziimler problemin literatiirdeki mevcut

¢oziimleriyle kargilagtirilarak Lo ve Lo hata normlar: tablolar halinde sunuldu.

4.2 Model Problem

Bu bélimde model problem olarak D = [0, 1] x [0, 1] bolgesi tizerinde

0w  OPu 1 0u

@_‘_a_yQ:?a, (x,y) €D, t>0 (4.2.1)
olarak verilen 2—boyutlu diftizyon denklemi
u(z,y,0) = up(z,y) = sin(rzx) sin(ry) (4.2.2)
baglangic sart1 ve
u(z,yo,t) = g1(z,t) =0, ro=0<z<z,=1t>0 (4.2.3)
W, Ym, t) = g2(2,t) =0, 20=0<a<z,=1,t>0 (4.2.4)
w(zo,y,t) = ha(y,t) =0, Yp=0<y<y,=1,t>0 (4.2.5)
w(zn,y,t) = ho(y,t) =0, yo=0<y<yn,=1,¢t>0 (4.2.6)
sinir sartlar: ile birlikte goz oniine alindi. Bu problemin tam ¢oztimii
u(z,y,t) = e > Klgin(rz) sin(ry) (4.2.7)
dir  [10]. Burada K difiizyon katsayisi olup model problemin niimerik

hesaplamalarinda K = 107° olarak almacaktir. Moon vd. [10], bu model problemin
ayrigmaz (non-separable) ¢oziimiinii klasik kiibik B-spline baz fonksiyonlari

kullanarak Galerkin yontemiyle elde etmislerdir.

Model Problemin Zayif Formu

Bu boltimde yukarida verilen model problemin modifiye edilmig kiibik ve kuintik
B-spline baz fonksiyonlar: kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile yaklagik
¢oziimleri elde edileceginden problemin zayif form denkleminin bulunmasi gerekir.
Bunun i¢in 6nce (4.2.1) denklemindeki tiim ifadeler esitligin sol tarafinda toplanir

ve sonra V(z,y) agirhik fonksiyonu ile garpimimin bolge iizerinden integrali alinirsa
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u 1 ou

elde edilir. Burada, k = O(l)n ve | = 0(1)m olmak iizere, ¥ = By(z)B,(y) dir.

u bagiml degiskeninin mertebesini kendisi ve ¥ agirlik fonksiyonu arasinda
paylagtirmak icin Green teoremi kullanilir. Soyleki, D Lipschitz sinirh bir bolge,
f(z) = f(z1,...,xn) ve g(x) = g(x1, ..., xn) fonksiyonlar1 O f /Ox; ve Og/0z; tirevleri
ile birlikte D = D 4 0D de siirekli fonksiyonlar ise Green teoreminden

[ arsm |5
D D

dir. Burada, ¢ sayis1 1 ile NV arasinda herhangi bir say1 olup v; dig normalin birim

= %fgvids (4.2.9)
oD

vektoriiniin 7. koordinatidir. (4.2.9) esitligi

[ = g ,g=V,i=11ign // \Ildxdy+//auaqjdxdy = gulllvlds

oD
(4.2.10)

ve

v
f:%)g:lll,iZQigin / \I/dxdy—l—//aua dxdy = gu\llvgds
Y

(4.2.11)
olur. Tiim By(z) ve B(y) ’ler D smm iizerinde sifir oldugundan acikca ¥'de
0D smur iizerinde sifirdir. Boylece (4.2.10) ve (4.2.11) denklemlerinin sag taraflar:
otomatik olarak sifir olup bunlar (4.2.8)’de kullanilirsa (4.2.1)-(4.2.6) denklemleri

ile verilen model problemin global koordinat sisteminde zayif formu

1 Ju 8u oV  Ouov
//{K(‘?t Oz Or T o, dy dy }d dy =0 (4.2.12)

olarak elde edilir. Global koordinat sisteminden lokal koordinat sistemine ge¢gmek
icin hy§ = v — x,, ve hyn = y — x,, lokal koordinat doniigiimleri kullamilir. Boylece,

global koordinat sistemindeki (4.2.12) zayif form denklemi lokal koordinat sisteminde

11
h? Ou OV 8u0\11
?[[ \Ifdgdn+// (ag % 5 an> dédn = 0 (4.2.13)

olur.
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4.3 Model Problemin Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Kibik

B-spline Galerkin Sonlu Eleman Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda model problemin niimerik ¢oztimleri modifiye edilmis 2—boyutlu
kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde
edildi. Niimerik hesaplamalar problemin D = [0,1] x [0,1] ¢bziim bolgesi sirast
ile 4 (hy = hy, = 1/2), 16 (hy = h, = 1/4) ve 100 (h, = h, = 1/10) elemana
ayrilarak yapildi. Elde edilen niimerik ¢oziimler literatiirdeki mevcut ¢oziimlerle

kargilagtirilarak Lo ve L., hata normlar ile birlikte tablolar halinde sunuldu.

Bolgenin 2x2=4 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢o6ziim bolgesi her biri 6zdes kareler olan 2 x 2 = 4 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/2 olan 4 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme karsilik gelen (4.2.13)
zayilf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bolgesine diigen Ez(g) ve
Ej(n) yaklasim fonksiyonlarimin parcalar ile Ek(f ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarimin
parcalar goz déniinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.2.3.22) ile verilen
Unm (2, y, 1) yaklagimi (2.2.3.17) ve (2.2.3.21) denklemleri ile birlikte yazilir. Agirhk
ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi parcalarinin problemin zayif form denkleminde
kullanilacagin1 belirlemek igin Tablo 3.1'de verilen eleman konum tablosundan
yararlanilir.

(Coziim bolgesine diigen sirasti ile x ve y yonlerinde modifiye edilmis R(:c) ve El(y)
kiibik B-spline baz fonksiyonlarinin grafikleri Boliim 3’de Sekil 3.4’deki gibidir.

Her bir kiibik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi igin
elemanlardan gecgen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir. O
halde,  By(£), Bi(€) ve Bs(¢) modifiye edilmis kiibik  B-spline
fonksiyonlar1 sirasiyla ag(t), o (£) ve as(t) gibi reel katsayilar ile By(n), Bi(n) ve
Bs(n) modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlar1 da sirastyla Gy(t), 51 (t) ve Ba(t)
gibi reel katsayilar ile garpilir. (2.2.3.22) yaklagim (4.2.13) zayif formunda, £ ve n
yonlerinde modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine diigen
parcalar1 da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa her bir elemandaki w,,, (£, 7, t)

yaklagik ¢oziimii asagidaki eleman denklemleri ile ifade edilir.

133



1. eleman i¢in:
Unim (§; 1, 1) = [ao() F1 + ar () Fy + a(t) F3] B (1) Q1
+ [ao(t) F1 + a1 (t) Fy + ao(t) F3]61() Q2

+ [ao(t) F1 + a1 (t) Fo + as(t) F3) B2(t) Qs,

2. eleman icin:

Unim (§; 7, 1) = [ao(t) Fy + cu (8) F5 + a(t) Fo] B (1) Q1
+ [ao(t) Fy + ay(8) Fs + ao(t) Fs] 61(t) Q2

+ [ () Fy 4 a5 (t) F5 4 aa(t) Fs] B2(1) Qs,

3. eleman igin:

Unim (§5 1, 1) = [ao(t) F1 + cu (8) F + a(t) F3] B0 () Q4
+ [ao(t) Fy 4 () Fo + ao(t) F5] 51(1) Qs

+ [ao (t) Fy 4 () Fa + () F3] B2(t) Qs,

4. eleman igin:

Unm(f, n, t) = [Oéo(t)F4 + Oél(t)Fg) + OKQ(t)F6]/60(t)Q4
+ [ao(t) Fy + () Fs + aa(t) Fs| 51(1) Qs
+ [ao(t) Fy + as(t) F5 + as(t) Fs) B2(t) Qs

dir.

Burada

Fy = 12¢ — 18¢% + 763,

Q1 = 12n — 18n* + T°,

F2:6€_2£37

Qz = 677 - 2773
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F3:€3a

Q?) = 7737

Fy=1-3(+38 =&,

Qi=1-3n+3n"—n’,

Fy=4— 68+ 26%,

Q5 :4—6772+2773»

Fg=1+3+38 -1,
Qs =143n+3y" -1
dir.
Yukarida ifade edilen her bir elemandaki w,,, (&, , t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse

problemin D ¢oziim bolgesinde oy (t) ve 5;(t), (i = 0(1)2) lokal eleman parametrelerine

bagl

= ao(t)Bo(t), Ast) = ao(t)Bi(t), Az(t) = ao(t)Ba(t),
A2(t = 041(’5)50@)7 A5<t) = Oél(t)ﬁl(t)a AB(t) = Oél(t)@(t)a
A3(t) = aa(t)Bo(t), As(t) = aa(t)Bi(t), Ao(t) = aa(t)Fa(?)

seklinde toplam 3x3 = 9 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Agikca her bir

elemanin u,,, (&, n,t) yaklasik ¢éztimiinii bulmak i¢in A;(t), (¢ = 1(1)9) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun igin her bir elemandaki (&, n,t)
yaklagik ¢oziimii (4.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in

katsayilar matrisi elde edilir. Elde edilen katsayilar matrisleri birlegtirilirse global

koordinatlarda
Gw = PA(t) (4.3.1)
dt
ZA00)=g (4.3.2)

cebirsel denklem sistemi elde edilir.
Burada, i, j,k,l = 0(1)n i¢gin 4, = j(n + 1) + i ve j; = l(n + 1) + k olmak {izere,
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G = [gizjz] ) Givir = hg//éz(ﬁ)Bg(U)Ek(f)él(ﬁ)dﬁdf (433)

P=pils pa=— [ [ LB D Bands— (w3
[ [B1& ™2 By "5 g
A(t) = [Ai(t) Aa(t) As(t) Aa(t) As(t) As(t) Az(t) As(t) Ag()]'; (4.3.5)

i,7,k,l =0(1)nicin iy = j(n+ 1) + 1 ve j; = l(n+ 1) + k olmak iizere

Z = [zi;), i = / / BA&)B; (n) Bu(€) Bu(n)dnde (43.6)

ve son olarak i, = 0(1)1 i¢in 4, = j(n + 1) + 1 olmak {izere,

1

g=lml o= / / wo(€.0) Bi(€) B, (n)dndé (4.3.7)

dir.
(4.3.2) esitligi (4.3.1) iterasyonunu baglatmada kullanilacak olan eleman

parametrelerinin bulunmasin saglayacak denklemdir. Ilk énce

Unin (2,9, 0) = ug(z, y) (4.3.8)

denklemine Galerkin sonlu eleman yonteminin uygulanmasiyla elde edilen (4.3.2)
cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse ¢ = 0.0 zamanindaki A;(¢), (i = 1(1)9) global

eleman parametreleri

A1(0) = 0.000020532217339442, A»(0) = 0.00326994497719513,
A3(0) = 0.00002053221736409, A4(0) = 0.00326994497719468,
A5(0) = 0.05967756619163220,  Ag(0) = 0.00326994497719513,
A7(0) = 0.00002053221736498, Ag(0) = 0.00326994497719157,

Ag(0) = 0.00002053221736142
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olarak bulunur. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman
denkleminde yerlerine yazilirsa ¢t = 0.0 zamaninda her bir elemanin wu,,,(§,n,t)
yaklasik ¢oziimi bulunmug olur. Tablo 4.1’de model problemin modifiye edilmis
2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman
yontemiyle elde edilen yaklagik c¢oziimleri literatiirdeki tam ¢oztimleri ile
karsilagtirildi.  Tablodan, elde edilen yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oztimlere oldukcga
yakin oldugu agikca goriilmektedir. Sekil 4.1, her bir elemanin ¢ = 0.0 zamaninda
elde edilen yaklagik ¢oziimiiniin grafigini gostermektedir. Her bir elemanin ¢t = 0.0
zamaninda u,,,(§,n,t) yaklagik ¢oziimiindeki noktasal degerleri kullanilarak model
problemin 4 eleman i¢in elde edilen niimerik ve tam coziimlerinin grafikleri Sekil
4.2’de ayr1 ayr verildi. Niumerik ¢oziim tam ¢oziime oldukg¢a yakin oldugundan

grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir. ¢ = 0.0 zamani i¢in elde edilen

(c) 3.eleman (d) 4.eleman

Sekil 4.1: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki niimerik ¢oztimleri.

A;(t), (1 = 1(1)9) eleman parametreleri bulunduktan sonra istenilen zaman adimi

i¢in iterasyona baglamir. (4.3.1) sistemine ileri fark ve Crank-Nicolson sonlu fark
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.2: Model problemin 2 x 2 = 4 i¢in ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b) niimerik
¢Oziimleri.
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Tablo 4.1: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman i¢in ¢t = 0.0’daki niimerik ve tam

¢oziimleri.

Niimerik Cozim ()

Tam Coziim (u)

(x,y) 2% 2
(0.25,0.25) 0.496407 0.500000
(0.25,0.50) 0.707240 0.707107
(0.25,0.75) 0.496402 0.500000
(0.50,0.25) 0.707240 0.707107
(0.50,0.50) 1.007242 1.000000
(0.50,0.75) 0.707240 0.707107
(0.75,0.25) 0.496402 0.500000
(0.75,0.50) 0.707240 0.707107
(0.75,0.75) 0.496402 0.500000

yaklagimlari uygulanir ve sonra (4.3.8) baglangi¢ sartlarindan elde edilen A(0) degerleri

kullanilirsa

[G - %At P] Altys) = [G + %At P] A(t,) (4.3.9)

iterasyon formiilii elde edilir. Burada ty =0, t,.,7 =t, + At olup At zaman adim
artigidir.

Problemin ¢oziim bolgesi 2 x 2 = 4 tane esit elemana ayrildigi i¢in h, = hy = h =
1/2 dir. Niimerik hesaplamalar i¢in At = 0.05 olarak almir ve (4.3.9) sistemi i¢in
Excel VBA (Visual Basic for Applications)’da yazilan program galigtirilirsa ¢ = 1.0

bitis zamanindaki A;(t), (i = 1(1)9) global eleman parametreleri

A1(1.0) = 0.000020557174780, Ay(1.0) = 0.003269838752490,
A3(1.0) = 0.000020557170904, A4(1.0) = 0.003269838749975,
A5(1.0) = 0.059676434384596, Ag(1.0) = 0.003269838752948,
A7(1.0) = 0.000020557174816, Ag(1.0) = 0.003269838752338,

Ag(1.0) = 0.000020557170840

olarak elde edilir. ¢'nin artan zamanlardaki degerleri i¢in benzer hesaplamalarla
A;(t) global eleman parametreleri bulunabilir. Elde edilen eleman parametreleri
her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine yazilirsa ¢ = 1.0 zamaninda her
bir eleman igin u,,(§,n,t) yaklagik ¢dziimi bulunmug olur. Tablo 4.2’de model

problemin modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar: kullanilarak

139



Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oztimleri literatiirdeki tam
¢oziimleri ile karsilagtirildi. Tablodan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere
oldukca yakin oldugu acikca goriilmektedir. Sekil 4.3, her bir elemanin ¢ = 1.0
zamaninda elde edilen yaklagik ¢oztimiiniin grafigini gostermektedir. Her bir
elemanin ¢t = 1.0 zamaninda u,,,(§,n,t) yaklagik ¢oztimiindeki noktasal degerleri
kullanilarak model problemin 4 eleman i¢in elde edilen niimerik ve tam ¢oziimlerinin
grafikleri Sekil 4.4’de ayr1 ayri verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin

oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.

(c) 3.eleman (d) 4.eleman

Sekil 4.3: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢t = 1.0’deki ntimerik
¢ozumleri.

Bolgenin 4x4=16 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 4 x 4 = 16 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/4 olan 16 eleman elde edilir. Her bir

elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme karsilik gelen (4.2.13)
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.4: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman ve At = 0.05 igin ¢t = 1.0’deki (a) tam
ve (b) niimerik ¢oziimleri.
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Tablo 4.2: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢ = 1.0’deki niimerik
ve tam coziimleri.

Niimerik Coziim (ty,) Tam Cozim (u)

(x,y) 2x2
(0.25,0.25) 0.496392 0.499990
(0.25,0.50) 0.707226 0.707093
(0.25,0.75) 0.496392 0.499990
(0.50,0.25) 0.707226 0.707093
(0.50,0.50) 1.007223 0.9999803
(0.50,0.75) 0.707226 0.707093
(0.75,0.25) 0.496392 0.499990
(0.75,0.50) 0.707226 0.707093
(0.75,0.75) 0.496392 0.499990

zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bolgesine diigen Ez(f) ve
Ej(n) yaklasim fonksiyonlarimin parcalar ile Ek(f ) ve El(n) agirlik fonksiyonlariin
parcalar goz éniinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.2.3.22) ile verilen
Upm (z, ¥, t) yaklagimi yazilir. Agirhik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek icin Tablo 3.3’de verilen
eleman konum tablosundan yararlanilir.

Her bir modifiye edilmis kiibik E—spline fonksiyonunun stirekliliginin saglanmasi
i¢in elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, By(€), Bi(€), Ba(€), Bs(z) ve By(€) modifiye edilmis kiibik B-spline
fonksiyonlar1 sirastyla ag(t), o (t), as(t), as(t) ve au(t) gibi reel sayilar ve Bo(n),
El(n), Eg(ﬁ), Eg(ﬂ) ve §4(77) modifiye edilmig kiibik B-spline fonksiyonlari ise
sirastyla Go(t), B1(t), Ba(t), B3(t) ve B4(t) gibi reel sayilar ile garpihir. (2.2.3.22)
yaklagimi (4.2.13) zayif formunda ve £, n yonlerinde modifiye edilmig kiibik B-spline
fonksiyonlarinin konum bolgesine diigen parcgalari da eleman denklemlerinde yerlerine
yazilirsa, u,,(&,n,t) yaklagik ¢6ziimii igin her bir elemanin eleman denklemi elde
edilir.

Her bir elemandaki w,,, (&, n,t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse problemin D ¢dziim
bolgesinde «;(t) ve B;(t), (i = 0(1)4) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
5 x 5 = 25 tane global eleman parametresi ortaya cikar. Agikca her bir elemanin
Unm (&, m,t) yaklasik ¢Ozlimiinii bulmak igin A;(¢), (i = 1(1)25) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki w,,, (&, n,t)

yaklagik ¢oziimii (4.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin
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katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda once (4.3.2) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi sonra (4.3.1) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
t = 0.0 ve t = 1.0 zamanlarindaki A;(¢), (¢ = 1(1)25) global eleman parametreleri
elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde
yerlerine yazilirsa her bir eleman i¢in ¢ = 0.0 ve ¢t = 1.0 zamanlarinda u,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimii bulunmus olur. Tablo 4.3 ve 4.4’de model problemin modifiye
edilmis 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oztimleri literatiirdeki tam coziimleri ile
karsilagtirildi. Tablolardan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca
yakin oldugu agikca goriilmektedir. Sekiller 4.5 ve 4.7, her bir elemanin sirasiyla t =
0.0 ve t = 1.0 zamanlarinda elde edilen yaklagik c¢oziimlerinin grafigini
gostermektedir. Her bir elemanin ¢t = 0.0 ve ¢ = 1.0 zamanlarmdaki w,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimiiniiniin noktasal degerleri kullanilarak model problemin 16 eleman
icin elde edilen niimerik ve tam ¢oztimlerinin grafikleri sirasi ile Sekil 4.6 ve 4.8’de
ayr1 ayri verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri

de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.
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(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman
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1'0

(n) 14.eleman

1 0

(p) 16.eleman

(0) 15.eleman

(m) 13.eleman

Sekil 4.5: (Devam) Model problemin 4 x 4 = 16 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki niimerik ¢6ztimleri (9-16. elemanlar).



Tablo 4.3: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman icin ¢ = 0.0’daki ntimerik ve tam

¢oziimleri.

Nimerik Cozim ()

Tam Coztim (u)

(x,y) 4 x4
(0.25,0.25) 0.500504 0.500000
(0.25,0.50) 0.707980 0.707107
(0.25,0.75) 0.500504 0.500000
(0.50,0.25) 0.707980 0.707107
(0.50,0.50) 1.001304 1.000000
(0.50,0.75) 0.707980 0.707107
(0.75,0.25) 0.500504 0.500000
(0.75,0.50) 0.707980 0.707107
(0.75,0.75) 0.500504 0.500000
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.6: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman igin ¢t = 0.0’daki (a) tam ve (b)
niimerik ¢oziimleri.
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(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman
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(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

Sekil 4.7: (Devam) Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢ = 1.0’deki niimerik ¢oziimleri (9-16. elemanlar).



Tablo 4.4: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢t = 1.0’deki
niimerik ve tam g¢oziimleri.

Niimerik Coziim (ty,) Tam Cozim (u)

(x,y) 4 x4
(0.25,0.25) 0.500494 0.499990
(0.25,0.50) 0.707966 0.707093
(0.25,0.75) 0.500494 0.499990
(0.50,0.25) 0.707966 0.707093
(0.50,0.50) 1.001285 0.999980
(0.50,0.75) 0.707966 0.707093
(0.75,0.25) 0.500494 0.499990
(0.75,0.50) 0.707966 0.707093
(0.75,0.75) 0.500494 0.499990

Bolgenin 10x10=100 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 10 x 10 = 100 elemana
boliniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/10 olan 100 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme kargilik gelen (4.2.13)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum boélgesine diigen Ez(ﬁ) ve
Ej(n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(g ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarinin
parcalar1 goz déniinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.2.3.22) ile verilen
Upm (2, y, t) yaklagimi yazihir. Agirhik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in bir eleman konum
tablosundan yararlanilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi parcgalarinin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in Tablo 3.5’de verilen
eleman konum tablosundan yararlanilir. Bu eleman konum tablosu eleman
denklemlerinin ~ ve  parametrelerinin  belirlenmesiyle  birlikte  elemanlarin
birlestirilmesinde de kullanilir.

Her bir modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi
i¢in elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, Bo(¢), Bi(€), Ba(€). Bs(€), Bu(€), Bs(€). Bs(€). Br(€). Bs(€). Bo(€) ve
Bio(¢) modifiye edilmig kiibik B-spline fonksiyonlar1 sirasiyla ag(t), ai(t), as(t),
as(t), au(t), as(t), ag(t), az(t), as(t), as(t) ve arg(t) gibi reel sayilar ve By(n), By (1),
By(n), Bs(n), Ba(n), Bs(n), Bs(n), Bz(n), Bs(n), Bo(n) ve Bio(n) modifiye edilmis
kiibik B-spline fonksiyonlar ise sirasiyla (o(t), 51(t), Ba(t), Bs(t), Ba(t), B5(t), Bs(t),
B7(t), Bs(t), Bo(t) ve Bio(t) gibi reel sayilar ile garpilir. (2.2.3.22) yaklagimi (4.2.13)
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.8: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.05 igin ¢ = 1.0’deki (a)

tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.
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zaylf formunda ve &, n yonlerinde modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlariin
konum bolgesine diigen parcalari da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa,
Unm (&, m, 1) yaklagik ¢6ziimii igin her bir elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki w,,, (&, n, t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse problemin D ¢ziim
bolgesinde «a;(t) ve (), (i = 0(1)10) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
11 x 11 = 121 tane global eleman parametresi ortaya cikar. Acikca her bir elemanin
Unm(€,7m,t) yaklagik ¢oztimiindi bulmak i¢in A;(t), (i = 1(1)121) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki wy,, (&, n,t)
yaklagik ¢oziimii (4.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda énce (4.3.2) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi sonra (4.3.1) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
t = 0.0 ve t = 1.0 zamanlaridaki A;(t), (¢ = 1(1)121) global eleman parametreleri
elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde
yerlerine yazilirsa her bir eleman i¢in ¢ = 0.0 ve ¢t = 1.0 zamanlarinda u,,,(§,n,t)
yaklagik ¢Oziimii bulunmug olur. Tablo 4.5 ve 4.6’da model problemin modifiye
edilmig 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oziimleri literatiirdeki tam coziimleri ile
karsilasgtirildi. Tablolardan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca
yakin oldugu agik¢a gorilmektedir. Her bir elemanin ¢ = 0.0 ve t = 1.0
zamanlarindaki wu,,,(£,n,t) yaklagik ¢oziimiiniintin noktasal degerleri kullanilarak
model problemin 100 eleman i¢in elde edilen niimerik ve tam ¢oziimlerinin grafikleri
sirast ile Qekil 4.9 ve 4.10’da ayr1 ayr1 verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca
yakin oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.

Tablo 4.7 ve 4.8’de siras1 ile t = 0.0 ve t = 1.0 zamanlarinda kiibik B-spline
baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklasik

¢oziimii ile problemin tam ¢oztimi karsilagtirildi.

4.4 Model Problemin Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Kuintik

B-spline Galerkin Sonlu Eleman Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda model problemin yaklagik ¢oziimleri modifiye edilmis 2—boyutlu
kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile
elde edildi. D = [0,1] x [0,1] ¢Oziim bolgesi 16 (h, = h, = 1/4) ve 100 (h, =

h, = 1/10) elemana ayrilarak niimerik ¢oziimler elde edildi. Elde edilen ¢6ziimler
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.9: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b)

niimerik ¢oziimleri.
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Tablo 4.5: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman igin ¢t = 0.0’daki niimerik ve tam

¢ozumleri.

Niimerik Cozim ()

Tam Coziim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.25,0.25) 0.499973 0.500000
(0.25,0.50) 0.707095 0.707107
(0.25,0.75) 0.499973 0.500000
(0.50,0.25) 0.707095 0.707107
(0.50,0.50) 1.000014 1.000000
(0.50,0.75) 0.707095 0.707107
(0.75,0.25) 0.499973 0.500000
(0.75,0.50) 0.707095 0.707107
(0.75,0.75) 0.499973 0.500000

Tablo 4.6: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢t = 1.0’deki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim () Tam Coziim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.25,0.25) 0.499973 0.499990
(0.25,0.50) 0.707082 0.707093
(0.25,0.75) 0.499963 0.499990
(0.50,0.25) 0.707080 0.707093
(0.50,0.50) 0.999994 0.999980
(0.50,0.75) 0.707081 0.707093
(0.75,0.25) 0.499973 0.499990
(0.75,0.50) 0.707081 0.707093
(0.75,0.75) 0.499973 0.499990

154



(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.10: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.05 igin ¢ = 1.0’deki

(a) tam ve (b) niimerik ¢dziimleri.
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Tablo 4.7: Model problemin 2 x 2 =4, 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman i¢in
t = 0.0’daki niimerik ve tam c¢oziimleri.

Niimerik Cozim () Tam Coziim (u)
(x,y) (2x2) (4x4) (10x10)
(1.0,0.0)  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.097226 0.095295 0.095493 0.095492
(0.8,0.2) 0.344312 0.345817 0.345483 0.345492
(0.7,0.3) 0.649779 0.654327 0.654520 0.654508
(0.6,0.4) 0.904726 0.903789 0.904514 0.904508
(0.5,0.5) 1.007242 1.001304 1.000014 1.000000
(0.4,0.6) 0.904726 0.903789 0.904514 0.904508
(0.3,0.7) 0.649779 0.654327 0.654520 0.654508
(0.2,0.8) 0.344312 0.345817 0.345483 0.345492
(0.1,0.9) 0.097226 0.095295 0.095493 0.095492
(0.0,1.0)  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.0,0.0)  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.1,0.1) 0.097226 0.095295 0.095493 0.095492
(0.2,0.2) 0.344312 0.345817 0.345483 0.345492
(0.3,0.3) 0.649779 0.654327 0.654520 0.654508
(0.4,0.4) 0.904726 0.903789 0.904514 0.904508
(0.5,0.5) 1.007242 1.001304 1.000014 1.000000
(0.6,0.6) 0.904726 0.903789 0.904514 0.904508
(0.7,0.7) 0.649779 0.654327 0.654520 0.654508
(0.8,0.8) 0.344312 0.345817 0.345483 0.345492
(0.9,0.9) 0.097226 0.095295 0.095493 0.095492
(1.0,1.0)  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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Tablo 4.8: Model problemin 2 x 2 = 4, 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman ve
At = 0.05 i¢in t = 1.0’deki ntimerik ve tam ¢oztimleri.

Niimerik Cozim (wym,) Tam Coziim (u)
(z,y) 9%x2  4x4  10x10
(1.0,0.0) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.097224 0.095294 0.095491 0.095490
(0.8,0.2) 0.344305 0.345810 0.345477 0.345485
(0.7,0.3) 0.649766 0.654314 0.654507 0.654496
(0.6,0.4) 0.904708 0.903771 0.904496 0.904491
(0.5,0.5) 1.007223 1.001285 0.999994 0.999980
(0.4,0.6) 0.904708 0.903771 0.904496 0.904491
(0.3,0.7) 0.649766 0.654314 0.654507 0.654496
(0.2,0.8) 0.344305 0.345810 0.345476 0.345485
(0.1,0.9) 0.097224 0.095294 0.095490 0.095490
(0.0,1.0) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
(0.1,0.1) 0.097224 0.095294 0.095502 0.095490
(0.2,0.2) 0.344305 0.345810 0.345474 0.345485
(0.3,0.3) 0.649766 0.654314 0.654503 0.654496
(0.4,0.4) 0.904708 0.903771 0.904496 0.904491
(0.5,0.5) 1.007223 1.001285 0.999994 0.999980
(0.6,0.6) 0.904708 0.903771 0.904496 0.904491
(0.7,0.7) 0.649766 0.654314 0.654507 0.654496
(0.8,0.8) 0.344305 0.345810 0.345477 0.345485
(0.9,0.9) 0.097224 0.095294 0.095491 0.095490
(1.0,1.0) 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
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literatiirdeki mevcut ¢oziimlerle karsilagtirilarak Ly ve L., hata normlari ile birlikte

tablolar halinde sunuldu.

Bolgenin 4x4=16 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 4 x 4 = 16 elemana
boluniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/4 olan 16 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢in model probleme karsilik gelen (4.2.13)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bélgesine diigen é,(f) ve
Ej(n) yaklagim fonksiyonlarinin parcalar ile Ek(é’ ) ve El(n) agirlik fonksiyonlariin
parcalar1 goz éniinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.3.3.15) ile verilen
Upm (2, y, t) yaklagimi yazihir. Agirhik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in Tablo 3.3’de verilen
eleman konum tablosundan yararlanilir.

Her bir modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi
i¢in elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, B_1(€), Bo(€), B1(€), B(€), Bs(€), Ba(€) ve Bs(€) modifiye edilmis kuintik
B-spline fonksiyonlar1 sirasiyla a1 (t), ag(t), ai(t), aa(t), as(t), as(t) ve as(t) gibi
reel sayilar ve B_1(n), Bo(n), Bi(n), B2(n), Bs(n), Ba(n) ve Bs(n) modifiye edilmis
kuintik B-spline fonksiyonlar ise sirasiyla 8_1(t), 5o(t), B1(t), Ba(t), B3(t), Ba(t) ve
B5(t) gibi reel sayilar ile garpilir. (2.3.3.15) yaklagimi (4.2.13) zayif formunda ve £, n
yonlerinde modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine diigen
parcalar1 da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, w,,,(&,n,t) yaklagik ¢oziimii
i¢in her bir elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki u,,, (&, n, t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse problemin D ¢6ziim
bolgesinde «;(t) ve B;(t), (i = —1(1)5) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
7 x 7 =49 tane global eleman parametresi ortaya gikar. Agikca her bir elemanin
Unm (&, m,t) yaklasik ¢Oozimiinii bulmak igin A;(¢), (i = 1(1)49) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki (&, n,t)
yaklagik ¢oziimii (4.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman igin elde edilen katsayilar matrisleri
birlestirerek global koordinatlarda once (4.3.2) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi sonra (4.3.1) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
t = 0.0 ve t = 1.0 zamanlarmdaki A;(¢), (i = 1(1)49) global eleman parametreleri
elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde

yerlerine yazilirsa her bir eleman i¢in ¢ = 0.0 ve ¢t = 1.0 zamanlarinda w,,,(§,n,t)
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yaklagik ¢oztimi bulunmug olur. Tablo 4.9 ve 4.10’da model problemin modifiye
edilmig 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklagsik ¢oztimleri literatiirdeki tam coziimleri ile
kargilagtirildi. Tablolardan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca
yakin oldugu agikca goriilmektedir. Sekiller 4.11 ve 4.13, her bir elemanin sirasiyla
t = 0.0 ve t = 1.0 zamanlarinda elde edilen yaklagik coziimlerinin grafigini
gostermektedir. Her bir elemanin ¢t = 0.0 ve t = 1.0 zamanlaridaki w,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimiiniiniin noktasal degerleri kullanilarak model problemin 16 eleman
icin elde edilen ntimerik ve tam ¢oztimlerinin grafikleri sirasi ile Sekil 4.12 ve 4.14’de
ayri ayri verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri

de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.
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(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman
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(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

16 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki niimerik ¢6ztimleri (9-16. elemanlar).

Sekil 4.11: (Devam) Model problemin 4 x 4



Tablo 4.9: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman icin ¢ = 0.0’daki ntimerik ve tam

¢oziimleri.

Nimerik Cozim ()

Tam Coztim (u)

(z,y) 4x4
(0.25,0.25) 0.500009 0.500000
(0.25,0.50) 0.707119 0.707107
(0.25,0.75) 0.500009 0.500000
(0.50,0.25) 0.707119 0.707107
(0.50,0.50) 1.000017 1.000000
(0.50,0.75) 0.707119 0.707107
(0.75,0.25) 0.500009 0.500000
(0.75,0.50) 0.707119 0.707107
(0.75,0.75) 0.500009 0.500000
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.12: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman igin ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b)
niimerik ¢oziimleri.
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(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman
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(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

Sekil 4.13: (Devam) Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢ = 1.0’deki niimerik ¢oziimleri (9-16. elemanlar).



Tablo 4.10: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢ = 1.0’deki
niimerik ve tam g¢oziimleri.

Niimerik Coziim (ty,) Tam Cozim (u)

(x,y) 4 x4
(0.25,0.25) 0.499999 0.499990
(0.25,0.50) 0.707105 0.707093
(0.25,0.75) 0.499999 0.499990
(0.50,0.25) 0.707105 0.707093
(0.50,0.50) 0.999997 0.999980
(0.50,0.75) 0.707105 0.707093
(0.75,0.25) 0.499999 0.499990
(0.75,0.50) 0.707105 0.707093
(0.75,0.75) 0.499999 0.499990

Bolgenin 10x10=100 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 10 x 10 = 100 elemana
boliniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/10 olan 100 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme kargilik gelen (4.2.13)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum boélgesine diigen Ez(ﬁ) ve
Ej(n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(g ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarinin
parcalar1 goz déniinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.3.3.15) ile verilen
Upm (2, y, t) yaklagimi yazihir. Agirhik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinin
problemin (4.2.13) zayif form denkleminde kullanilacagimi belirlemek i¢in 4 x 4 =
16’dakine benzer sekilde eleman konum tablosundan yararlamhr. Ornegin boyle bir
tablo 100 eleman i¢in Tablo 3.5’deki gibi numaralandirilir. Bu eleman konum tablosu
eleman denklemlerinin ve parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin
birlesgtirilmesinde de kullanilir.

Her bir kuintik B-spline fonksiyonunun stirekliliginin saglanmasi igin
elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
Boylece, B1(8). Bo(§). Bi(€). Ba(6). Bs(6). Bal€). Bs(€). Bo(€). Br(€). Bs(¢).
By(£), Bio(§) ve Bi11(§) modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonlar sirasiyla
a_1(t), ap(t), ar(t), as(t), as(t), as(t), as(t), as(t), az(t), as(t), ag(t), aio(t) ve
aq1(t) gibi reel sayilar ve 571(77% §o(77), §1(77>7 §2(77), §3(77)7 §4(77)7 §5(77)7 §6(77)>
B:(n), Bs(n), Bo(n), Bio(n) ve Biy(n) modifiye edilmis kuintik B-spline fonksiyonlar:

ise SlraSIYIa’ ﬁ—l(t)a BO(t)7 ﬁl(t)7 ﬁQ(t)a ﬁfﬂ(t)a ﬁﬁl(t)a 55(1:)’ BG(t)v 57(1:)7 ﬁg(t), ﬁQ(t)7
Bio(t) ve [11(t) gibi reel sayilar ile garpilir. (2.3.3.15) yaklagim (4.2.13) zayif
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(a) Tam ¢bziim

(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.14: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢ = 1.0’deki (a)
tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.
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formunda ve &, 1 yonlerinde modifiye edilmis kuintik B-spline fonksiyonlarinin konum
bolgesine diigen pargalar: da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, w,,(§,n,t)
yaklasik ¢Oziimii i¢in her bir elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki w,,, (&, n, t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse problemin D ¢ziim
bolgesinde «;(t) ve B;(t), (i = —1(1)11) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
13 x 13 = 169 tane A;(t) global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Acikca her bir
elemanin w,,,(&,n,t) yaklagik ¢oztimiinii bulmak igin A;(¢), (i = 1(1)169) global
eleman parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki
Unm (&, 1, 1) yaklagik ¢oziimii (4.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir
eleman icin katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman icin elde edilen katsayilar
matrisleri birlegtirerek global koordinatlarda énce (4.3.2) formunda elde edilen
cebirsel denklem sistemi sonra (4.3.1) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem
sistemi ¢oziliirse ¢ = 0.0 ve ¢ = 1.0 zamanlarimdaki A,(t), (i = 1(1)169) global
eleman parametreleri elde edilir. Bu eleman parametreleri her bir elemanin eleman
denkleminde yerlerine yazilirsa her bir eleman igin ¢ = 0.0 ve ¢t = 1.0 zamanlarinda
Unm (€, m, 1) yaklagik ¢oziimii bulunmus olur. Tablo 4.11 ve 4.12’de model problemin
modifiye edilmis 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlari kullanilarak
Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oztimleri literatiirdeki tam
¢oziimleri ile karsilagtirildi.  Tablolardan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam
¢oziimlere oldukc¢a yakin oldugu agikga gorilmektedir. Her bir elemanin ¢ = 0.0
ve t = 1.0 zamanlarindaki u,,(§,n,t) yaklagik ¢oziimiiniiniin noktasal degerleri
kullanilarak model problemin 100 eleman icin elde edilen niimerik ve tam
¢oziimlerinin grafikleri sirasi ile Sekil 4.15 ve 4.16’da ayr1 ayr1 verildi. Niimerik
¢oziim tam ¢ozlime oldukca yakin oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar
benzerdir. Tablo 4.13 ve 4.14’de siras1 ile t = 0.0 ve t = 1.0 zamanlarinda kuintik
B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi kullanilarak
elde edilen yaklagik ¢oziimii ile problemin tam ¢oziimi karsilagtirildi. Kiibik ve
kuintik B-spline baz fonksiyonlari kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle
elde edilen wuy,,(x,y,t) nimerik ¢dziiminiin w(z,y,t) tam ¢oztimiine ne kadar

yaklastigini 6lgmek igin

LQZ HU—UanQZ ;

ip

ile tanimlanan Ly ve L., hata normlari hesaplanarak Tablo 5.15’de verildi. Burada
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 4.15: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b)

niimerik ¢oziimleri.
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Tablo 4.11: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki ntimerik ve
tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim (ty,,) Tam Coziim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.25,0.25) 0.500000 0.500000
(0.25,0.50) 0.707107 0.707107
(0.25,0.75) 0.500000 0.500000
(0.50,0.25) 0.707107 0.707107
(0.50,0.50) 1.000000 1.000000
(0.50,0.75) 0.707107 0.707107
(0.75,0.25) 0.500000 0.500000
(0.75,0.50) 0.707107 0.707107
(0.75,0.75) 0.500000 0.500000

Tablo 4.12: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.05 igin ¢t = 1.0’deki
niimerik ve tam g¢oziimleri.

Niimerik Coziim () Tam Cozim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.25,0.25) 0.499990 0.499990
(0.25,0.50) 0.707093 0.707093
(0.25,0.75) 0.499990 0.499990
(0.50,0.25) 0.707093 0.707093
(0.50,0.50) 0.999980 0.999980
(0.50,0.75) 0.707093 0.707093
(0.75,0.25) 0.499990 0.499990
(0.75,0.50) 0.707093 0.707093
(0.75,0.75) 0.499990 0.499990
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(b) Niimerik ¢oztim

Sekil 4.16: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.05 i¢in ¢t = 1.0’deki
(a) tam ve (b) niimerik ¢dziimleri.
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Tablo 4.13: Model problemin 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman igin ¢ = 0.0’daki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim () Tam Coziim (u)
(x,y) 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.095489  0.095492 0.095492
(0.8,0.2) 0.345495  0.345492 0.345492
(0.7,0.3) 0.654510  0.654509 0.654508
(0.6,0.4) 0.904497  0.904508 0.904508
(0.5,0.5) 1.000017  1.000000 1.000000
(0.4,0.6) 0.904497  0.904508 0.904508
(0.3,0.7) 0.654510  0.654509 0.654508
(0.2,0.8) 0.345495  0.345492 0.345492
(0.1,0.9) 0.095489  0.095492 0.095492
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.00000 0.000000 0.000000
(0.1,0.1) 0.095489  0.095492 0.095492
(0.2,0.2) 0.345495  0.345492 0.345492
(0.3,0.3) 0.654510  0.654509 0.654508
(0.4,0.4) 0.904497  0.904508 0.904508
(0.5,0.5) 1.000017  1.000000 1.000000
(0.6,0.6) 0.904497  0.904508 0.904508
(0.7,0.7) 0.654510  0.654509 0.654508
(0.8,0.8) 0.345495  0.345492 0.345492
(0.9,0.9) 0.095489  0.095492 0.095492
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
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Tablo 4.14: Model problemin 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.05 i¢in
t = 1.0’deki ntimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim (wym,) Tam Coziim (u)
(x,y) 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.095487  0.095490 0.095490
(0.8,0.2) 0.345488  0.345485 0.345485
(0.7,0.3) 0.654497  0.654496 0.654496
(0.6,0.4) 0.904480  0.904491 0.904491
(0.5,0.5) 0.999997  0.999980 0.999980
(0.4,0.6) 0.904480  0.904491 0.904491
(0.3,0.7) 0.654497  0.654496 0.654496
(0.2,0.8) 0.345488  0.345485 0.345485
(0.1,0.9) 0.095487  0.095490 0.095490
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.00000 0.000000 0.000000
(0.1,0.1) 0.095487  0.095490 0.095490
(0.2,0.2) 0.345488  0.345485 0.345485
(0.3,0.3) 0.654497  0.654496 0.654496
(0.4,0.4) 0.904480  0.904491 0.904491
(0.5,0.5) 0.999997  0.999980 0.999980
(0.6,0.6) 0.904480  0.904491 0.904491
(0.7,0.7) 0.654497  0.654496 0.654496
(0.8,0.8) 0.345488  0.345485 0.345485
(0.9,0.9) 0.095487  0.095490 0.095490
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
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Tablo 4.15: Model problemin farkli dereceden B-spline baz fonksiyonlar: ve eleman

sayisi i¢in Ly ve Lo, hata normlari.

Kiibik

Kuintik

Eleman
Say1si

t=0.0

t=1.0

L,

L

L,

L

2% 2
4 x 4
10 x 10

4 x4
10 x 10

4.57634x107
6.17439x10™
3.20014 %10

9.47159% 107
3.07748x 107

7.24231x1073
1.30443x1073
5.42266x 1075

1.68070x 107
3.51590x 107

4.57634x107
6.17436x 104
3.28112x107°

9.47156x10°°
3.37081x 108

7.24234x1073
1.30444x1073
5.41446x 107

1.68088x 107
6.86755x 108

n;, i¢ noktalarm sayisi olup u; ve (U, ); sirast ile i. noktadaki v'nun tam ve yaklagik

¢oziimleridir. Ly ve Lo hata normlarn D = [0,1] x [0,1] ¢oziim bdlgesinin x ve y

yonlerinde 40 esit parcaya béliinmesiyle ortaya gikan toplam 41 x 41 = 1681(= n;,)

diigiim noktasindaki u; ve (uny,); degerleri g6z 6niinde bulundurularak hesaplanda.

Tablodan da gortildiigi gibi kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanildiginda eleman

sayisinin artmasi durumunda hata normlar gittikge azalmaktadir. Kiibik B-spline

baz fonksiyonlar1 yerine kuintik B-spline baz fonksiyonlarinin kullanimi niimerik

¢oziimi daha da iyilegtirmis ve eleman sayisinin artmasi durumunda hata normlar:

kiibik B-spline baz fonksiyonlarina gore daha da kii¢tilmiigtiir.
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BOLUM 5

2-BOYUTLU KARARSIZ BURGERS
DENKLEMININ MODIFIYE EDILMIS
B-SPLINE GALERKIN SONLU ELEMAN
YONTEMIYLE COZUMU

5.1 Giris

Zamana bagli 2—boyutlu kararsiz Burgers denkleminin niimerik ¢oziimii iizerine
yapilan bir takim caligmalar vardir. Literatiirde sik¢a karsilagilan lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlerden Burgers denkleminin tiirbiillansin matematiksel
modeli ve viskoz bir sivi i¢cinde hareket eden sok dalga boyunca akigin yaklagik
teorisi gibi birtakim olaylar1 tanimladig1 ortaya ¢ikmigtir [32]. Baz aragtirmacilar
ozellikle 2-boyutlu Burgers denklem sistemi i¢in bir takim niimerik ve tam ¢oziimler
sunmuglardir. El-Sayed ve Kaya [33], baglangig sartlar ile verilen 2—boyutlu Burgers
denklem sisteminin niimerik ve analitik ¢oziimlerine yaklagmak i¢in Adomian ayrigim
yontemini sunmuslardir. Zhu vd. [34], 2—boyutlu Burgers denkleminin niimerik
¢oziimlerini bulmak ic¢in ayrik Adomian ayrigim yontemini sunmuslardir. Fletcher
[35], 2—boyutlu Burgers denkleminin Cole-Hopf doniigtimiinii kullanarak tam ve
niimerik ¢oziimlerini elde etmigtir. Khater vd. [32], Burgers tipi denklemlerin
niimerik ¢oztimlerini elde etmek i¢in Chebyshev spektral kollokasyon yontemini
ayrintili olarak sunmuglardir. Wu ve Zhang [36], 2—boyutlu Burgers denkleminin
niimerik ¢6ziimiini bir yapay sinir yontemi ile elde etmiglerdir. Radwan [11],
2—boyutlu kararsiz Burgers denkleminin ¢oziimii i¢in yiiksek mertebeden tam
yontemlerin kargilagtirmasini yapmis, dordiincii mertebeden tam iki nokta kompakt
yontemini ve dordiincii mertebeden tam Du Fort Frankel yontemini tiiretmigtir.
Gurefe ve Misirh [37], (G'/G)-agihm yontemi yardimiyla Riccati denkleminin bazi
tam ¢oziimlerini elde ettikten sonra Riccati denkleminin kendisi ve tam ¢oziimlerini
kullanarak 2—boyutlu Burgers denklem sisteminin iki keyfi fonksiyonlu

degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimlerini buldular. Riccati denkleminin kendisini ve
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tam ¢oziimlerini kullanarak Velivelli ve Bryden [38], kararsiz 2—boyutlu Burgers
denkleminin ¢oziimii i¢in lattice Boltzman ve klasik sonlu fark yontemlerinin paralel
performans ve tamhgmi kargilagtirdilar. Mittal ve Jiwari [39], uygun baglangig ve
sinir sartlari ile birlikte verilen lineer olmayan 2—boyutlu Burgers denklem sisteminin
niimerik ¢oziimlerini elde etmek icin hizli yakinsayan  diferansiyel kuadratur
yontemini o6nermiglerdir.  Srivastava vd.  [40], 2—boyutlu coupled Burgers
denklemlerinin niimerik ¢o6ziimlerini Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile elde
etmiglerdir. Boules ve Eick [41], katsayilar1 zamana bagl olan kesilmig Fourier
serisiyle tam ¢ozlimiin yaklagik bilegenlerinden olugan teknikle 2—boyutlu Burgers
denkleminin yaklagik ¢oztimiinii elde etmiglerdir. Inan vd. [42], dokuzuncu mertebe
Korteweg-de Vries denklemi ve 2—boyutlu Burgers denklemlerinin kompleks
¢ozumleri icin direkt bir cebirsel yontem uygulamig ve bu denklemlerin bir takim
kompleks ¢oziimlerini bulmuslardir.  Allery vd. [43], 2—boyutlu Burgers
denklemlerini her bir iterasyonda bazin daha da iyilestirildigi bir baza dayali iteratif
prosediir olan o6nceden indirgeme (Priori Reduction) yontemini kullanarak
¢ozmiiglerdir.

Bu bolimde modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik ve kuintik B-spline baz
fonksiyonlar kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle 2-boyutlu kararsiz
Burgers denklemi igin baglangic ve sinir sartlar ile verilen model problemin yaklagik
cozimleri elde edildi. Elde edilen niimerik ¢oziimler problemin literatiirdeki mevcut

¢oziimleriyle kargilagtirilarak Ly ve L., hata normlar: tablolar halinde sunuldu.

5.2 Model Problem

Bu boliimde model problem olarak D = [0, 1] x [0, 1] bdlgesi iizerinde

U + Uy + Wity = V(Ugy + Uyy), (z,y) €D, t>0 (5.2.1)

seklinde verilen 2—boyutlu kararsiz Burgers denklemi

1

U(l‘,y,O) = Uo(ﬂf,y) =

baslangic sart1 ve

1

1 + e(@—t)/20” ro=0<zx<z,=1¢>0 (5.2.3)
e\r—t)/«v

U(l’, Yo, t) = gl(x> t) =
1

14 el /20” ro=0<zx<z,=1,t>0 (5.24)
eI — v

u(xayrrut) = 92(x7t) =
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1
1+ ely—t)/2v’
1

u(zo,y,t) = hi(y,t) = Yp=0<y<yn,=1,t>0 (5.2.5)

w(Tp,y,t) = ho(y,t) =

sinir sartlar: ile birlikte goz oniine alindi. Problemin tam ¢oziimi

Y=0<y<ym=11t>0 (526)

1

TR e (5.2.7)

u(w7 y? t) =

dir [32]. Burada v = 1/R olup keyfi bir sabit ve R Reynolds sayisi olup model
problemin coziimiinde R = 100 olarak alindi. Indislerdeki z, y ve t siras: ile z,y

konumlarina ve ¢t zamanina gore tiirevi gostermektedir.

Model Problemin Zayif Formu

Bu boltimde yukarida verilen model problemin modifiye edilmig kiibik ve kuintik
B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile yaklagik
¢oziimleri elde edileceginden problemin zayif form denkleminin bulunmasi gerekir.
Bunun i¢in 6nce (5.2.1) denklemindeki tiim ifadeler esitligin sol tarafinda toplanir

ve sonra V(z,y) agirlik fonksiyonu ile garpiminin bolge iizerinden integrali alinirsa

//[ut + Uty + utly — V(Ugy + Uyy) | Wdady = 0 (5.2.8)

elde edilir. Burada, k = 0(1)n ve [ = 0(1)m olmak iizere, ¥ = By (z)B,(y) dir.

u bagiml degiskeninin mertebesini kendisi ve ¥ agirlik fonksiyonu arasinda
paylagtirmak icin Green teoremi kullanilir. Soyleki, D Lipschitz sinirh bir bolge,
f(z) = f(x1,...,xn) ve g(x) = g(x1, ..., xn) fonksiyonlar1 O f /Ox; ve Og/0z; tirevleri
ile birlikte D = D 4 0D de siirekli fonksiyonlar ise Green teoreminden

[tz [ 2

dir. Burada, ¢ sayis1 1 ile NV arasinda herhangi bir say1 olup v; dig normalin birim

= %fgvids (5.2.9)
oD

vektoriiniin 4. koordinatidir. (5.2.9) esitligi

f—g,g—\llz 1 i¢in /—\I/dd //@a—\pdd % Yo ds

(5.2.10)

ve
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f—g ,g=V,i=2i¢in //8 5> Vdzdy + //@a—qjdxdy—]{—\llvgds

(5.2.11)
olur. Tiim By(z) ve B(y) 'ler D smm iizerinde sifir oldugundan acikca ¥'de
0D smur iizerinde sifirdir. Boylece (5.2.10) ve (5.2.11) denklemlerinin sag taraflar:
otomatik olarak sifir olup bunlar (5.2.9)’da kullanilirsa (5.2.1)-(5.2.6) denklemleri

ile verilen model problemin global koordinat sisteminde zayif formu

//[ut\lf + wu, U + uwy U + vu, U, + vu, U, ldedy = 0 (5.2.12)

olarak elde edilir. Global koordinat sisteminden lokal koordinat sistemine ge¢gmek
icin h,§ = v — x,, ve hyn = y — x,, lokal koordinat dontigimleri kullanilir. Boylece,

global koordinat sistemindeki (5.2.12) zayif form denklemi lokal koordinat sisteminde

//[hgutlll + huue ¥ + huu, ¥ + vue Ve + vu,V,|dédn = 0 (5.2.13)

olur.

5.3 Model Problemin Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Kiibik

B-spline Galerkin Sonlu Eleman Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda model problemin niimerik ¢oztimleri modifiye edilmis 2—boyutlu
kiibik B-spline baz fonksiyonlar: kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile elde
edildi. Niimerik hesaplamalar problemin D = [0,1] x [0,1] ¢bziim bolgesi sirast
ile 4 (hy = hy, = 1/2), 16 (hy = h, = 1/4) ve 100 (h, = h, = 1/10) elemana
ayrilarak yapildi. Elde edilen ntimerik ¢oziimler literatiirdeki mevcut ¢oziimlerle

karsilagtirilarak Lo ve L., hata normlar ile birlikte tablolar halinde sunuldu.

Bolgenin 2x2=4 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢o6ziim bolgesi her biri 6zdes kareler olan 2 x 2 = 4 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/2 olan 4 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme karsilik gelen (5.2.13)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bolgesine diigen El(ﬁ) ve

Ej(n) yaklasim fonksiyonlarimin parcalar ile Ek(f ) ve El(n) agirlik fonksiyonlariin
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pargalar1 g6z 6niinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.2.3.22) ile verilen
Unm (2, y,t) yaklagimi (2.2.3.17) ve (2.2.3.21) denklemleri ile birlikte yazilir. Agirhik
ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi parcalarinin problemin zayif form denkleminde
kullanilacagini belirlemek igin Tablo 3.1'de verilen eleman konum tablosundan
yararlanilir.

Coziim bolgesine diigen sirasi ile x ve y yonlerindeki modifiye edilmig E,(x) ve
El(y) kiibik B-spline baz fonksiyonlarin tiimii bir arada Bolim 3’de Sekil 3.4’de
gosterildigi sekilde ele alinmigtir. (5.2.13) ile verilen denklem tipik bir "e” elemam
icin eleman denklemi olarak adlandirilir. Tipik bir eleman denkleminde
/ / uug Wdédn ve / / uu, ¥dédn terimleri lineerligi bozan terimlerdir. 2-boyutlu
kararsiz Burgers denkleminin lineer olmayan uug ve uu, terimlerini lineerlestirmek
i¢in u® yerine

u® = \° (5.3.1)
gibi reel bir sabit alinir.

Her bir kiibik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi i¢in elemanlardan
gecen her bir pargasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir. O halde, éo (£),
B1(€) ve By(€) modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlar: sirasiyla a(t), a () ve
as(t) gibi reel katsayilar ile By(n), By(n) ve By(n) modifiye edilmis kiibik B-spline
fonksiyonlar1 da sirasiyla By (t), 81 (t) ve B2(t) gibi reel katsayilar ile garpilir. (2.2.3.22)
yaklagimi (5.2.13) zayif formunda, £ ve n yonlerinde modifiye edilmig kiibik B-spline
fonksiyonlarinin konum bolgesine diigsen parcalar: eleman denklemlerinde yerlerine
yazilirsa, her bir elemandaki w,,(£,n,t) yaklagik ¢oztimi agagidaki eleman
denklemleri ile ifade edilir.

1. eleman igin:

(1-36+32-¢%)  (1=3n+3n"—17")

Unm(€7 U t) = 1+ e(n/2-1t)/2v 1+ e(§/2—-1)/2v
C(1=3¢+38 - &)1 =30+ 30> —1®)
1 +e(—t)/2v

+ [ao(t) F1 + ay (8) Fy + ao(t) F3] 6o () Qn
+ [ao(t) F1 + aq () Fy + ao(t) F3] 51 (1) Q2

+ [ (1) Py + (1) Fo 4 a(t) F3] B2(1) Qs,
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2. eleman icin:

(&) (1=3n+37"—n°) (&)1 —=3n+3n* -7

Unm(ga 7, t) = 11 e(n/2—t+1)/2v 1+ e((E+1)/2—t)/2v - 1+ e(1=t)/2v
+ [ (t) Fy 4 an (8) F5 + aa(t) Fo] Bo (1) Q1
+ (oo () Fy + i (1) F5 4 aa(t) Fs] 51 () Q2

+ [ () By + as(t) F5 4 aa(t) Fs] B2(1) Qs,

3. eleman igin:

(1-36+38—-¢&°) (%) (1-36+38—-8)(n°)

unm(&51,1) = e T T e 1+ e(—D/2o
+ [ao () F1 + an(8) Fz + () F5] 5o () Qu
+ [ao(t) Fy + a1 () Fa + aso(t) F5) 81 () Qs
+ [0 () Fy + a1 (t) Fo + as(t) F3) B2 (t) Qs,

4. eleman igin:

R SR (0 E (10 N U
nm\Sy T, 1+€((77+1)/27t+1)/zv 1_|_e((5+1)/2—t+1)/2'u 14_6(2715)/21)

+ [ao(t) Fy + a1 (t) F5 + ao(t) Fs) Bo () Qa
+ [ao(t) Fy + a1 (t) F5 + as(t) Fs) 51 (1) Qs

+ [ (t) Fy 4 a5 (L) F5 + aa(t) Fo] B2 (1) Qs

dir.

Burada

Fy =126 — 18¢% + 7¢3,

Q1 = 12n — 18> + T°,

Fy = 66 — 2%,

Q2 = 60 — 21°,

F3:€37



Fy=1-3¢+38 - ¢,

Qi=1-3n+3n"—n’,

Fy =4 —6&+26%,

Qs =4 — 61> + 2%,

Fs=1+3¢+36-178°,
Qs =1+3n+3n* -1
dir.

Yukarida ifade edilen her bir elemandaki w,,, (&, n, t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse

problemin D ¢oziim bolgesinde «;(t) ve 5;(t), (¢ = 0(1)2) lokal eleman parametrelerine

bagh
Ai(t) = ao(t)Bo(t), Aa(t) = ar(t)Bo(t), As(t) = aq(t)Bo(t),
Ay(t) = ao(t)i(t), As(t) = au(t)Bi(t), As(t) = aa(t)Bul(t),
Aq(t) = ao(t)B2(t), As(t) = ar(t)Ba(t), Ag(t) = ax(t)Balt),

seklinde toplam 3x3 = 9 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Agikca her bir
elemanin u,,, (&, n, t) yaklagik ¢éziimiint bulmak igin A;(t), (i = 1(1)9) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun igin her bir elemandaki t,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimii (5.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in
katsayilar matrisi elde edilir. Elde edilen katsayilar matrisleri birlestirilirse global

koordinatlarda

G——=PA(t)+ f (5.3.2)
ZA0) =g (5.3.3)

cebirsel denklem sistemi elde edilir.
Burada, i, 7, k,l = 0(1)n igin 4y = j(n + 1) + i ve j; = l(n + 1) + k olmak iizere,

G =lgin]. gy = 2 / / Bu(€) B, (n) Bu(€) Bu(n)dnde (5.3.4)
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(€)By(n)dndé—

P = [pizjl ’ Pig = _hAe// j

dir.
i,j = 0(1)n i¢in ¢ = j(n + 1) + 1 olmak iizere

&u
f= fil ) = —hQ// 825 i (n)dnd£—
1 1
ow(€,n,t) = .\ 5
% B;i(&) Bj(n)dndé—
1 1
ow(€,nt) =5, .\ =
h\¢ B;(&)B;(n)dndé—
11 Dl )
/ / ”’ B;(n)dnde—
00
1 1 8w E ( )
v B; (€)= dnd¢

(5.3.5a)

(5.3.6)

(5.3.7)

dir. Yine benzer sekilde, i = 0,1,2, j = 0,1,2,k = 0,1,2,]= 0,1,2 icin 4, =

jn+1)+1ve ji=1(n+ 1)+ k olmak iizere,

By(€)By(n)dnde

(5.3.8)



dir. Son olarak, i, 7, k,1 = 0(1)n i¢in 4, = j(n + 1) + 1 olmak tizere,

g=lgd o= [ [{ulen) —w€n 0 BOB M (539)

dir.
(5.3.3) cebirsel denklem sistemi g¢oziiliirse ¢ = 0.0 zamammndaki A;(t), (i = 1(1)9)

global eleman parametreleri

A;(0) = 0.0237767828458175,  A(0
A3(0) = 0.0112928806571936, A4(0
A5(0) = 0.00469448285608588, Ag
A7(0) = 0.0112935507393304, Ag(0
Ag(0) = 0.00539963007338434,

= —0.0105545034755452,
= —0.0105549339183476,
= —0.0050312493596313,
= —0.0050313466535836,

olarak elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin
eleman denkleminde yerlerine yazilirsa ¢ = 0.0 zamaninda her bir eleman icin
Unm (€, 1, 1) yaklagik ¢6ziimii bulunmug olur. Tablo 5.1’de model problemin modifiye
edilmis 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oziimleri literatiirdeki tam coziimleri ile
karsilagtirildi.  Tablodan, elde edilen yaklasik ¢oziimlerin tam c¢oztimlere oldukcga
yakin oldugu acgik¢a goriilmektedir. Sekil 5.1, her bir elemanin ¢ = 0.0 zamanindaki
¢oziim grafigini gostermektedir. Her bir elemamn ¢t = 0.0 zamanmda w,,(&,n,t)
yaklagik ¢oziimiindeki noktasal degerleri kullanilarak model problemin 4 eleman
icin elde edilen niimerik ¢oziimiiniin grafigi tam ¢oziimiiniin grafigi ile birlikte Sekil
5.2’de verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri de
ayirt edilemeyecek kadar benzerdir. ¢ = 0.0 zamani icin eleman parametreleri elde
edildikten sonra simdi istenilen zaman adimi igin iterasyona baslanabilir. (5.3.2)
denklemine ileri fark ve Crank-Nicolson sonlu fark yaklagimi uygulanir ve (5.3.3)

baglangi¢ sartlarindan elde edilen A;(0), (i = 0(1)9) degerleri kullanilirsa

[G L p} Alty ) = [G Sl p} At) 4 S0 + ) (5310

iterasyon formiilii elde edilir. Burada tg =0, t,..1 =t,. + At ve f, = f(t,) dir.
Problemin ¢oztim bolgesi 2 x 2 = 4 tane esit elemana ayrildig i¢in h, = h, =
h = 3 dir. Nimerik hesaplamalar i¢cin At = 0.005, v = 0.01 almr ve (5.3.10) sistemi
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(c) 3.eleman

(d) 4.eleman

Sekil 5.1: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman i¢in ¢t = 0.0’daki ntimerik ¢oziimleri.

Tablo 5.1: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman igin t = 0.0’daki niimerik ve tam
¢ozumleri.

Niimerik Coziim (ty,) Tam Coziim (u)

(x,y) 2x2
(0.00,0.00) 0.500000 0.500000
(0.25,0.25) 0.027266 0.000000
(0.25,0.50) -0.008631 0.000000
(0.25,0.75) 0.000887 0.000000
(0.50,0.25) -0.008629 0.000000
(0.50,0.50) 0.002186 0.000000
(0.50,0.75) -0.000268 0.000000
(0.75,0.25) -0.000887 0.000000
(0.75,0.50) -0.000268 0.000000
(0.75,0.75) 0.000058 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000
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(a) Tam ¢bziim

(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.2: Model problemin 2 x 2 = 4 i¢in ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b) niimerik
¢oziimleri.
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icin Excel VBA’da yazilan program cahigtirihirsa ¢ = 0.05 bitis zamanmindaki A;(¢)

global eleman parametreleri

A;(0.05) = 0.0254878006362702,
A5(0.05) = —0.0108558513065884,
A3(0.05) = 0.0116058006650584,
A4(0.05) = —0.0108545354216312,
A5(0.05) = 0.0046940579182349,
Ag(0.05) = —0.0051215236179150,
A7(0.05) = 0.0115945759708456,
Ag(0.05) = —0.0051140018361045,
Ag(0.05) = 0.0057005399235933

olarak elde edilir. ¢'nin artan zamanlardaki degerleri i¢in benzer hesaplamalarla
A;(t) global eleman parametreleri kolayca bulunabilir.  Elde edilen eleman
parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine yazilirsa ¢t = 0.05
zamaninda her bir eleman igin w,,, (&, n,t) yaklagik ¢6ziimii bulunmusg olur. Tablo
5.2’de model problemin modifiye edilmis 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlari
kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik coztimleri
literatiirdeki tam c¢oziimleri ile karsilagtirildi.  Tablodan, elde edilen yaklasik
¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukga yakin oldugu agikca goriilmektedir. Sekil 5.3,
her bir elemanin ¢ = 0.05 zamanindaki ¢oztim grafigini gostermektedir. Her bir
elemanin ¢ = 0.05 zamaninda uy,,(§,n,t) yaklagik ¢oztimiindeki noktasal degerleri
kullanilarak model problemin 4 eleman i¢in elde edilen niimerik ¢oztimiiniin grafigi
tam ¢Oziimiiniin grafigi ile birlikte Sekil 5.4’de verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime

oldukga yakin oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.

Bolgenin 4x4=16 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 4 x 4 = 16 elemana boliiniirse
kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/4 olan 16 eleman elde edilir. Her bir elemana ait
eleman denklemini elde etmek igin model probleme kargilik gelen (5.2.13) zayif form
denkleminde her bir tipik elemanin konum boélgesine diisen Ez(g ) ve éj (n) yaklagim
fonksiyonlarimin parcalar: ile Ek(f) ve él(n) agirlik fonksiyonlarimin parcalarr goz
oniinde bulundurularak u(z,y,t) yerine Boliim 2’de (2.2.3.22) ile verilen (2, y, t)

yaklagimi yazilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarimin hangi pargalarinin problemin
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(c) 3.eleman (d) 4.eleman

Sekil 5.3: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman ve At = 0.005 igin ¢ = 0.05’deki

niimerik ¢oziimleri.

Tablo 5.2: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Nimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(z,y) 2x2
(0.00,0.00) 0.924142 0.924142
(0.25,0.25) 0.026500 0.000000
(0.25,0.50) -0.007727 0.000000
(0.25,0.75) 0.000553 0.000000
(0.50,0.25) -0.007728 0.000000
(0.50,0.50) 0.001710 0.000000
(0.50,0.75) -0.000598 0.000000
(0.75,0.25) 0.000562 0.000000
(0.75,0.50) -0.000626 0.000000
(0.75,0.75) 0.000626 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.4: Model problemin 2 x 2 = 4 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki (a)
tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.
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zaylf form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in Tablo 3.3’de verilen eleman
konum tablosundan yararlanilir.

Her bir modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi
i¢in elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, By(€), Bi(€), Ba(€), Bs(z) ve By(€) modifiye edilmis kiibik B-spline
fonksiyonlar1 sirastyla ag(t), aq(t), as(t), as(t) ve au(t) gibi reel sayilar ve Bo(n),
El(n), Eg(n), Eg(n) ve By(n) modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlar ise
sirastyla Go(t), B1(t), Ba(t), B3(t) ve By(t) gibi reel sayilar ile garpilir. (2.2.3.22)
yaklagimi (5.2.13) zayif formunda ve £, n yonlerinde modifiye edilmig kiibik B-spline
fonksiyonlarinin konum bolgesine diigen parcgalari da eleman denklemlerinde yerlerine
yazilirsa, u,,(&,n,t) yaklagik ¢6ziimii igin her bir elemanin eleman denklemi elde
edilir.

Her bir elemandaki w,,, (&, n,t) yaklagik ¢éziimii diizenlenirse problemin D ¢dziim
bolgesinde «;(t) ve B;(t), (i = 0(1)4) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
5 x 5 = 25 tane global eleman parametresi ortaya gikar. Agikca her bir elemanin
Unm (&, m,t) yaklagik ¢Oztimiini bulmak igin A;(¢),(¢ = 1(1)25) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki w,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimii (5.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman igin elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda énce (5.3.3) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi sonra (5.3.2) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
t = 0.0 ve t = 0.05 zamanlarindaki A;(¢), (: = 1(1)25) global eleman parametreleri
elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde
yerlerine yazilirsa her bir eleman i¢in ¢ = 0.0 ve ¢ = 0.05 zamanlarida w,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimii bulunmug olur. Tablo 5.3 ve 5.4’de model problemin modifiye
edilmig 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklasik ¢oztimleri literatiirdeki tam coziimleri ile
kargilagtirildi. Tablolardan, elde edilen yaklagik coziimlerin tam ¢oziimlere oldukca
yakin oldugu agikga goriilmektedir. Sekiller 5.5 ve 5.7, her bir elemanin sirasiyla t =
0.0 ve t = 0.05 zamanlarinda elde edilen yaklagik ¢oziimlerinin grafigini
gostermektedir. Her bir elemanmn ¢ = 0.0 ve ¢t = 0.05 zamanlarindaki ., (&, n,t)
yaklagik ¢oziimiiniiniin noktasal degerleri kullanilarak model problemin 16 eleman
i¢in elde edilen niimerik ve tam ¢oziimlerinin grafikleri sirasi ile Sekil 5.6 ve 5.8’de
ayri ayri verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri

de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.
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(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman
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(p) 16.eleman

(0) 15.eleman

(n) 14.eleman

(m) 13.eleman

Sekil 5.5: (Devam) Model problemin 4 x 4 = 16 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki ntimerik ¢oztimleri (9-16. elemanlar).



Tablo 5.3: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman i¢in ¢t = 0.0’daki niimerik ve tam

¢ozumleri.

Niimerik Cozim ()

Tam Coziim (u)

(x,y) 4 x4
(0.00,0.00) 0.500000 0.500000
(0.25,0.25) -0.000001 0.000000
(0.25,0.50) -0.000059 0.000000
(0.25,0.75) 0.000039 0.000000
(0.50,0.25) -0.000059 0.000000
(0.50,0.50) 0.000264 0.000000
(0.50,0.75) -0.000194 0.000000
(0.75,0.25) 0.000039 0.000000
(0.75,0.50) -0.000194 0.000000
(0.75,0.75) 0.000136 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.6: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman igin ¢t = 0.0’daki (a) tam ve (b)
niimerik ¢oziimleri.
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(b) 2.eleman (c) 3.eleman (d) 4.eleman

(a) 1.eleman
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(f) 6.eleman (g) 7.eleman (h) 8.eleman

(e) 5.eleman

Sekil 5.7: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.005 igin ¢ = 0.05’deki niimerik ¢oztimleri (1-8. elemanlar).
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(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

0.05’deki niimerik ¢oziimleri (9-16. elemanlar).

0.005 i¢in t =

Sekil 5.7: (Devam) Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At



Tablo 5.4: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢t = 0.05’deki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim (ty,) Tam Cozim (u)

(x,y) 4 x4
(0.00,0.00) 0.024142 0.024142
(0.25,0.25) 0.000081 0.000000
(0.25,0.50) -0.000099 0.000000
(0.25,0.75) 0.000017 0.000000
(0.50,0.25) -0.000099 0.000000
(0.50,0.50) 0.000322 0.000000
(0.50,0.75) -0.000189 0.000000
(0.75,0.25) 0.000017 0.000000
(0.75,0.50) -0.000189 0.000000
(0.75,0.75) 0.000088 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000

Bolgenin 10x10=100 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oztim bolgesi her biri 6zdes kareler olan 10 x 10 = 100 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/10 olan 100 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢in model probleme kargilik gelen (5.2.13)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bolgesine diisen El(f) ve
Ej (n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(f ) ve El(n) agirhik fonksiyonlarinin
pargalar1 goz 6niinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.2.3.22) ile verilen
Unm (T, y, t) yaklagimi yazilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarimin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek icin bir eleman konum
tablosundan yararlanilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarimin hangi parcalarimin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek i¢in Tablo 3.5’de verilen
eleman konum tablosundan yararlanilir. Bu eleman konum tablosu eleman
denklemlerinin ~ ve  parametrelerinin  belirlenmesiyle  birlikte  elemanlarin
birlestirilmesinde de kullanilir.

Her bir modifiye edilmig kiibik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi
i¢in elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, By(€), Bi(§), Ba(€), Bs(&), Ba(§), Bs(€), Bs(&), Br(§), Bs(€), By(€) ve
Byp(§) modifiye edilmis kiibik B-spline fonksiyonlar1 sirasiyla og(t), ay(t), aq(t),
asz(t), ay(t), as(t), ag(t), ar(t), as(t), ag(t) ve ayg(t) gibi reel sayilar ve Eo(n), B (n),
By(n), Bs(n), Ba(n), Bs(n), Bs(n), Br(n), Bs(n), Bo(n) ve Bio(n) modifiye edilmis
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.8: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki (a)
tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.
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kiibik B-spline fonksiyonlar ise sirasiyla (o(t), 51(t), Ba(t), Bs(t), Ba(t), B5(1), Bs(t),
B7(t), Bs(t), Bo(t) ve Bio(t) gibi reel sayilar ile carpilir. (2.2.3.22) yaklagim (5.2.13)
zayif formunda ve £, n yonlerinde modifiye edilmig kiibik B-spline fonksiyonlarinin
konum bolgesine diigen parcalari da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa,
Unm (&, m, 1) yaklagik ¢6ztimi igin her bir elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki u,,, (&, n, t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse problemin D ¢6ziim
bolgesinde «a;(t) ve G;(t), (i = 0(1)10) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
11 x 11 = 121 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Acikca her bir elemanin
Unm (§,m, 1) yaklagik ¢oziimiinii bulmak igin A;(t), (i = 1(1)121) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki w,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimii (5.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri
birlestirerek global koordinatlarda énce (5.3.3) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi sonra (5.3.2) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
t = 0.0 ve t = 0.05 zamanlarindaki A;(t), (¢ = 1(1)121) global eleman parametreleri
elde edilir.

Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde yerlerine
yazilirsa her bir eleman i¢in ¢ = 0.0 ve ¢t = 0.05 zamanlarinda u,,,(&,n,t) yaklasik
¢oziimii bulunmug olur. Tablo 5.5 ve 5.6’da model problemin modifiye edilmig
2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlari kullanilarak Galerkin sonlu eleman
yontemiyle elde edilen yaklasik c¢oziimleri literatiirdeki tam ¢oztuimleri ile
kargilagtirildi. Tablolardan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukcga
yakin oldugu agikca goriilmektedir. Her bir elemanin ¢ = 0.0 ve ¢t = 0.05
zamanlarindaki u,,,(&,n,t) yaklagik ¢6ziimiiniiniin noktasal degerleri kullamlarak
model problemin 100 eleman i¢in elde edilen niimerik ve tam ¢oztimlerinin grafikleri
sirasi ile Jekil 5.9 ve 5.10’da ayr1 ayr verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca
yakin oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir. Modifiye edilmis
2—boyutlu kiibik baz fonskiyonlarinin sonlu eleman yontemiyle birlikte
kullanildiginda boliintii sayisinin 16’dan 100’e ¢ikarilmasinin sonucumuzu daha da
iyilestirdigi gortldii.

Tablo 5.7 ve 5.8’de sirasi ile t = 0.0 ve t = 0.05 zamanlarinda kuintik B-spline
baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik

¢ozimi ile problemin tam ¢oziimu karsilagtirildi.
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.9: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b)
niimerik ¢oziimleri.
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Tablo 5.5: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman igin ¢ = 0.0’daki niimerik ve tam

¢Oziimleri.

Niimerik Cozim ()

Tam Coziim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.00,0.00) 0.500000 0.500000
(0.25,0.25) -0.000060 0.000000
(0.25,0.50) 0.000012 0.000000
(0.25,0.75) 0.000002 0.000000
(0.50,0.25) 0.000012 0.000000
(0.50,0.50) -0.000002 0.000000
(0.50,0.75) 0.000000 0.000000
(0.75,0.25) 0.000002 0.000000
(0.75,0.50) 0.000000 0.000000
(0.75,0.75) 0.000000 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000

Tablo 5.6: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Nimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.00,0.00) 0.924142 0.924142
(0.25,0.25) -0.000456 0.000000
(0.25,0.50) 0.000103 0.000000
(0.25,0.75) -0.000087 0.000000
(0.50,0.25) 0.000103 0.000000
(0.50,0.50) -0.000021 0.000000
(0.50,0.75) 0.000051 0.000000
(0.75,0.25) -0.000087 0.000000
(0.75,0.50) 0.000051 0.000000
(0.75,0.75) 0.000072 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.10: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.005 igin ¢ = 0.05’deki
(a) tam ve (b) niimerik ¢dziimleri.

201



Tablo 5.7: Model problemin 2 x 2 =4, 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman igin
t = 0.0’daki niimerik ve tam c¢oziimleri.

Niimerik Cozim (wym,) Tam Coziim (u)
(x,y) 2x2 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.008837  0.001003  0.000001 0.000000
(0.8,0.2) 0.005906  -0.000493 -0.000002 0.000000
(0.7,0.3) -0.002905 0.000223  -0.000002 0.000000
(0.6,0.4) -0.002041 -0.000268 -0.000002 0.000000
(0.5,0.5) 0.002186  0.000264 -0.000002 0.000000
(0.4,0.6) -0.002042 -0.000268 -0.000002 0.000000
(0.3,0.7) -0.002905 0.000223  -0.000002 0.000000
(0.2,0.8) 0.005907 -0.000493 -0.000002 0.000000
(0.1,0.9) 0.008838  0.001003  0.000001 0.000000
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.500000  0.500000  0.500000 0.500000
(0.1,0.1) -0.089152  0.001496  0.000067 0.000045
(0.2,0.2) 0.022662  0.002816 -0.000066 0.000000
(0.3,0.3) 0.018510 0.001011 -0.000022 0.000000
(0.4,0.4) 0.001306  0.000377 -0.000006 0.000000
(0.5,0.5) 0.002186  0.000264 -0.000002 0.000000
(0.6,0.6) 0.003325  0.000193  0.000000 0.000000
(0.7,0.7) 0.000416  0.000031  0.000000 0.000000
(0.8,0.8) 0.000824  0.000080  0.000000 0.000000
(0.9,0.9) 0.002286  0.000031  0.000000 0.000000
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
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Tablo 5.8: Model problemin 2 x 2 = 4, 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman ve
At = 0.005 i¢in t = 0.05’deki niimerik ve tam ¢Oziimleri.

Niimerik Cozim (wym,) Tam Coziim (u)
(x,y) 2x2 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.008999  0.019934 -0.000213 0.000000
(0.8,0.2) 0.005802  0.002346 -0.000109 0.000000
(0.7,0.3) -0.003397  0.001289 -0.000049 0.000000
(0.6,0.4) -0.002587 0.001040 -0.000026 0.000000
(0.5,0.5) 0.001710  0.000322 -0.000021 0.000000
(0.4,0.6) -0.002577  0.001040 -0.000026 0.000000
(0.3,0.7) -0.003396  0.001289 -0.000049 0.000000
(0.2,0.8) 0.005785  0.002346 -0.000109 0.000000
(0.1,0.9) 0.008983  0.019934 -0.000213 0.000000
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.924142  0.924142  0.924142 0.924142
(0.1,0.1) -0.125585 -0.042435 0.001687 0.000553
(0.2,0.2) 0.009521 -0.003004 -0.000459 0.000000
(0.3,0.3) 0.021235 -0.002890 -0.000156 0.000000
(0.4,0.4) 0.002502 -0.001281 -0.000049 0.000000
(0.5,0.5) 0.001710  0.000322 -0.000021 0.000000
(0.6,0.6) 0.002875 -0.000743 -0.000024 0.000000
(0.7,0.7) 0.000653  0.002265 -0.000060 0.000000
(0.8,0.8) 0.001591  0.001070 -0.000156 0.000000
(0.9,0.9) 0.002840  0.025639 -0.000222 0.000000
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000
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5.4 Model Problemin Modifiye Edilmis 2—Boyutlu Kuintik

B-spline Galerkin Sonlu Eleman Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda model problemin yaklagik ¢oziimleri modifiye edilmis 2—boyutlu
kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemi ile
elde edildi. D = [0,1] x [0,1] ¢Oztim bélgesi 16 (h, = h, = 1/4) ve 100 (h, =
h, = 1/10) elemana ayrilarak niimerik ¢oziimler elde edildi. Elde edilen ¢oziimler
literatiirdeki mevcut ¢oziimlerle karsilastirilarak Ly ve L., hata normlar ile birlikte

tablolar halinde sunuldu.

Bolgenin 4x4=16 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oziim bolgesi her biri 6zdeg kareler olan 4 x 4 = 16 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/4 olan 16 eleman elde edilir.Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢gin model probleme karsilik gelen (5.2.13)
zayilf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bolgesine diigen Ez(g) ve
Ej(n) yaklasim fonksiyonlarimin parcalar ile Ek(f ) ve El(n) agirlik fonksiyonlarimin
parcalar1 goz déniinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.3.3.15) ile verilen
Upm (z, ¥, t) yaklagimi yazilir. Agirhik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarinin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek icin Tablo 3.3’de verilen
eleman konum tablosundan yararlanilir.

Her bir modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi
i¢in elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile ¢arpilmasi gerekir.
O halde, B_1(€), Bo(€), B1(€), B(€), Bs(€), Ba(€) ve Bs(€) modifiye edilmis kuintik
B-spline fonksiyonlar: sirasiyla a_1(t), ag(t), ay(t), as(t), as(t), as(t) ve as(t) gibi
recl sayilar ve B_y(n), Bo(n), Bi(n), B2(n), Bs(n), Ba(n) ve Bs(n) modifiye edilmis
kuintik B-spline fonksiyonlar ise sirasiyla 8_1(t), 5o(t), B1(t), Ba(t), B3(t), Ba(t) ve
Bs(t) gibi reel sayilar ile garpilir. (2.3.3.15) yaklagimi (5.2.13) zayif formunda ve £,
yonlerinde modifiye edilmis kuintik B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine diigen
pargalar1 da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, w,,(§,n,t) yaklagik ¢oziimii
i¢in her bir elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki w,,, (&, n,t) yaklagik ¢dziimii diizenlenirse problemin D ¢dziim
bolgesinde «;(t) ve (;(t), (i = —1(1)5) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
7 X 7 =49 tane global eleman parametresi ortaya cikar. Agikca her bir elemanin
Unm (&, m,t) yaklasik ¢Ozlimiinii bulmak igin A;(¢), (i = 1(1)49) global eleman

parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki w,,, (&, n,t)
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yaklagik ¢oziimii (5.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman i¢in
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman i¢in elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda énce (5.3.3) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi sonra (5.3.2) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
t = 0.0 ve t = 0.05 zamanlarindaki A;(¢), (: = 1(1)49) global eleman parametreleri
elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde
yerlerine yazilirsa her bir eleman igin ¢ = 0.0 ve ¢ = 0.05 zamanlarinda u,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oziimii bulunmus olur. Tablo 5.9 ve 5.10’da model problemin modifiye
edilmig 2—boyutlu kuintik B-spline baz fonksiyonlari kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oziimleri literatiirdeki tam coziimleri ile
karsilasgtirildi. Tablolardan, elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca
yakin oldugu agikga goriilmektedir. Sekiller 5.11 ve 5.13, her bir elemanin sirasiyla
t = 0.0 ve t = 0.05 zamanlarinda elde edilen yaklagik ¢Oziimlerinin grafigini
gostermektedir. Her bir elemanin ¢ = 0.0 ve ¢t = 0.05 zamanlarindaki ., (&, n,t)
yaklagik ¢oziimiiniiniin noktasal degerleri kullanilarak model problemin 16 eleman
i¢in elde edilen ntimerik ve tam ¢oztimlerinin grafikleri sirasi ile Sekil 5.12 ve 5.14’de
ayr1 ayri verildi. Nimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca yakin oldugundan grafikleri

de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir.
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(j) 10.eleman (k) 11.eleman (1) 12.eleman

(i) 9.eleman
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(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

Sekil 5.11: (Devam) Model problemin 4 x 4 = 16 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki ntimerik ¢oztimleri (9-16. elemanlar).



Tablo 5.9: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman i¢in ¢t = 0.0’daki niimerik ve tam

¢ozumleri.

Niimerik Cozim ()

Tam Coziim (u)

(x,y) 4 x4
(0.00,0.00) 0.500000 0.500000
(0.25,0.25) 0.000009 0.000000
(0.25,0.50) -0.000015 0.000000
(0.25,0.75) 0.000007 0.000000
(0.50,0.25) -0.000015 0.000000
(0.50,0.50) -0.000017 0.000000
(0.50,0.75) 0.000011 0.000000
(0.75,0.25) 0.000007 0.000000
(0.75,0.50) 0.000011 0.000000
(0.75,0.75) -0.000007 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.12: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman igin ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b)
niimerik ¢oziimleri.
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(b) 2.eleman (c) 3.eleman (d) 4.eleman

(a) 1.eleman
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(f) 6.eleman (g) 7.eleman (h) 8.eleman

(e) 5.eleman

16 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki niimerik ¢oziimleri (1-8. elemanlar).

Sekil 5.13: Model problemin 4 x 4
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(n) 14.eleman (0) 15.eleman (p) 16.eleman

(m) 13.eleman

16 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki niimerik ¢oziimleri (9-16. elemanlar).

Sekil 5.13: (Devam) Model problemin 4 x 4



Tablo 5.10: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢t = 0.05’deki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim (ty,) Tam Cozim (u)

(x,y) 4 x4
(0.00,0.00) 0.024142 0.024142
(0.25,0.25) -0.002140 0.000000
(0.25,0.50) -0.001109 0.000000
(0.25,0.75) 0.001000 0.000000
(0.50,0.25) -0.001109 0.000000
(0.50,0.50) -0.000507 0.000000
(0.50,0.75) 0.000579 0.000000
(0.75,0.25) 0.001000 0.000000
(0.75,0.50) 0.000580 0.000000
(0.75,0.75) -0.000406 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000

Bolgenin 10x10=100 Elemana Ayrilmasi

Problemin D ¢oztim bolgesi her biri 6zdes kareler olan 10 x 10 = 100 elemana
boliiniirse kenar uzunlugu h, = h, = h = 1/10 olan 100 eleman elde edilir. Her bir
elemana ait eleman denklemini elde etmek i¢in model probleme kargilik gelen (5.2.13)
zaylf form denkleminde her bir tipik elemanin konum bolgesine diisen El(f) ve
Ej (n) yaklagim fonksiyonlarinin pargalari ile Ek(f ) ve El(n) agirhik fonksiyonlarinin
pargalar1 goz 6niinde bulundurularak u(x, y, t) yerine Boliim 2’de (2.3.3.15) ile verilen
Unm (T, y, t) yaklagimi yazilir. Agirlik ve yaklagim fonksiyonlarinin hangi pargalarimin
problemin zayif form denkleminde kullanilacagini belirlemek icin bir eleman konum
tablosundan yararlamlir. Ornegin boyle bir tablo 100 eleman icin Tablo 3.5’deki gibi
numaralandirilir. Bu eleman konum tablosu eleman denklemlerinin ve
parametrelerinin belirlenmesiyle birlikte elemanlarin birlestirilmesinde de kullanilir.

Her bir kuintik B-spline fonksiyonunun stirekliliginin saglanmasi igin
elemanlardan gecen her bir parcasinin ayni reel parametre ile carpilmasi gerekir. O
halde, 51(8), Bo(€), B1(€), Ba(€), Bs(€). Ba(€). Bs(&). Bs(&). Br(), Bs(€), Bo(€).
Bio(€) ve Bip(€) modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonlar1 sirasiyla a_(t),
ap(t), ai(t), as(t), as(t), au(t), as(t), as(t), ar(t), as(t), ag(t), aio(t) ve aiy(t)
gibi reel sayilar ve B_y(n), Bo(n), Bi(n), Ba(n), Bs(n), Ba(n), Bs(n), Bs(n), Br(n),
Bs(n), Bo(n), Bio(n) ve Byi(n) modifiye edilmis kuintik B-spline fonksiyonlar: ise

sirastyla 3_1(t), Bo(t), Bi(t), Ba2(t), B3(t), Ba(t), Bs(t), Bs(t), Bz(t), Bs(t), Bo(t), Bio(t)
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.14: Model problemin 4 x 4 = 16 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki (a)
tam ve (b) niimerik ¢oziimleri.
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ve (11(t) gibi reel sayilar ile ¢arpilir. (2.3.3.15) yaklagimi (5.2.13) zayif formunda ve
&, n yonlerinde modifiye edilmig kuintik B-spline fonksiyonlarinin konum bolgesine
diigen parcalar1 da eleman denklemlerinde yerlerine yazilirsa, u,,,(£,n,t) yaklagik
¢Ozumil i¢in her bir elemanin eleman denklemi elde edilir.

Her bir elemandaki w,,, (&, n, t) yaklagik ¢éziimii diizenlenirse problemin D ¢dziim
bolgesinde «;(t) ve B;(t), (i = —1(1)11) lokal eleman parametrelerine bagh toplam
13 x 13 = 169 tane global eleman parametresi ortaya ¢ikar. Acikga her bir elemanin
Unm (&, M, t) yaklagik ¢Oziimiint bulmak igin A,(¢), (i = 1(1)169) global eleman
parametrelerinin hesaplanmasi gerekir. Bunun i¢in her bir elemandaki w,,, (&, n,t)
yaklagik ¢oziimii (5.2.13) zayif form denkleminde yerine yazilirsa her bir eleman igin
katsayilar matrisi elde edilir. Her bir eleman igin elde edilen katsayilar matrisleri
birlegtirerek global koordinatlarda énce (5.3.3) formunda elde edilen cebirsel denklem
sistemi sonra (5.3.2) formunda elde edilen iteratif cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse
t = 0.0 ve t = 0.05 zamanlarindaki A;(t), (i = 1(1)169) global eleman parametreleri
elde edilir. Elde edilen eleman parametreleri her bir elemanin eleman denkleminde
yerlerine yazilirsa her bir eleman i¢in ¢ = 0.0 ve ¢ = 0.05 zamanlarida w,,,(§,n,t)
yaklagik ¢oztimii bulunmug olur. Tablo 5.11 ve 5.12’de model problemin modifiye
edilmig 2—boyutlu kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu
eleman yontemiyle elde edilen yaklasik ¢oztimleri literatiirdeki tam coziimleri ile
kargilagtirildi. Tablolardan, elde edilen yaklagik coziimlerin tam ¢oziimlere oldukca
yakin oldugu agikca goriilmektedir. Her bir elemanin ¢ = 0.0 ve ¢ = 0.05
zamanlarindaki wu,,,(£,n,t) yaklagik ¢oziimiiniintin noktasal degerleri kullanilarak
model problemin 100 eleman i¢in elde edilen niimerik ve tam ¢oziimlerinin grafikleri
sirasi ile Qekil 5.15 ve 5.16’da ayr1 ayri verildi. Niimerik ¢oziim tam ¢oziime oldukca
yakin oldugundan grafikleri de ayirt edilemeyecek kadar benzerdir. Tablo 5.13 ve
5.14’de sirasiile ¢ = 0.0 ve t = 0.05 zamanlarinda kuintik B-spline baz fonksiyonlar:
kullanilarak Galerkin sonlu eleman yontemiyle elde edilen yaklagik ¢oziimi ile
problemin tam ¢OzumMu kargilagtirildi.

Kiibik ve kuintik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanilarak Galerkin sonlu eleman
yontemiyle elde edilen wy,, (z,y,t) niimerik ¢oziimiintin u(x,y,t) tam ¢dziimiine ne

kadar yaklasgtigini 6lgmek icin

2

VI s = ()i
Ly = ||u - Unm||2 = — 5 )
g2

0<i<n,-p
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.15: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman i¢in ¢ = 0.0’daki (a) tam ve (b)
niimerik ¢oziimleri.
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Tablo 5.11: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman icin ¢ = 0.0’daki niimerik ve
tam ¢oziimleri.

Niimerik Coziim () Tam Cozim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.00,0.00) 0.500000 0.500000
(0.25,0.25) -0.000006 0.000000
(0.25,0.50) 0.000001 0.000000
(0.25,0.75) -0.000001 0.000000
(0.50,0.25) 0.000001 0.000000
(0.50,0.50) 0.000000 0.000000
(0.50,0.75) 0.000000 0.000000
(0.75,0.25) 0.000000 0.000000
(0.75,0.50) 0.000000 0.000000
(0.75,0.75) 0.000000 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000

Tablo 5.12: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢t = 0.05’deki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Nimerik Cozim () Tam Coziim (u)

(x,y) 10 x 10
(0.00,0.00) 0.924142 0.924142
(0.25,0.25) 0.000712 0.000000
(0.25,0.50) 0.000018 0.000000
(0.25,0.75) -0.000172 0.000000
(0.50,0.25) 0.000018 0.000000
(0.50,0.50) -0.000031 0.000000
(0.50,0.75) 0.000099 0.000000
(0.75,0.25) -0.000172 0.000000
(0.75,0.50) 0.000018 0.000000
(0.75,0.75) -0.000199 0.000000
(1.00,1.00) 0.000000 0.000000
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(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.16: Model problemin 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.005 i¢in ¢ = 0.05’deki
(a) tam ve (b) niimerik ¢dziimleri.
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Tablo 5.13: Model problemin 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman igin ¢ = 0.0’daki
niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim (wym,) Tam Coziim (u)
(x,y) 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) -0.000034  0.000000 0.000000
(0.8,0.2) -0.000008  0.000000 0.000000
(0.7,0.3) -0.000018  0.000000 0.000000
(0.6,0.4) 0.000008  0.000000 0.000000
(0.5,0.5) -0.000017  0.000000 0.000000
(0.4,0.6) 0.000008  0.000000 0.000000
(0.3,0.7) -0.000018  0.000000 0.000000
(0.2,0.8) -0.000008  0.000000 0.000000
(0.1,0.9) -0.000034  0.000000 0.000000
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.500000  0.500000 0.500000
(0.1,0.1) 0.000934  0.000056 0.000045
(0.2,0.2) -0.000190  0.000000 0.000000
(0.3,0.3) -0.000015  -0.000001 0.000000
(0.4,0.4) -0.000019  0.000000 0.000000
(0.5,0.5) -0.000017  0.000000 0.000000
(0.6,0.6) -0.000004  0.000000 0.000000
(0.7,0.7) -0.000012  0.000000 0.000000
(0.8,0.8) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.9) -0.000002  0.000000 0.000000
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
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Tablo 5.14: Model problemin 4 x 4 = 16 ve 10 x 10 = 100 eleman ve At = 0.005
icin t = 0.05’deki niimerik ve tam ¢oziimleri.

Niimerik Cozim (wym,) Tam Coziim (u)
(x,y) 4 x4 10 x 10
(1.0,0.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.9,0.1) 0.001960  -0.000786 0.000000
(0.8,0.2) 0.000411  -0.000004 0.000000
(0.7,0.3) -0.000279  -0.000039 0.000000
(0.6,0.4) 0.000739  -0.000035 0.000000
(0.5,0.5) -0.000507  -0.000031 0.000000
(0.4,0.6) 0.000739  -0.000035 0.000000
(0.3,0.7) -0.000280  -0.000039 0.000000
(0.2,0.8) 0.000411  -0.000004 0.000000
(0.1,0.9) 0.001960  -0.000786 0.000000
(0.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
(0.0,0.0) 0.924142 0.924142 0.924142
(0.1,0.1) -0.038751  0.000565 0.000553
(0.2,0.2) -0.006043  -0.000003 0.000000
(0.3,0.3) -0.000141  -0.000009 0.000000
(0.4,0.4) -0.001501  -0.000019 0.000000
(0.5,0.5) -0.000507  -0.000031 0.000000
(0.6,0.6) -0.000326  -0.000046 0.000000
(0.7,0.7) -0.000497  -0.000053 0.000000
(0.8,0.8) 0.000430  -0.000004 0.000000
(0.9,0.9) -0.001214  -0.000900 0.000000
(1.0,1.0) 0.000000  0.000000 0.000000
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Tablo 5.15: Model problemin farkli dereceden B-spline baz fonksiyonlar: ve eleman

sayisi i¢in Ly ve Lo, hata normlari.

Eleman t=0.0 t=0.05
Sayisi Lo L Lo Lo
Kiibik 2x2 1.01977x107" 1.48002x10! 3.68073x10"  2.03474x10!
4x4  1.96711x10" 4.55462x1072 2.67691x10"  1.81547x10"
10 x 10 3.01109x102  1.39849x 102 1.30481x 10" 9.67842x 1072
Kuintik 4 x4  3.07822x102 1.56223x1072 1.31446x 10" 6.20789x 102
10 x 10 3.95743x10% 1.01559%103 1.89465x 102  7.19604x103

ile tanimlanan Lo ve L., hata normlari hesaplanarak Tablo 5.15’de verildi. Burada
n;, i¢ noktalarm sayisi olup u; ve (Upm,); sirast ile 7. noktadaki u'nun tam ve yaklasik
[0,1] x [0,1] ¢bziim bolgesi x ve
1681(= n;,) digim

noktasidaki u; ve (t, ); degerleri gbz 6niinde bulundurularak hesaplandi. Tablodan

¢ozumleridir. Ly ve L., hata normlar1 D =

y yonlerinde 40 egit parcaya boliinerek toplam 41 x 41 =

da goriildiigii gibi, kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 kullanildiginda eleman sayisinin
artmasiyla hata normlari gittikge azalmigtir. Kiibik B-spline baz fonksiyonlar1 yerine
kuintik B-spline baz fonksiyonlarmin kullanimi ntimerik ¢oziimi iyilegtirmis ve
eleman sayisinin artmasiyla birlikte hata normlar1 kiibik B-spline baz fonksiyonlarina

gore daha da kiigiilmtgtiir.
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