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OZET
2-NORMLU YAPILAR VE FONKSIYONEL ANALIZDEKi YANSIMALARI

KARAGENC, Ayse
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Do¢. Dr. Mehmet ACIKGOZ
Temmuz 2017
5§ sayfa

Bu tez yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, 2-normlu uzaylarin
tarihcesinden bahsedilmistir. Ikinci boliimde, tezin diger bdliimlerine temel
olusturacak tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, 2-norm ve onlarin
bazi uzaylar1 tanimlanmis, 6zel olarak 2-Banach uzaylardan bahsedilmis ve bu
uzaylarin temel 6zellikleri verilmistir. Dordiincii béliimde, 2-normlu kiime tlizerinde
smirlt 2-lineer operatorlerden bahsedilmistir. Besinci boliimde, 2-normlu D-modiil
iizerinde D-degerli lineer 2-fonksiyonelden bahsedilmistir. Altinci bolimde, 2-
normlu uzaylarda yaklagim konusu goz Oniine almmustir. Yedinci boliimde ise
genellestirilmis 2-normlu uzaylarin 2-proximinal altuzayi incelenmis ilgili tanimlara

ve Orneklere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: 2-normlu uzaylar, yaklasim teorisi, 2-Banach uzaylari, smirl 2-

lineer operatdrler, 2-normlu D-modiil



ABSTRACT
2-NORMED STRUCTURES AND THEIR REFLECTIONS IN FUNCTIONAL
ANALYSIS

KARAGENC, Ayse
M. Sc. Thesis, Department of Mathematics
Adviser: Associate Prof. Dr. Mehmet ACIKGOZ
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55 page

This thesis consist of seven chapters. In the first chapter, the history of 2-
normed spaces is mentioned. In the second chapter, the definitions and theorems that
will form the basis of the other parts of the thesis are given. In the third chapter, 2-
norm and some spaces of them are defined, especially 2-Banach spaces are
mentioned and basic features are given. In the fourth chapter, bounded 2-linear
operators are mentioned on 2-normed set. In the fifth chapter, D-valued linear 2-
functions on 2-normed D-modul are mentioned. In the sixth chapter, the
approximation is taken into account in 2-normed spaces. In the seventh chapter, 2-
proximity subspaces of generalized 2-normed spaces are examined and related

definitions and examples are given.

Key Words: 2-normed spaces, approximation theory, 2-Banach spaces, bounded 2-

linear operators, 2-normed D-modul
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1. BOLUM

1.1. GIRIS

1963 yilinda S. Géhler 2-metrik olarak tanimladig: uzaylarla ilgili “2-Metrik
Uzay ve Onlarin Topolojik Yapilar1” bashikli birkag makalenin birincisini yayinladi.
S. Géhler “2-Normlu Uzaylar” baghkli dogrusal olan ve onlara 2-norm tanimini
veren 2-metrik uzaym 6zel smifini inceleyen bir ¢calisma olan ikinci makaleyi birkag
yil icinde yaymladi. 1963 yilindan bu yana E. Z. Andalafte, Y.J. Cho, C. R. Diminne
R.E. Ehret, R. W. Freese, S. Gihler, K. Iseki, C. S. Lin, G. Murphy, M. Newton, A.
White ve digerleri 2-metrik uzaylarin geometrik yapisin1 ve 2-normlu lineer uzaylari
yogun bir sekilde calisip gelistirdiler. Bu calismalar temel alinarak birgok
matematikci tarafindan farkli calismalar yapildi. Ornegin, 1999-2003 yillar1 arasinda
Lewandowska 2-normlu uzaylar1 genellestirdi. A. White, X — X iizerinde smirl
lineer 2-fonksiyonel kavramini tanimladi ve gelistirdi. Buradaki X i 2-normlu gergel
lineer uzay olarak tanimladi. Ayrica A. White 2-normlu gergel lineer uzaylarda lineer
2-fonksiyonel i¢in bir Hahn-Banach tipi teoremi kanitladi. S. Elumalai ve R. Ravi 2-
normlu lineer uzaylarda smirli lineer 2-fonksiyonellerin en 1iyi yaklagim
elemanlarinin bazi karakterizasyonlar1 hakkinda ¢alistilar. Zofia Lewandowska,
Mohammad Sal Moslehian, Assieh Saadatpour Moghaddam 2-normlu uzaylarin

Hahn-Banach teoreminin bir genislemesi oldugunu kanitladilar.
2-normlu uzaylar kavrami asagidaki seklide tanimlanir:

Tammm 1.1.1: X,K {lzerinde lineer uzay olsun. Burada K gercel ya da karmasik

L.

degerli fonksiyon olsun. Her a,b,c € X ve a € K olmak lizere;

sayilar cismidir. Kabul edelim ki, , XxX ilzerinde negatif olmayan gercel

[2N1] a,b|=0 ve |a,b

|= 0 ise a ile b lineer bagimli,

[2N2]

a,b

b,a

9



(2V3] o] =,
e

sartlarmi saglayan |.,| fonksiyonuna 2-norm, (X ||,||) ikilisine 2-normlu lineer
uzay denir.

Bu tezde 2-normlu yapilar ve bu yapilarin fonksiyonel analizdeki yansimalari

calisiimastir.



2. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tezde bahsi gecen temel tanim, teoremler ve Orneklere yer
verilmistir. Bu bolim i¢in genel tanim ve teoremler [1],[2] ve [3] numarali

referanslardan yararlanilarak verilmistir.

2.1. VEKTOR UZAYLAR

Tanmm 2.1.1: X herhangi bir kiilme ve K bir cisim olsun. Eger X x X den X e
(a,b)—>a+b toplama ve (aa,ab)—a(a+b) skalerle ¢arpma fonksiyonlar

asagida verilen sartlar1 sagliyorsa, X kiimesi K cismi iizerinde bir vektor uzayt

veya lineer uzay olarak adlandirilir.
Her a,b,ce X ve s,t € K igin:
1. (a+b)+c:a+(b+c),
2. a+b=b+a,
3. VaeX, a+0=0+a=a, 0 X,
4. VseK, Yae X ve a#0, a+(—a):(—a)+a, (—a)eX,
a) s(a+b)=sa+sb,
b) (s+1t)a=sa+ta,
¢c) s(ta)=(st)a,
d) la=al

Herhangi bir vektor uzay R cismi iizerinde tanimli ise bu vektér uzayina bir

reel vektor uzayr ve C cismi tlizerinde tanimli ise bu vektér uzayina bir karmasik
(kompleks) vektor uzayt adi verilir.

Tamm 2.1.2: X, K cismi lizerinde herhangi bir vektdr uzayr ve M, X uzaymin

bir alt kiimesi olsun. Her s € K ve her a,be M igin,



a+beM ve saeM

sartlar1 saglaniyorsa M kiimesine X lineer uzaynin alt uzay1 denir ve bu iki sart

sa+tb e M seklinde de gosterilebilir.

Tanmm 2.1.3: ay, +a,v, +av,+...+a,v, =0 olacak sekilde hepsi sifir olmayan
a,,a,,a,,...,a, sabitleri varsa X vektdr uzaymmda bulunan v,,v,,v;,...,v, vektorleri
aralarinda lineer bagiml olarak adlandirilir. Aksi durumda v,,v,,v;,...,v, vektorleri
aralarinda lineer bagimsizdwr denir. Yani v,,v,,v;,...,v, vektorleri aralarinda lineer

bagimsiz ise
ayv, +a,v, +a,y, +...+a,y, =0
esitliginin dogrulugu

a=a,=a;=..=a,=0

n

olmasi ile miimkiindiir. Simdi S ={v,,v,,v;,...,v,} kiimesi almsin. v,,v,,v,...,v,
vektorleri lineer bagimli ise S kiimesine lineer bagimli, bu vektorler lineer bagimsiz

ise S kiimesine lineer bagimsiz denir.
Ornek 2.1.4: R, gercel say1 cismini gdstersin ve
R* ={(s,,8,,....,8,):1<i<n,s R}
dir. R" kiimesinde toplama islemi
(8)58y5e0s8 )+ (2,1, 8)) = (8, +1,,85, +1,,...,5, +1)
esitligiyle tanimlansin. Skalerle ¢arpma islemi
o(s,,8,,...,8,) =(as,,as,,....as,)

kiimesiyle tanimlansin. Boylece R" kiimesi, R cismi iizerinde bir vektor uzayidir.

Coziim: Vektor uzayr tanimindaki 6nermelerin dogrulugu gosterilmelidir.



s,t €R" olsun. s=(s,,s,,....,s,) ve t=(t,t,,....,t,) bicimindedir. R" kiimesindeki
toplama islemine gore s+t=(s,+¢,s,+1,,....,s, +¢,) dir. R kiimesi toplama
islemine gore kapali oldugundan s, +¢, € R olacaktir. Buna gore s+reR" olur.
Dolayisiyla her s,teR" i¢in s+¢ tanimhidir ve bu eleman R” kiimesinin

elemanidir. Bu durum R" kiimesinin toplama islemine gore kapali oldugunu

gostertr.
s,t,veR" i¢in,

(s+0)+v=[(s,8558,) (1, 1550, L )]+ (V15,005 0,)
=(8, +1,8, +1,,.,8, +1 )+ (V,V,,..,V,)
=((s, +1)+v, (8, +1,) +V,,....(s, +1,)+V )
=(8, +(t,+v), 8, +({, +Vv,)),...,s, +(f, +v,))

oldugundan toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.

(0,0,...,00eR", R" deki her s elemam1 i¢in s+(0,0,...,0)=s ve
(0,0,...,0)+s =s oldugundan (0,0,...,0) eleman1 toplama islemine gore birim
elemandir. Bu eleman 0 ile gosterilir.

seR" ve s=(s,,5,,...,5,) olsun. (=s,,—s,,...,—s,) eleman1 da R" uzaymnin
bir elemanidir ve bu eleman (s,,s,,...,s,) elemanmimn toplama islemine gore tersidir.

s elemaninin toplamaya gore tersi —s ile gosterilir.
Her s,r € R" icin,
S+t=(s,+1,,85, +1,),...,8, +1 )= +5,,t, +8,,....[, +5, )=t +S

oldugundan toplama igleminin degisme 6zelligi oldugu goriiliir. Bu nedenle (R",+)

cifti degismeli gruptur.

Simdi, skalerle c¢arpma isleminin vektor uzay tanimindaki Onermeleri

gercekledigi gz Oniine alinacaktir.



aeR ve seR" olsun. s=(s,,S,,...,s,) bi¢cimindedir. as = (as,,as,,...,as,)
olacaktir. R kiimesi toplama islemine gore kapali oldugundan as, e R" olur.

Boylece aseR" olur. Dolayisiyla her a€R ve her seR" igin as carpant
tanimlidir ve bu eleman R" kiimesinin elemanidir. Bu durum skalerle ¢arpma
isleminin, RxR" — R" seklinde bir islem oldugunu gosterir. Bu durum “ R”"

kiimesi skalerle ¢arpma islemine gore kapalidir” seklinde de anlatilir.
1. Her aeR ve s,t eR" i¢in,

a(s+t)=a(s +1,,8, +1,,....,5, +1 )
=(a(s, +1),a(s, +1,),...,a(s, +1))
= (as, +at,,as, +at,,...,as, +at,)
=(as,,as,,...,as,) +(at,,at,,...,at,)

=as+at
olur.
2. Her a,beR ve u,veR" igin,

(a+b)s=((a+b)s,(a+b)s,,...(a+Db)s,)
= (as, +bs,,as, +bs,,...,as, +bs )
=(as,,as,,...,as, )+ (bs,,bs,,...,bs,)

=as+bs
dir.

3. Her a,beRve seR" igin,

(ab)s = ((ab)s,,(ab)s,,...,(ab)s,
= (a(bs,),a(bs,),...,a(bs,))
=a(bs,,bs,,...,bs,)
=a(b(s,,s,,...,s,)) = a(bs)

olur.

4. seR" igin,
Ls =1(s,, 8,5...,5,)
' [1]

=(Is,,1s,,....1s,) =

6



2.2. NORMLU UZAYLAR

Tamm 2.2.1: K gergel veya karmagik sayilar cismi ve X kiimesi K cismi iizerinde

vektor uzay1 olsun.
p:X—>R

olarak tanimlanan asagidaki sartlar1 saglayan fonksiyona, X vektor uzay: lizerinde

bir yari-norm adi verilir:

Her a,be X ve her o € K i¢in,

e p (a + b) <p (a) +p (b) (alt-toplamsallik)

e p(aa)=l|a|p(a) (pozitif-homojenlik)
olup bu iki 6zellige ilave olarak,
e a#z0=p (a) =0
kosulu saglanirsa, p fonksiyonuna X vektor uzayi iizerinde bir norm denir.

Onerme 2.2.2: Eger p fonksiyonu X lineer uzay: iizerinde bir yari-norm ise

asagida verilen 6zellikler saglanir:

o |p(a)-p(b)|< pla-b).

b. p(a) >0,

c. {x p(a) = 0} kiimesi X uzaymin bir alt vektor uzayidir.

d. B= {a : p(a) < 1} kiimesi dig biikeydir.
Ispat:
a. [N 2] de a =0 alinirsa istenilen esitsizlik saglanir.
b. [Nl] de p(a) = p(a -b +b) < p(a —b) + p(b) yazilir. Buradan,

p(a)-p(b)<p(a-b)

esitsizligi elde edilir. a ile b yer degistirirse,
7



p(b)-p(a)<p(b-a)

[N2] kosulundan p(a—b)= p(b—a) olur. O halde

|p(a)=p(b)|< p(a=b)
elde edilir.
c. b=0 alndiginda (b) ozelliginden istenilen sonug elde edilir.
d. p(a)=p(b)=0ve a,BeK ise (c) ozelliginden

0< p(aa+pb)<|a|p(a)+|Blp(b)=0

bulunur. Buradan {a: p(a)=0} kiimesinin bir altvektdr uzayr oldugu gdsterilmis

olur.

e. {a,beB} ve 0<a<lise

p(aa+(1—a)b) <ap(a)+(1-a)p(b)<1
olur.
Boylece, B kiimesinin dis biikkey oldugu gosterilir.

Tamm 2.2.3: Uzerinde norm fonksiyonu tanimlanan herhangi bir vektdr uzayina
normlanmis bir uzay denir. Bir vektér uzaymin tizerindeki norm |[|. || simgesiyle

gosterilir. Buna gore norm fonksiyonu

x|+

seklinde tanimlanir. Bu norm ile normlanmis bir X vektdr uzayi (X , ) cifti ile
gosterilir.

Tamm 2.2.4: X, K cismi iizerinde lineer uzay olsun, burada bahsi gecen K gercel

ya da karmagik sayilar cismidir. Kabul edelim ki, || : X = R negatif olmayan gergel

degerli bir fonksiyon olsun. Her a,b,c€ X ve s € K i¢in,

8



[2N1]  |a|=0ve |a|=0<a=6

[2N2]  [lsa] =]s[Ja

N3] [la+b] <[a] +[e]

sartlarim saglayan (X, |||) ciftine normlu uzay denir.

Tamim 2.2.5: M (S) ve N(S) vektdr uzaylar1 ayni cisim iizerinde olmak iizere
S:M(S)—>N(S)

seklinde olan bu déniisiime operatér denir. Bu operator i¢in her x,y e M (S) ve a

skaler olmak tizere,
S(x+ y):S(x)+S(y)
S(ax)=|a|S(x)

kosullarini sagliyorsa S ye lineer operator denir. Deger kiimesi R reel sayilar veya

C karmasik sayilar olan operatorlere ise fonksiyonel denir [3].

Tanim 2.2.6: X ve Y iki normlu uzay ve M(S)c X olmak tizere S :M(S) —>Y

bir lineer operatdr olsun. Eger her x e M (S ) icin
s, < el

olacak sekilde bir ¢ >0 reel sayisi varsa S operatoriine sinirlt lineer operator denir.
(Soldaki norm Y uzaymndaki, sagdaki norm ise X uzayindaki normdur.) Bu
esitsizligi saglayan ¢ sayilarinin en biiyiik alt sinirina S nin normu denir. Bu norm
Sx
1= sup 1

xep(S) ||.X||
x#0



esitligi ile de gosterilir. X den X e olan biitiin smirlt lineer doniisiimlerin uzayi

S || =supM ile normlu

B(X,X) veya B(X) ile gosterilir. Bu durumda B(X), [
x20 |[X

uzay olur [3].

Tanmm 2.2.7: S: M (S )—)Y lineer doniistimii verilsin. Eger tanim kiimesindeki
farkli noktalarin S altindaki goriintiileri farkli yani x,x, e M (S ), X, #x, ise
Sx, # Sx, esitsizlikleri saglaniyorsa S ye injektif veya 1-1 ad1 verilir. Bu durumda
Sx, =y, esitligi igin her y, e N(S) elemanm x, €M (S) elemanma doniistiiren

ST :N(S)— M (S) doniisiimii meveuttur ve bu operatdre S nin fersi denir [3].
Tanmm 2.2.8: X xY :{(x,y):xe X,y eY} kiimesi,

(xla y1) +(x27 yz) = (x1 +TX, )t yz)
a(x,y)=(ax,ay)
islemlerine gore bir vektor uzay ve ||(x, y)|| — ||x|| +|| y|| ile normlu uzaydir. S: X ->Y
bir lineer operatdor olsun. Eger S operatoriiniin G(S)={(x,y):xe X,yeS(x)}

grafigi, X xY normlu uzayinda kapali ise S ye kapali operator denir [3]

Tanmim 2.2.9: X bir normlu uzay olsun. Bu durumda,

Is1= sup P supl o)
xep(S) ||X|| (=1
x#0 xeX

normu ile normlanan X {izerindeki tiim smirh lineer fonksiyonellerin teskil ettigi

normlu uzaya X uzaymin dual uzayr denir ve X' ile gosterilir [3]

Lemma 2.2.10: (X , ), C tizerinde normlu bir uzay olsun. f:X — C fonksiyonu

ise, her a,be X igin,

f(a+b)=f(a)+f (D)
f(aa)=af(a)
10



sartlarin1 saglayan fonksiyonel olsun. Bu takdirde f nin lineer olmasi i¢in gerek ve

yeter sart her a € X i¢in,
f(ia)=if (a)
dir.

Ispat: f fonksiyonu lineer ise her a € X i¢in f(ia)=if (a) dir. Simdi tersine, her
aeX igin f(ia)=if (a) olsun. Her ae X ve 1 eC keyfi sayis1 verilsin. O halde

s,t € R olmak lizere A =s+it icin,

f(/Ia) = f((s+it)a) = f(sa+t(ia)) F f(sa)+f(t(ia)) =sf (a)+tf(ia)
=sf(a)+itf(a) :(s+it)f(a):/lf(a)

dir. Boylece, f fonksiyonu lineerdir.

Tanim 2.2.11: X herhangi bir kiime ve d:X xX — R fonksiyonu segilsin. d

fonksiyonu asagida verilen 6zellikleri sagliyorsa d ye X {iizerinde bir metrik denir.
i. Her a,be Xicin d(a,b) >0,
ii. Her a,be X igin d(a,b):d(b,a),
iii. d(a,b):0<:>a:b,
iv.  Her a,b,c € X igin d(a,b)éd(a,c)+d(b,c)
kosullarmi saglayan ve lizerinde bir d metrigi tamimlanmis olan X kiimesi metrik
uzay olarak adlandirilir ve (X ,d ) seklinde gosterilir.

Ornek 2.2.12: d gergel degerli bir fonksiyon ve X bostan farkli bir kiime olsun.
Eger,
1, X#Y
d (x, y) = {
0, x=y
ise d fonksiyonu, X kiimesi lizerinde bir metriktir ve bu metrik ayritk metrik olarak

adlandirilir.

(x.

) bir normlu vektdr uzayi ise,
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d(xy)=[x=y]
olacak sekilde bir metrik tanimlar. O halde bir normlu vektor uzay: tanimli d metrigi

iizerinde her zaman bir metrik uzay olur.

Tamm 2.2.13: (X,d) metrik uzaymnda bir {x } dizisi segilsin. Eger Ve>0 ve
Vn>N i¢in d (x,,,x)<g olmak tlizere N =N(g) olacak sekilde N tam sayisi

bulunuyorsa {x,} dizisi, x noktasina yakinstyor denir.

Tamm 2.2.14: (X,d) metrik uzaymda bir {x } dizisi olsun. Eger Ve>0 ve

Vm,ne N i¢in d ( X, ,X )< ¢ olacak sekilde bir N = N(g) tam sayis1 bulunuyorsa o

halde bu {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.2.15: Her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.

Tanmim 2.2.16: X uzayinda bulunan her Cauchy dizisi bir noktaya yakinsiyorsa

(X,d) metrik uzay1 tam olarak adlandirilr.

Tanmm 2.2.17: (X |- ) normlu bir vektér uzay olsun. Bu uzay tam ise bir Banach

uzayi olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.18: X bir vektor uzay ve X xX den K ya tanimh ve asagidaki sartlari

saglayan, skaler degerli, (a,b) - (a|b) fonksiyonuna X vektor uzayi tlizerinde bir i¢

carpun denir.

Her a,b,c € X ve t € K i¢in, karmasik eslenik (a|b) seklinde gosterilir:
L.

alp)=0ve(alb)=0<a=0
IL. )=

(

(alp)=(pla)

ML (a+b|c)=(alc)+(b|c)
(1alp)=t(alp)

lizerinde (|) i¢c carpimu ile tanimlanan X vektor uzayma bir i¢ carpim uzayr adi

IV.

verilir ve (X ,(.

)) seklinde gosterilir.
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Teorem 2.2.19: (X (.

)) bir i¢ carpim uzayi olsun ve her a,b € X i¢in,

(alp)| <l
esitsizliginin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ ve b nin lineer bagimsiz
olmasidir. Bu esitsizlik Cauchy-Schwartz esitsizligi olarak adlandirilir.

Tanmm 2.2.20: I¢ carpimdan elde edilen norma gore bir i¢ carpim uzay1 tam oluyor

ise bu uzay bir Hilbert uzay: olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.21: Eger (X ,

) normlu vektdr uzay1 ve bu vektdr uzay bir i¢ carpim

uzay1 ise bu norm Paralelkenar kuralin1 gerektirir ve X den se¢tigimiz her a,b igin,
Ja-+[] +la =& =2(al +[e[)
olur. Hatta Paralelkenar kurali bir normlu vektdr uzayda saglaniyorsa bu uzaya i¢

carpim uzay: denir.

Tanmm 2.2.22: Herhangi bir X vektor uzayinda C, bir alt kiime ise x,yeC,

t€[0,1] i¢in tx+(1—¢)y € C durumu saglaniyor ise C konveks olarak adlandirilir.

Tammm 2.2.23: X bostan farkli bir kiime olsun. X in alt kiimeler toplulugu 7 ile
gosterilsin. 7 asagida verilen kosullar1 saghyor ise, z, X kiimesi {lizerinde bir

topoloji adin1 alir.

o X,Der,
ot daherhangi bir ailenin birlesimi yine r da bulunur,
o O0,0,,..,0,et,0Nn0,N..N0O, .

Boylece (X , T) cifti bir topolojik uzay olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.24: Herhangi bir ae X icin, a €O olacak sekilde Oer kiimesini
ihtiva eden X in herhangi bir alt kiimesine @ nin komsulugu adi verilir. Burada
bulunan O, agik kiimeyi gostermektedir.
Tanim 2.2.25: K cismi {izerinde bir X lineer uzay1 olsun. X de bir 7 topolojisine
gore

+: XxX >X ve oOxX 5> X
fonksiyonlar1 siirekli ise bu X uzay1 lineer topolojik uzayr veya topolojik vektor

uzayi olarak adlandirilir. Boylece 7, X de bir lineer topoloji olarak adlandirilir.
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Tanmim 2.2.26: X lineer topolojik uzay1 tizerinde bir lineer topoloji varsa ve 0 (sifir)
m her komsulugu O 1n bir konveks komsulugunu ihtiva ediyorsa bu lineer topoloji

yerel konveks topoloji olarak adlandirilir.
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3. BOLUM

Bu boliimde, 2-norm ve onlarin bazi uzaylar1 tanimlanmis, 6zel olarak 2-

Banach uzaylarindan bahsedilmis ve bu uzaylarin temel 6zellikleri verilmistir.

3.1. 2-NORMLU UZAYLAR

Tammm 3.1.1: X,K iizerinde lineer uzay olsun. Burada K gercel ya da karmasik

L.

degerli bir fonksiyon olsun. Her a,b,c € X ve a € K olmak lizere;

sayilar cismidir. Kabul edelim ki,

, XxX izerinde negatif olmayan gercel

[2N1] a,b|=0 ve a,b|:O ise a ile b lineer bagimli,
[2N2] |a,b|=|b,q|,

[2N3]  |laa,b|=|a||a.b],

[2N4] a,b+c||£ a,b||+la,c|,

sartlarmi saglayan |,. -

fonksiyonuna 2-norm, (X ,

) ikilisine 2-normlu lineer

uzay denir [4]

Ornek 3.1.2: Derecesi n den kiiciik ve esit olan [0,1] aralig1 ilizerinde gercel

polinomlar kiimesi P, ile gosterilsin. P, bilinen skalerle c¢arpma ve toplama
islemlerine gore gergel sayilar kiimesinde bir lineer vektdr uzaydrwr. {q,,a,....,a,}

[0,1] de ayrik, sabitlenmis noktalar olsun ve P, kiimesi iizerinde 2-norm,

f.h

=31 (@) (@)~ @ h(ay)

olacak sekilde tanimlansin. Boylece (Pn,

) ¢ifti bir 2-normlu uzaydir.

.y
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Coziim: [2N1] f,he P, olsun. Eger f ve h lineer bagiml ise h=kf olur. Bu
durumda A’ =kf" elde edilir. O halde

2n

I£.2|=> | f(aph (@) - f'(a)h(a,)
=S| F @)kt (a) ~ f (@ kf (a,) =0
olacaktir. Simdi ||f,h|=0 ve h#0 olsun.

fsh

= S| (a) (@)~ f(a)h(a,)| =0

olur. Her £k =1,2,3,...,2n igin,
flaph'(a)— f'(a)h(a,) =0
elde edilir. Sol taraf
P(a) = f(a)h (a,) - f'(a)h(a,)

olacak sekilde gosterilirse P(a) polinomunun 2n tane sifir1 (kokii) vardir. Oysa ki
bu problem 2n—1 inci dereceden olarak alinmisti. Bu durumda P(a)=0 olur. O

halde fh'— fh=0 dir. Diger yandan

oldugundan i: k (sabit) olur. Buradan f =kh sonucu ¢ikar ve bu durumda f ve

h lineer bagimlidir.

[2N2] f,h e P, olsun.
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171 = S| @) (@)~ f'(a)h(a,)|

S|k (@) - f'(ay hia )|

k

2

D | f(aph(a) - f(a)h'(a,))

k=1

. 7]

Il
=

dir.

[2N3] f,he P, ve a € K olsun. Boylece

lecs i =S e (@)W (@) - e f (a, ha, )|
= S f @) ()~ £ (ah(x,)

— o> |f (@) (a,)~ f(a i)
=l | .4

olur.

[2N4] f,h,t € P, olsun. Uggen esitsizliginden

|f h+1] = i|f<ak)<h(ak)+r<ak ) = f(a)(h(a,) +1(a,))
= S Fah (a,)+ F(@)r (a,)- £@)h(a,)- £ @ (a )
= S(Flaph @)~ £ (a)h(a ) +(f (@) (@) ~ £ '(a)ta)

< Zn:|(f(ak)h’(ak)_f’(ak )h(ak)|+zn:|(f(ak )t'(ak)_f'(ak)t(ak ))|
<|l£. Al =15

elde edilir. (Pn,||,||) ¢cifti 2-normlu uzaydir [4]

Ornek 3.1.3: (X||,||) ¢ifti 2-normlu uzay olsun. k,/,me X igin,
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[fe -+, 14 < e 1]+, ] + o, K

olur.

Coziim: Bunu gostermek i¢in sadece [2N4] sartin1 kullanmak yeterlidir.

||k +m,l +m|| < ||k,l +m||+||m,l +m||
<. ]|+ [, ]| + . 2]+ e, ]

= [fes ]+t ]+ . k|

oldugundan istenilen sonug¢ gosterilmis olur.

b||=0,

a —d

n m?

Tamm 3.1.4: 2-normlu X uzaynda bir {a,} dizisi almsm. lim

m,n—o0

lim

m,n—»00

a, —am,c| =0 olacak sekilde X de lineer bagimsiz iki tane b ve c vektorleri

n

bulunuyorsa {a,} dizisi b ve ¢ ye gdre bir Cauchy dizisi olarak adlandirilir [5].

Teorem 3.1.5: X, 2-normlu bir vektor uzayi olsun.

1. Eger {a,} dizisi X 2-normlu uzayinda s ve t ye gore bir Cauchy dizisi ise

tla, sl ve a1}

a,,s a,,t

gercel Cauchy dizileridir.
2. Eger 2-normlu X uzaymda {a,} ve {b,} dizileri s ve t ye gore Cauchy
dizileri ve {«,} bir ger¢el Cauchy dizisi ise {a, +b,} ve {a,a,} dizileri 2-

normlu X uzayimnda Cauchy dizileridir.
Ispat: [2N4] kosulundan,

a5 =, +a, —a,.5
<[la, —a, 5|+ a, .
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
a,.s|~[a,.s|<la, ~a,.s]
olacaktir ve benzer olarak,
|, ] ~lla, sl <[, =]
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ya da

|<la.ss[=la.s|

a,—a,,s
elde edilir. Buradan,

4,5l <la, ~a,.5]

a,s
esitsizligine ulasilir. Varsayim geregi, {a,} dizisi bir Cauchy dizisi oldugundan

lim ||an,s||—||am,s||ﬁ lim ||an —am,s”:O

m,n—»00 m,n—»o0

olur. Boylece {||an,s||} bir gergel Cauchy dizisidir. Benzer sekilde {||an,t||} de bir

gercel Cauchy dizisidir. Sonug olarak,

(a,—a,)—(b,+b,).s
(b, +b,). ],

(a,+b,)—(a, +b,),s|=]|

< ||(an -a,), s|| +

bulunur. Burada limite gecildigi zaman hipotezden dolay1 sag tarafin limiti O dir.

Bundan dolayi esitligin sol tarafin limiti de O olacaktir. Benzer islemler yapilarak

lim |(a, +b,)—(a,, +b,).1|

m,n—»o0

sonucu elde edilir. Tanimdan X de {a,+b,} dizisi bir Cauchy dizisidir.
Simdi {«,a,} dizisi goz O6niine alinacak olursa,

a,a,—a,a,,s|= H(anan ~a,a,)+(a,a,-a,a,), s”

<

a,a,—a,a,.s|+|a,a, —a,a,.s|

an - am | ”am ’ S”

= an—am,s||+

an

<k

an_am|

a, —am,s||+k2

olur. Burada {||an,s||} ve {a,a,} gercel Cauchy dizisi olduklarindan smirhdir. Bu

sebepten dolay1 ilk olarak |an| <k, ve ||am,s|| <k, yazilir. Cauchy dizisi 6zelliginden

— 0 olur. Boylece sag tarafin limiti O a gider. Buradan,

a, —am,s” —>0ve |a,—«a,

lim ||anan—a a ,s|=0

mm
m,n—»00
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elde edilir. Benzer sekilde,
=0

lim |

m,n—0

a.a,—a,a,,t

m_m?

olur. Boylece, {@,a,} dizisi 2-normlu X uzaymda bir Cauchy dizisidir [5].

Tanim 3.1.6: 2-normlu X uzaymda bir {x } dizisi olsun ve her y € X i¢in,

1im||xn —x,y|=0

olacak sekilde bir x € X elemani1 bulunuyorsa, {x, } dizisine yakinsak dizi denir.
{x,} dizisi x e yakinstyorsa x, — x seklinde gosterilir ve {x,} dizisinin limiti x dir

denir.

Tamm 3.1.7: 2-normlu bir vektor uzaymnda her Cauchy dizisi yakinsak dizi ise bu
uzay 2-Banach uzayt olarak adlandirilir [5].
Teorem 3.1.8: X, 2-normlu uzay olsun.
.. a,—aveb —>bise a +b —>a+b
. a,—>avea —>aise a,a, > oaa
ii. dimX=>2,a,>a vea,—>bise a=b
kosullar1 gergeklentir.
Ispat:
i. a,—a veb —>b ise,

|(a, +b,)—(a+b),s||=|(a, —a)+ (b, —b),s
< ||(an —a),s +||(bn —-b),s

—0

ifadesine ulasilir. Buradan a, +b, —a+b dir.

. a,—>a vea, —>aise,
|anan —aa,s| = ||anan —q.a+a,a—aa,s
< | a.a,—a,a,s +||ana -aa,s
=\a,l|||a, —a,s +|an—a| a,s
Sk|an—a,s +|an—a| a,s
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esitsizligi elde edilir. Boylece lim|a, —a,s

=0 ve 1im||0{n —a|| =0 oldugundan

esitsizligin sol tarafinin limiti O a gider. Boylece «,a, — aa olur.

ii. dimX =2, a, >a ve a, —>b ise,

= ||(an -b)—(a,—a),s
< ||(an —-b),s

||a—b,s

—+

|—(an —-a),s

olur. a, >a ve a, —b oldugundan her se X i¢in ||a—b,s =0 dir. Her se X

icin a—b ve s lineer bagimhidirlar. dimX >2 oldugundan a—»b nin tim se X
vektorleriyle lineer bagimsiz olabilmesi i¢in tek sart a—b =0 olmalidir. Bdylece

a =b elde edilir.
Ornek 3.1.9: X =E°, iic boyutlu Oklid uzay1 olsun. a,be E’ olacak sekilde

a=xi+yj+zkve b=ui+vj+wk olsun. E° de 2-norm

i j ok

a,b

|=|a><b|:det Xy z
u v ow

=|(yw—2v)i+ (zu —xw) j + (xv —uy)k|

- [(yw— ) +(zu— xw)2 +(xv —uy)ﬂ”2

.y

olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda (E3, ) cifti bir 2-Banach uzaydir.

a,b

Coziim: | fonksiyonunun 2-norm ve (E3, ) ¢iftinin 2-normlu uzay oldugu

gosterilir. Simdi X =E ve a=(a,a,,a,) ve b=(b,b,,b,) alimdiginda X uzayi
1 2 3 1°72°%3

lzerinde 2-norm,

i j k
a,b :|a><b|: det| a, a, a,
bl b2 b3

olacak sekilde tanimlanir.
[2N 1] kosulundan a,b € X, a,b lineer bagimli olsun. Boylece bir k € Ki¢in b =ka

olur. Buradan,
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b=(b,.b,.b,) = (ka,, ka,,ka,)

esitligi elde edilir. Bu durumda,

i j k i j  k
a,b|=laxb|=|det| a, a, a, |=|det| @, a, a, |=0
b b, b, ka, ka, ka,
olur.
Simdi ||a,b||=0 olsun.
i j ok
a,b :|a><b|: det|a, a, a,|=0

bl b2 b3

oldugundan ve k € Ki¢in b =ka olur. Boylece a ile b lineer bagimlidir.

[2N2] kosulundan, a,b e X olsun,

P &
||a,b||:|a><b|: det| a, a, a,
bl b2 b3
i j k
=|—det| b, b, b,
a a4, a4,
i j k
=|det| b, b, b,
a, a, a,
:|b><a|: b,a|
olur.
[2N3] kosulundan a,b € X ve a € K olsun.
i j k
||aa,b :|aa><b|: det| aa, aa, «aa,
bl b2 b3
i j k

=|adet| a, a, a,
b, b, b,
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ik
=|al|det| @, a, a,
b b, b,
a,b

=]
bulunur.

[2N4] kosulunda, her a,b,c € X olsun,

a,b+c||=|a><(b+c)|= det| q a, a,

i j k i j k
=|det| a, a, a, |+det|a, a, a,
b b, b G 6 G
i j k i j k
<|det| a, a, a, |+|det|aq, a, a,
b, b, b, G GG

< a,b|+ a,c

elde edilir. 2-norm sartlar1 saglandigindan (X , ) ¢ifti 2-normlu uzaydir.

.y

Simdi, her Cauchy dizisinin 2-normlu lineer uzayda yakinsak dizi oldugu

gosterilsin. Bunun igin ilk olarak a,=xi+y, j+zk, E’ de bir Cauchy dizisi

almsm. Bdylece E’ de  lim ‘(an—am)xb‘:o ve lim ‘(an—am)xc‘:o olacak

n,m—»w n,m—»w

sekilde lineer bagimsiz olan b =ui +vj+wk ve c¢ = pi+rj+sk vektorleri elde edilir.
Daha sonra {x },{y, } ve {z,} dizilerinin birer Cauchy dizisi olduklar1 asagidaki
gibi gosterilir.
i Jj k
‘(an —am)xb‘ =|det| x,—x, Y,—Y, Z,~Z,

u v w
[[w(yn -y )-w(z, —Zm)]2 +[u(z, —z,) —w(x, —Xm)]2 +[v(x, —x,) —u(y, - ym)]ﬂm

Boylece her iki tarafin n,m — oo i¢in limitleri alindiginda,

lim ‘(an —am)xb‘ =0

n,m—>0

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
23



a: nljglw[w(yn -y,)—v(z,-2z,)]=0

p: nlillllw[u(z" -z,)—w(x, —xm)] 0

y: lim [v(xn —x )—u(y, —ym)]=0

n,m—»0

olmasidir. Benzer sekilde ¢ vektorii i¢in de benzer islemler yapilirsa

[5(y, = )=z, — 2,0 +[ Pz, 2,0 —50x, —x )|
‘(an—am)xc‘= ,
+[r(x, = x,) =Py, = y,)]
elde edilir. Boylece

lim ‘(an —am)xc‘ =0

n,m—»w

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

5:n131r—l>loo[s(yn _ym)_r(zn _Z’")] :O

g: lim [p(zn -z,)—s(x, —xm)] =0

n,m—

¢: lim [r(xn -x,)—p(y, —ym)] =0

n,m—0

olmasidir. 6 da her iki taraf —w ile ¢arpilirsa

lim (=sw(y, =y,)+m(z,-z,))=0

n

olur ve « da her iki taraf s ile carpilirsa,
1ir_r>1 (sw(yn -y,)—sv(z, — zm)) =0

elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa,

lim ((rw—sv)(zn —zm)) =0

n,m—»0

sonucu bulunur. £ da her iki taraf s ile ¢arpilirsa,

lim (su(z, —z,)—sw(x, —x,))=0

n,m—0

olur ve & da her iki taraf —w ile ¢arpilirsa,

lim (~pw(z, -z,)+sw(x, -x,)) =0

n,m—0

elde edilir. Bu son iki esitligin taraf tarafa toplanmasi ile

lim ((su—pw)(z, —z,))=0
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sonucu bulunur.

Simdi {z,} dizisinin bir Cauchy dizisi olmadig1 kabul edilsin. Bu durumda

s e : .
rw=sv ve su = pw olur. Buradan — =L_P esitligi yazilir. Bu durum « ile b nin
u

wov
lineer bagimsiz olmasindan dolayr imkéansiz olur. Sonug¢ olarak {z, } dizisi bir
Cauchy dizisidir.

Benzer islemlerle {x }, {y,} dizileri de birer Cauchy dizileridir. Gergel

sayillarm tam olmasindan dolayr limx, =x,limy =y, limz, =z olacak sekilde

X, y,z gergel sayilar1 bulunur.
Kabul edelim ki, a=xi+yj+zk, a,—>a olsun. E’ de bir eleman
m=di+ej + fk olarak secilsin. O halde,
i Jj k
‘(an —a)xm‘ =limdet| x, —x y -y z,-2
d e f

Tim [[£(3, =) =e(z, =0 +[d(z, ~2) = (5, =] #[eCx, ~0)=d(y, -] | =0

olur. Ciinkii limx, =x,limy, =y limz, =z dir. Boylece (E’,

n—x0 n

) bir 2-Banach

uzayidir [5]

Tanmm 3.1.10: X ve Y birer lineer uzay ve @ Dc X xY olsun. Vxe X ve
VyeY igin D = {y eY:(x,y)e D} ve D’ = {x eX:(x,y)e D} kiimeleri sirasiyla
Y ve X in birer lineer altuzayi olsun.

a) V(x, y) eD,

x,y+z||£

x.ay|=|ax.y

b) V(x, y),(x,z) eD,

|+

X, Y|+ |x, z

¢) V(x,y).(y.z)eD,

| <

+

:D—)[O,oo) fonksiyonuna D iizerinde genellestirilmis 2-

x+y,z||<|x 2z

YsZ

sartlari1 saglayan

.y

normlu wuzay denir. Ayrica, 6zel olarak X =Y almirsa (X xY,

) seklinde

Y

gosterilen genellestirilmis 2-normlu uzay (X ,

)olarak gosterilir. Genellestirilmis

.y

2-normlu uzaylar smifi, bilinen normlu uzaylar smifindan daha genistir. Yani her

normlu uzaydan genellestirilimis 2-normlu bir uzay olusturulabilir.
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Ornegin, (X ,||||1) ve (X Rl 2) birer normlu vektér uzay olsun. Bdylece
||x, y|| = ||x|| 1 || y|| , olacak sekilde X xY iizerinde bir genellestirilmis 2-norm vardir ve

ayrica B bir Banach cebiri ve her a,beB i¢in |a,b|=|ab| olmak iizere (B||||)

genellestirilmis bir 2-normlu uzaydir.
Ayrica, X =XxX ise |.|[:X —>[0,0) fonksiyonuna X iizerinde

genellestirilmis simetrik 2-norm denir. Genellestirilmis simetrik 2-norm asagida

verilen 6zellikleri saglar,

(x, y), (x,z) eX ve aeK icin,
i eyl=lyAd
i. ey =lalx. ] =[x
ity + 2] < e ]+ v ]

dir. Bdylece (X.|..]) sifti genellestirilmis simetrik 2-normlu uzay olarak adlandirilir

[6].
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4. BOLUM

Bu boliimde 2-normlu bir kiimeden, bir normlu uzayda smirli 2-lineer

operatorlerin bazi 6zellikleri g6z Oniine alinmistir. Bu boliim i¢in genel tanim ve

teoremler [7] ve [8] numarali referanslardan yararlanilarak verilmistir.

4.1. 2-NORMLU KUME UZERINDE SINIRLI 2-LINEER OPERATORLER

Bu bolimde X gercel lineer uzay, D < XxX, 2-normlu bir kiime ve Y

normlu bir uzay olsun.

Tanmm 4.1.1: F:D —Y operatorii asagidaki sartlar1 sagliyorsa 2- lineer olarak

adlandirilir.

(1)  F(a+c,b+d)=F(a,b)+F(a,d)+F(c,b)+F(c,d) a,ceD"nD’ ve

a,b,c,d e X
(2) F(aa,pb)=aBF(a,b), a,BeR, (a,b)eD

a,b

Tanim 4.1.2: Eger her (a,b) € D igin |F(a,b)|| < K||a,b| olacak sekilde bu esitsizligi

saglayacak bir K pozitif sayisi varsa 2- normlu F operatdriine sznirlidir denir.

Tanim 4.1.3: F smirh bir operator olsun. Eger

|F||=inf {K >0:|F(a,b)| <K

a,b

, (a,b) e D}

sayisi varsa bu say1 2-lineer F operatoriiniin bir normu olarak adlandirilir.

=[x )

x,y€ X ile tanimlanan 2-normile X uzay: genellestirilmis 2- normlu uzaydir.

X,y , her

Ornek 4.1.4: (X , <,>) gercel i¢ carpim uzay1 olarak almsin ve
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Bir F:XxX —IR operatdrii her x,yeX i¢in F(a,b)=(a,b) seklinde
tanimlanirsa F operatorii 2- lineer ve sinirlidir. Hatta burada, ||F || =1 dir.
Teorem 4.1.5: Eger F, sinirli2- lineer operator ise bu durumda asagidaki 6zellikler
saglanir:
a) |F|<k; KeP" ={K >0]||F(a,b)|<K'|ab|.(a,b)eD}
b) |F(a.b)|<|F||a.b|, V(a,b)eD

o ||F|= sup{||F(a,b)|| : (a,b) € D, |a,b||= 1}

=sup{|F(a,b)|: (a.b) € D, |la,b| <1}

- sup{”}ﬁ;illjﬁ)” : (a,b) € D, |a,b]|= 0}

Ispat:
a) Teorem 4.1.5 in (a) kosulu Tanim 4.1.2 den goriiliir.
b) F - sinirli oldugundan dolayi, K >0 olacaktir. O halde,

|F(a.b)| < K|a.b|.(a,b) e D

olur. Bu durumda, ||F(a,b)|| < ian,e ) K'”a,b” olup

P
|F @b <] Fla.b]
esitsizligi elde edilir.

b) sartindan dolay1 (c) kosulu,

an DL 1y, o] 1

esitsizligi saglanir.

Simdi A= sup{”F(a,b)”: (a,b)e D, ||a,b|| = 1} olsun. Buna gore,
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A=sup [Fa.b)] :(a,b)e D, |a,b|=1
-]

|F(a. )]
< ‘(a,b)e D, |a,b|| <1
sup{ T t] (a,b)e D, ||a,b|

<sup |7 a.b)] :(a,b) e D, ||a,b|| %0
.

<[|#]
olur. Boylece,
A<sup{|F(a.b)|: (a.b) €D, |a.b| <1}

oldugu goriiliir.

a

b
a5

=1dir.

Simdi (a,b) € D olsun. Oyle ki, |a,b| 0 olacaktir. Ciinkii

( ,bJ
”Cl,b”

tanimlanir ki bu da HF (a,b)” < A||a,b|| oldugunu gosterir. Diger taraftan (a,b) € D

Boylece < A sonucuna ulasilir. Bu esitliklerden dolay,

1 1
—— F(a,b)|=——|F(a,b
P )H el (@2

ve ||a,b|| =0 oluyorsa 0< HF (a,b)” < ||F|| ||a,b|| =0 esitsizligi ve

|F (a.b)|=0=A]a.b| esitligi elde edilir.

Sonu¢ olarak, her (a,b)e D igin HF(a,b)HSA”a,b” dir ki bunun anlami
Ae P") olmasidir. (a) kosulu geregi

[Fl<A

olur. Boylece,

29



a,b

|F|| =sup{|F(a.b)||: (a.b) € D,

= sup{M :(a,b) e D,

:1}

£

Sl} ve (b) kosulundan

a,b

a,b

oldugu goriiliir. ||F|| = sup{”F(a,b)” :(a,b)e D,

a,b

sup{|F(a.b)|: (a.b) € D,

a,b

<1j<|F|
yazilir.

Tanim 4.1.6: Y bir normlu uzay ve D < X x X, 2-normlu kiime olsun. L,(D,Y) ile

D den Y icine olan tiim smirli 2- lineer operatorlerden olusan kiime g6z Oniine

alinsin. Ozel olarak X genellestirilmis 2- normlu uzay olursa L,(X.Y) ile

gosterilir. Simdi F, Ge L,(D,Y) olsun. L,(D,Y) lzerinde,

e (F+G)(a,b)=F(a,b)+G(a,b), Y(a,b)ye D

e (aF)a,b)=aF(a,b), VaeRR, (a,b)e D
islemleriyle L,(D,Y) bir vektor uzayidir.

Teorem 4.1.7: 2- normlu bir D kiimesinden bir ¥ normlu uzay: i¢ine olan tiim

smirli 2- lineer operatorlerden meydana gelen L,(D,Y) kiimesi vektdr uzaymin

kendisi de |F|=inf{K >0:|F(a.b)|<K|a.b

,(a,b)eD} ile tanimlanan norma

gore bir normlu uzaydir.
Ispat: Bu teoremin ispat1 Tanim 4.1.3 den agiktir.

Teorem 4.1.8: D, 2- normlu bir kiime ve Y bir Banach uzay: ise L,(D.Y) bir

Banach uzayidir.

ispat: Teorem 4.1.7 den L,(D,Y) bir normlu uzaydir. Eger {F;l n GN}, L,(D,Y)

F,—F,

icindeki bir Cauchy dizisi ise lim =0 ve her (a,b) e D i¢in

F(a.b)~F,@Db)|=|(F,~F,)@-b)|<|F,-F,|

a,b
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esitsizligi dogru olacaktir. Boylece her (a,b) € D igin {E(a,b) ‘ne N}, Y i¢inde bir
Cauchy dizisi olur. Y tam oldugundan her (a,b) € D igin {Fn(a,b):neN} dizisi

yakinsak olacaktir.

F(a,b) = limF. (a,b)
olsun. Simdi FelL,(D,Y) oldugu gosterilsin. a,ce D"nD’ olmak iizere
a,b,c,d € X i¢in,

F(a+c,b+d)=limF, (a+c,b+d)
=limF,(a,b)+1imF,(a,d)+1im F (c,b)+1im F,(c,d)
=F(a,b)+ F(a,d)+F(c,b)+ F(c,d).

Ayrica a, f R ve (a,b) € D i¢in asagida verilen esitlikler dogrulanir.

F (aa,pb) =lim F, (aa, fb) =limafF, (a,b) =aflimF, (a,b) = afF(a,b)

F,

Boylece F, bir 2-lineer operatdrdiir. ‘ —||Fm|”S

F,—F,| esitsizligi ile
{IF,|:neN}.R igine bir Cauchy dizisidir. Sonug olarak, {||F,|:neN} dizisi
smirhidir. Her neN i¢in ||Fn||£K olacak sekilde K >0 pozitif sayist vardir.

{”Fn || neN } dizisinin smirliligmi kullanarak,

||F(a,b)|| < a,b

<K

F,(a,b)||+||F (a,b)—F,(a,b)| <
a,b|+|F,(a,b)— F(a,b)|

Fn

|+||F(a,b)—F,(a,b)|

|+

esitsizligi elde edilir. n — oo iken her (a,b) € D i¢in ||F(a,b)|| <K

a,b

| olacaktir, bu

da F nin smirl oldugunu gosterir. Yani, F € L,(D,Y) olur.

Simdi kabul edelim ki, (a,b)e D ve

a,b

|;t0 , &>0 olsun. {||Fn||:neN}

dizisi bir Cauchy dizisi oldugundan bir n,eN vardr. Her n,m=>n, i¢in

£ ..
F, - Fm” < — olur. Burada her n,m >n, i¢in,
4
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|F, (a,b)—F, (a,b)| <

&
- [l <]t

elde edilir. O halde

F(a,b)=kmF (a,b)

esitligi i¢in, ||F, (a,b)—F (a,b)H < %”a,b” olacak sekilde n, =n, (a,b)>n, vardir.

nxny, (a,b)eD ve |a,b]=0 icin,

|F, (a,b) - F(a,b)| <

F,(a,b)~F, (a,b)|+

F, (a,b)—F(a,b)|

<EJabl+Efabl=Zft]

olacaktir. Eger ||a,b|| =0 ise F (a,b)=0=F(a,b) olur. Bu durumda,

F,(a,b)~F(a,b)| < §||a,b||
dir. Buradan her n>n,, (a,b) € D igin,

|F, (@.b)~ F(a.b)] <~ a.b)

. . .. & - .. &
dir. Yani n>n, i¢cin — € P olacaktir. Sonug olarak n > n, i¢in ||Fn —F|| <—<g¢
2 2

olur ki bu da L,(D,M) i¢inde {Fn in GN} dizisi F ye yakinsak demektir. Boylece

L,(D,Y) bir Banach uzayidur.
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5.BOLUM

Bu bolimde D-degerli modiller iizerinde D-degerli 2-normdan

bahsedilecektir. Tezin bu bolimii i¢in temel tanim ve teoremler [9] numarali

referanstan yararlanilarak ayrmtili bir sekilde incelenmistir

5.1. HIPERBOLIK SAYILAR

Hiperbolik sayilar halkasi olarak D halkasa,
D={a+kb

abeR K =1keR}
seklinde gosterilir. Simdi z =a+kb olsun. z lizerinde f— ters
2 =a—kb
olarak tanimlanir. D {izerinde t—ters te bilinen toplama ve c¢arpma islemleri

tammlidir. Eger zz' =a® —b* #0 ise z=a+kb hiperbolik say1s1 terslenebilir. z € D

nin tersi

olarak elde edilir. ¢ ve b nin her ikisi de sifirdan farkli fakat a* —b* =0 ise z, D

de bir sifir bolendir. NC,, olarak tanimlanan D nin biitiin sifir bolenlerinin kiimesi,

NC, ={z=a+kb|z;«f&(),zzT =a*-b’ =0}

seklinde ifade edilir.
o=~ (1+K)
2
ve onun f—tersi
t 1
e =e,= 5(1—/{)

olarak alindiginda hiperbolik sayilarm D halkas: bir bolme halkas1 degildir. Burada

ee, =0 oldugundan e, ve e,, D de birer sifir bdlendir. e, ve e, birbirini
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tamamlayan denkgiiclii bilesenlerdir. Ayni zamanda onlar hiperbolik sayilarin
denkgii¢lii bazin1 olustururlar. Béylece her z =a+ kb hiperbolik sayis1 D de

Z=eq, +e,q, 5.1
olarak yazilir. Burada o, =a+b ve a,=a—b birer gercel sayidr. (5.1) esitligi
hiperbolik sayilarn denkgiiclii gosterimidir. Ayrica e D ve e,D kiimeleri D
halkasinn idealidir. Oyle ki ¢ Dne,D ={0} ve ¢ D+e,D =D dir. Boylece,

D=eD+e,D (5.2)
seklinde ifade edilir. (5.2) esitligi D nin denkgiiglii ayrismasidir. Burada toplama,

carpma, terslenebilir gibi cebirsel islemler yapilabilir.

Negatif olmayan hiperbolik sayilarin kiimesi
D" = {ela] +e,a, a0, > 0}
seklinde gosterilir. Ayrica her z,ue D igin u—z e D" oldugunda z < u yazilir ve

bu tanim D fizerinde kismi mertebe tanimlar. Boylece, R iizerinde <, < in

kisitlanisidir. Eger, A< D ise yukarida bahsedilenlerden dolay1 D -sinirhidir. A nin
D -supremumu A ={a, :e,0, +e,a, € A} ve A, ={a, e, +e,a, € A} oldugundan,
sup,, A=e SupA +e,supA,
seklinde yazilir. D -infumum tanimi da benzer sekilde yapilir.
Her z=¢0, +e,a, € D i¢in D ilizerinde hiperbolik degerli modiil
|2, = +e,a,| =¢ || +e, |, e D
seklindedir. |al| ve |052| srrastyla «; ve a, gergel sayilarmm modiiliidiir.

X, D-modiil olsun.

X, =¢X ve X,=¢,X (5.3)
kiimeleri alinsm. O zaman

X, NnX,={0}

X=X +e,X

X, ve X, gergel lineer uzaydr hem de D -modiiliidiir. (5.3) esitligi X in

denkgii¢lii ayrismasidir. Boylece her x € X i¢in x;, € X, ve x, € X, olmak iizere
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X=ex +e,x,

seklinde yazilir.
Ayrica U ve W herhangi iki gercel uzaysa X =e¢U +e,W D -modiildiir.

NC, tarafindan tanimlanan X de sifir bolenlerin kiimesi,
NC, ={0¢ zeX:zeeX, ue2X2}
seklinde tanimlanir.

Tamm 5.1.1: X bir D-modiil ve |||, : X — D" olsun, Vx,ye X ve a €D igin,
i |xf,=0=x=0,
i o], =, [,
iii. et o, < fxl, [,
||, hiperboliktir ya da X iizerinde D- degerli normdur denir.

5.2. 2-NORMLU D-MODUL

Bu boliimde hiperbolik ya da bir bagka deyisle D -degerli modiiller iizerinde

D -degerli 2-normdan bahsedilecektir.

Tanmm 5.2.1: X, D -modiil olsun.

|, : XxX —>D

fonksiyonu her x,y,z€ X veher ¢ € D i¢in ||x, y||D =0< x,y, lineer bagimli,

1 ”x’ y”D - ”y"x”D
il. ”a’x, y”D = |a|k ”x’ y“D
iii. [+ y.2], < [z, +]y.4],

sartlar1 sagliyorsa ||,|| , Ye X uzerinde D-degerli 2-norm denir. (X ||||D) ciftine de

2-normlu D-modiil denir.

Ayrica her x,ye X ve her ¢ € D i¢in ||x, y||D eD" ve ||x,y+ax||D =||x, y||D

olur.

35



Uyan 5.2.2: X, ve X, keyfi iki lineer gergel uzay olsun. 2 normlari ||,||1 ve ||,||2

olarak almsm ve sirasiyla dim(Xl) >1 ve dim(X2) >1, X =¢ X, +e,X, olsun. X,

D—modiil oldugundan dim(X )>1 olur.
x=ex, +e,x, € X ve y=¢y +e,y, € X i¢in,

I, y”o =le,x, +e,x,. ¢y, +ezy2||D =¢[x, y1||1 +e, |x,, Y2||z
olarak tanimlanir. Bu esitlik X tizerinde D-degerli 2-normlu olup asagidaki esitlikleri
sagladig1 gosterilebilir.
[ 3], =0 = eflx. ], +e |x. 3], =0
& [x. ], =0 ve[x,. v, [, =0

< x,,y, lineer bagimh ve x,, y, lineer bagimli,

< x, y lineer bagiml

ve degisme Ozelliginden,

e, =l +l,
dir. Ayrica, her ¢ € D igin,
Jex, 5], = H(elal +e,a,)(ex +ex, ) e +ezy2”u
= Hel (a3 )+e () e +62y2HD
=e o[ 3], + e [ [x,. ]
=(ea|+e, |a2|)(e1 [l ll, + 2 2. y2||2)
= el [lx. ¥,

olur. Her x,y,z € X olsun. Sonug olarak,

|lx+y.2], = H(elx1 +e,x, ) +(ey, +e,5,).62 +e2z2HD
= Hel x5 il + e [1%- 35, €2 +62Z2HD
=[x+ v,z +e v+ ..z,
<e (||x1,zl||1 vz ||1)+e2 (||X2»Zz||2 +||y2,z2||2)

= (el ||x1, 4 ”1 e, ||x2, ) ”2)+ (e, ||yl,z1 ”1 e, ”yz’ ) ”2)
=[x, 2], +]v.2,

elde edilir.
Onerme 5.2.3: X, 2 normlu D-modiil olsun. ¢X ve e,X 2-normlu gercel

uzaylardir. O halde bu normlar X iizerinde D -degerli 2-normdur.
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Ispat: ||,|| 5, XxX —>D, X uzerinde D -degerli 2-norm olsun.
||x, y||D = el¢(x, y)+62¢(x, y),‘v’(x, y) eXxX
d,0: X xX >R gercel degerli fonksiyon olsun. Her x,y € X i¢in,
el¢(e1x’ ely) +ez¢(elx’ e1y) = ”el'x’ 61)’”[, =€ ||el'x’ e]y”D

=€ (el¢(el'x’ ely)) + ez(p(elx’ ely)
= el¢(el'x’ ely)
olur. Sonug olarak (p(elx,ely):O ve ||e1x,e1y||D =e1¢||elx,e1y||D dir. Benzer sekilde

p(ex,e,y)=0 ve |e,x.e,y|, =e,0|ex.ey|, elde edilir. Boylece,

e v, =ellx ], +e. [, =ellex. v, +e, lex. v,
=€ ||y’elx||D e, ||y’62x||D 3 ||61y’elx||D +||e2y,e2x||D
= e, ely”D +[le,x, ezy”D

= e1¢(elx’ ely) + ez¢(62x’e2y)

(5.4)

olur. Her x,y e X i¢in,

ep(ex.ey)=lex.ey|, =|ey.ex|, =ep(ey.ex)
ifadesine ulasilir. O halde
¢(elx, ely) = ¢(ely,elx)
dir. Benzer islemler yapildiginda
p(e,x.e,y)=p(e,y,6,x)
olacagi agiktir.
Simdi A €R veher x,ye X icin,
[Ax 5, =12, ke 51,
dir. Buradan,
ed(Aex,ey)+e,p(Aex,e,y)= |ﬂ| ed(ex.ey)+ |/1| e,0(e,x,e,y)
elde edilir. Boylece,
#(Aex,ey) :|/1|¢(elx,e1y) ve ¢(Ze,x,e,) =|ﬂ|¢(e2x,ezy)
olur.
Ucgen esitsizligini gdstermek icin, her x,y,z e X olsun. Oyle ki,
e+, < el +lv-2l,

37



olmalidir. (5.4) denklemi kullanilirsa,
ep(ex+ey.ez)+e,p(ex+e,y.ez)
< ed(ex,ez)+ed(ey.ez)+e,p(ex.e,z)+e,p(e,y,6,2)
olur. Béylece,
d(ex+ey.ez)<p(ex,ez)+d(ey.ez)
p(e,x+e,y,6,2)<p(e,x,,2)+¢(e,y.6,2)
olup liggen esitsizligi gosterilmis olur.
Sonug olarak, ¢(ex,¢z)=0 olmasi igin gerek ve yeter sart ex ve ¢y nin

lineer bagimli olmasidir. Benzer sekilde ¢ iginde ayni islemler yapilabilir.

¢(ex.ey)=0 varsaymm ile ¢g(ex,e,z)=0olur. Bdylece [ex,ey||, =0 dir. |...

D

X tzerinde 2-normdur ve ex ve ey lineer bagimhidir.

Tersine, kabul edelim ki x,y € X, ex ve ¢y lineer bagimli olsun.

x ¥ Xy x|, = lex ey, +llex. €],

=le;x.e,y], = ep(e,x.e,7)

D=€1 D+€2

esitligi elde edilir. Burada, (5.4) denklemi kullamlarak ¢(ex,¢,y)=0 sonucuna
varilir. Benzer sekilde ¢ i¢in benzer islemler yapilabilir. Boylece ¢, ¢ X gercel
lineer uzay1 iizerinde ve ¢, e,X gergel lineer uzayi tizerinde 2-normdur.

Tanim 5.2.4: Eger x, € A ise ve

1im||xn - X,, y||D =0,Vye X ig¢in,

n—>0

limiti varsa {xn}neN dizisine bir X 2-normlu D-modiiliinde D-degerli 2-norma baglh

,, bir yakmsak dizi denir.

Y

.y

Uyan 5.2.5: Onerme 5.2.3 kullanilarak,

,» €X gercel lineer uzay: tizerinde 2-

normdur (£=1,2). Bdylece,

1im||x” - X,, y||D =0,Vye X igin,

o, =€ |l T [, yazilir. Buradan,

D

lim e, x, —eéxo,efy”D =0,Ve,yee, X,{ =12 igin

n—»o0
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oldugu goriiliir.

{ex,} - ¢X de ex, ayakmnsak dizi ve {e,x,} . e,X de e,x, ayakmsak dizidir.

neN’

5.3.2-NORMLU D-MODUL UZERINDE D-LIiNEER 2-FONKSiYONEL

Bu boliimde 2-normlu D-modiil {izerinde D-degerli lineer 2-fonksiyonelden

bahsedilecektir.
X, D-modill ve M ve N, X in iki alt modiili olsun. f:MxN — D

fonksiyonu M x N iizerinde D -degerli lineer 2-fonksiyonel denir.

Tanmm 5.3.1: f, M xN lzerinde D-degerli lineer 2-fonksiyonel olsun. Her
a,peD, her x,yeM veher z,we N i¢in,

i fO+yztw =D+ f(naD+faw)+ f(y,w)

ii. flax,f2)=aff(x.2)
kosullar1 saglantyorsa f, M x N iizerinde D-lineer 2-fonksiyonel olarak adlandirilir.
Ayrica, burada X dlizerinde x ve y nin lineer bagmmli oldugu goriliir.
(x,y) e MxN ic¢in f(x,y)=0, f:MxN — D, D-lineer 2-fonksiyonel olsun.
Vx,ze MxN, ¢(x,2) R, p(x,2) €R, fi(x,2)eR ve f,(x,z)eR ile fi=¢+¢
ve f,=¢—¢ icin,

f(x,2)=P(x,2)+ko(x,2) = e f(x,2) +e,f,(x,2) (5.5)
olarak yazilr. M, ve N, X in ger¢el lineer altuzayr oldugunda
fi» fo : My x N, > R gercel lineer 2-fonksiyonel oldugu gosterilir.
a=a,+ka,, =B +kp,eD ile x,yeM ve z,we N almirsa,
fG+y,z+w)=e¢ fix+y,z+wW)+e,f,(x+y,z2+Ww)

olur. Bu esitlikten,

f(xaZ)+f(ysz)+f(x’w)+f(y’w):e1f1(x+y’Z+W)+ezf2(x+y’Z+W)

elde edilir. O halde gerekli islemler yapildiginda,
e (fl (x,z)+f1(y,z)+fl ()c,w)+f1(y,w))+e2 (f2 (x,z)+f2 (y,z)+f2 (x,w)+f2(y,w))
=ef, (x+y,z+w)+ezf2 (x+y,z+w)

olur. Boylece,
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A(x2)+ fi(3.2)+ fi(xw)+ £ (v w) = £ (x+ 3.2+ W)
LH(x2)+ fi(v.2)+ fo(xw)+ £ (3ow) = fo (x+y.2+w)

esitlikleri bulunur. Ayrica, skalerle carpma islemi,

f(ax, Bz)=ef,(ax,Bz)+e,f, (ax, fz)
aff(x,2)=e f,(ax, Bz)+e,f, (ax, fz)

olacaktir. Yani,

€ ((al +a2)(/81 +:Bz)fl (X,Z))+62 ((al _az)(ﬁl _ﬁz)fz (X7Z))
=e.f, (o +kat)x.(B+kp,) 2) + e, (e +ka ) x). (B, +k, ) 2)

dir. Buradan,

(o +a,)(B+B) fi(x2)=1, ((0:1 +ka, ) x, (5, +kﬂ2)z)
(a] _az)(ﬁ] _ﬂz)fz (X’Z):fz (((a’] +ka2)x)’(131 +kﬂ2)z>

olur. Ozellikle &, =0 ve S, =0 alindiginda,
o b f,(x.2)=f,(ax pz)
a,pf, (x’ Z) =1 (alx’ﬂlz)

olur.
Boylece f, ve f,, M x N, lizerinde gergel lineer 2-fonksiyoneldir. Benzer
sekilde ¢ ve ¢, M, x N, lizerinde gergel lineer 2-fonksiyoneldir.
Uyan 5.3.2: X bir D -modiill ve M ve N X in herhangi iki alt modiilii olsun.
M,=eM, ve N,=e¢,N,, (=12 oldugundan M =eM,+e,M, ve N =¢N,+e,N,
yazilir. Burada M ve N nin gergel lineer altuzay oldugu gortiliir.
f. M xN iizerinde D-lineer 2-fonksiyonel olsun. Her x=ex +e,x, e M ve her
y=ey +e,y, €N igin,
f(x, y) = f(elx1 +e,x,,ey, +ezy2)
= f(elxl,ely,)+f(elx,,ezy2)+f(e2x2,ely])+f(ezx2,ezy2) (5.6)
= elf(elxl,elyl)Jrezf(62x2,62y2)

elde edilir. Burada (5.5) ve (5.6) denklemleri kullanilarak
f(elxl’elyl):elf(elx1’€1y1)+ezf(ezx2’ezy2)
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elf(elxl,elyl): e f, (elxl,elyl) ve f, (ele,ezyl) =0

sonucuna varilir. Bu esitliklerden, f (ex,,¢,y,)= f; (e.x,,¢,y,) esitligi bulunur.

Benzer sekilde f(e,x,,¢,y,)=f,(e,x,,¢,y,) olacaktir. Sonug olarak,

f(xy)=ef, (elxl,e1y1)+ezf2 (ezxz,ezyz)
esitligi elde edilir. Burada f,: M xN, >R ve f,:M,xN, >R gergel lineer 2-
fonksiyoneldir.
Uyan 5.3.4: f, M xN lizerinde D-lineer 2-fonksiyonel olsun. Her (x, y) eMxN
i¢in,
f(xy)=¢(x.y)+ko(x.y)

olur. ¢,p:MxN —>R olsun. ¢, ¢ gergel lineer 2-fonksiyoneldirler. x— kx

yazilirsa,

#(kx, y) +ko(ke,y)= f (ke y) =kf (x,3) =k($(x y) ko (x.y)) = p(x,y) + kg (x. )

¢(kx,y)=p(x,y) ve o(kx,y)=¢(x.y)
elde edilir. Buradan,
F(%9)=8(x,y)+ke(kx,y) (5.7)
yazilir. Benzer sekilde,
f(x,y)=¢(x,y)+k¢(x,ky) (5.8)
elde edilir.

Boylece D-lineer 2-fonksiyonel f igin, (5.7) ve (5.8) denklemlerinden f
ile iligkili gercel lineer 2-fonksiyonel ¢ vardir. Ancak, ¢ herhangi bir gergel lineer
2-fonksiyonel ise ve f (5.7) ya da (5.8) denklemlerinde oldugu gibi tanimlanirsa,
f nin bir D -lineer 2-fonksiyonel olmasina gerek olmadig1 goriiliir.

Tanmmm 5.3.5: X, 2-normlu D -modil ve M ve N, X in iki alt modilii olsun.

f:M xN — D lineer 2-fonksiyoneli A€ D" varsa ve V(x, y) eM x N igin,

[f Gy, <" A(x )],

esitsizligi saglaniyorsa D-sinirli olarak adlandirilir.

f, D -smirliise f nin hiperbolik normu, her (x, y) eM x N igin
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|11, =int, {170 ), < 8]0, )
olarak alinir. A,A, eR", f=e f +e,f, ve A=¢A +e,A, esitlikleri yazilirsa,

|71, =leti +e. ],
=inf,, {A:] (. )], <"A|(x )],
=inf, {¢A +e,A, }
olur. O halde
le fy (ex.e3,) +erfs (€%, €,7, )| < ' (€A +€,A, ) (e 5. 3, + €, %20 321,
elde edilir. Buradan,
| /]|, =€ inf {A}+e,inf {A,}
olur. Gerekli islemler yapildiginda
le.f; (exie0 )| <A Jlex.e v, ve |e.fs (ex5,.€,3, )| <A, esx,. 0,3,

oldugu goriiliir. Boylece f nin hiperbolik normu
|£.], =inf (A, :|f: (x5 e.3.)| <A e e,3.],) (£=1.2) oldugunda

171, =<l Al +e |21,

seklinde tanimlanir.

Uyan 5.3.6: f,, M, x N, lizerinde sinirli gergel lineer 2-fonksiyonelinin normu

filx,y
s S st
1° 711

:Sup{fl (X]’yl):”xl’yl”l :1’(x1’y1)€M1 XNI}

olur ve f, i¢cin de benzer sekilde yazilir. Boylece,

Silx,y
”f”D:elSllp{ |i( - ”l) ” 1,y1||1¢0,(x1,yl)eM1le}

+ezsuP{]|C|zx( = )|r) ”xz’}’znzio’(xz’)b)EszNz}
22 Y2

=sup, {el LRGN AEATACS yz)\} dyle ki

e |x, y1||1 +e,|x,, y2||2

(el (ENY ”1 +e,|x,, y2||2 ¢ NC, U{O})
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=sup ‘elfl n)tes(n yZ)‘ oyle ki
et

(Hel ('xl’yl) xz yz H ¢ NC, U{O})

olacaktir. Benzer sekilde ||f||D =sup,, {‘f(x,y)‘k ;||x, y||D =L(x,y)eM xN} normu

{‘f( ‘k ||x,y||D¢NCDU{O},(x,y)eMxN}

i¢inde ispat yapilir.
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6. BOLUM

Bu boliimde 2-normlu uzaylarda yaklagim kavramlarindan bahsedilecektir.
Bunun i¢in temel tanim ve teoremler verilmis olup [10], [1 1] ve [12] numarali

referanslar incelenebilir.

6.1. 2-NORMLU UZAYLARDA YAKLASIM

Tanim 6.1.1: G gercel 2-normlu X uzayinim bir alt kiimesi ve x € X olsun. Eger,

||x—g0,z , zeX/V(x,G)

|=inf |x—g.z
8, € G oluyorsa G nin elemanlarindan x e bir en iy1 yaklasim vardir denir. Burada
V(x,G) , x ve G tarafindan iiretilen altuzaydiwr. En iyi yaklasimlarmnin tim

elemanlarmm kiimesi P, , (x) ile gdsterilir [10].

Tanim 6.1.2: (X,

) lineer 2-normlu uzaymin kesin konveks olmasi i¢in gerek ve

yeter sart

|M+&c

+

b,c

a,c

a,cl|=\b,cl=1

ozelliklerinin saglanmasi1 ve ce X/ V(a,b) olmasidir. Burada V(a,b) , X1in a ve

b tarafindan tiretilen altuzayidir (a = b) [1 1].

Teorem 6.1.3: Gergel lineer 2-normlu X uzaymim sonlu boyutlu altuzayi, G olsun.

Her xe X i¢in G ye en iyi yaklagim vardir.

Ispat: Her xe X ve { gn} e G dizisi olsun. Oyle ki,

||x—gn,z —)iglggnx—g,z

olur. Her ne N i¢in k >0 sabiti vardir ki,

gn,Z|—||x—gn,Z x—g,z|+k

| <inf
geG
<
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olur. Boylece her ne N igin,

g,.7| <2|x. 2| +k di.

= { gn} siirh dizidir. g, € G ye yakinsayan { gn} dizisinin { gnk} alt dizisi vardur.

O halde

Z|.ze X1V (x,G)

||x 80-%

= hm” -

k—o0 k—0

elde edilir.
= g, € P, ,(x) olup ispat tamamlanir [10].

Teorem 6.1.4: Kesin konveks lineer 2-normlu X uzaymin sonlu boyutlu altuzayi, G
olsun. Her x € X i¢in G ye bir tek en iy1 yaklagim vardir.

Ispat: Her xe X olsun. Teorem 6.1.4 geregi g,€G elemam vardir. Oyle ki
g € P, ,(x), ze X/V(x,G) dir.
Simdi, B;,(x)={g,} oldugu gosterilsin. Ilk olarak P,,(x) in konveks
oldugu gosterilir. g,g, € P; ,(x) ve 0<a <1 olsun. Boylece,
H ag, +(1-a)g,.z H—Ha (x-g)+(1-a)(x—g,.2)|

<af(x=g).7|+(1-a)lx=s..7]

=qainf
geG

x-g.7|
S”x—g,z”,‘v’g eG

olur. Konvekslik tamimi geregi ag, +(1-a)g, €G, ag, +(1-a)g, € B; ,(x) dir.

Kabul edelim ki, g € F,; ,(x) olsun. O halde E( 8 t8 ) € F; ,(x) olur, buna gore

bu eleman konvekslik denkleminde yerine yazildiginda asagidaki esitlik elde edilir:

1 .
[+l
O halde |x—g,. 2=

x—%(go—g*),z

x—g.7|

=inf
geG

Boylece
X—=8p =x—g*:>g0 :g*

elde edilir. Buda P, ,(x)={g,} oldugunu kanitlar [10].
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Tanimm 6.1.5: (X ||||) 2-normlu lineer uzay olsun. F, X in herhangi bir sinirl alt
kiimesi ve K, X in bir alt kiimesi olsun. Eger,

d(F.K), =swpf k|2 X1V (1K)
" feF

esitlikleri tamimlanirsa k€ K elemanma F kiimesine en iyi aynt anda yaklagimidir

denir. Burada

d(F,K). =ik1€1£§1:£>||f —k|,ze X1V (f.k)
dir [11].
Tanim 6.1.6: Her ¢ >0 sayist igin dyle bir >0 sayist vardir ki [|x—z,y[| <5 ve
|z.y—s| <& yada |x—z.5| <& ve|lx,y—s]|<5 oldugunda |f (x.y)— f(z.5) <&
oluyorsa 2-fonksiyonel f ye (x,y) de siireklidir denir [11].

Lemma 6.1.7: (X ||||) 2-normlu lineer uzay K = X ve F, X in smrh bir alt
kiimesi olsun. O halde
O (k,z)=sup|f—k.z|, ze X IV (f.k)
feF
X tizerinde siirekli fonksiyoneldir.
Ispat: Her f € F ve k, k' € X igin,

|7 =kl <|f =K'z + ]k —&".2

|, zeX IV (f.kK)

dir. Boylece,

[+l

)

elde edilir. Eger ||k—k',z||<8 iken d)(k,z)é(l)(k’,z)+8 ise k' ve k nin yer

supf — k2| <sup(|f —K',z
feF feF

degistirmesiyle

O(k',z)<D(k,z)+¢
esitsizligi elde edilir. Boylece,

@ (K'.2)-D(k.z) <&
olup ispat tamamlanir [11].

Lemma 6.1.8: (X ||||) 2-normlu lineer uzay olsun. K, X in sonlu boyutlu altuzay1

olsun. F — X kompakt alt kiimesine, en iyi ayni anda k e K yaklasimi vardir.
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Ispat: F kompakt oldugundan, her f € F ve be X igin <M olacak sekilde

f.b

sonlu M sabiti vardir.

Simdi K nin § alt kiimesi S=S (0, 2M ) seklinde tanimlansin. Buradan,

i - =i — <

lkrgigg”f k,b giggnf kb|.beXI1V(f.k)<M

elde edilir. § kompakt oldugundan, ®(k,b) siirekli fonksiyoneli baz1 k* € K igin §
iizerinde minimum degerini alir [1 O].

Lemma 6.1.9: (X ||||) 2-normlu lineer uzay olsun. K, X in konveks alt kiimesi,

F c X olsun. Eger k,,k, € K olmak lizere K nin elemanlariyla F ye iki en iyi ayn1
anda yaklasim varsa o zaman

k =2k, +(1-2k,), (0< A <1)
olmak tizere, k de F ye en 1yi ayn1 anda yaklasimdir.

Ispat: zeX/V(f,E) icin,

sup”f—l?,z

fer

:sfulE)Hf—(ﬁ,kl +(1—/1k2)),z
+(1=2)sup||f -k, z
feF

=Ad(F,K)_+(1-4)d(F.K)
=d(F.K)

Sﬂsup”f—kl,z
feF

Z

Tanim 6.1.5 den,
a’(F,K)Z =infsup”f—/€,z”

keK feF
<supl 7.
feF
bulunur. Sonug olarak,

d(F,K)Z =sup”f—l€,z”
feF

olup ispat tamamlanir [1 1].
Tamm 6.1.10: X normlu bir uzay ve W, X in bos olmayan bir alt kiimesi, x € X

olsun. O halde yaklasim problemi d(x,W)=inf ||x—w|| ile gosterilir. Eger xe X
weW
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icin ||x—w0|| =d(x,W) olacak sekilde bir w, € W bulunuyorsa, w, elemanmna bir en

iyi yaklasik elemani denir.

Her xeX icin, Pw(x)z{woeW:||x—wO||=d(x,W)} kiimesi en iyi

yaklasiklar kiimesi olarak adlandirilir. Boylece asagidaki tanimlar verilir:

IL.

I1I.

IV.

VL

Eger her x€ X i¢in en az bir tane w, €W en iyi yaklasimi varsa
W  kiimesine X in bir proximinal alt kiimesi denir.

Eger her x € X i¢in sadece bir tane w, e W en iyi yaklasimi varsa
W kiimesine X in bir Chebyshev alt uzayr ad1 verilir.

Eger her x€ X i¢in en ¢ok bir tane w, €W en 1yi yaklasimi varsa
w, € W kiimesine X in bir yari-Chebyshev alt uzay: denir.

Eger P,(x)={w, eW:||x—w,|=d(x,W)} # @ kiimesi her xe X icin
X de kompakt ise W kiimesine X in bir kvazi-Chebyshev altuzayt
denir.

Eger P (x) = kiimesi her xe X i¢in X de sonlu boyutlu ise W

kiimesine X in bir pseudo-Chebyshev altuzay: denir. Burada her
sonlu boyutlu alt uzay pseudo-Chebyshev altuzayr ve her pseudo-
Chebyshev altuzayr ayn1 zamanda kvazi-Chebyshev altuzaydir. Fakat
tersi dogru degildir. Ayrica, eger W, X de proximinal ise W, X de
kapalidir.

Eger ||x—w0||Sd(x,W)+8 ise wy €W elemanmna xe X i¢in bir ¢ -

yaklasim denir.

xeX gin P (x)= {wo eW: ||x - w|| <dx,W)+ g} olarak tanimlanir. Burada

P, (x) kiimesi X in bos olmayan, smirli ve konveks bir alt kiimesidir. Ayrica her

w,e

xe X i¢gin W kapal ise bu kiime kapalidir [1 2].
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7. BOLUM

Bu boliimde genellestirilmis 2-normlu uzaylarin 2-proximinal altuzayindan

bahsedilecektir. Ayrica bu boliim igin [13] numarali referans incelenebilir.

7.1. GENELLESTIRILMIS 2-NORMLU UZAYLARIN 2-PROXIMINAL
ALTUZAYI

Tanim 7.1.1: (XxY,

) genellestirilmis 2 normlu uzay, W,c X ve W,c X

.y

olsun. Eger her (x,y)e X xY i¢in (w,,g,) €W, xW, varsa ve

[x—wpy=go|= inf {|x=w,y—gl:(w,8) €W, xW,}

(w,8)eWxW,

esitligi saglaniyorsa W, xW, 2-proximinal olarak adlandirilir. Bu durumda (wo, go),
W, xW, de (x,y) nin 2-en iyi yaklagimi denir ve W, xW, de (x,y) nin en iyi

yaklasimlarmin kiimesi PZWl ., (X, y) seklinde gosterilir.

.y

Tanmm 7.1.2: (XxY,

) genellestirilmis 2-normlu uzay ve f, X xY lizerinde

gergel degerli fonksiyon olsun.

Her x,x,,x,€ X veher y,y,y, €Y igin,

f(‘xl +x2)£f(x1’y)+f(x2’y)
Fy+y,)< fOuy)+f(xy,)

esitsizlikleri saglaniyorsa f fonksiyonuna 2-alt toplamsaldir denir.

Teorem 7.1.3: (X xY, .,.) genellestirilmis 2-normlu uzay, W,, X in altuzay:1 ve

W,, Y nin altuzayi olsun. (w,, g,) € W, xW, ve (x,y) € X xY olsun. O halde

(Wy» &) € By oy, (X, ¥)
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olmasi igin gerek ve yeter kosul f: X xY —R ye bir 2-alt toplamsal fonksiyonu

vardrr. Oyle ki

f‘vle{y}:f {x}szzf

WixW, -

||f||£1 ve f(x—wo,y—go):||x—w0,y—g0||
dir.

Ispat: f:X xY — R, 2-alt toplamsal fonksiyon olsun. Oyle ki,

Flweinr=F | apane = |, =
[fll<1 ve flr—wy,y=go)=[x=wp.y—g|

dir. weW, ve g eW, icin,
Sx=wy,y=8)=f(x—w,y=g)=f(x,y)

elde edilir. Boylece her we W, ve g eW, i¢in,

[rc—wo, ¥ = &ol| = £ (x =Wy, y— &0
<flx-w,y—g)
<[ fllx=w.y—¢|
<|x—w.y-g]

dir. Buradan (w,, g,) € va,xwz (x,y) olur.
Simdi, (. g,) € By, (X, y)olsun. f:Xx¥ >R,

f(x,y)=inf{||x—w,y—g||:weW],g eWz}

f fonksiyonunu 2-alt toplamsaldir. Oyle ki,

f

Wlx{y}:f {x}xW2:f W xW, =0, ”f”Sl

olur. Her (x,y)e X xY igin,
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|f (x| =fley<

X,y

dir. Sonug olarak,

f(x,y)=inf{||x—w,y—g||:wer,g eWz}
f(x—wo,y—go):inf{”x—wo—w,y—go—g”:wer,g eWz}
=inf {||x—t,y—s|

teW,s EWZ}
=[x —wy,y-g|

elde edilir.

Sonugc: (X xY,

.y

) genellestirilmis 2-normlu uzay ve W, c X ve W, Y olsun.

W, xW, , X in 2-proximonal altuzayidir ancak ve ancak her f(x,y)e X xY i¢in

X xY iizerinde 2-alttoplamsal f fonksiyonu vardir. Oyle ki,

f

Wt ) =S | opwr, = [, =

| 7=1

FOr=wy, y=g0) =[x =wy, y =g

olur.

Lemma 7.1.4: (XxY,

.y

) genellestirilmis 2-normlu uzay, W, c X ve W, Y,
(x,y)e X xY olsun. M < Pvéxwz (x,y) olmasi icin gerek ve yeter sart X xY iizerinde

f 2-alt toplamsal fonksiyonu olmasidir. Oyle ki (m,m,)e M igin,

S M/lx{y}:f A =f

wew, =0 [ f] <1 ve

fO—m,y—m)=|x—m,y—m,|

elde edilir.

ispat: M c PV[%IXWZ (x,y) ve sabit (t,,t,) € M olsun. Teorem 7.1.6 dan X xY {izerinde

f 2-alt toplamsal fonksiyonu vardir. Oyle ki,
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f WIX{.\'}:f W, xW, =0, f”Sl
Pt o=t =13

{x}xW, :f

olur. Ancak her (m,, m,)e M igin,
fx=t,y=-t,)=f(x-m;,y—m,)
elde edilir. Sonug olarak her (m;, m,)eM igin,
f=my,y=m)=|x=t,,y=t|=|x=m.y—m,]
bulunur.
Ornek 7.1.5: X =Y =R?,
W ={(x,x,)eX:x =x}
W, ={(y.y,)eX iy =y,)

olarak tanimlansin.

: X xY >R, her (x,x,)e X, (y,y,) €Y ig¢in,

.y

||(x19x2)’ s yz)” = |x1y2 —x2y1|

olsun. ||,

, X xY lizerinde genellestirilmis 2-norm ve W, xW,, XxY nin 2-

proximinal altuzayidir.

1. Eger y, =y,,x #x,ise,

P“%lez (x,y)=W, X{(xlyz R , XY, = %0 J} dir.

X =X, X =X

2. Eger y, #y,,x =Xx,ise,

Pu%lxwz (x,y)= {(xlyz —X5) , XY = %) J}sz dir.

=N =)
3. Eger x,=x,,y, = y,ise Pu%lxwz (x,y) =W, xW, dir.

4. Eger x, #x,ve y, #y, ise
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£x1y2 —NN KV, NN 0 Oj (0 0 NV =5V ), _x2y1]e p? (x, )
2 2 b 2 2 b b MXWZ b
Y= Y= X=X, X=X

dir.
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