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2-YUTAN ASALIMSI iDEALLERIN AMALGAMATED CEBRIi
OZET

Degismeli cebrin en 6nemli problemlerinden biri yeni ideal siniflar1 kurmak ve bu yeni
ideal siniflarmi bir kisim 6zel halkalarda calismaktir.Buna 6rnek olarak asal idealleri
verebiliriz. Asal idealler degismeli halkalar teorisinde oldukg¢a 6nemli bir yere sahiptir.
Dolayisiyla asal ideal tanimin1 genellestirerek yeni idealler vermek oldukca yaygindir.
Ornegin, I, R halkasmin sifirdan farkli bir ideali olmak iizere a,b,c € R elemanlar1
icin abc € I oldugu zaman ab € I ya da bc € I ya da ac € I oluyorsa I idealine
R halkasinin bir 2-yutan ideali denir. Bir baska 6rnek I, R halkasmin bir ideali olmak
uzere a,, a,, as,..,a,.; € R olsun. a,, a, as,..,a,,; €I oldugu zaman a;
elemalarindan n tanesinin ¢arpimi I idealinde yer aliyorsa I idealine n-yutan ideal
denir. Buna paralel I, R halkasmin bir ideali olmak iizere a,b,c € R elemanlar1 igin
abc € I oldugu zaman ab € I ya da ac € \/I ya da bc € /I oluyorsa I idealine
R halkasmin bir 2-yutan asalimsi ideali denir. Bu idealler farkli halkalarda, 6rnegin
yerel halkalar, Noetherian halkalar, Artinian halkalar veya asikar genisleme (trivial
extension) i¢in ¢aligilmistir. Benzer bigimde yeni bir halka olan Amalgamated halkas1
icin bu ideallerin bir kismi farkli makalelerde calisilmistir. Bu c¢alismada 2-yutan
asalimsi idealleri Amalgamated halkasinda belirlemeye calisacagiz.

A ve B iki halka, J, B’nin ve I, A’nmn birer ideali, f:A — B ise bir halka
homomorfizmas1 olsun. A x/ J = {(a,f(a) + j):a € A,j € J} kumesi her
a,a,, a, € Avej,j,,j, €J olmak tizere

1) (ay, f(ay) +j1) + (ay, f(ay) +j;) = (ay+ay, f(ay) + f(a;) +ji +j2) ve
2) (aq, f(a)) +j1)(ay f(az) + j2) = (a1ay, f(a1az) + f(az)ji + f(a)jz + jij2)

islemler altinda bir halkadir. Bu halka 6zel olarak A X B halkasmin bir alt halkasidir.
Bu halkaya A ve B’nin J ideali boyunca f altindaki amalgamationu denir. Ayrica,

Iwf =G fD+):i€lje]}
kiimesi A xf J halkasinin bir idealidir.
Bu tezde temel motivasyonumuz I ! idealinin verilen iglemler altinda A </
halkasinda ne zaman bir 2 — yutan asalimsi ideal oldugunu gostermektir. Oncelikle
bu halkanin asal idealleri, idealin radikali ve asalimsi ideallerinin, 2-yutan asalimsi
idealler ile iliskisini verdik. Bununla ilgili baz1 teoremler, drnekler ve sonuglar elde

ettik. Ozellikle halkamiz yerel halka, divided halka ve chain halka iken onun 2-yutan
asalimsi idealleri ile ilgili sonuglar verdik.
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2-ABSORBING PRIMARY IDEALS OF AMALGAMATIONS
SUMMARY

Throughout this thesis, all rings are commutative with identities and all modules are
unital. Determining the new ideal classes is one of the most important problems of
commutative algebra. Also finding these ideal classes for some special rings is another
important problem. This usually occurs as an extension of prime ideals.

The ideal I is called prime ideal for a,b € R, ifab € Ithena €l orb €1 . The set
VI={r € R:r" €1, n>1andn € N}is called the radical of the ideal I. For P is a

prime ideal and +/I = P, then I ideal is called P — prime ideal of R. Also, Nil(R) is
called the nil radical of R, which is consisted of the set of nilpotent element of the R.

A prime ideal I of aring R is said to be a divided prime ideal if I c (s) for every every
S € R/I , thus a divided prime ideal is comparable to every ideal of R (Badawi, 2007).

An integral domain R is said to be a divided domain if every prime ideal of R is divided
prime ideal. If m|k (in R) or k|m (in R) for every nonzero m, k € R then an integral
domain is a divided domain. An integral domain R is said to be a Dedekind domain if
1171 = R for every nonzero ideal I of A (Badawi, 2007).

Prime ideals are very important in the characterization of commutative algebra (see
Cohen's theorem, Gunduz, (2021) theorem 88 and their main effects are seen in areas
such as algebraic geometry (correspond to irreducible algebraic sets). Therefore, the
study and extension of prime ideals is one of the main motivations of commutative
algebra. There are several ways to generalize the concept of prime ideal. It was
introduced by Badawi (2007)

For this purpose, Badawi (2007) first gave the definition of 2-absorbing ideals and
many related results in his work. For instance, a honzero proper ideal I is called 2-
absorbing ideal if whenever a, b, ¢ € R such that abc € I , then either ab € I or ac €
I or bc € 1. 2-absorbing ideals were first introduced by Badawi (2007). Later,
Anderson and Badawi (2011) expanded the 2-absorbing ideals and gave the definition
of n-absorbing ideals in D. F. Anderson et all (2011). A proper ideal Iof R is called n-
absorbing ideal if whenever a, ... a,,, € I for a; ... a,,; € R, then there are n of the
a; 's whose product is in I. In Badawi and others (2014), defined the 2-absorbing
primary ideal such that a proper ideal I is called 2-absorbing primary ideal if whenever
a,b,c € R such that abc € I , then either ab € I or ac € v/1 or bc € /I, see Badawi
et all(2014). We focus on over 2-absorbing primary ideal to detect a 2-absorbing
primary ideal of amalgamation algebra that is a special ring in commutative algebra.
This ring is consturucted in recent years.

The Amalgamation ring was first introduced by D'Anna et al. in the article D'Anna et
al. (2007) and many related results were given. Similarly, the work continued in the
articles D'Anna et al.(2009) and D'Anna et al.(2010). Here the behavior of many
different ideal classes in the Amalgamation ring was investigated. The main ones are
the Amalgamation of n-absorbing ideals see Issoual et all (2020), the Amalgamation
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of weakly prime ideals and the Amalgamation of 1-absorbing prime and 1-absorbing
primary ideals see Mahdou (2020).

The trivial extension, which is the extension of A by E, where A is aring and E is an
A-module, was first given in Nagata (1962) [16, p. 2]. This ring constructed a ring by
the operaions. (a,e)(b, f) := (ab, af + be).

Let's now examine the amalgamated ring, which is a special case of this extension.

Let Aand B bering, J isaideal of B and I is a ideal of A, and f:A — B bearing
homomorphism.

Forall a,a,, a, € Avej,j;,j, €] the set of
A xS | = {(af(a) + j):a € A,j € J} isaring under the following operations

1) (ay,f(ay) +j1) + (ap, f(az) +j2) = (a;+ay, f(a;) + f(ay) +ji +j2) ve
2) (ay, f(ay) +j1)(ay f(ay) +j2) = (aya,, f(aiaz) + f(az)ji + f(a)jz + jij2)

Also it is a subset of the ring A X B and is called the amalgamation of A and B along
J with respect to f. This ring are studied in many article such as D'Anna, M. (2006),
D'Anna, M. (2007), D'Anna, M. (2010).

On the other hand, consider the following sets
Iwf Ji= (G, fD+)):i€ljE]}
Ki={(@f@+)):a€cAje] fla)+)€EK)
IXK:=={(a,f(a)+)j):a€lje] f(a)+) €K}

Here I xf J, K/ and T x K” are ideal of the ring A »f ] respectively, see D'Anna, M.
(2006).

LetR,, R, aretworingsand J isan ideal of R,, f: R; — R, isthe ring homomorphism.
The set R, x/ J={(a,f(a)+j):a€R,, j€J} is called the amalgamation of
R, and R, under f along the ideal J, which is a subring of R; X R,.

In Issoual, M. et al. (2020), They gave when I »f J, K and I x K/ are n — absorbing
(and syrongly n — absorbing) ideal of the ring A xf ] respectively by special
isomorphism in proposition 5.1.(2) D’Anna et al. (2009). This technique is very
effective and surprising. It can probably be tried to solve many basic problems. Also
they gave many results about n — absorbing ideal of R; </ J in case different rings.

The main motivation and an application of amalgamated duplication (generalization
of amalgamated rings) for the R i J case can be given in the paper D’nna et al.(2009)
where D'Anna tried to construct reduced Gorenstein rings from the Rl case to relate
them to Cohen-Macaulay rings and curve singularities. This is very important. Because
establishing a relationship with the theory of singularity means that this ring can be
associated with the solution of many new problems, especially algebraic geometry
problems. The behavior of this ring can be examined for different singular classes, for
example Dual Singularities. It can also be examined for isolated and non-isolated
singularities. This modification of these singular loci can again be interesting
problems.

Since the amalgamation can be studied in the frame of pullback constructions, we
can have this level of generality is chosen. This perspective provides an easily
summarized description of the R, =/ ] in relation to the properties of R,/ and f.
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D’nna et al.(2009) introduced on the generalization of amalgamation multiplication of
ideals in the ring (D’anna et al. 2009) and other classical structures (such as R; +
XR,[X],R, + XR,[X]] ve D+M) have also been studied. They firstly gave a study of
the basic properties of R, x/ J. Especially, they presented all the constructions cases
of the amalgamation. Beside, they showed the CPI extensions are related to
amalgamations of a special type and we compare Nagata’s idealization with the
amalgamation. They take the iteration of the amalgamation process, giving some
geometrical applications of it. They showed that the amalgamation can be realized as
a pull-back and we characterize those pullbacks that arise from an amalgamation. Also,
they applied its some results to study the basic algebraic properties of the
amalgamation, with particular attention to the finiteness conditions.

Nagatas Idealization, a classical structure was introduced by Nagata (1962) and CPI
expansion was introduced by Boisen and Sheldon (1977). What makes these structures
special is that they are an amalgamation product of the I ideal.

Besides, the R, x/ J amalgamation structure is related to the classical structures
recommended by Anderson (2006) and expressed by Dorroh (1962) and this
amalgamation structure tries to express the embedding of a non-united structure into a
unitary structure. (D.D. Anderson, 2006; dorroh, 1932).

There are many studies on determining different ideal classes of amalgamation rings.
In parallel, Issoual, M. et al. (2020) defined n-absorbing prime ideals of amalgamation
rings and gave many new results there. Also, the 1-absorbing prime and 1-absorbing
primary ideals of amalgamation rings and gave many new results, see Gindlz (2023)
and Khalfi et al. (2023).

Similarly, 2-absorbing prime ideals were defined for amalgamation rings in Gonca
(2023) and uniformly 1-absorbing primary ideals were defined for amalgamation rings
in Alhazmy, K. Et al. (2025), with giving many new results. As a result, the extensions
of prime ideals are a subject that continues to be actively studied, especially by
mathematicians such as Badawi A., Tekir, U. and Mahdoo, N.

Especially, Gunduz (2023) and Khalfi et al. (2023) studied over 1-absorbing prime
ideals and 1-absorbing primary ideals in amalgamation.

Both studies gave several definitions and results (Giindlz, 2023; Khalfi et al. 2023).
However, Glndlz (2023) used the special isomorphism that stated in proposition
5.1.(2) D’Anna et al. (2009) like Issoual, M. et al. (2020) and gave many results for
the amalgamated agebra of 1-absorbing prime ideals and 1-absorbing primary ideals
(Glindiiz, 2023). For example, he gave the 1-absorbing prime ideals of R, =/ J when
R; is a Noetherian integral domain which is not a field, a quasi-local ring, localization
of ring and 1-absorbing primary ideals of R, =/ J when R, is a valuation domain,
Prufer do-main, Noetherian integral domain, a Dedekind domain, and localization of
ring. But (Khalfi et al. 2023) used the definition of these ideal classes to get the proff
of main theorems. Compared to the (Khalfi et al. 2023), Gunduz (2023) gave more
general and condition-free main theorems. Therefore, we decided to use the technique
in this article. Also (Gonca, 2024) studied over 2-absorbing ideal of amalgamations
and get many results with this technique.

Our main motivation in this paper is to detect when I = J is 2 — absorbing primary
ideals of the amalgamation ring A ! J. First, we give the relations of the prime ideals
and primary ideals of this ring and 2 — absorbing primary ideals. We obtain some
theorems, examples and results related to this. In particular, we give results about the
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2 — absorbing primary ideals of amalgamation when it is a local ring, a divided ring
or a chain ring.
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1. GIRIS
1.1. Literatiir Taramasi ve Tezin Amaci

Bu tez boyunca tum halkalar birimli ve degismeli alacagiz. R bir halka ve I, R

halkasinin R ‘den farkli bir ideali olmak iizere I = {freR:™€l, n>

1 ve n pozitif tam sayi} olarak tanimlanan kiimeye I idealinin radikali denir. I

asalims1 ideal oldugunda I idealinin radikali asal idealdir ve +/I = P elde edilir.
Bununla birlite I ideali P — asalimst diye isimlendirilir. Buradaki P bir asal idealdir.
R halkasinin herbir nilpotent elemanlarinin kiimesi Nil(R) dersek bu kiimeye R ‘nin

nil radikali denir.

Asal idealler degismeli halkalar teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Dolayisiyla asal
ideal tanimimi genellestirmek i¢in birden fazla yol verilmistir. Ornegin, I, R halkasinin
sifirdan farkl bir ideali olmak iizere a, b, c € R elemanlar1 i¢in abc € I oldugu zaman
ab € 1 yada bc € I ya da ac € I oluyorsa I idealine R halkasinin bir 2-yutan ideali
denir. Badawi (2007) ‘deki ¢alismasinda 2-yutan ideallerden ilk kez bahsetmistir
(Badawi, 2007). Sonrasinda Anderson ve Badawi (2011) 2-yutan idealler kavramini
ifade etmisler ve n-yutan ideallerin tanimini da belirtmiglerdir (D. F. Anderson &
Badawi, 2011). I, R halkasmin bir ideali olmak iizere a,, a,, as, ..., a,+,; € R olsun.
a,, a,, as, ...,a,4+1 € I oldugu zaman a; elemalarindan n tanesinin ¢arpimi / idealinde
yer aliyorsa I idealine n-yutan ideal denir. Badawi ve ark. (2014) yaptig1 ¢alismalarda
2-yutan asalimsi ideallerin tanimin1 yapmislardir (Badawi vd., 2014). I, R halkasmin
bir ideali olmak Uizere a, b,c € R elemanlar1 i¢in abc € I oldugu zaman ab € [ ya da
ac € /I ya da bc € v/ oluyorsa I idealine R halkasinin bir 2-yutan asalims1 ideali

denir.

Yapilan bu tanimlar 1s181inda her asal idealin 2-yutan ideal oldugunu ancak bunun
tersinin dogru olmadigmi biliyoruz. Bennis ve Fahid (2007) yaptig1 ¢alismalarda 2-
yutan asal olmasi sartin1 saglayan bir R halkasi tanitarak detaylandirdilar (Bennis &
Fahid, 2017). Tanittiklar1 bu yapilara 2-R; R, ismini verdiler ve sonrasinda bunlarla
ilgili Issoual ve Mahdou (2020) da ¢alismislardir (Issoual & Mahdou, 2020).



2-yutan idealler konusuyla ilgili Payrovi ve Babaei (2012) de caligmiglardir ve

polinom halkalarinin birka¢ sonucunu vermislerdir. (Payrovi & Babaei, 2012)

Badawi ve Darani (2013) zayif 2-yutan idealleri ¢alismiglardir (Badawi & Darani,
2013). Yar lokal halkalarda ve cisimlerde uygun ideallerin zayif 2-yutan idealleri

olabilmesinin kosulunu ve gerekliligini vermislerdir.

R;, R, iki halka ve J, R, ‘nin bir ideali, f: R; — R, halka homomorfizmas1 olmak
lizere R; X R, ‘nin bir alt halkasini tammlarsak R, =/ J = {(a, f(a) +j):a € R,,
j €]} kiimesine R;’in ve R, ‘in J ideali boyunca f altindaki amalgamationu denir.
D’anna ve ark. (2009) tarafindan halkadaki ideallerin amalgamtion g¢arpimimin
genellestirilmesinin tanitimi1 yapilmis ve iizerinde aghsilmistir (D’anna vd., 2009).
[lave olarak diger klasik yapilarda da (R, + XR,[X],R; + XR,[X]] ve D+M gibi)
calisilmistir. Nagata (1962) tarafindan (Nagata, 1962) klasik bir yap1 olan Nagatas
Idealizasyonu, Boisen ve Sheldon (1977) tarafindan ( Boisen & Sheldon, 1977) ise
CPI genislemesi tanitilmistir. Bu yapilar1 6zel yapan [ idealinin bir amalgamation
carpimi ol masmdandir. R bir halka ve I da Rnin bir ideali olmak lGzere R » [ :=
{(a, a+i):a €R, i €I} kimesine R ‘nin I ideali boyunca amalgamation ¢ogalmasi

denir.

Diger taraftan R; </ ] amalgamiton yapis1 Anderson (2006) tarafindan tavsiye edilen
ve Dorroh (1962) ‘un ifade ettigi klasik yapilarla ilgilidir ve bu amalgamtion yapisi
birimli olmayan bir yapmin birimli olan bir yapiya gémiilmesini ifade etmeye caligir.

(D. D. Anderson, 2006; Dorroh, 1932)

Amalgamated duplicationun (Amalgamated halkalarin genellestirilmesi) (R > [
durumu igin) temel motivasyonu ve bir uygulamasi olarak [D'Anna, M. (2006)]
makalesi verilebilir. Bu makalede D’Anna Cohen-Macaulay halkalar1 ile ve egir
tekillikleri ile iliskilendirmek igin R > [ durumundan indirgenmis Gorenstein

halkalarini insa etmeye ¢alismistir.

Ginduiz (2023) ve Khalfi ve ark. (2023) da amalgamtion cebrinde 1-yutan asal ideal
ve 1l-yutan asalimsi idealleri ¢alisarak birka¢ tanimlama ve sonu¢ agiklamislaridir
(Glnduiz, 2023; Khalfi vd., 2023). Ve bu idealler altinda bazi &6zel yapilar
vermiglerdir. Giindiiz (2023) calismasinda D’Anna ve ark. (2009) ‘nin proposition

5.1(2) ‘de belirtmis oldugu izomorfizma yapisindan faydalanarak 1-yutan asal idealler



ve l-yutan asalimsi ideallerin amalgamated cebri icin fazlasiyla sonug agiklamistir

(Guindiiz, 2023).

Bu tez ¢calismasinda ise amacimiz amalgamation yapilarinda 2-yutan ideal olma sartin1

bulmaya ¢aligmak ve bununla ilgili teorem, 6rnek ve birkag sonug vermektir.

1.2. Cebirsel Tanimlar, Onermeler ve Teoremler

Bu bolimdeki temel tanimlar, teoremler ve 6rnekler igin [Callialp] ve [G. Agargun]

kitaplar1 takip edilecektir.

Tanmm 1: A # @ olmak lzere A X A ‘dan A ‘ya tanimlanan fonksiyona A ‘da bir ikili

islem denir.

Ornek 1: +:Z X Z — 7 fonksiyonu bir islem belirtir. Buna karsin —:N X N - N
ifadesi bir iglem belirtmez. Ciinkii 2 —3 = —1 & N “dir.

Tamm 2: A # @ olmak Uzere, A Uzerinde en az bir A ikili islem tanimli ise (4, A)
ikilisine bir cebirsel yap1 denir.
Ornek 2: (R, ) ikilisi bir cebirsel yapidir.
Tammim3: A # @ ve A, A kiimesi tizerinde bir ikili islem olmak tizere (4, A) cebirsel
yapis1 asagidaki ifadeleri sagliyorsa A ‘ya bir grup denir.
. Vx,y €Aigin xAy€eA
ii. Vx,v,z €Aicin xA(yAz) = (xAy) Az (Birlesme 6zelligi)
lii. Vx€A igcin xAe= eAx =e olacak sekilde 3e € K vardir. Bu elemana
grubun birim (etkisiz) eleman denir.

iv. x€Kicinx 'Ax=xAx"1=e olacak sekilde Ix 1 €A vardr. Bu

elemana x elemaninin G grubundaki tersi denir.

Tamim4: (A,A) bir grup ve Vx,y €A icin x Ay =y Ax 0zelligi saglaniyorsa
degisme 6zelligi vardir denir ve degisme 6zelligi olan gruba degismeli grup ya da Abel

Grup denir.
Tammm5: A + @ ve A lizerinde iki tane ikili islem 4+ ve - islemleri tanimli olsun.
(A,+, -) cebirsel yapisi asagidaki aksiyomlari sagliyorsa A‘ya bir “halka” denir.

i. (A, +) cebirsel yapisi degismeli bir gruptur.



ii.  Ikinci isleme gore birlesmelidir. Yani V x,y,z € Aigin x-(y-z) = (x-y)-
z ‘dir.
iii.  Ikinci islemin birinci islem {izerine dagilma 6zelligi vardir. Yani
Vx,y,z €EAiginx-(y+z)=xy+x-zve (x+y) z=x-z+y z “di.

Halkanimn ilk isleme gore birim elemanina o halkanm sifirt denir ve 0,4 ile gosterilir,
fakat ikinci isleme gore birim elemani olmayabilir ama varsa bu elemana halkanin
birimi denir ve 1, ile gosterilir. ikinci islemin degisme o6zelligi varsa bu halkaya

degismeli halka denir.

Tezin devaminda kolaylik saglamasi yoniinden x -y yerine xy yazilacaktir. Biz bu

calismada degismeli ve birimli halkalar {izerinde ¢alisacagiz.

Ornek 1: (Z,+, -), (R, +, -),(Q,+, ), (C,+, *) cebirsel yapilar1 hem birimli hem
de degismeli halkadir.

Tamim 6: A halkasinda sifirdan farkli bir x € A elemani i¢in xy = 04 yada yx =
0 olacak bigimde sifirdan farkli bir y € A bulunursa x’e halkanm bir sifir boleni,

boyle bir x yoksa da sifir bolenli degildir denir.

Tamim7: Sifir bolensiz ve degismeli halkaya tamlik bolgesi denir.

Ornek 2: Z[V7] = {p + rV7:p,r € Z} kiimesi “+” ve “- " islemleri icin bir tamlik
bdlgesidir.

Tamim 8: A bir tamlik bolgesi ve A ‘nin sifirdan farkli1 V x € A i¢in xy = 1, olacak
bicimde bir y € A bulunuyorsa A halkasma cisim denir. Yani her elemanin ikinci

isleme gore tersi mevcutsa bu halkaya cisim denir.

Tamm 9: Bir A halkasinda V x € A i¢cin mx = 04 sartin1 saglayan bir m pozitif tam
sayist varsa bu tam sayilardan en kiigiigiine halkanin karakteristigi denir. Bu sarti

saglayan bir pozitif tam say1 yoksa A halkasinin karakteristigi sifirdir.
Ornek 3: Zg halkasinin karakteristigi 6 dir

Tanim 10: Bir A halkasinda x € A igin x™ = 0,4 sartin1 saglayan bir m > 1 tam sayisi

varsa x 'e bir nilpotent eleman denir.

Ornek 4: Z,, halkasinda 2 elemani nilpotent elemandir. Clinkii Z4¢’da m = 4 icin

2* = 0°dir.



Tanmim 11: A bir halka ve @ = H € A olsun. Eger H alt kiimesi, halkadaki islemlere

gore bir halka oluyorsa o zaman H, A’ nin bir alt halkasidir denir.

Teorem 1: A bir halka ve @ #= H € A olsun. H ‘nin bir alt halka olmasi i¢in gerek ve

yeter sart V x,y € H igin
x—y€EH ve xy €H  olmaldur.
Tanim 12: A bir halka ve @ # I € A bir alt kiimesi olsun.

Vx,y€ElveVr € Aicin,x—y €1 ve ra€l (yadaar €1) oluyorsal ‘ya A

‘nin bir sol (ya da sag) ideali denir.

I alt kiimesi sol ve sag ideal olabiliyorsa I ‘ya iki yonll ideal ya da kisaca ideal denir.
Tanmimdan dolay1 da idealler, bir alt halkadir. Sayet halka degismeli ise her sol ya da
sag ideal, bir ideal olur.

Tanmmm 13: A bir halka ve alt kiimelerinden {0,} ve A, A halkasmin daima bir
idealidirler. Bu iki ideale halkanin asikar (trivial) idealleri denir.

Asagidaki tanim bir A halkasinin keyfi bir alt kiimesinin bir ideal olamadig1 durumda

bile ondan bir ideal iiretilebilecegini soyler.
Tanmim 14: A bir halka ve @ # K < A olsun. A ‘nin, K ‘yi kapsayan biitiin ideallerinin
kesisimine K ‘nin iirettigi ideal denir ve (K) =Nk, I biciminde gosterilir. Birimli ve

degismeli A halkasi i¢in

K)={ZF rx;:x, €Ar,eK} ... (¥ esitligi saglanir.
Tamm 15: Sayet K = {r;,..., 1,} kiimesi sonlu ise K nin {retmis oldugu bu ideale
sonlu iiretilmis ideal denir ve (K) = ({ry,..., 1,}) ile gosterilir. Sayet ézel olarak

(K) = ({r}) ise yani tek eleman tarafindan iiretilirse (K) ‘ye r ile tiretilmis temel ideal

denir ve gosterimi (r) seklindedir.

Sonug 1: A bir halka ve a € A olsun. O zaman (a) = {ra:r € A} olur.
Ornek 5: Bir A halkasini ve A ‘nin bir I idealini alalm. V x,y € A i¢in
x=y(modl) © x—y €1 iletanimlansim.

Onerme 1: A halkasinm bir I idealine gore tanimlananan = bagntis1 A “de bir denklik

bagintisidir.

r € A ‘nin denklik smifi



r=r+I={r+a:a€l} (1.1)

‘dir. Tum denklik smiflarmin kiimesi A/I bigiminde gosterilir.

Not 1: A halkasmnin bir [ idealine gore tanimlanmis denklik smiflarinin A ‘nin

toplamsal grubu I alt grubuna gére tanimlanan denklik sinifidir.

Onerme 2: A halkasinim bir I idealine gore tanimlanan denklik smiflar1 arasinda
x+D®WY+D=x+y)+1 (1.2)
x+DO+D=C&y)+I (1.3)
bigiminde tanimlanan @ ve © islemlerine i¢in A/I bir halkadir. Bu halkaya A nin I

idealine gore boliim halkasi denir.

Tamm 17: (A4, +, -) ve (4, A, %) ikihalkave f:A; — A, bir fonksiyon olmak

UzereV x,y € A, igin
f+y)=f0)af) (1.4)
fxay)=f@)*f() (1.5)

esitligi saglaniyorsa f ‘ye A; den A, ye bir halka homomorfizmasi denir. Sayet f
birebir ise f ‘ye monomorfizma, Grten ise f ‘ye epimorfizma, birebir ve Orten ise f
‘ye izomorfizma denir. ki halka arasinda bir izomorfizma varsa bunlara izomorf
halkalar denir ve A; = A, biciminde gosterilir. Sayet f monomorfizma ise f ‘ye

gobmme(embedding) denir.

Tamm 18: f:A; > A, bir halka homomorfizmasi olsun. O halde bu

homomorfizmanin ¢ekirdegi
Cek(f) = {x € A1 f(x) = 0,4} ile gosterilir.

Teorem 2: f:A; = A, bir halka homomorfizmast ise f ‘nin birebir olmas i¢in gerek

ve yeter kosul Cek (f) = {04, } “d.
Teorem 3: f:A; = A, bir halka homomorfizmasi ise Cekf, A; ‘nin bir idealidir.

Teorem 4 (Homomorfizma Teoremi): f: A; = A,bir halka homomorfizmasi ise

A, /Cek(f) = f(4,) ‘dir.



Sonug 2: f:A; — A, bir 6rten halka homomorfizmasi ise A, /Cek(f) = A, dir.






2. ASAL iDEALLER

Bu boliimde temel olarak tanimlar, 6rnekler ve teoremler icin [Gunduz] kitabin1 takip

edecegiz.

Tamim 1: R bir degismeli halka, I da R ‘nin kendisinden farkl bir ideali olsun. a, b €
Riginab € Iikena € I veya b € I oluyorsa bu I idealine R halkasmnin bir asal ideali

denir.
Ornek: Ornegin tamsayilar halkasinda (3) ideali bir asal idealdir.

Tanmm 2: R bir degismeli halka ve I, R ‘nin bir ideali fakat I # R olsun. Eger R
halkasmin [ idealini kapsayan I ‘den baska bir ideali yoksa bu I idealine R halkasinin

bir maksimal ideali denir.

Ornek: Ornegin tamsayilar halkasmda (7) ideali bir maksimal idealdir. Fakat (0)
ideali bir asal ideal olmasina ragmen (0) c (7) c Z kapsamalarindan bir maksimal
ideal degildir.

Tamim 3: R bir halka ve S, R ‘nin bir alt kiimesi olsun. 1 € S,0¢ S ve Vs;,s, €S
elemanlar1 igin 5,5, € S saglaniyorsa bu S kiimesine R halkasinin ¢arpimsal kapali bir

alt klimesi denir.
Ornek 1: § = {2™:n € N} kiimesi Z’ nin bir ¢arpimsal kapal: bir alt kiimesidir.

Tamm 4: R bir halka ve I, R nin bir asal ideali olmak tzere,
Vi={reR:r™el,ame 7"} (2.1)

kiimesine I ‘nin radikali denir.

Tanmm 5: I, R halkasinin kendisinden farkli bir ideali olsun. Birim elemandan farkl
Vx,y € Ricin xy € I ikenx € I veya3am € Z* oldugunda y™ € I oluyorsa I idealine

R nin bir asalims1 (primary) ideali denir.

Teorem: I, R halkasmnin bir asalimsi ideali oldugunda P = VI ideali de bir asal

idealdir ve I idealine bir P-asalimsi ideal denir.



Ornek: Ornegin tamsayilar halkasinda (8) ideali bir asalimsi ideal iken (2) =

V(23) = ,/(8) ideali bir asal idealdir.

2.1. 2-Yutan Asalimsi idealler

Tanim 1: R birimli ve degigsmeli bir halka ve 1 # 0, I, R ‘nin sifirdan farkli uygun
bir ideali olmak Uzere a,b,c € R i¢in abc € I oldugunda ab € I veya bc € I veya

ac € I oluyorsa I idealine 2-yutan ideal denir.

Tamim 2: I, R ‘nin bir ideali olsun. a,b,c € R i¢in abc € I iken ab € [ veya ac €
VI veya bc € VT oluyorsa I idealine 2-yutan asalims: ideali denir.

2-yutan asalimsi idealler, asal ideallerin hatta asalimsi ideallerin bir genislemesidir.
Yani her asal (asalims1) ideal bir 2-yutan asalimsi idealdir, fakat asagidaki ornekte
goriildiigii tizere tersi dogru degildir.

Ornegin Z ‘nin (6) ideali Z ‘nin bir 2-yutan asalimsi idealidir, fakat asal ideal degildir
hatta bir asalims1 ideal de degildir.

2-3€(6)iken2 ¢ (6) ve 3 & (6) yani asal ideal degildir, fakat 1-2 -3 € (6) iken
1-2 ¢ (6) fakat (2 -3)™ € (6) olacak sekilde bir n > 1 tamsayis1 bulunabilir.

Tamim 3: I, R halkasinin bir ideali olsun. Va € R/I icin I c (a) oluyorsa I idealine
boliinmiis asal ideal denir. Boliinmiis asal idealler R halkasindaki tim idealler icin

gecerlidir.

Tanim 4: R bir tamlik bolgesi ve sifirdan farkli her n, [ € R igin n|l veya [|n oluyorsa

R ‘ye bir valuation domain denir. (Badawi, 2007)

Tanmim 5: U(R) dhalkasmnin biitiin boliim halkalarmin kiimesi ve I, R ‘nin sifir olmayan

bir ideali olmak iizere, su halde I71={a € U(A): al c R} dir. (Badawi, 2007)

Tanim 6: R bir tamlik bdlgesi ve I, R nin sifirdan farkli sonlu {iretilmis ideali olsun.

Eger II™! = R saglaniyorsa R halkasina bir Priifer domain denir. (Badawi, 2007)

Tamm 7: R bir tamlik bdlgesi, I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger II71 = R
saglaniyorsa R halkasina bir Dedekind domain denir. (Badawi, 2007)
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3. AMALGAMATION

3.1. Amalgamation Cebri

Bu boliimdeki temel tanim ve teoremler i¢cin D*“Anna ve ark. (2009) ‘nin ¢alismasini

takip edecegiz.
Tammm 1: R, ve R, iki halka, / , R, ‘nin bir ideali ve  f:R; = R, bir halka

homomorfizmasi olsun.

Ry J={(a,f(@+)):a€Rry, jEJ} (3.1)

kiimesine R; halkasi ve R, halkasinin J ideali boyunca f fonksiyonu altindaki

amalgamationu (¢ogalmasi) denir.

a,,a, € R, ve j;,j, € J olmak Uzere

(a1, f(ay) +j1) + (az, f(az) +j2) = (a1 +ay, f(a,) + f(az) +j; +j) ve
(ay, f(ay) +j1)(az, f(az) + j2) = (a1ay, f(a1az) + f(az)js + f(a)jz + jij2)
islemleri altinda R; >/ ] amalgamation yapis1 bir halka ifade eder.

Onerme 1: [D’Anna, M. (2009)] |, R; halkasinin bir ideali olmak Uzere, I </ J =
{G,fO+)):ielje],} kumesi R, ™/ ] halkasmin bir idealidir ve

R1Nf] ~

f
g: R, @/ R, > Ry b ]/I waf | orten bir homomorfizmadir. Dahasi Todl ]

X olur,

I

(D’Anna vd., 2009)

Ispat: 1 =/ J, A~/ ] nm bir ideali olmak iizere ive m homomorfizmalarmm
. f ) . . f )

AL A Mf]’_f»A ™ ]/I waf J bileskesinden AE‘A > ]/I o | orten halka

o s - A AxS] .
homomorfizmasi elde edilir. Bunun ¢ekirdegi I oldugundan 7= I:;f]] izomorfizmasi

elde edilir.

Bu izomorfizma yardimiyla R; =/ J nin 2 —yutan asalimsi ideallerini belirlemeye

calisacagiz.



3.2. 2 —Yutan Asahms idealler icin Amalgamated Cebri

Bu bolimde [Issoual, M., ve ark. (2020)] ve [Gundlz, A. (2023)] makalelerinde
kullanilan yontemle Amalmamated halkasinin 2 —yutan asalims: ideallerini
belirleyecegiz. Bu amacla yeni teorem ve sonuglar verecegiz. Bu kisim ¢aligmanin

0zgilin kismin1 olusturmaktadir.

R; ve R, iki halka olsun ve f: R; = R, homomorfizmasi, I, R; nin ve J, R, halkasmin
birer ideali olmak iizere calisma boyunca R, X/ J, R, ile R, nin f altinda J ideali

boyunca bir amalgamationini belirtir.

Asagidaki kiimeyi tanimlayalim.

Iwf J={Gf@+)) i€lje]} (3.2)

Aciktir ki I »af ], kiimesi R, =/ | halkasi i¢in bir idealdir. Simdi I >/ J nin

R; =/ ] halkas1 i¢in ne zaman 2-yutan asalims1 ideal oldugu gosterilecektir.
Teorem 1: Bu boliimiin basinda tanimlanan notasyonlar altinda;

I =/ ] nin, R; ¥/ J halkasmin bir 2-yutan ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I

nin R, halkasmin bir 2-yutan ideali olmasidir.

Bu teoremin ispatini verebilmek i¢in bir kisim lemmalara ihtiyacimiz var. Simdi

bunlar1 verelim.
Lemma 1: [Badawi, A., ve ark. (2014)], Thm. 2.20]
R, R, iki halka f: R; = R, halka homomorfizmas1 olmak fizere,

i) I, ,R, nin bir 2-yutan asalims: ideali = f~1(I,) de R; ‘in bir 2-yutan asalimsi

idealidir.

ii) Eger f bir epimorfizma ve I, ,R, ‘de I; S Kerf kosulunu saglayan bir 2-yutan

asalimsi ideal ise f(I;) de R, ‘de bir 2-yutan asalims1 idealdir.

Ispat: V a,b;,c; € R, 6yle ki a;b,c; € f71(1,) olsun. Bu durumda f(a,b;c;) =
f(a)f(b1)f(cy) € I, olur. Hipotezden I, bir 2-yutan asalimsi ideal oldugundan ya

f(a)f(by) € I ya f(b)f(c) € \/1_2 yada f(a;)f(cy) € \/EVE boylece ya a; b, €
f1I) yabie, € f74 /L yadaaye; € £ (). Ayrica f7 (Y1) = |1 (/L)

Esitliginden £~ (1,) de bir 2-yutan asalimsi ideal olur.
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i) VYa,, by c, €ER, Ve ayb,c, € f(I;) olsun. O zaman 3 aq, by, c; € Ry vardir ki
f(ay) = ay, f(by) = by, f(c1) = c, yazilabilir. Buradan f(a,;b,c;) = ayb,c, €
f (1) olur. Kerf < I, oldugundan a,b;c; € I; olur. Hipotezden I; bir 2-yutan

asalimsi ideal oldugundan ya a,b; € I; yaa,c; € \/1—1 yadab;c, € \/E olur. Yani ya
f(aiby) = f(a))f (b)) = azb, € f(I,) ya f(ajcy) = azc; € f(\/E cJfly) ya

dab,c, € f(/I,) € f{I) olur. Béylelikle £ (I,) de R, de bir 2-yutan asalims1 ideal
olur.

Lemma2: [Badawi, A., ve ark. (2014), Sonug 2.21]

I ve J, A ‘nin iki farkli ideali ve I € J olsun.

J, A ‘nin bir 2-yutan asalimsi idealidir < J / ] ‘nn A/ ; ‘un bir 2-yutan asalims ideali
olmasidir.

ISPAT: =: [Badawi,A.,veark. (2014), Sonug.2.2.1]
=:f: A-> A/ ; bir halka homomorfizmasidir.
a—-»>a+l

]/ I 'A/I 'da bir 2-yutan asalimsi ideal ise (Lemma 1(i) ‘den)

ft (]/I) = Jde A'da bir 2-yutan asalimsi ideal olur.

Ozel olarak I ‘nmn A ‘da bir 2-yutan asalims1 ideal olmast i¢in gerek ve yeter kosul (0)

idealinin A/ 7 ‘da 2-yutan asalimst ideal olmasidir.

Burada I = J almirsa; "I, A nin idealidir & (0), A/I "nin idealidir.” elde edilir.

. f
Ispat: Teorem1 D’ Anna ve ark. (2009) Proposition 5.1.(2) ‘den % = %oldugunu
hatirlayalim.

i.  Lemma 2 ‘den I idealinin A halkasinda bir 2-yutan asalimsi ideali olmast igin
gerek ve yeter kosul (0) idealinin A/I halkasmnin bir 2-yutan asalimsi ideali

olmasidir. Yukaridaki izomorfizmadan (0) idealinin A/I halkasinin bir 2-yutan
f
asalimsi ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (0) idealinin f:;fjj halkasmin bir

2-yutan asalims1 ideali olmasidir. Ote yandan tekrar Lemma 2’ den (0) idealinin
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f H H . . .« .
Al—:f]] nin bir 2-yutan asalims: ideali olmas1 igin gerek ve yeter kosul I >/ J

idealinin A =/ J  halkasinm bir 2-yutan asalimsi ideal olmasi demektir.
Gerektirme zincirinden ispat biter.
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4. SONUCLAR

Eger I; A *nin bir 2-yutan asalims: ideali ise +/I =/ J de A x/ J bir 2- yutan
asal idealidir.
P, ,P, A’ da bir asal ideal I;, P;-asalims1 ideal ve I,, P,-asalims1 ideal olmak

Uzere
e I, 1, x/ ] ‘de A =/ ] ‘nin bir 2-yutan asalims1 idealidir.
e I, NI, x J ‘de A =/ ] ‘nin bir 2-yutan asalims1 idealidir.

Eger P, A ‘nin bir asal ideali ise P" x/ ] ‘de A =/ J ‘nin bir 2-yutan asalims1

idealidir.

iv.  Eger A bir “divided” halkasi ve I da onun bir ideali ise I =/ J, A =/ ] ‘nin bir
2-yutan asalimsi ideali olur.

v.  Eger A bir “chained” halkas1 ve I da A ‘nin bir ideali ise I </ J, A </ | ‘nm
bir 2-yutan asalimsi ideali olur.

vi. EgerS~'I, S7'A ‘nm bir 2-yutan asalims1idealive S N Z;(A) =@ = I =/ |
‘de A =/ | ‘nm bir 2-yutan asalims1 ideali olur.

vii. Eger I, A ‘nin bir 2-yutan asalimsi ideali ve I N S=0¢ = f~:S714—
S~'B halka homomorfizmas1 i¢cin S~/ </~ §71] de S7'4 =/ $™1J ‘nin
bir 2-yutan asalimsi idealidir.

Ispatlar:

Badawi ve ark. (2014) theorem 2.2 ‘den makalesinden biliyoruz ki I; A *nin bir
2-yutan asalimsi ideali ise /I de A’nin bir 2- yutan asal idealidir. Boylelikle
ana teoremimizden I; A *nin bir 2-yutan asalims1 ideali ise I =/ | de A
>/ ] bir 2- yutan asal idealidir sonucuna variriz.

Badawi ve ark. (2014) makalesi theorem 2.4 ‘den biliyoruz ki P, , P, A’ da bir
asal ideal I, P,-asalims1 ideal ve I, P,-asalims1 ideal olmak tizere I; I, ve
I; N I, de A’nin bir 2-yutan asalimsi ideali olur. Béylelikle ana teoremimizden

LI, = ] vel, n I, x ] ‘de A x/ ] ‘nin bir 2-yutan asalms: ideali olur.



Vi.

Vii.

Badawi ve ark. (2014) makalesi theorem 2.8 ‘den biliyoruz ki P, A’nin 'nin
bir 2-yutan asalimsi ideali ise P™ de A’nin bir 2- yutan asal idealidir.
Boylelikle ana teoremimizden P x/ | ‘de A »/ ] ‘nin bir 2-yutan asalims1
ideali olur.

Badawi ve ark. (2014) makalesi theorem 2.10 ‘den biliyoruz Eger A bir
“divided” halkas1 ve I da onun bir ideali ise I, A ‘nin bir 2-yutan asalims1 ideali
olur. Boylelikle ana teoremimizden eger A bir “divided” halkasi ve I da onun
bir ideali ise I =/ J, A >/ ] ‘min bir 2-yutan asalims1 ideali olur.

Badawi ve ark. (2014) makalesi theorem 2.10 ‘den biliyoruz Eger A bir
“chained” halkasi ve I da onun bir ideali ise I, A ‘nin bir 2-yutan asalimsi ideali
olur. Boylelikle ana teoremimizden eger A bir “chained” halkasi ve I da onun
bir ideali ise I 7/ J, A >/ ] ‘nin bir 2-yutan asalims1 ideali olur.

Badawi ve ark. (2014) makalesi theorem 2.22(1) ‘den biliyoruz Eger S711,
S~1A ‘nin bir 2-yutan asalimsi ideali ve S N Z;(4) = @ olsun. Buradan 1,4
‘nin bir 2-yutan asalimsi ideali olur. Boylelikle ana teoremimizden Boylelikle
ana teoremimizden I =/ J ‘de A =/ | ‘nin bir 2-yutan asalims1 ideali olur.
Badawi ve ark. (2014) makalesi theorem 2.22(2) ‘den biliyoruz eger I, A ‘nin
bir 2-yutan asalimsi ideali ve I NS=0@ise f:S"'A— S™'B halka
homomorfizmasi i¢in S'I,S™'A ‘nm bir 2-yutan asalimsi ideali olur.
Boylelikle ana teoremimizden S~ o/ S™1 de S~1A »/” S~ ‘nin bir 2-

yutan asalimsi idealidir.

Ornekler:

R bir halka ve I onun bir ideali olsun. Eger I bir 2-yutan asal ideal ise ayn1 zamanda

bir 2-yutan asalims1 idealdir. Ornegin Z tam sayilar halkasindan I = (12) ideali bir

2-yutan asal ideal degildir fakat bir 2-yutan asalimsi idealdir. Ciinkii

2:-2-3€liken2-2 &1 ve2-3 ¢ oldugundan 2-yutan asal ideal degildir.

Fakat2-2-3 €1 i¢in2-2 &I olmasmaragmen2-3 €+ dir. Ciinkii (2-3)" =
6™ € I = (12) olacak sekilde bir n > 1 tam sayis1 n = 2 alnabilir.

Ayrica agiktir ki R “nin tiim asalimsi idealleri ayn1 zamanda R ‘nin bir 2-yutan asalims1

idealleridir. Fakat tersi dogru degildir. Ornegin Z ‘nin (6) ideali Z ‘nin bir 2-yutan

asalimsi idealidir, fakat bir asalimsi ideali degildir.
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2-3€(6)iken2 ¢ (6) ve 3 & (6) yani asal ideal degildir, fakat 1-2 -3 € (6) iken
1-2 ¢ (6)fakat (1-3)™ € (6) veya (2-3)™ € (6) olacak sekilde bir n > 1 tamsayisi

bulunabilir.

Ayrica biliyoruz ki I, R ‘nin bir 2-yutan asalimsi ideal ise VI, R ‘nin bir 2-yutan

asalimsi ideali olur.

Ri,=7Z,R,=7Z,1 =7 ve f:R, - R, bir halka homomorfizmas1 olmak iizere I =

(12) = 127

Z ‘nin bir asalimsi ideali oldugundan ayni1 zamanda bir 2- yutan asalims: ideali olur.

Dolayisiyla Main Theromden [Thu 2.2.(1)] (Ali)

I/ J, R, »f ] 'nin bir 2-yutan asalims1 ideali olur. 12Z =/ Z de Z </ Z ‘nin bir
2-yutan asalimsi ideali olur. By [[BTT] Ex. 2.6] ‘dan
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