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Bu tez çalıĢmasında 3-boyutlu Lie gruplarda sabit ortalama eğriliğine sahip yüzeyler için yeterli 

Ģartlar elde edilmiĢtir. Elde edilen sonuçları destekleyecek bazı örnekler verilmiĢtir. 

Bu tez çalıĢması beĢ bölümden oluĢmaktadır. Birinci bölüm tezin giriĢ kısmına ayrılmıĢtır. Ġkinci 

bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayı ve 3-boyutlu Lie grubu ile ilgili temel tanım ve teoremlere yer 

verilmiĢtir. Üçüncü bölüm ve sonrası, tezin orijinal kısmını oluĢturmaktadır. Üçüncü bölümde 3-boyutlu 

Lie grubunda alınan herhangi bir eğri boyunca ortalama eğriliği sabit olan yüzeyler bulmak için Ģartlar 

elde edilmiĢ ve örnekler verilmiĢtir. Dördüncü bölüm, 3-boyutlu Lie grubunda verilen eğrinin Frenet 

çatısına göre Smarandache eğrileri boyunca ortalama eğriliği sabit olan yüzeyler bulmak için Ģartlar elde 

edilmiĢ ve örnekler oluĢturulmuĢtur. BeĢinci bölümde ise 3-boyutlu Lie grubunda alternatif {N,C,W} 

çatısına göre verilen bir eğriden geçen ve ortalama eğriliği sabit olan yüzeyler bulmak için Ģartlar elde 

edilmiĢtir. 

 

Anahtar Kelimeler: Ortalama Eğrilik, Yüzey Teorisi, Lie Grupları 
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In this study, sufficient conditions are obtained for surfaces with constant mean curvature in 3-

dimensional Lie groups. Some examples are given to support the results obtained. 

This study consists of five chapters. The first chapter, is devoted to the introduction. In the second part, 

basic definitions and theorems related to 3-dimensional Euclidean space and Lie group are given. The 

third part and beyond constitutes the original part of the thesis. In this section, conditions are obtained to 

find surfaces whose mean curvature is constant along a given curve in Lie group. In the fourth part 

conditions are obtained and examples are created to find surfaces with constant mean curvature along 

Smarandache curves in terms of the Frenet frame of the curve given in the 3-dimensional Lie group. In 

the fifth part, conditions are obtained to find surfaces with a constant mean curvature and passing through 

a given curve according to the alternative {N,C,W} frame in the 3-dimensional Lie group. 

 

Keywords:  Mean Curvature, Surface Theory, Lie Groups   
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SĠMGELER VE KISALTMALAR 

Simgeler 

 

ℝ  : Reel sayılar cümlesi  

ℝ   : 3-boyutlu Öklid uzayı  

∥,∥  : Norm operatörü  

<,>  : Ġç çarpım operatörü  

⋀  : Öklid uzayında vektörel çarpım operatörü 

   : Teğet vektör alanı 

   : Asli normal vektör alanı 

   : Binormal vektör alanı 

    : Eğrinin birinci eğriliği 

    : Eğrinin ikinci eğriliği, burulması veya torsiyonu 

  ̅̅ ̅  : Geodezik torsiyon 
*     + : Hareketli Frenet çatısı  

G  : 3-boyutlu Lie grubu  

g  : Lie cebiri 

𝑕̃  : Harmonik eğrilik 

   : Ortalama Eğrilik 

[𝑋, 𝑌]  : 𝑋 ve 𝑌 vektör alanlarının Lie çarpımları 

𝑒  : G Lie grubunun birim elemanı  

  (𝑒)  : G Lie grubunun birim noktasındaki tanjant uzay 
*         + : Hareketli alternatif çatı 

   : Alternatif çatısına göre birinci eğrilik 

   : Alternatif çatısına göre ikinci eğrilik 

 



 

1. GĠRĠġ  

Geometride, özellikle diferansiyel geometride eğriler teorisi önemli bir çalıĢma alanıdır. 

Eğriler üzerine Öklid ve Öklid olmayan uzaylarda birçok çalıĢma yapılmıĢ ve üzerinde 

çalıĢılmaya devam edilmektedir. Eğrilerin karakterizasyonu problemi öne çıkan bir araĢtırma 

konusudur. Bu problemin çözümünde verilen eğrinin Frenet denklemleri (bu denklemler Serret-

Frenet denklemleri olarak da bilinmektedir) ve eğrinin eğrilikleri önemli ve kullanıĢlı bir araçtır. 

Bu kavramlar yardımıyla eğrinin geometrik özellikleri incelenmektedir. Örnek olarak, verilen bir 

regüler 𝛼 eğrisi eğrilikleri yardımıyla Ģu Ģekilde karakterize edilebilir. Eğrinin birinci ve ikinci 

eğrilikleri   (𝑠)=0 ve   (𝑠)=0 ise eğri bir geodeziktir. Eğrinin birinci eğriliği   (𝑠)≠0 bir sabit ve 

ikinci eğriliği   (𝑠)=0 ise eğri bir çember, eğrinin   (𝑠) ve   (𝑠) eğrilikleri sıfırdan farklı sabitler 

ise eğri bir dairesel helis eğrisidir. 

Yüzey oluĢturma problemleri birçok bilim insanı tarafından üzerinde çalıĢılan bir konu 

olmuĢtur. Bunlardan Wang vd  ilk olarak bu tür problemi ortaya atarak bir çalıĢma yapmıĢlardır 

[18]. Verilen keyfi bir eğriden geçen ve bu eğriyi ortak geodezik kabul eden yüzeyleri elde 

etmiĢtir. Kasap vd ise Wang vd tarafından kullanılan sapma fonksiyonlarını genelleĢtirerek daha 

genel bir ortak geodezikli yüzey ailesi elde etmiĢtir [10,18]. Bunlardan farklı olarak CoĢanoğlu ve 

Bayram 3- Boyutlu Öklid uzayında verilen bir eğriden geçen sabit ortalama eğrilikli yüzeyleri 

çalıĢmıĢtır [3]. Ayrıca Öklidyen, Non Öklidyen ve Lie gruplarda verilen bir eğriden geçen ve bu 

eğrileri özel eğri kabul eden yüzeyler ve karakterizasyonları [2,19,20,21,22,23] verilmiĢtir. Biz bu 

çalıĢmada yukarıda bahsedilen çalıĢmalar ıĢığında 3 boyutlu Lie gruplarından alınan herhangi 

keyfi bir eğriden geçen ve bu eğri boyunca ortalama eğriliği sabit olan yüzeyler bulmak için 

yeterli Ģartları elde ettik. 

Smarandache eğrisi, regüler bir eğrinin Frenet vektörleri ile üretilen yer vektörüne sahip 

regüler eğri olarak tanımlanır. Bu konu ile ilgili ilk çalıĢmalar, A. T Ali tarafından oluĢturuldu. 3 

boyutlu Öklid uzayında bazı özel Smarandache eğrilerini ifade etmiĢ ve özel bir durumun Serret-

Frenet elemanlarını tanıtmıĢtır [1]. 

Bu çalıĢmada 3-boyutlu Lie gruplarda sabit ortalama eğriliğine sahip yüzeyler, verilen 

Smarandache eğrilerinden geçen sabit ortalama eğrilikli yüzeyler ve son olarak *     + çatısına 

göre alınan keyfi bir eğriden geçen sabit ortalama eğrilikli yüzeyler elde edildi. Alınan keyfi bir 

eğriden geçen ve bu eğri boyunca ortalama eğriliğin sabit olması için sapma fonksiyonlarının 

sağlaması gereken Ģartlar elde edilmiĢtir. 

 

 

 

 



 

2. TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 2.1: Bir reel afin uzay A ve A birleĢen bir vektör uzayı V olsun. V de ; 

    V×V→ ℝ 

(   )→      ∑   
 
         {

      (           )  

  (         )
 

biçiminde tanımlanan iç çarpım varsa A afin uzayına Öklid uzayı olarak adlandırılır [8]. 

Tanım 2.2: U ve V birer topolojik uzay olsun. 𝑓:U→V fonksiyonu sürekli , 𝑓    var ve 

𝑓    sürekli ise 𝑓 ye U dan V ye bir homeomorfizm olarak adlandırılır [8]. 

Tanım 2.3: ℝ  uzayında iki vektör  ⃗=(         ) ve  ⃗=(        ) olmak üzere; 

  ⃗  ⃗  =               eĢitliğiyle tanımlanan 

ℝ  ℝ  ℝ  

(  ⃗⃗⃗ ⃗  ⃗)    ⃗  ⃗   

Ģeklinde tanımlanan fonksiyona ℝ  uzayında Öklid iç çarpımı olarak adlandırılır [15].  

Tanım 2.4: ℝ uzayında bir vektör  ⃗=(         ) olmak üzere ‖ ⃗‖=√  ⃗  ⃗   eĢitliğiyle 

tanımlanan  ⃗  ‖ ⃗‖ fonksiyonuna ℝ  uzayında norm olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.5: 𝛼:I→ℝ  birim hızlı eğrisini göz önüne alalım. T(𝑠)= 𝛼 (𝑠) Ģeklinde verilen 

T(𝑠) vektörüne 𝛼 nın 𝛼(𝑠) noktasındaki teğet vektörü olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.6: ℝ uzayında 𝛼:I→ℝ  birim hızlı eğrisi için      →ℝ ,   (s)= ‖ ⃗⃗(s)‖ biçiminde 

tanımlanan fonksiyona 𝛼 eğrisinin eğrilik fonksiyonu ve   (s) değerine ise eğrinin 𝛼(𝑠) 

noktasındaki eğriliği olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.7: α:I→   biçiminde    sınıfından bir α dönüĢümüne    uzayı içinde bir eğri 

olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.8:      için 𝛼 (t)≠0 yani eğrinin her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı ise 

eğri regüler eğri olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.9: Eğer  ‖𝛼 (t)‖=1 ise 𝛼 birim hızlı eğri, t ise 𝛼 eğrisinin yay parametresi olarak 

adlandırılır [8]. 

Tanım 2.10: α:I→ℝ  birim hızlı eğrisini göz önüne alalım.  (𝑠)=
 

  
T(s) eĢitliği ile verilen 

 (𝑠) vektörüne 𝛼 nın 𝛼(𝑠) noktasındaki asli normali olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.11: 𝛼  I→ℝ  birim hızlı eğrisini alalım. B(s)=  (s)˄ (𝑠) eĢitliği ile verilen B(s) 

vektörüne 𝛼 nın 𝛼(𝑠) noktasındaki binormali olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.12: 𝛼:I→ℝ  birim hızlı eğrisini göz önüne alalım. Frenet vektör alanları       

olmak üzere;   :I→ ℝ ,   (s)=     (𝑠)  (𝑠)    biçiminde tanımlanan fonksiyona 𝑎⃗ eğrisinin 
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𝛼(𝑠) noktasındaki burulma fonksiyonu   (𝑠) değerine ise 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki 

burulması olarak adlandırılır [15]. 

Tanım 2.13: U,    de açık alt küme olsun. 

ϕ :U⊆      diferansiyellenebilir dönüĢüm olmak üzere ϕ(U)⊆   

       (u,v)→ ϕ (u,v)   

alt kümesine   de parametrize edilmiĢ yüzey denir. 

Eğer ϕ dönüĢümü regüler ise yüzey regüler parametrize edilmiĢ yüzey adını alır [11]. 

Tanım 2.14: Bir regüler S yüzeyi     ün aĢağıdaki özelliklerini sağlayan bir alt kümesidir  

   S için V⊆    açığı ile bir U⊆    açığı bulunabilir ve ϕ :U    ⊆   dönüĢümü için ; 

i. ϕ bir homeomorfizmdir. 

ii. ϕ bir diferansiyellenebilirdir. 

iii. ϕ regülerdir. (ϕ nin  türev dönüĢümünün jakobien matrisi j(ϕ,P) olmak üzere 

rankj(ϕ,P)=2 dir.) özellikleri sağlanır [11]. 

Tanım 2.15:      ( ) olmak üzere  

  (  )   〈 (
  

‖  ‖
)  

  

‖  ‖
〉 

Ģeklinde tanımlanan   (  ) değerine M yüzeyinin p noktasında,    doğrultusundaki normal 

eğriliği denir [15]. 

Tanım 2.16: S,    Öklid uzayında bir yüzey ve α:I→S bu yüzey üzerinde regüler bir eğri 

alalım.  𝑠    için 𝛼 (s) hız vektörü, α(s) noktasında S yüzeyinin bir eğrilik vektörü ise α ya S 

yüzeyi üzerinde bir eğrilik çizgisi olarak adlandırılır [12]. 

Tanım 2.17: S,    Öklid uzayında bir yüzey ve α:I→S bu yüzey üzerinde regüler bir eğri 

alalım.  𝑠    için 𝛼 (s) hız vektörü, α(s) noktasında S yüzeyinin bir asimptotik vektörü ise α ya 

S yüzeyi üzerinde bir asimptotik eğri olarak adlandırılır [12]. 

Tanım 2.18: S,    Öklid uzayında bir yüzey ve α:I→S bu yüzey üzerinde regüler bir eğri 

alalım. S yüzeyinin birim dik vektör alanı n olsun 𝛼   vektör alanı, n○α vektör alanına paralel ise 

α ya S yüzeyi üzerinde bir geodezik eğri olarak adlandırılır [12]. 

Tanım 2.19:        bir lokal yüzey olsun.   yüzey birim normal vektör alanı olmak 

üzere; 

  ‖  ‖
 ,   〈     〉,   ‖  ‖

  

Ģeklinde tanımlı         ℝ  fonksiyonlarını alalım. O zaman  

𝑑𝑠   𝑑     𝑑 𝑑   𝑑   ifadesine   in birinci temel formu denir.       ye ise   in 

birinci temel formunun kat sayıları denir [7]. 

Tanım 2.20:         bir regüler lokal yüzey olsun.   yüzey birim normal vektör alanı 

olmak üzere; 
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   〈     〉  〈     〉 

  〈     〉  〈     〉  〈      〉   〈     〉 

   〈     〉  〈     〉 

Ģeklinde tanımlansın. Buna göre  

 𝑑     𝑑 𝑑   𝑑   ifadesine   in ikinci temel formu adı verilir.       ye ise   in ikinci 

temel formunun kat sayıları adı verilir [7]. 

Teorem 2.21: 𝛼:I→ℝ  birim hızlı eğrisini alalım. Eğrinin Frenet vektör alanları, eğrilik ve 

burulması sırasıyla     ve     olsun. 

 

[
  

  

  
]=[ 

       
      
     

] [
 
 
 
] 

 

olur. 

Bu eĢitliklere verilen eğri için Frenet formülleri adı verilir [15]. 

Teorem 2.22: 𝛼 I→ℝ  birim hızlı eğrisi alalım. Eğrinin Frenet vektör alanları, eğriliği ve 

burulması sırasıyla     ve     olsun. Bu durumda aĢağıdaki eĢitlikler sağlanır. 

 

  
  

‖  ‖
                   ,                    

      

‖      ‖
                                              =         , 

 

    = 
‖         ‖

‖    ‖ 
          ,                  =

              

 ‖       ‖  
      . 

 

Teorem 2.23:     ℝ  parametrizasyonu ile regüler bir    ( ) yüzeyi verilsin. 

      yüzeyin birinci temel form katsayıları;       de yüzeyin ikinci temel form katsayıları 

olmak üzere, yüzeyin ortalama eğriliği 

  
         

     
 

ile bulunur. 

  yüzeyinin Ģekil operatörü matrisi , 

  0
  
  

1
  

0
  
  

1 olduğundan,  

determinantın özelliklerinden 

  
𝑖 ( )

 
 
 

 
𝑖 (0

  
  

1
  

0
  
  

1 * 
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𝑖 

 

     0
           
           

1   
         

     
 

elde edilir. 

Tanım 2.24: G bir küme olsun. G kümesi üzerinde tanımlanan  

N:G×G→G 

(r,s)→N(r,s) 

ikili iĢlemi kapalı, birleĢmeli ve ayrıca etkisiz elemana ve ters elemana sahip ise G bir grup 

olarak adlandırılır [6]. 

Tanım 2.25: G bir grup ve N bir diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere ; 

                     G nin her elemanı M nin noktaları ile çakıĢır. 

                     N×N→N, (a,b)→a𝑏   iĢlemi her yerde diferansiyellenebilirdir. 

aksiyomları sağlanırsa N ye Lie grubunun temel manifoldu G ye Lie grubunun temel grubu ve 

(N,G) ikilisi ise Lie grubu olarak adlandırılır [9]. 

Tanım 2.26: R cismi üzerinde bir vektör uzayı U olsun. 

, -:U×U→U 

(X,Y)→,𝑋 𝑌- 

dönüĢümü , 

i. Bilineerlik  

ii. Ters simetrik 

iii. Jakobi özdeĢliği 

           [,𝑋 𝑌- 𝑍]  [,𝑌 𝑍- 𝑋]  [,𝑍 𝑋- 𝑌]     

Ģartları sağlanıyorsa R üstünde bir Lie operatörü veya parantez operatörü adı verilir. 

(U,, -) ikilisine ise Lie cebiri denir [9]. 

Tanım 2.27: G bir Lie grubu olsun bir 𝑔  G  noktasında  𝑔  G için ; 

     G→G,    (𝑔)  𝑔 𝑔 

Ģeklinde tanımlanan dönüĢüme G üzerinde sol paralelizm (öteleme) adı verilir. 

Benzer biçimde 

     G→G,    (𝑔)  𝑔𝑔  

 

Ģeklinde tanımlanan dönüĢüme de G üzerinde sağ paralelizm (öteleme) adı verilir [9]. 

Tanım 2.28: 3 boyutlu Lie grubunda yay parametreli bir eğri α: ⊆ ℝ    ve α eğrisinin 

Frenet elemanları {T,N,B,   ,    } olsun. 

  ̅̅ ̅  
 

 
 〈,   -  〉 

veya 
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  ̅̅ ̅=
 

   
   

〈,     -   〉  
 

   
   

‖,   -‖  

dir [5]. 

Tanım 2.29:  , 3 boyutlu Lie grubu ve α eğrisinin Frenet elemanları {           } 

olmak üzere ; α eğrisinin eğriliği:    =‖  ‖ Ģeklinde tanımlanır [4]. 

Tanım 2.30: 3 boyutlu Lie grubunda yay parametreli bir eğri α: ⊆ ℝ    ve α eğrisinin 

Frenet elemanları {T,N,B,      } olmak üzere; 

𝑕̃=
     ̅̅̅̅

  
 

eĢitliği ile verilen 𝑕̃ fonksiyonuna α eğrisinin harmonik eğriliği denir [13]. 

Teorem 2.31: 3 boyutlu Lie grubu G de birim hızlı bir eğri  α: I⊆ ℝ    ve α eğrisinin 

Frenet elemanları {           } olsun. G Lie grubunun Levi –Civita konneksiyonu D olmak 

üzere α eğrisinin Frenet elemanları için  

 

[
   
   
   

]=[ 
       
     
     

] [
 
 
 
] 

 

dir. Buradan; 

 

i. α eğrisinin teğet vektör alanı   için  

 

       
 

 
,   - 

                                                                        
 

 dir. 

 

ii. α eğrisinin asli normal vektör alanı   için 

 

        
 

 
,   - 

                      (     ̅̅ ̅)  

dir. 

 

iii. α eğrisinin binormal vektör alanı   için 

 

                                                                           
 

 
,   -  

                                                      (     ̅̅ ̅)   
 

dir. 

 

(i),(ii),(iii) eĢitliklerinden α eğrisinin Frenet vektör alanları {     } için ; 
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*

  (𝑠)

   (𝑠)

  (𝑠)
+=* 

       

   (     ̅̅ ̅)

  (     ̅̅ ̅)  
+ *

 (𝑠)
 (𝑠)
 (𝑠)

+ 

 

türev formülleri elde edilir. 

Teorem 2.32: G bi invaryant metriğe sahip 3 boyutlu Lie grup olsun. O halde SO(3) Lie 

gruplarında değiĢmeli gruplardan biridir. AĢağıdaki ifadeleri sağlar [5]. 

 

(i) Eğer G değiĢimli SO(3) ise,   ̅̅ ̅(𝑠)   
 

 
  

(ii) Eğer G      ( )  ,   ̅̅ ̅(𝑠)  1 

(iii) Eğer G değiĢmeli bir grup ise,   ̅̅ ̅(𝑠)   0  



 

3.  3-BOYUTLU LĠE GRUPLARINDA ORTALAMA EĞRĠLĠĞĠ 

SABĠT OLAN YÜZEYLER 

α(𝑠), 3-boyutlu Lie Gruplarında   (𝑠) eğrilikli,   (𝑠) burulmalı, birim hızlı regüler bir eğri 

alalım ve her 𝑠 için α′′(𝑠)≠0 olsun. { (𝑠), (𝑠), (𝑠)}, α(s) eğrisinden geçen ve bu eğrinin Frenet 

çatısına bağlı olarak yazılan yüzey; 

 (𝑠  )=𝛼(𝑠)+𝑓(𝑠  ) (𝑠)+ 𝑔(𝑠  ) (𝑠)+ 𝑕(𝑠  ) (𝑠)                                                      (3.1) 

   ≤ 𝑠 ≤   ,    ≤   ≤   , 

(3.1) yüzeyi ile verilir. 

𝑠   ⊆ ℝ ve    ⊆ ℝ olmak üzere, 𝛼   G yay parametreli bir eğri, { , , } eğrinin Frenet 

vektörleri olmak üzere, 

      G 

(1) yüzeyi için  (𝑠   )  𝛼(𝑠) olacak biçimde 

𝑓(𝑠,  )=𝑔(𝑠,  )=𝑕(𝑠,   )≡0                                                                                                          (3.2) 

   ≤ s ≤   , ∃      [  ,  ] 

(3.2) koĢulunu sağlayan 𝑓(𝑠  ), 𝑔(𝑠  ), 𝑕(𝑠  ) reel değerli diferansiyellenebilir fonksiyonları 

varsa 𝛼(𝑠),  (𝑠  ) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik eğridir veya  (𝑠  ) yüzeyi 𝛼(𝑠) eğrisinden 

geçer denir. Burada 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) fonksiyonlarına (sapma fonksiyonları)    sınıfından 

marching-scale fonksiyonlardır  

 (𝑠  ) yüzeyinin ortalama eğriliği; 

 (𝑠  )=
    (         )‖  ‖

      (         )‖  ‖
       (         )〈     〉

 (‖  ‖
 ‖  ‖

  〈     〉
 )

 
 

(𝑠  )                                   (3.3) 

(3.3) formülüyle hesaplanır. 

Burada  
  

  
    

  

  
     

   

   
     

   

   
      dir. 

ġimdi  (𝑠  ) yüzeyinin kısmi türevlerini alalım, 

  (𝑠  )  α′ 𝑓   𝑓 ′  𝑔   𝑔 ′ 𝑕   𝑕 ′  

              (  𝑓  𝑔  )   (𝑓   𝑔  𝑕(     ̅̅ ̅))   (𝑔(     ̅̅ ̅)  𝑕 ) , 

  (𝑠  )  𝑓   𝑔   𝑕  , 

  (𝑠   )   , 

   (𝑠   )    , 

    =      𝑓    + 𝑓  ′ +𝑔    + 𝑔    + 𝑕    + 𝑕  ′ 

                 (𝑓   𝑔   ) + (𝑓    𝑔   𝑕 (     ̅̅ ̅)) + (𝑔 (     ̅̅ ̅) +𝑕  )   



9 

   (𝑠   )     (𝑠   )=(−  𝑔 )   + (  𝑓  (     ̅̅ ̅) 𝑕 )   +(𝑔 (     ̅̅ ̅))  , 

   (𝑠  )  𝑓   +𝑔     +𝑕   , 

det(   ,   ,  )  [
    
   
𝑓 𝑔 𝑕 

]     𝑕  

det(   ,    ,  )  [
𝑓   𝑔   𝑓    𝑔   𝑕 (     ̅̅ ̅) 𝑔 (     ̅̅ ̅)    𝑕   

   
𝑓 𝑔 𝑕 

] 

det(   ,    ,  )   𝑕 (𝑓    𝑔   𝑕 (     ̅̅ ̅))  𝑔 (𝑔 (     ̅̅ ̅)    𝑕   ) 

det(   ,    ,  )  [
𝑓  𝑔  𝑕  
   
𝑓 𝑔 𝑕 

]= ( 𝑔  𝑕   𝑔 𝑕  ) 

〈     〉   𝑓  

〈     〉  1 

〈     〉  𝑓 
 
+𝑔 

 +𝑕 
 
 

Yukardaki hesaplamalar (3.3) denkleminde yerine yazılırsa α(s) eğrisinden geçen  (𝑠, ) 

yüzeyinin ortalama eğriliği; 

 (𝑠   )=
     (  

    
    

 ) (            )    .(                   ) (   
    

 )(     ̅̅̅̅ )/

 (  
    

 )
 
 

     (3.4) 

(3.4) denklemi olarak elde edilir. 

Bu tez boyunca 𝑓(𝑠  ) 𝑔(𝑠  ) 𝑕(𝑠  )   (𝑠) (     ̅̅ ̅)(𝑠) ve bunların kısmi türevlerine 

bağlı olarak elde edilen denklemlerde sabite eĢit olarak verilen yapılar birbirine eĢit veya farklı 

olacak Ģekilde sabittir. 

Dolayısıyla aĢağıdaki teoremleri verebiliriz.  

Teorem 3.1:  (𝑠, ) yüzeyinin,  üzerindeki izoparametrik α(𝑠) eğrisi boyunca sabit ortalama 

eğrilikli olması için yeterli koĢullar, 

   ≤ s ≤   ,     [  ,  ] olacak Ģekilde; 

 

1. KoĢul  ,

𝑓 (    )   𝑔 (    )  𝑠𝑎𝑏𝑖     

𝑓(     )    𝑔(    )   𝑕(     )   𝑕 (    )  𝑕  (    )    
(     ̅̅ ̅)( )    𝑠𝑎𝑏𝑖 

 

veya 

2. KoĢul  

{
 

 
𝑓 (    )   𝑕 (    )  𝑠𝑎𝑏𝑖     

𝑓(     )    𝑔(    )   𝑕(     )  𝑔  (    )  𝑔  (    )     
(  )(𝑠)  𝑠𝑎𝑏𝑖 

(     ̅̅ ̅)(𝑠)  𝑠𝑎𝑏𝑖 

 



10 

olmasıdır.  

İspat: Bir α(𝑠) eğrisi verilsin. (3.2) denkleminden α(𝑠) eğrisinin  (𝑠, ) yüzeyi üzerinde 

parametre eğrisi olması 𝑓(𝑠,   ) = 𝑔(𝑠,  ) =𝑕(𝑠,   ) = 0 koĢuluyla mümkündür. 

1.koĢul: 𝑓 (    )   𝑔 (    )    ≡𝑕 (    )   𝑕  (    ) olarak alınırsa (3.4) denklemini  

 (s   ) =
(     ̅̅̅̅ )( )   (    )

  (    )
 

Ģeklinde elde ederiz. Bu durumda, eğri boyunca ortalama eğriliğin sabit olabilmesi 

(     ̅̅ ̅)( ) = sabit olması ile mümkündür. Örnek olarak Anti-Salkowski eğrilerini verebiliriz. 

2.koĢul: 𝑓 (    )    𝑕 (    )      ≡ 𝑔 (    )  𝑔  (    )  olarak alınırsa (3.4) denklemi 

 (    )    
     (  

    
 )    [(      ) (   

 )(     ̅̅̅̅ ) ]

 (  
 )

 
 

(    ) 

                
(     

      
 )    

         (     )̅̅ ̅̅ ̅

   
 (    ) 

                
    (    

    
 )      (     )̅̅ ̅̅ ̅

   
 (s   ) 

Genellik bozulmayacak Ģekilde 𝑓    ve 𝑕    olarak alınabilir. 

 (    )   
(       )  (     )̅̅ ̅̅ ̅

 
        (     )̅̅ ̅̅  

olur. Dolayısıyla, eğri boyunca ortalama eğriliğin sabit olabilmesi (     ̅̅ ̅)(𝑠)      (𝑠)   sabit 

ile mümkündür. 

Teorem 3.2:  (𝑠  ) yüzeyinin, bir izoparametrik α(s) eğrisi boyunca sabit ortalama 

eğrilikli olması için yeterli koĢul 

  ≤ s ≤   ,     [  ,  ] olacak Ģekilde; 

 {
𝑓 (    )   𝑔 (    )   𝑕 (    )           

𝑓(𝑠   )  𝑔(𝑠   )  𝑕(𝑠   )    
 

iken 

(     ̅̅ ̅)(𝑠)        ,   (𝑠)  sabit. 

İspat: Bir α(s) eğrisi verilsin. (2) denkleminden α(s) eğrisinin  (𝑠  ) yüzeyi üzerinde 

parametre eğrisi olması 𝑓(𝑠   )=𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 0 ile mümkündür.  

Ayrıca 𝑓 (    )   𝑔 (    )   𝑕 (    )     olarak alınırsa (4) denklemi; 

 (𝑠   )    
     (  

    
    

 )    .(      ) (   
    

 )(     ̅̅̅̅ ) /

 (  
    

 )
 
 

(𝑠   ) 

Genellik bozulmayacak Ģekilde 𝑓     𝑔  √   𝑕    alınabilir. 

   
(    )  (    (     )̅̅ ̅̅ ̅)

 ( √ )
   

          (     )̅̅ ̅̅ ̅

 ( √ )
   

      (     )̅̅ ̅̅ ̅

 ( √ )
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denklemi elde edilir. 

Dolayısıyla  (𝑠  ) yüzeyinin ortalama eğriliğinin sabit olması   (𝑠)  (     ̅̅ ̅)(𝑠) sabit ile 

mümkündür. Bu duruma örnek Helis eğrilerini gösterebiliriz. 

Teorem 3.3:  (𝑠  ) yüzeyinin α(s) eğrisi boyunca ortalama eğriliğinin sabit olması için 

yeterli koĢul   ≤ s ≤   ,     [  ,  ] için 

𝑓(𝑠   ) 𝑔(𝑠   ) 𝑕(𝑠   ) 𝑓 (𝑠   )≡0 olmak üzere 

𝑔 (𝑠   )  0  𝑕 (𝑠   )  𝑕  (𝑠   ) veya 𝑔 (𝑠   )   𝑔  (𝑠   )  0, 𝑕 (𝑠   )    ve 

  (𝑠)=sbt olmasıdır. 

İspat: 𝑓(𝑠   ) 𝑔(𝑠   ) 𝑕(𝑠   ) 𝑓 (𝑠   )≡0 alınırsa   (𝑠,   )⟘   (𝑠,   ) olur ve 

ortalama eğrilik fonksiyonu; 

 (𝑠,   )=
(     )(  

    
 ) (            )

 (  
    

 )
 
 

                                                                            (3.5) 

(3.5) denklemi Ģekline dönüĢür. 

𝑔 (𝑠   )  0 𝑕 (𝑠   )  𝑕  (𝑠   )  olarak alınıp (3.5) denkleminde yerine yazılırsa  

 (𝑠,  )  0 sabit olur veya 

𝑔 (𝑠   )  𝑔  (𝑠   )  0,𝑕 (𝑠   )    olarak alınıp (3.5) denkleminde yerine yazılırsa 

  (𝑠,   ) 
   ( )

 
 olur.  

Ortalama eğriliğin sabit olması   (𝑠)=sabit olması ile mümkündür. Bu duruma örnek olarak  

Salkowski eğrilerini gösterebiliriz. 

Örnek 3.4: α(s)=(𝑠𝑖 𝑠 𝑐 𝑠𝑠  ) birim hızlı eğrisini alalım. Eğrinin Frenet vektörleri 

aĢağıdaki Ģekilde bulunur. 

 (𝑠) 𝛼 (s) (𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  ) 

  (𝑠) 𝛼  (𝑠)  ( 𝑠𝑖 𝑠  𝑐 𝑠𝑠  ) 

‖𝛼  (𝑠)‖  √𝑠𝑖  𝑠  𝑐 𝑠 𝑠     1 

 (𝑠) 
   ( )

‖   ( )‖
 ( 𝑠𝑖 𝑠  𝑐 𝑠𝑠  ) 

        (0,0,  1) 

   ‖  (𝑠)‖  1 

  ̅̅ ̅  
 

 
〈,   -  〉  

 

 
〈     〉  

 

 
〈   〉  

 

 
(0, 0, 1)  

 

 
 

,   -=      =(𝑠𝑖 𝑠 𝑐 𝑠𝑠  ) 

   ‖   
 

 
,   -‖    ̅̅ ̅ 
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   ‖(
 

 
𝑠𝑖 𝑠 

 

 
𝑐 𝑠𝑠  )‖  

 

 
 √

 

 
 

 

 
 0 

𝑕̃(𝑠)   
(     ̅̅̅̅ )( )

  ( )
  

  
 

 

 
    

 

 
 

1. Durum: Sapma fonksiyonları Teorem 3.1 in 1. koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠  )    ,𝑔(𝑠  )   ,𝑕(𝑠  )=  , (𝑓 = 1  , 𝑔 =1 0 , 𝑕 =3  =0 𝑕  =6 =0) ve   =0 seçilirse 

𝛼 eğrisi boyunca ortalama eğriliği 

  
(     ̅̅̅̅ )   

  
 

 ̃     

  
  

( 
 

 
)(  )

 
 

 

 
 olan 

(3.1) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için ; 

  (𝑠  )  (𝑠𝑖 𝑠 𝑐 𝑠𝑠  )   (𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )   ( 𝑠𝑖 𝑠  𝑐 𝑠𝑠  )    (0,0,  1) 

              ((   )𝑠𝑖 𝑠   𝑐 𝑠𝑠 (   )𝑐 𝑠𝑠   𝑠𝑖 𝑠     ) 

Ģeklinde bulunur.    (𝑠  ) yüzeyi ġekil 3.1 ile aĢağıdaki Ģekilde çizilmiĢtir. 

 

 

 
 

ġekil 3.1:  ( ) eğrisi boyunca sabit ortalama eğriliğe sahip   (𝑠  ) yüzeyi 

 

 

2. Durum: Sapma fonksiyonları Teorem 3.1 in 2. koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠  )   ,𝑔(𝑠  )  𝑠  ,𝑕(𝑠  )=𝑠𝑠𝑖    (𝑓 =1  ,𝑔   𝑠  =0, 𝑔    𝑠 =0,𝑕  𝑠𝑐 𝑠  0) ve 

   = 0 seçilirse 𝛼 eğrisi boyunca ortalama eğriliği 

 =
    (    

    
 )      (     )̅̅ ̅̅ ̅

   
   

 =
  (    

    
 )     

   
  

  

 
 olan 
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(3.1) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için; 

  (𝑠  )  (𝑠𝑖 𝑠 𝑐 𝑠𝑠  )   (𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )  𝑠  ( 𝑠𝑖 𝑠  𝑐 𝑠𝑠  )   (0,0,-1) 

              ((  𝑠  )𝑠𝑖 𝑠   𝑐 𝑠𝑠 (  𝑠  )𝑐 𝑠𝑠   𝑠𝑖 𝑠  𝑠𝑠𝑖   ) 

Ģeklinde bulunur.    (𝑠  ) yüzeyi ġekil 3.2 ile aĢağıdaki Ģekilde çizilmiĢtir. 

 

 

 
 

ġekil 3.2:  ( ) eğrisi boyunca sabit ortalama eğriliğe sahip   (𝑠  ) yüzeyi 

 

 

3. Durum: Sapma fonksiyonları Teorem 3.2 nin koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠  )  𝑕(𝑠  )   𝑒  ,𝑔(𝑠  )  𝑒     ve   =0 seçilirse  𝛼 eğrisi boyunca ortalama eğriliği 

 =
  (    )    [(   ) (   )]

    
 

 =
(    )     

    
 

 

 
 olan 

(3.1) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için ; 

  (𝑠  )  (𝑠𝑖 𝑠 𝑐 𝑠𝑠  )  𝑒   (𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )  𝑒   ( 𝑠𝑖 𝑠  𝑐 𝑠𝑠  )  𝑒   (0,0, 1) 

              ((  𝑒   )𝑠𝑖 𝑠  𝑒   𝑐 𝑠𝑠 (  𝑒   )𝑐 𝑠𝑠  𝑒   𝑠𝑖 𝑠 𝑒    ) 

yüzeyi elde edilir.   (𝑠  ) yüzeyi ġekil 3.3 ile aĢağıdaki Ģekilde çizilmiĢtir. 
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ġekil 3.3:  ( ) eğrisi boyunca sabit ortalama eğriliğe sahip   (𝑠  ) yüzeyi 

 

 

4. Durum: Sapma fonksiyonları Teorem 3.3 ün 1. koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠  )     𝑔(𝑠  )   ,𝑕(𝑠  )=   ve   =0 seçilirse (𝑓 =2t= , 𝑔 =1 0, 𝑕 =3  =0) 𝛼 eğrisi 

boyunca ortalama eğriliği  =   olan (3.1) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için ; 

  (𝑠  )  (𝑠𝑖 𝑠 𝑐 𝑠𝑠  )    (𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )   ( 𝑠𝑖 𝑠  𝑐 𝑠𝑠  )    (0,0, 1) 

              ((   )𝑠𝑖 𝑠    𝑐 𝑠𝑠 (   ) 𝑐 𝑠𝑠    𝑠𝑖 𝑠     ) 

yüzeyi elde edilir.   (𝑠  ) yüzeyi ġekil 3.4 ile aĢağıdaki Ģekilde çizilmiĢtir. 

 

 

 
 

ġekil 3.4:  ( ) eğrisi boyunca sabit ortalama eğriliğe sahip   (𝑠  ) yüzeyi 
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5. Durum: Sapma fonksiyonları Teorem 3.3 ün 2. koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠  )     𝑔(𝑠  )      𝑕(𝑠  )     ve   =0 seçilirse 𝛼 eğrisi boyunca ortalama eğriliği 

  
  ( )

 
 

 

 
  olan 

(3.1) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için ; 

  (𝑠  )  (𝑠𝑖 𝑠 𝑐 𝑠𝑠  )     (𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )     ( 𝑠𝑖 𝑠  𝑐 𝑠𝑠  )   (0,0, 1) 

              ((    )𝑠𝑖 𝑠     𝑐 𝑠𝑠 (    ) 𝑐 𝑠𝑠     𝑠𝑖 𝑠   ) 

yüzeyi elde edilir.   (𝑠  ) yüzeyi ġekil 3.5 ile aĢağıdaki Ģekilde çizilmiĢtir. 

 

 

 
 

ġekil 3.5:  ( ) eğrisi boyunca sabit ortalama eğriliğe sahip   (𝑠  ) yüzeyi 

 

 

 



 

4.  LĠE GRUPLARINDA SMARANDACHE EĞRĠLERĠ BOYUNCA 

SABĠT ORTALAMA EĞRĠLĠKLĠ YÜZEYLER 

α :І→  birim hızlı regüler eğrisi verilsin ve Frenet çatısı {     } olsun. 

Konum vektörü; 

 =
 ( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )

√  ( )   ( )   ( )
   

olan vektörün çizdiği regüler eğriye Smarandache eğrisi denilmektedir. 

  - Smarandache eğrisi     (𝑠)=
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠)) 

  - Smarandache eğrisi     (𝑠)=
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠)) 

  - Smarandache eğrisi     (𝑠)=
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠)) 

   - Smarandache eğrisi      (𝑠)=
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠)   (𝑠)) [1,14,16]. 

α: I⊆ ℝ     3 boyutlu   Lie grubunda birim hızlı bir eğri ve bu eğrinin Frenet elemanları 

{      ,     } olsun.   Lie grubunun α eğrisinin Frenet elemanları; 

 

*

  (𝑠)

   (𝑠)

  (𝑠)
+=* 

       

   (     ̅̅ ̅)

  (     ̅̅ ̅)  
+ *

 (𝑠)
 (𝑠)
 (𝑠)

+ 

 

Ģeklindedir. 

4.1.  𝑵- Smarandache Eğrisi 

   (𝑠), 3-boyutlu Lie Gruplarında   (𝑠) ve (     ̅̅ ̅)(𝑠) eğrilikli birim hızlı regüler bir 

eğri alalım.    (𝑠) eğrisini { (𝑠), (𝑠), (𝑠)} Frenet çatısına bağlı olarak yazılan yüzeyler 

parametrik olarak; 

 (𝑠  )= 
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠))+𝑓(𝑠  ) (𝑠)+𝑔(𝑠  ) (𝑠)+𝑕(𝑠  ) (𝑠)                                  (4.1) 

   ≤ 𝑠 ≤   ,    ≤ t ≤   , 

(4.1) yüzeyi ile verilir. 

 (𝑠  ) yüzeyinin Smarandache eğrileri boyunca birim normal vektör alanını  

 (𝑠  ) = 
  (   )    (   )    

‖  (   )    (   )‖ 
 

formülü kullanılarak bulunacaktır. 
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𝑓(𝑠,  )=𝑔(𝑠,  )=𝑕(𝑠,   )≡0 koĢulunu sağlayan 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) reel değerli 

diferansiyellenebilir fonksiyonları varsa 𝛼(𝑠) eğrisi   (𝑠  ) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik 

eğridir veya  (𝑠  ) yüzeyi 𝛼(𝑠) eğrisinden geçer denir. Burada 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) 

fonksiyonlarına (sapma fonksiyonları)    sınıfından marching-scale fonksiyonlardır ve bu 

fonksiyonların farklı seçimlerinden    (𝑠) eğrisi üzerinden geçen farklı yüzeyler elde edilecek ve 

   (𝑠) eğrisi boyunca sabit ortalama eğrilikli olması için yeterli Ģartlar bulunacaktır. 

 (𝑠  ) yüzeyinin 𝛼  (𝑠) eğrisi boyunca birim normal vektör alanını hesaplamak için gerekli 

kısmi türevler alınırsa; 

       ,          (     ̅̅ ̅)  ,      (     ̅̅ ̅)   

  (𝑠  ) 
 

√ 
(  (𝑠)    (𝑠))+𝑓  (𝑠)+𝑓 

 (𝑠)+𝑔  (𝑠)+𝑔 
 (𝑠)+𝑕  (𝑠)+𝑕 

 (𝑠) 

            . 
 

√ 
   𝑓  𝑔  /   (𝑠)  (

 

√ 
   𝑓   𝑔  𝑕(     ̅̅ ̅)* (𝑠)  

.
 

√ 
(     ̅̅ ̅)  𝑔(     ̅̅ ̅)  𝑕 /   (𝑠) 

  (𝑠,  )   
 

√ 
    (𝑠)+ 

 

√ 
   (𝑠)+ 

 

√ 
(     ̅̅ ̅)  (𝑠) 

  (𝑠   ) 𝑓   (𝑠) +𝑔  (𝑠) +𝑕  (𝑠) 

   (𝑠   )  𝑓    (𝑠) +𝑔   (𝑠) +𝑕   (𝑠) 

   (𝑠   )=(𝑓   𝑔   ) (𝑠)  (𝑓    𝑔   𝑕 (     ̅̅ ̅)) (𝑠)  (𝑔 (     ̅̅ ̅)  

 𝑕  )  (𝑠) 

   (𝑠   )   (𝑠)
 

√ 
. 

 

  
     

 /   (𝑠)
 

√ 
.   

  
 

  
   (     ̅̅ ̅)

 /  

 (𝑠)
 

√ 
(  (     ̅̅ ̅)  

 

  
(     ̅̅ ̅)) 

 (𝑠   )=
  (    )   (    )

‖  (    )   (    )‖
 

  (𝑠   )    (𝑠   )= 
 

√ 
(  𝑕  (     ̅̅ ̅)𝑔 )  (𝑠)+ 

 

√ 
(  𝑕 +(     ̅̅ ̅)𝑓 )  (𝑠) 

 
 

√ 
(  𝑔 +  𝑓 )  (𝑠) 

‖  (𝑠   )    (𝑠   )‖ 

=
 

√ 
√(  𝑕   (     ̅̅ ̅)𝑔 )

  (  𝑕   (     ̅̅ ̅)𝑓 )
  (  𝑔    𝑓 )

  

Dolayısıyla yüzeyin birim vektör alanı; 

 (𝑠,  )=
(      (     ̅̅̅̅ )  )  (      (     ̅̅̅̅ )  )  (         )

√(      (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (         )
 
 

Ģeklindedir. Ortalama eğriliği hesaplamak için, birinci ve ikinci temel form katsayıları aĢağıdaki 

gibi hesaplanır. 

 (𝑠,  )= 〈     〉=   
 +

(     ̅̅̅̅ )
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 (𝑠,   )= 〈     〉=  
 

√ 
  𝑓 +

 

√ 
  𝑔 +

 

√ 
(     ̅̅ ̅)𝑕  

 (𝑠,   )= 〈     〉= 𝑓 
 
+𝑔 

 +𝑕 
 
 

 (𝑠,   )=〈 (    )    〉  

(
(     (     ̅̅̅̅ )  ). 

 

  
     

 / (     (     ̅̅̅̅ )  ).   
  

 

  
   (     ̅̅̅̅ )

 / 

(         )(  (     ̅̅̅̅ ) 
 

  
(     ̅̅̅̅ )*

)

√ √(      (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (         )
 

  

 (𝑠,   )=〈 (    )    〉=
.(     (     ̅̅̅̅ )  )(        ) (     (     ̅̅̅̅ )  )(           (     ̅̅̅̅ )) (         )(  (     ̅̅̅̅ )     )/

√(      (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (         )
 

 

 (𝑠,   )=〈 (    )    〉=
(     (     ̅̅̅̅ )  )    (      (     ̅̅̅̅ )  )    (         )   

√(      (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (         )
 

 

Yukarda bulunan ifadeleri aĢağıdaki ortalama eğrilik denkleminde yerine yazılırsa 

 =
         

 (     )
 

 =

(  
    

    
 )

 

√ 
 ((      ̃    ). 

 

  
     

 / (      ̃    ).   
  

 

  
   ( ̃  )

 
/ (         )(  ( ̃  ) 

 

  
( ̃  )*) 

.(      ̃    )    (       ̃    )    (         )   /(  
  

( ̃  )
 

 
) 

 .(      ̃    )(        ) (      ̃    )(            ̃  ) (         )(   ̃       )/. 
 

√ 
     

 

√ 
     

 

√ 
 ̃    /

 ((  
  

( ̃  )
 

 
)(  

    
    

 ) 
 

 
(            ̃    )

 
)√(       ̃    )

  (       ̃    )
  (         )

 

  

   (4.2) 

 

Ortalama eğrilik denklemi (4.2) Ģeklinde elde edilir. 𝑕̃(𝑠) = 
(     ̅̅̅̅ )( )

  ( )
 olarak alınacaktır. 

Teorem 4.1.1:    (s),   ≤ s ≤  , birim hızlı ve eğriliği sıfırdan farklı bir eğri kabul 

edelim. Alınan eğri (4.1) ile verilen yüzey üzerinde parametre eğri olması ve yüzeyin bu eğri 

boyunca sabit Ortalama eğrilikli olması için yeterli koĢullar 

a) 𝑓(𝑠   )=𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )=0, 

    𝑔 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   )= 𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0,                       (4.3) 

     𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

b) 𝑓(𝑠   )=𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   )= 𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0,                                                                                       (4.4) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 
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c) 𝑓(𝑠   )=𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

     𝑓 (𝑠,   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0, (4.5) 

     𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

d) 𝑓(𝑠   )=𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑓 (𝑠,   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

     𝑕 (𝑠,   )≠0, (4.6) 

     𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

e) 𝑓(𝑠   )=𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0,  

    𝑔 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠0, (4.7) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

f) 𝑓(𝑠   )=𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,   )≠0, (4.8) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

olmasıdır. 

İspat:  

a) Sapma fonksiyonları Teorem (4.1.1) in (4.3) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.3) denklemindeki koĢullar (4.2) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =

(  
    

 )
 

√ 
 . ̃    

 

  
       

 

  
( ̃  )      

      ( ̃  )
 
/ (               )(  

  
( ̃  )

 

 
) 

 .(         )(     ) (    )(       ̃  )/.
 

√ 
     

 

√ 
 ̃    /

 ((  
  

( ̃  )
 

 
)(  

    
 ) 

 

 
(      ̃    )

 
)√(       ̃    )

  (     )
  (    )

 

 

sabit olduğu görülür. 

b) Sapma fonksiyonları Teorem (4.1.1) in (4.4) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.4) denklemindeki koĢullar (4.2) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 
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 =

(  
    

 )
 

√ 
 (
(    ). ( ̃  )

 
    

 /    ̃  . ( ̃  )
 
 

 

  
  /

 (    )(     ̃   
 

  
( ̃  )*

) (               )(  
  

( ̃  )
 

 
) 

 (        (      ̃    )(        ̃  )        ). 
 

√ 
     

 

√ 
 ̃    /

 ((  
  

( ̃  )
 

 
)(  

    
 ) 

 

 
(       ̃    )

 
)√(     )

  (       ̃    )
  (    )

 

  

sabit olduğu görülür. 

c) Sapma fonksiyonları Teorem (4.1.1) in (4.5) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.5) denklemindeki koĢullar (4.2) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =

(  
    

 )
 

√ 
 (

  ( ̃  
 

  
     

 

  
( ̃  )* 

( ̃    ).    
  

 

  
   ( ̃  )

 
/     

 

  
( ̃  )

) (  ̃         ̃       )(  
  

( ̃  )
 

 
) 

 .(  ̃    )(        ) ( ̃    )(        ) (         )(   ̃  )/. 
 

√ 
     

 

√ 
    /

 ((  
  

( ̃  )
 

 
)(  

    
 ) 

 

 
(          )

 )√(  ̃    )
  ( ̃    )

  (         )
 

  

sabit olduğu görülür. 

d) Sapma fonksiyonları Teorem (4.1.1) in (4.6) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.6) denklemindeki koĢullar (4.2) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
( ̃   )

 
  

sabit olduğu görülür. 

e) Sapma fonksiyonları Teorem (4.1.1) in (4.7) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.7) denklemindeki koĢullar (4.2) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 = 

 

√ 
 ( ̃

 

  
   

 

  
( ̃  )*

 (  
  

( ̃  )
 

 
)    √ ̃

   

   

sabit olduğu görülür. 

f) Sapma fonksiyonları Teorem (4.1.1) in (4.8) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.8) denklemindeki koĢullar (4.2) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 
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 = 
. ̃  

 

  
     

 

  
 ̃   ( ̃  )

 
/

√ .  
  ( ̃  )

 
/

 
 

 

sabit olduğu görülür. 

Örnek 4.1.1: α(s)=.
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
/    𝑠     birim hızlı eğrisini alalım. Eğrinin 

Frenet vektörleri aĢağıdaki Ģekilde bulunur. 

  (𝑠)  𝛼 (s) . 
 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/ 

  (𝑠) 𝛼  (𝑠)  . 
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠  

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  / 

    ‖  ( )‖  
 

√ 
 

‖𝛼  (𝑠)‖  
 

√ 
√𝑠𝑖  𝑠  𝑐 𝑠 𝑠     

 

√ 
 

 (𝑠)  
𝛼  (𝑠)

‖𝛼  (𝑠)‖
 ( 𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  ) 

   ×   
 

√ 
(𝑠𝑖 𝑠, 𝑐 𝑠𝑠, (𝑠𝑖  𝑠  𝑐 𝑠 𝑠))  

 

√ 
( 𝑠𝑖 𝑠,  𝑐 𝑠𝑠, ) 

  ̅̅ ̅  
 

 
〈,   -  〉  

 

 
〈     〉  

 

 
〈   〉    

    〈    〉   ( 
 

√ 
𝑐 𝑠 𝑠   

 

√ 
𝑠𝑖  𝑠   *  

 

√ 
 

𝑕̃(𝑠)    
(     ̅̅̅̅ )( )

  ( )
 

 

√ 
  

 

√ 

     dir. 

Sapma fonksiyonları Teorem 4.1.1‟in (4.6) koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠,   )=  𝑔(𝑠,   )=   ,𝑕(𝑠,   ) 𝑠𝑠𝑖   

(Burada 𝑓  (𝑠,   )=  𝑔 (    )      𝑔  (𝑠,   )=  ,𝑕 (𝑠,   ) 𝑠𝑐 𝑠   ) ve      seçilirse α 

eğrisi boyunca ortalama eğriliği 

  
   ̃ 

 
 

   

 
 

 

 
  

olan (4.1) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için; 

  (    )  .
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
/   . 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/    ( 𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )  

𝑠𝑠𝑖  .
 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/  

               .
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠    𝑐 𝑠𝑠  

 

√ 
𝑠𝑠𝑖  𝑠𝑖 𝑠  

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠    𝑠𝑖 𝑠  

 

√ 
𝑠𝑠𝑖  𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
 

 

√ 
𝑠𝑠𝑖  /  

yüzeyi elde edilir. 
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4.2. 𝑵 - Smarandache Eğrisi 

   (𝑠), 3-boyutlu Lie Gruplarında   (𝑠) ve (     ̅̅ ̅)(𝑠) eğrilikli birim hızlı regüler bir 

eğri alalım.    (𝑠) eğrisini { (𝑠), (𝑠), (𝑠)} Frenet çatısına bağlı olarak yazılan yüzeyler 

parametrik olarak; 

 (𝑠  )= 
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠))+𝑓(𝑠  ) (𝑠)+𝑔(𝑠  ) (𝑠)+𝑕(𝑠  ) (𝑠)                                  (4.9) 

   ≤ 𝑠 ≤   ,    ≤ t ≤   , 

(4.9) yüzeyi ile verilir. 

𝑓(𝑠,  )=𝑔(𝑠,  )=𝑕(𝑠,   )≡0 koĢulunu sağlayan 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) reel değerli 

diferansiyellenebilir fonksiyonları varsa 𝛼(𝑠) eğrisi   (𝑠  ) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik 

eğridir veya  (𝑠  ) yüzeyi 𝛼(𝑠) eğrisinden geçer denir. Burada 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) 

fonksiyonlarına (sapma fonksiyonları)    sınıfından marching-scale fonksiyonlardır Bu 

fonksiyonların farklı seçimlerinden    (𝑠) eğrisinden geçen yeni yüzeyler elde edilecek ve 

   (𝑠) eğrisi boyunca ortalama eğriliğinin sabit olması için yeterli Ģartlar elde edilecektir. 

       ,          (     ̅̅ ̅)  ,      (     ̅̅ ̅)   

  (𝑠  )  
 

√ 
(  (𝑠)    (𝑠))+𝑓  (𝑠) +𝑓 

 (s)+𝑔  (𝑠)+𝑔 
 (s)+𝑕  (𝑠)+𝑕 

 (s) 

           (  
 

√ 
  +𝑓  𝑔  )  (𝑠)+( 

 

√ 
(     ̅̅ ̅)+𝑓  +𝑔  𝑕(     ̅̅ ̅)) (s)+( 

 

√ 
(   

  ̅̅ ̅)+𝑔(     ̅̅ ̅)+𝑕 )  (𝑠) 

  (𝑠   )     
 

√ 
   (𝑠)  

 

√ 
(     ̅̅ ̅)  (𝑠)+ 

 

√ 
(     ̅̅ ̅)  (𝑠) 

  (𝑠  )   𝑓   (𝑠)+𝑔   (𝑠)+𝑕   (𝑠) 

   (𝑠  )  𝑓    (𝑠)+𝑔    (𝑠)+𝑕    (𝑠) 

   (𝑠  )   (𝑓    )  (𝑠)+(𝑓   +𝑔   𝑕 (     ̅̅ ̅))  (𝑠)+(𝑔 (     ̅̅ ̅)+ 𝑕  )  (𝑠) 

   (𝑠   )    (𝑠)( 
 

√ 

 

  
   

 

√ 
  (     ̅̅ ̅)    (𝑠)( 

 

√ 
  

  
 

√ 

 

  
(     ̅̅ ̅)  

 

√ 
(     ̅̅ ̅)

 )+  (𝑠) ( 
 

√ 

 

  
(     ̅̅ ̅)  

 

√ 
(     ̅̅ ̅)

 ) 

 (𝑠   ) 
  (    )   (    )

‖  (    )   (    )‖
 olup,  

  (𝑠   )     (𝑠   ) 
 

√ 
0( (     ̅̅ ̅)𝑕  (     ̅̅ ̅)𝑔 ) (𝑠)  (  𝑕  (   

  ̅̅ ̅)𝑓 ) (𝑠)  (   𝑔  
 

√ 
(     ̅̅ ̅)𝑓 ) (𝑠)1 

‖  (𝑠   )     (𝑠   )‖ 

=
 

√ 
√((     ̅̅ ̅)𝑕  (     ̅̅ ̅)𝑔 )

  (  𝑕   (     ̅̅ ̅)𝑓 )
  (  𝑔  (     ̅̅ ̅)𝑓 )

  

Dolayısıyla yüzeyin birim normal vektör alanı 
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 (𝑠   )=
( (     ̅̅̅̅ )    (     ̅̅̅̅ )  )  (      (     ̅̅̅̅ )  )  (      (     ̅̅̅̅ )  )

√((     ̅̅̅̅ )    (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (      (     ̅̅̅̅ )  )
 
 

Ģeklindedir. Ortalama eğriliği hesaplamak için, birinci ve ikinci temel form katsayıları aĢağıdaki 

Ģekilde bulunur. 

 (𝑠   )= 〈     〉=  
  

 

 
+
(     ̅̅̅̅ )

 

 
 

 (𝑠   )= 〈     〉=  
 

√ 
  𝑓  

 

√ 
(     ̅̅ ̅)𝑔 +

 

√ 
(     ̅̅ ̅)𝑕  

 (𝑠   )= 〈     〉= 𝑓 
 
+𝑔 

 +𝑕 
 
 

 (𝑠   )=〈 (    )    〉=

(
( (     ̅̅̅̅ )(     ))(  

 

  
     (     ̅̅̅̅ )* (     (     ̅̅̅̅ )  ).   

  
 

  
(     ̅̅̅̅ ) (     ̅̅̅̅ )

 / 

(      (     ̅̅̅̅ )  )( (     ̅̅̅̅ )
  

 

  
(     ̅̅̅̅ )*

,

√ √( (     ̅̅̅̅ )    (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (      (     ̅̅̅̅ )  )
 

 

 (𝑠   )=〈 (    )    〉=
(
( (     ̅̅̅̅ )(     ))(        ) (     (     ̅̅̅̅ )  )(           (     ̅̅̅̅ )) 

(      (     ̅̅̅̅ )  )(  (     ̅̅̅̅ )    )
)

√( (     ̅̅̅̅ )    (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (      (     ̅̅̅̅ )  )
 

 

 (𝑠   )=〈 (    )    〉=
( (     ̅̅̅̅ )   (     ̅̅̅̅ )  )    (      (     ̅̅̅̅ )  )    (      (     ̅̅̅̅ )  )   

√( (     ̅̅̅̅ )    (     ̅̅̅̅ )  )
  (      (     ̅̅̅̅ )  )

  (      (     ̅̅̅̅ )  )
 

 

Bulunan ifadeleri aĢağıdaki ortalama eğrilik denkleminde yerine yazalım. 

 =
         

 (     )
  

 =

(  
    

    
 )(

. ( ̃  )(     )/(  
 

  
     ( ̃  )* (      ̃    ).   

  
 

  
( ̃  ) ( ̃  )

 
/ 

(       ̃    )( ( ̃  )
 
 

 

  
( ̃  )*

, 

(. ( ̃  )(     )/    (       ̃    )    (       ̃    )   *(
  

 

 
 
( ̃  )

 

 
) 

 

√ 
(. ( ̃  )(     )/(        ) (      ̃    )(            ̃  ) (       ̃    )(   ̃      )*.      ( ̃  )(     )/

(.  
  ( ̃  )

 
/(  

    
    

 ) (       ̃      ̃    )
 
*√( ( ̃  )(     ))

  (       ̃    )
  (       ̃    )

 
 

 

(4.10) 

Ortalama eğrilik denklemi (4.10) Ģeklinde elde edilir. 𝑕̃(𝑠) = 
(     ̅̅̅̅ )( )

  ( )
 olarak alınacaktır. 

Teorem 4.2.1:    (𝑠),   ≤ 𝑠 ≤   ,birim hızlı, eğriliği sıfırdan farklı olan bir eğri olsun. 

   (𝑠) eğrisinin (4.9) ile verilen yüzey üzerinde parametre eğri olması ve yüzeyin bu eğri 

boyunca sabit ortalama eğrilikli olması için yeter koĢullar 

a) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )=0, 

    𝑔 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0, (4.11) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   
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veya 

b) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0, (4.12) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

c) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

   𝑓 (𝑠,   )=𝑔 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0, (4.13) 

   𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

d) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

    𝑕 (𝑠,   ) ≠ 0, (4.14) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

e) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑓 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0,  

    𝑔 (𝑠,   )≠0, (4.15) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

f) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

   𝑓 (𝑠,   )≠0, (4.16) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

olmasıdır. 

İspat:  

a) Sapma fonksiyonları Teorem (4.2.1) in (4.11) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.9) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (𝑠) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (𝑠) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.11) denklemindeki koĢullar (4.10) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =

 

(  
    

 )((  ̃    
 

  
      

 

  
( ̃  )*(     ) (    ).    

   ( ̃  )
 
/) (               )(

  
 

 
 
( ̃  )

 

 
) 

 

√ 
(               ). ( ̃  )(     )/

(.  
  ( ̃  )

 
/(  

    
 ) . ( ̃  )(     )/

 
)√( ( ̃  )(     ))

  (     )
  (     )
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sabit olduğu görülür. 

b) Sapma fonksiyonları Teorem (4.2.1) in (4.12) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.9) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.12) denklemindeki koĢullar (4.10) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =

(  
    

 )
 

√ 
( ̃     

 

  
   (    ).   

  
 

  
( ̃  )  ( ̃  )

 
/ ( ̃    ). ( ̃  )

 
  ( ̃  )

 
/* 

(  ̃         ̃       )(
  

 

 
 
( ̃  )

 

 
) 

 

√ 
.(  ̃    )(   ) (      ̃    )(        ̃  ) ( ̃    )(   )/(       ̃    )

(.  
  ( ̃  )

 
/(  

    
 ) (       ̃    )

 
*√( ̃    )

  (       ̃    )
  ( ̃    )

 
 

sabit olduğu görülür. 

c) Sapma fonksiyonları Teorem (4.2.1) in (4.13) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.9) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.13) denklemindeki koĢullar (4.10) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =

(  
    

 )
 

√ 
(( ̃     

 

  
       

 

  
( ̃  )* ( ̃    ).   

   ( ̃  )
 
/) (  ̃         ̃       )(

  
 

 
 
( ̃  )

 

 
) 

 

√ 
.(  ̃    )(        ) ( ̃    )(        ) (       ̃    )(   ̃  )/(       ̃    )

(.  
  ( ̃  )

 
/(  

    
 ) (       ̃    )

 
*√(  ̃    )

  ( ̃    )
  (       ̃    )

 
 

sabit olduğu görülür. 

d) Sapma fonksiyonları Teorem (4.2.1) in (4.14) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.9) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.14) denklemindeki koĢullar (4.10) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
( ̃   

 

  
     

    
 

  
( ̃  )*

√   
 √ ( ̃  )

 
   

 

 

sabit olduğu görülür. 

e) Sapma fonksiyonları Teorem (4.2.1) in (4.15) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.9) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.15) denklemindeki koĢullar (4.10) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 
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 =
  ̃  

 

  
     

 

  
( ̃  )

√   
 √( ̃  )

 
   

 

 

sabit olduğu görülür. 

f) Sapma fonksiyonları Teorem (4.2.1) in (4.16) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.9) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.16) denklemindeki koĢullar (4.10) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
    ̃ 

  ̃ 
  

sabit olduğu görülür. 

Örnek 4.2.2: α(𝑠) .
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
/    𝑠      birim hızlı eğrisini alalım. Eğrinin 

Frenet vektörleri aĢağıdaki Ģekilde bulunur. 

  (𝑠)  𝛼 (s) . 
 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/ 

  (s) 𝛼  (𝑠)  . 
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠  

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  / 

    ‖  ( )‖  
 

√ 
 

‖𝛼  (𝑠)‖  
 

√ 
√𝑠𝑖  𝑠  𝑐 𝑠 𝑠     

 

√ 
 

 (𝑠)  
𝛼  (𝑠)

‖𝛼  (𝑠)‖
 ( 𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  ) 

   ×   
 

√ 
(𝑠𝑖 𝑠, 𝑐 𝑠𝑠, (𝑠𝑖  𝑠  𝑐 𝑠 𝑠))  

 

√ 
( 𝑠𝑖 𝑠,  𝑐 𝑠𝑠, ) 

  ̅̅ ̅   
 

 
〈,   -  〉   

 

 
〈     〉  

 

 
〈   〉    

     〈    〉    . 
 

√ 
𝑐 𝑠 𝑠   

 

√ 
𝑠𝑖  𝑠   /  

 

√ 
 

𝑕̃(𝑠)  
(     ̅̅̅̅ )( )

  ( )
 

 

√ 
  

 

√ 

     dir. 

Sapma fonksiyonları Teorem 4.2.1‟ in (4.15) koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠,   )=𝑒   𝑔(𝑠,   )=   ,𝑕(𝑠,   )   

(Burada 𝑕 (    )  𝑕  (𝑠,   )=0 𝑔 (    )        𝑔  (𝑠,   )=    ,𝑓 (𝑠,   ) 𝑒   ) ve 

     seçilirse α eğrisi boyunca ortalama eğriliği 

  

 

√ 
    

 

√ 
  

√ 
 

√ 

 
√.

 

√ 
/
 
 

 

√ 

 
    



27 

olan (4.9) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için; 

  (    )=.
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
/  𝑒  . 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/    ( 𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )  

 .
 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/ 

  (𝑠   )=.
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠  𝑒  

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠    𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  𝑒  

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠    𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
 

 

√ 
𝑒  / 

yüzeyi elde edilir. 

4.3.   - Smarandache Eğrisi 

   (𝑠), 3-boyutlu Lie Gruplarında   (𝑠) ve (     ̅̅ ̅)(𝑠) eğrilikli birim hızlı regüler bir 

eğri alalım.    (𝑠) eğrisini { (𝑠), (𝑠), (𝑠)} Frenet çatısına bağlı olarak yazılan yüzeyler 

parametrik olarak; 

 (𝑠  )= 
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠))  𝑓(𝑠  ) (𝑠)+𝑔(𝑠  ) (𝑠)+𝑕(𝑠  ) (𝑠)                              (4.17) 

    ≤ 𝑠 ≤   ,    ≤ t ≤   , 

(4.17) yüzeyi ile verilir. 

𝑓(𝑠,  )=𝑔(𝑠,  )=𝑕(𝑠,   )≡0 koĢulunu sağlayan 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) reel değerli 

diferansiyellenebilir fonksiyonları varsa 𝛼(𝑠)eğrisi   (𝑠  ) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik 

eğridir veya  (𝑠  ) yüzeyi 𝛼(𝑠) eğrisinden geçer denir. Burada 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) 

fonksiyonlarına (sapma fonksiyonları)    sınıfından marching-scale fonksiyonlardır. Bu 

fonksiyonların değiĢik seçimlerinden    (𝑠)eğrisinden geçen yeni yüzeyler elde edilecek ve 

   (𝑠)eğrisi boyunca ortalama eğriliğinin sabit olması için yeterli Ģartlar elde edilecektir. 

       ,          (     ̅̅ ̅)  ,      (     ̅̅ ̅)   

  (𝑠  )  (𝑓  𝑔  )  (𝑠)+(
 

√ 
   

 

√ 
(     ̅̅ ̅)+𝑓  +𝑔  𝑕(     ̅̅ ̅)) (s)+(𝑔(   

  ̅̅ ̅)+𝑕 )  (𝑠) 

  (𝑠   ) 
 

√ 
    (s)  

 

√ 
(     ̅̅ ̅)  (s) 

  (𝑠  ) 𝑓   (𝑠)+𝑔   (s)+𝑕   (𝑠) 

   (𝑠  )  𝑓    (𝑠)+ 𝑔    (s)+ 𝑕    (𝑠) 

   (𝑠   )   (𝑓   𝑔   )  (𝑠)+ (𝑓   +𝑔   𝑕 (     ̅̅ ̅))  (s)+ (𝑔 (     ̅̅ ̅)+ 𝑕  )  (𝑠) 

   (𝑠   )  

 (𝑠)( 
 

√ 
  (     ̅̅ ̅)

 

√ 
  

 )+  (s)(
 

√ 

 

  
  

 

√ 

 

  
(     ̅̅ ̅))+  (𝑠)( 

 

√ 
  (   

  ̅̅ ̅)+
 

√ 
(     ̅̅ ̅)

 ) 

olup, 
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 (𝑠   ) 
  (    )   (    )

‖  (    )   (    )‖
 

  (𝑠   )    (𝑠   )  
 

√ 
 ( (     ̅̅ ̅)𝑕     𝑕  )  (𝑠)+ 

 

√ 
(   𝑓 +(     ̅̅ ̅)𝑓 )  (𝑠) 

‖  (𝑠   )    (𝑠   )‖=√
 

 
( (     ̅̅ ̅)𝑕     𝑕  )

  
 

 
(   𝑓  (     ̅̅ ̅)𝑓 )

  

Dolayısıyla yüzeyin birim normal vektör alanı 

 (𝑠   )  

 

√ 
( (     ̅̅̅̅ )         ) ( ) 

 

√ 
(      (     ̅̅̅̅ )  ) ( )

√
 

 
( (     ̅̅̅̅ )         )

  
 

 
(      (     ̅̅̅̅ )  )

 
 

     

√(  
    

 )

  

Ģeklindedir. ortalama eğriliği hesaplamak için, birinci ve ikinci temel form katsayıları aĢağıdaki 

Ģekilde hesaplanır. 

 (𝑠   )= 〈     〉= 
 

 
(   (     ̅̅ ̅))

   

 (𝑠   )= 〈     〉= 
 

√ 
(   (     ̅̅ ̅))𝑔    

 (𝑠   )= 〈     〉= 𝑓 
 
+𝑔 

 +𝑕 
 
 

 (𝑠   )= 〈 (𝑠   )    〉  
(  )(  

 

√ 
  

  
 

√ 
  (     ̅̅̅̅ )) (  ).

 

√ 
  (     ̅̅̅̅ ) 

 

√ 
(     ̅̅̅̅ )

 /

√(  
    

 )

 

 (𝑠   )= 〈 (𝑠   )    〉= 
(  )(        ) (  )(  (     ̅̅̅̅ )     )

√(  
    

 )

 

 (𝑠   )= 〈 (𝑠   )    〉= 
 (  )    (  )   

√(  
    

 )

 

yukarda bulunan ifadeleri aĢağıdaki ortalama eğrilik denkleminde yerine yazılırsa 

 =
         

 (     )
 

 =

(  
    

    
 )((  ).  

 

√ 
  

  
 

√ 
   ̃  / (  ).

 

√ 
   ̃   

 

√ 
( ̃  )

 
/) 

 

 
(           )(    ̃  )

 
 

 .
 

√ 
(    ̃  )  /.(  )(        ) (  )(   ̃       )/

(.(    ̃  )
 
/(  

    
    

 ) .(    ̃  )  /
 
)√(  

    
 )

  

(4.18) 

 

denklemimiz (4.18) Ģeklinde elde edilir. 𝑕̃(𝑠) = 
(     ̅̅̅̅ )( )

  ( )
 olarak alınacaktır. 

Teorem 4.3.1:    (𝑠),   ≤ s ≤  , birim hızlı, eğriliği sıfırdan farklı olan bir eğri 

olsun.    (𝑠) eğrisinin (4.17) ile verilen yüzey üzerinde parametre eğri olması ve yüzeyin bu eğri 

boyunca sabit ortalama eğrilikli olması için yeterli koĢullar 
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a) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )=0, 

   𝑔 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0,             (4.19) 

   𝑕̃(𝑠) ≠1=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

b) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0,    (4.20) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

c) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

   𝑓 (𝑠,   )=𝑔 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0,    (4.21) 

    𝑕̃(𝑠) ≠1=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

d) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

     𝑕 (𝑠,   )≠0, (4.22) 

     𝑕̃(𝑠) ≠1=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

e) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )= 𝑓 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )=𝑓  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0,  

    𝑔 (𝑠,   )≠0, (4.23) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

f) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,   )≠ 0, (4.24) 

    𝑕̃(𝑠) ≠1=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

olmasıdır. 

Ġspat:  

a) Sapma fonksiyonları Teorem (4.3.1) in (4.19) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.17) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (𝑠) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.19) denklemindeki koĢullar (4.18) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 
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 = 
(  

    
 )

√   
 (   ̃)

 

sabit olduğu görülür. 

b) Sapma fonksiyonları Teorem (4.3.1) in (4.20) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.17) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.20) denklemindeki koĢullar (4.18) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
(  

    
 )((  )(    

     ̃  ) (  ).   ̃   ( ̃  )
 
/* (           )(    ̃  )

 

√ (.(    ̃  )
 
/(  

    
 )*√(  

    
 )

  

sabit olduğu görülür. 

c) Sapma fonksiyonları Teorem (4.3.1) in (4.21) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.17) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.21) denklemindeki koĢullar (4.18) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
 (  

    
 ) ̃

√   
 (   ̃)

 

sabit olduğu görülür. 

d) Sapma fonksiyonları Teorem (4.3.1) in (4.22) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.17) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.22) denklemindeki koĢullar (4.18) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
  

√ (    ̃)
 

sabit olduğu görülür. 

e) Sapma fonksiyonları Teorem (4.3.1) in (4.23) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.17) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.23) denklemindeki koĢullar (4.18) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =0 

sabit olduğu görülür. 

f) Sapma fonksiyonları Teorem (4.3.1) in (4.24) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.17) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼  (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼  (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.24) denklemindeki koĢullar (4.18) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 
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 =
 ̃

√ (   ̃)
 

sabit olduğu görülür. 

 

Örnek 4.3.2: α(s) .
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
/    𝑠     birim hızlı eğrisini alalım. Eğrinin 

Frenet vektörleri aĢağıdaki Ģekilde bulunur. 

  (𝑠)  𝛼 (s) . 
 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/ 

  (s) 𝛼  (𝑠)  . 
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠  

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  / 

    ‖  ( )‖  
 

√ 
 

 ‖𝛼  (𝑠)‖  
 

√ 
√𝑠𝑖  𝑠  𝑐 𝑠 𝑠     

 

√ 
 

  (𝑠)  
   ( )

‖   ( )‖
 ( 𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  ) 

   ×  
 

√ 
(𝑠𝑖 𝑠, 𝑐 𝑠𝑠, (𝑠𝑖  𝑠  𝑐 𝑠 𝑠))  

 

√ 
( 𝑠𝑖 𝑠,  𝑐 𝑠𝑠, ) 

  ̅̅ ̅  
 

 
〈,   -  〉  

 

 
〈     〉  

 

 
〈   〉=  

      〈    〉   . 
 

√ 
𝑐 𝑠 𝑠   

 

√ 
𝑠𝑖  𝑠   /  

 

√ 
 

𝑕̃(𝑠)   
(     ̅̅̅̅ )( )

  ( )
  

 

√ 
  

 

√ 

    dir. 

Sapma fonksiyonları Teorem 4.3.1‟ in (4.23) koĢulunu sağlayacak Ģekilde 

𝑓(𝑠,   )=𝑠   𝑔(𝑠,   )= 𝑠𝑠𝑖  ,𝑕(𝑠,   )   

(Burada 𝑕 (    )  𝑕  (𝑠,   )   𝑓 (    )   𝑠     𝑓  (    )   𝑠    𝑔 (𝑠,   )=𝑠𝑐 𝑠  

 ) ve      seçilirse α eğrisi boyunca ortalama eğriliği 

     

olan (4.17) ile verilen  (𝑠  ) yüzeyi için; 

  (    )=.
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
/     . 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/  𝑠𝑠𝑖  ( 𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑖 𝑠  )  

 .
 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
/ 

  (    )=.
 

√ 
𝑐 𝑠𝑠     

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠  𝑠𝑠𝑖  𝑐 𝑠𝑠 

 

√ 
𝑠𝑖 𝑠     

 

√ 
𝑐 𝑠𝑠  𝑠𝑠𝑖  𝑠𝑖 𝑠 

 

√ 
 

 

√ 
   /  

yüzeyi elde edilir. 
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4.4.  𝑵 - Smarandache Eğrisi 

    (𝑠), 3-boyutlu Lie Gruplarında   (𝑠) ve (     ̅̅ ̅)(𝑠) eğrilikli birim hızlı regüler bir 

eğri alalım.     (𝑠) eğrisini { (𝑠), (𝑠), (𝑠)} Frenet çatısına bağlı olarak yazılan yüzeyler 

parametrik olarak; 

 (𝑠  )= 
 

√ 
( (𝑠)   (𝑠)   (𝑠))+𝑓(𝑠  ) (𝑠)+𝑔(𝑠  ) (𝑠)+𝑕(𝑠  ) (𝑠)                   (4.25) 

   ≤ 𝑠 ≤   ,    ≤ t ≤   , 

(4.25) yüzeyi ile verilir. 

𝑓(𝑠,  )=𝑔(𝑠,  )=𝑕(𝑠,   )≡0 koĢulunu sağlayan 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) reel değerli 

diferansiyellenebilir fonksiyonları varsa 𝛼(𝑠)eğrisi   (𝑠  ) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik 

eğridir veya  (𝑠  ) yüzeyi 𝛼(𝑠) eğrisinden geçer denir. Burada 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) 

fonksiyonlarına (sapma fonksiyonları)    sınıfından marching-scale fonksiyonlardır ve bu 

fonksiyonların farklı seçimlerinden     (𝑠) eğrisinden geçen yeni yüzeyler bulunacak ve 

yüzeyin     (𝑠) eğrisi boyunca sabit ortalama eğrilikli olması için yeterli Ģartlar elde edilecektir. 

       ,          (     ̅̅ ̅)  ,      (     ̅̅ ̅)   

  (𝑠  )   ( 
 

√ 
   𝑓  𝑔  )  (𝑠)  (

 

√ 
   

 

√ 
(     ̅̅ ̅)  𝑓   𝑔  𝑕(   

  ̅̅ ̅)) (𝑠)  ( 
 

√ 
(     ̅̅ ̅)  𝑔(     ̅̅ ̅)+𝑕 )  (𝑠) 

  (𝑠   ) ( 
 

√ 
  )  (𝑠)+( 

 

√ 
   

 

√ 
(     ̅̅ ̅))  (𝑠)+( 

 

√ 
(     ̅̅ ̅))  (𝑠) 

  (𝑠  ) 𝑓   (𝑠)+𝑔   (𝑠)+𝑕   (𝑠) 

   (𝑠  )  𝑓    (𝑠)+𝑔    (𝑠)+𝑕    (𝑠) 

   (𝑠   )  (𝑓  (𝑠  )  𝑔   )  (𝑠)  (𝑓    𝑔  (𝑠  )  𝑕 (     ̅̅ ̅))  (𝑠)  (𝑔 (   
  ̅̅ ̅)   𝑕  (𝑠  ))  (𝑠) 

   (𝑠   )   (𝑠) 
 

√ 
(  

 

  
  +  (     ̅̅ ̅)

    
 )+ (𝑠)

 

√ 
(
 

  
     

  
 

  
(     ̅̅ ̅)  

(     ̅̅ ̅)
 )+ (𝑠)

 

√ 
 (   (     ̅̅ ̅)  (     ̅̅ ̅)

  
 

  
(     ̅̅ ̅)) 

olup, 

 (𝑠   ) 
  (    )   (    )

‖  (    )   (    )‖
 

  (𝑠   )     (𝑠   )= 
 

√ 
( (     ̅̅ ̅)𝑕 +  𝑕  (     ̅̅ ̅)𝑔 )  (𝑠)+ 

 

√ 
(  𝑕 +(   

  ̅̅ ̅)𝑓 )  (𝑠)+ 
 

√ 
(   𝑔    𝑓 +(     ̅̅ ̅)𝑓 )  (𝑠) 

 
‖  (𝑠   )   (𝑠   )‖=
 

√ 
√( (     ̅̅ ̅)𝑕    𝑕  (     ̅̅ ̅)𝑔  )

  (  𝑕  (     ̅̅ ̅)𝑓 )
  (   𝑔    𝑓  (     ̅̅ ̅)𝑓 ) 

   

Dolayısıyla yüzeyin birim normal vektör alanı 
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 (s,  )=
 (( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )   ) ( ) (     (     ̅̅̅̅ )  ) ( ) (           (     ̅̅̅̅ )  ) ( ))

√( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )   )
  (     (     ̅̅̅̅ )  )

  (           (     ̅̅̅̅ )  ) 
 

 

Ģeklindedir. ortalama eğriliği hesaplamak için, birinci ve ikinci temel form katsayıları aĢağıdaki 

Ģekilde hesaplanır. 

 (𝑠   )= 〈     〉 = 
 

√ 
  

 + 
 

√ 
(   (     ̅̅ ̅))

 
 + 

 

√ 
(     ̅̅ ̅)

  

 (𝑠   )= 〈     〉 = 
 

√ 
 (   𝑓  (   (     ̅̅ ̅))𝑔  (     ̅̅ ̅)𝑕 ) 

 (𝑠   )= 〈     〉 = 𝑓 
 
+𝑔 

 +𝑕 
 
 

 (𝑠   )= 〈 (𝑠   )    〉   

 

√ 
(

.  
 

  
     (     ̅̅̅̅ )   

 /( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )  ) .
 

  
     

  
 

  
(     ̅̅̅̅ ) (     ̅̅̅̅ )

 /(     (     ̅̅̅̅ )  ) 

(  (     ̅̅̅̅ ) (     ̅̅̅̅ )
  

 

  
(     ̅̅̅̅ ))(               (     ̅̅̅̅ )  )

,

√( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )   )
  (     (     ̅̅̅̅ )  )

  (           (     ̅̅̅̅ )  ) 
 

  

 (𝑠   )=〈 (𝑠   )    〉=

(
(        )( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )  ) (           (     ̅̅̅̅ ))(     (     ̅̅̅̅ )  ) 

(  (     ̅̅̅̅ )     )(           (     ̅̅̅̅ )  )
)

√( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )   )
  (     (     ̅̅̅̅ )  )

  (           (     ̅̅̅̅ )  ) 
 

 

 (𝑠   )=〈 (𝑠   )    〉=
( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )  )    (     (     ̅̅̅̅ )  )     (            (     ̅̅̅̅ )  )   

√( (     ̅̅̅̅ )        (     ̅̅̅̅ )   )
  (     (     ̅̅̅̅ )  )

  (           (     ̅̅̅̅ )  ) 
 

 

yukarda bulunan ifadeleri aĢağıdaki ortalama eğrilik denkleminde yerine yazılırsa, 
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      ̃     

 /(  ̃           ̃    ) .
 

  
     

  
 

  
( ̃  ) ( ̃  )
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( ̃  )*(            ̃    )
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.(  ̃           ̃    )    (      ̃    )     (             ̃    )   /.  

   (    ̃  )
  ( ̃  )
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 (
(        )(  ̃           ̃    ) (            ̃  )(      ̃    ) 

(   ̃       )(            ̃    )
)(      (    ̃  )    ̃    )

 

 
(
  

   (    ̃  )
    ( ̃  )

 
(  

    
    

 ) 

(      (    ̃  )    ̃    )
 +.√(  ̃           ̃     )

  (      ̃    )
  (            ̃    ) 

 /

 

 

                                                                                                                                (4.26) 

Ortalama eğrilik denklemi (4.26) Ģeklinde elde edilir. 𝑕̃(𝑠)=
    ( )   ̅̅̅̅ ( )

  ( ) 
 olmak üzere, 

Teorem 4.4.1:     (𝑠),   ≤ s ≤  , birim hızlı ve eğriliği sıfır olmayan bir eğri 

olsun.     (𝑠) eğrisinin (4.25) ile verilen yüzey üzerinde parametre eğri olması ve yüzeyin bu 

eğri boyunca Ortalama eğriliğinin sabit olması için yeterli koĢullar  

a) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )=  0, 

    𝑔 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0,                (4.27) 
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    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

b) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )= 0, 

    𝑓 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0, (4.28) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

c) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )= 𝑕(𝑠   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

   𝑓 (𝑠,   )=𝑔 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠ 0, (4.29) 

   𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

d) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

    𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠0, (4.30) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

e) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑓 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0,  

    𝑔 (𝑠,   )≠0, (4.31) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

f) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

   𝑓 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖  ≠0, (4.32) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖  

olmasıdır. 

İspat:  

a) Sapma fonksiyonları Teorem (4.4.1) in (4.27) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.25) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.27) denklemindeki koĢullar (4.26) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 
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 =
 

√ 
(. ̃   

 

  
  /(     ) .  

 

  
   

 

  
( ̃  )  ( ̃  )

 
/(    )     

 

  
( ̃  )*(  

    
 ) 

 

 
(                ).  

   (    ̃  )
  ( ̃  )

 
/ 

 .(     )(  ̃         ) (       ̃  )(    )         /
 

√ 
 ((    ̃  )    ̃    )

 

 
.  

   (    ̃  )
    ( ̃  )

 
(  

    
 )  ((    ̃  )    ̃    )

 
/√(  ̃           ̃     )

  (    )
  (     ) 

 
 

sabit olduğu görülür. 

b) Sapma fonksiyonları Teorem (4.4.1) in (4.28) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.25) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.28) denklemindeki koĢullar (4.26) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
 

√ 
(. ̃   

 

  
  /(     ) .    

      ̃    ( ̃  )
 
/(      ̃    ) (         )

 

  
( ̃  )*(  

    
 ) 

 

 
.(  ̃         )    (        ̃    )   /.  
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  ( ̃  )
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 .(   )(  ̃         ) (        ̃  )(      ̃    ) (    )(       ̃    )/
 

√ 
 (       ̃    )

 

 
.  

   (    ̃  )
    ( ̃  )

 
(  

    
 )  (       ̃    )

 
/√(  ̃          )

  (      ̃    )
  (       ̃    ) 

 
 

sabit olduğu görülür. 

c) Sapma fonksiyonları Teorem (4.4.1) in (4.29) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.25) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.29) denklemindeki koĢullar (4.26) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
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(  ̃         ̃        ).  

   (    ̃  )
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 .     ̃     (        )( ̃    ) (   ̃  )(       ̃    )/
 

√ 
 (      (    ̃  )  )

 

 
.  

   (    ̃  )
    ( ̃  )

 
(  

    
 )  (      (    ̃  )  )

 
/√(  ̃     )

  ( ̃    )
  (            ̃    ) 

 
  

sabit olduğu görülür. 

d) Sapma fonksiyonları Teorem (4.4.1) in (4.30) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.25) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.30) denklemindeki koĢullar (4.26) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
(  ̃  

 

  
     ̃    

     
    

 

  
( ̃  )*(  

 )

 

 √ 
(  

   (    ̃  )
  )√(  ̃      )

    
 

 

sabit olduğu görülür. 

e)  Sapma fonksiyonları Teorem (4.4.1) in (4.31) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.25) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 
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𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.31) denklemindeki koĢullar (4.26) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
  ̃   

 

  
     

 

  
( ̃  )

 

 √ 
.  

    ( ̃  )
 
/

 
 

 

sabit olduğu görülür. 

f) Sapma fonksiyonları Teorem (4.4.1) in (4.32) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(4.25) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri tanımından 

𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (4.32) denklemindeki koĢullar (4.26) formülünde 

yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine yazılırsa; 

 =
. ̃  

 

  
    ( ̃  )

 
   

 

  
( ̃  )    ( ̃  )

 
/

 

 √ 
( (    ̃  )

    ( ̃  )
 
(  

 )*√( ̃  )
  (     ̃  ) 

 
 

sabit olduğu görülür. 

 

 



 

5.  LĠE GRUPLARINDA ALTERNATĠF { 𝑵 𝑪 𝑾} ÇATISI ĠLE 

VERĠLEN EĞRĠ BOYUNCA SABĠT ORTALAMA EĞRĠLĠKLĠ 

YÜZEYLER  

𝛼: I ℝ     birim hızlı regüler eğri olsun. Frenet çatısından farklı bir alternatif çatı 

* (𝑠)  (𝑠)  (𝑠)+ ile tanımlı olmak üzere  

 (𝑠) =  (𝑠),   (𝑠)= 
  ( )

‖  ( )‖
,  (𝑠)=  (𝑠) ⋀  (𝑠) Ģeklindedir [17]. 

    (𝑠), 3- boyutlu birim hızlı bir eğri olsun.{      } alternatif hareketli çatının 

birinci eğriliği   ve ikinci eğriliği   olsun. Lie grupta yüzeyimiz (5.1) yüzeyi ile verilir. 

 (𝑠  )      (𝑠)+𝑓(𝑠  ) (𝑠)+𝑔(𝑠  ) (𝑠)+𝑕(𝑠  ) (𝑠)                                         (5.1) 

0 ≤ 𝑠 ≤ 1,            

*

  (𝑠)

   (𝑠)

  (𝑠)
+= * 

     (𝑠)  
 (𝑠)   (𝑠)
   (𝑠)  

+ *

 (𝑠)
 (𝑠)
 (𝑠)

+ 

  (𝑠)   (𝑠)  

  (𝑠)    (𝑠)   (s)  

  (𝑠)    (𝑠)   

Ayrıca burada  =   √  𝑕̃   ve  =
 ̃ 

   ̃ 
  Ģeklindedir. 

 (𝑠)  
 ̃

√   ̃ 
  (𝑠)  

 

√   ̃ 
  (𝑠) 

 (𝑠)  
  

√   ̃ 
  (𝑠) 

 ̃

√   ̃ 
 (𝑠)  

 (𝑠)‟ yi ( 𝑕̃) ile çarpıp  (𝑠) ile toplarsak; 

  𝑕̃ (𝑠)+  (𝑠)  
  ̃   

√   ̃ 
  (𝑠) 

 (   ̃ )

√   ̃ 
  (𝑠)   (  𝑕̃ )

 

    (𝑠)  

elde ederiz. 

 (𝑠)  
 ̃ ( )

√   ̃ 
 

 ( )

√   ̃ 
 

 (𝑠)  
   ̃ ( )

√   ̃ 
 

   ( )

√   ̃ 
 

 (𝑠) 
   ̃ ( )    ( )

 
 

𝑓(𝑠,  )=𝑔(𝑠,  )=𝑕(𝑠,   )≡0 koĢulunu sağlayan 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) reel değerli 

diferansiyellenebilir fonksiyonları varsa 𝛼(𝑠)eğrisi   (𝑠  ) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik 
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eğridir denir. Burada 𝑓(𝑠  ),𝑔(𝑠  ),𝑕(𝑠  ) fonksiyonlarına (sapma fonksiyonları)    sınıfından 

marching-scale fonksiyonlardır Bu fonksiyonların farklı seçimlerinden     (𝑠) eğrisinden 

geçen yeni yüzeyler elde edilecek ve     (𝑠) eğrisi boyunca ortalama eğriliğinin sabit olması 

için yeterli Ģartlar elde edilecektir. 

  yüzeyinin 𝛼(s) eğrisi boyunca birim normal vektör alanı  

 (𝑠  ) 
  (   )   (   )

‖  (   )   (   )‖
 

Ģeklinde hesaplanır. Yüzeyin birim normal vektör alanını hesaplamak için, 

  (𝑠  )  𝛼 +𝑓  (s)+𝑓  (s)+𝑔  (s)+𝑔  (s)+𝑕 W(s)+𝑕  (s) 

                 𝑓  (s)+ 𝑓  (s)+𝑔  (s)+𝑔(   (𝑠)    (𝑠) +𝑕   (s)+ 𝑕(   (𝑠)) 

             
   ̃ ( )  ̃ ( )

 
+𝑓  (s)+𝑓  (s)+𝑔  (s) 𝑔  (𝑠)  𝑔  (𝑠)+𝑕   (s)  𝑕  (𝑠) 

               (𝑓  𝑔 ) +  ( 
 ̃

 
 𝑓 +𝑔  𝑕 ) +   (

   ̃

 
 𝑔  𝑕 ) 

  (𝑠   )   ( 
  

 
)   + (

   ̃

 
)   

  (𝑠  )   𝑓  (s)+𝑔  (s)+𝑕  (s) 

   (𝑠  )  𝑓   (s)+𝑔   (s)+𝑕   (s) 

   (𝑠  )   (𝑓   𝑔  )   (s)+(𝑓  +𝑔   𝑕  )   (s)+ (𝑔  + 𝑕  )   (s) 

   (𝑠  )  (𝑓   𝑔   𝑔
 

  
 )  +(𝑓  𝑔 )𝑓  +(

 

  

  

 
+𝑓  + 𝑓
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   ̃

 
+𝑔  + 𝑔
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 𝑔 +𝑕 )     

   (𝑠   )        (s)+( 
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 )   (s)+ ( 

   

 
 

 

  

   ̃

 
)   (s)  

 (s,t) 
  (   )   (   )

‖  (   )   (   )‖
 olup, 

   (𝑠  )    (𝑠  )     [
   

   

 
       

   ̃

 

𝑓 𝑔 𝑕 
] 

                                  =   (
   

 
𝑕  
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𝑔 )+   ( 
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𝑓 ) +   ( 

  

 
𝑓 ) 
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𝑓 )
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𝑓 )
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  )
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  (𝑠   )= 〈     〉 = .
  

 
/
 
 + .
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/
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 (𝑠   )= 〈     〉 =  
  

 
𝑔 + 

   ̃

 
𝑕  

 (𝑠   〈     〉 = 𝑓 
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Bulunan ifadeleri aĢağıdaki ortalama eğrilik denkleminde yerine yazalım. 
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 *√(
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  )

  (
   ̃

 
  )

  ( 
  
 
  )

 

               (5.2) 

denklemimiz (5.2) Ģeklinde elde edilir. 

Teorem 5.1:     (s),   ≤s≤   , birim hızlı, eğriliği sıfırdan farklı olan bir eğri 

olsun.     (s) eğrisinin (5.1) yüzeyi üzerinde parametre eğri olması ve yüzeyin bu eğri 

boyunca Ortalama eğriliğinin sabit olması için yeterli Ģartlar  

a) 𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )=0, 

    𝑔 (𝑠,   ) =𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖 ≠0, (5.3) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖  

veya 

b)𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,   )=𝑕 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖 ≠0, (5.4) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

c)𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,   )=𝑔 (𝑠,   ) =𝑠𝑎𝑏𝑖 ≠0, (5.5) 
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     𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖  

veya 

d)𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑓 (𝑠,   )= 𝑔 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )=0, 

     𝑕 (𝑠,   )≠0, (5.6) 

     𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

e)𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )= 𝑓 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑓  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0,  

     𝑔 (𝑠,   )≠0, (5.7) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

veya 

f)𝑓(𝑠   )= 𝑔(𝑠   )=𝑕(𝑠   )=𝑔 (𝑠,   )= 𝑕 (𝑠,   )= 𝑔  (𝑠,   )= 𝑕  (𝑠,   )=0, 

    𝑓 (𝑠,  )≠ 0, (5.8) 

    𝑕̃(𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,   (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖 ,  (𝑠)=𝑠𝑎𝑏𝑖   

olmasıdır. 

İspat:  

a) Sapma fonksiyonları Teorem (5.1) in (5.3) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(5.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri 

tanımından 𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (5.3) denklemindeki koĢullar (5.2) 

formülünde yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine 

yazılırsa; 
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sabit olduğu görülür. 

b) Sapma fonksiyonları Teorem (5.1) in (5.4) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(5.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri 

tanımından 𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (5.4) denklemindeki koĢullar (5.2) 

formülünde yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine 

yazılırsa; 
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sabit olduğu görülür. 

c) Sapma fonksiyonları Teorem (5.1) in (5.5) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(5.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri 

tanımından 𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak  (5.5) denklemindeki koĢullar (5.2) 

formülünde yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine 

yazılırsa; 
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sabit olduğu görülür. 

d) Sapma fonksiyonları Teorem (5.1) in (5.6) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(5.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri 

tanımından 𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (5.6) denklemindeki koĢullar (5.2) 

formülünde yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine 

yazılırsa; 

 =
  

   
 

sabit olduğu görülür. 

e) Sapma fonksiyonları Teorem (5.1) in (5.7) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(5.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri 

tanımından 𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (5.7) denklemindeki koĢullar (5.2) 

formülünde yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine 

yazılırsa; 
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sabit olduğu görülür. 
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f) Sapma fonksiyonları Teorem (5.1) in (5.8) denklemindeki Ģekilde alınırsa ve bunlar 

(5.1) denkleminde yerine yazılırsa  (𝑠   )=𝛼   (s) olur, dolayısıyla parametrik eğri 

tanımından 𝛼   (s) eğrisi parametre eğrisi olur. Son olarak (5.8) denklemindeki koĢullar (5.2) 

formülünde yerine yazılırsa ortalama eğrilik sabit olur. Gerçekten verilen Ģartlar yerine 

yazılırsa; 
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sabit olduğu görülür. 

 



 

6. SONUÇLAR 

Bu tez çalıĢmasında 3 boyutlu Lie gruplarda alınan keyfi bir eğrinin Frenet çatısına göre ve 

sapma fonksiyonları olarak adlandırılan    sınıfından fonksiyonlara bağlı yüzeyler oluĢturuldu. 3 

boyutlu Lie gruplarda Smarandache eğrileri ve yine 3 boyutlu Lie grubunda alternatif *     + 

çatısına göre ortalama eğriliği sabit olan yüzeyler oluĢturuldu. Daha sonra elde edilen yüzeylere 

örnekler verildi. 
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