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OzET

3 Boyutlu Lie Gruplarda Verilen Bir Egri Boyunca Ortalama Egriligi Sabit
Olan Yiizeyler

Seving TAZE
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Haziran 2022, Sayfa: ix +44

Bu tez ¢aligmasinda 3-boyutlu Lie gruplarda sabit ortalama egriligine sahip yiizeyler igin yeterli
sartlar elde edilmistir. Elde edilen sonuclar1 destekleyecek bazi drnekler verilmistir.

Bu tez ¢aligmasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim tezin giris kismina ayrilmistir. ikinci
boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayr ve 3-boyutlu Lie grubu ile ilgili temel tamim ve teoremlere yer
verilmistir. Ugiincii boliim ve sonrasi, tezin orijinal kismimni olusturmaktadir. Ugiincii boliimde 3-boyutlu
Lie grubunda alinan herhangi bir egri boyunca ortalama egriligi sabit olan yiizeyler bulmak i¢in sartlar
elde edilmis ve ornekler verilmistir. Dordiincii boliim, 3-boyutlu Lie grubunda verilen egrinin Frenet
catisina gore Smarandache egrileri boyunca ortalama egriligi sabit olan ylizeyler bulmak i¢in sartlar elde
edilmis ve ornekler olusturulmustur. Besinci bolimde ise 3-boyutlu Lie grubunda alternatif {N,C,W}
catisina gore verilen bir egriden gecen ve ortalama egriligi sabit olan yiizeyler bulmak icin sartlar elde
edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Ortalama Egrilik, Yiizey Teorisi, Lie Gruplari

Vi



ABSTRACT

Surfaces with Constant Mean Curvature Along a Given Curve in 3-
Dimensional Lie Groups

Seving TAZE
Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

June 2022, Pages: ix +44

In this study, sufficient conditions are obtained for surfaces with constant mean curvature in 3-
dimensional Lie groups. Some examples are given to support the results obtained.

This study consists of five chapters. The first chapter, is devoted to the introduction. In the second part,
basic definitions and theorems related to 3-dimensional Euclidean space and Lie group are given. The
third part and beyond constitutes the original part of the thesis. In this section, conditions are obtained to
find surfaces whose mean curvature is constant along a given curve in Lie group. In the fourth part
conditions are obtained and examples are created to find surfaces with constant mean curvature along
Smarandache curves in terms of the Frenet frame of the curve given in the 3-dimensional Lie group. In
the fifth part, conditions are obtained to find surfaces with a constant mean curvature and passing through
a given curve according to the alternative {N,C,W} frame in the 3-dimensional Lie group.

Keywords: Mean Curvature, Surface Theory, Lie Groups
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

R : Reel sayilar climlesi

R3 : 3-boyutlu Oklid uzay1

I, : Norm operatdrii

<> : I¢ carpim operatérii

A : Oklid uzayinda vektdrel garpim operatorii
T . Teget vektor alani

N : Asli normal vektor alam

B : Binormal vektor alan

Kq : Egrinin birinci egriligi

Ky : Egrinin ikinci egriligi, burulmasi veya torsiyonu
2 : Geodezik torsiyon

{T,N,B} : Hareketli Frenet ¢atisi

G : 3-boyutlu Lie grubu

g : Lie cebiri

h : Harmonik egrilik

H : Ortalama Egrilik

[X, Y] . X ve Y vektor alanlariin Lie ¢arpimlari

e : G Lie grubunun birim elemant

Ts(e) : G Lie grubunun birim noktasindaki tanjant uzay
{N,C,W,x,y} :Hareketli alternatif ¢at1

x : Alternatif catisina gore birinci egrilik

y . Alternatif catisina gore ikinci egrilik



1. GIRIS

Geometride, 6zellikle diferansiyel geometride egriler teorisi dnemli bir ¢alisma alanidir.
Egriler iizerine Oklid ve Oklid olmayan uzaylarda birgok calisma yapilmis ve {izerinde
calisilmaya devam edilmektedir. Egrilerin karakterizasyonu problemi 6ne ¢ikan bir arastirma
konusudur. Bu problemin ¢dziimiinde verilen egrinin Frenet denklemleri (bu denklemler Serret-
Frenet denklemleri olarak da bilinmektedir) ve egrinin egrilikleri énemli ve kullanigh bir aragtir.
Bu kavramlar yardimryla egrinin geometrik dzellikleri incelenmektedir. Ornek olarak, verilen bir
regiiler a egrisi egrilikleri yardimiyla su sekilde karakterize edilebilir. Egrinin birinci ve ikinci
egrilikleri x,(s)=0 ve Kk, (s)=0 ise egri bir geodeziktir. Egrinin birinci egriligi k4 (s)#0 bir sabit ve
ikinci egriligi x,(s)=0 ise egri bir cember, egrinin k;(s) Ve k,(s) egrilikleri sifirdan farkli sabitler
ise egri bir dairesel helis egrisidir.

Yiizey olusturma problemleri birgok bilim insani tarafindan {izerinde galigilan bir konu
olmustur. Bunlardan Wang vd ilk olarak bu tiir problemi ortaya atarak bir ¢aligma yapmiglardir
[18]. Verilen keyfi bir egriden gecen ve bu egriyi ortak geodezik kabul eden yiizeyleri elde
etmistir. Kasap vd ise Wang vd tarafindan kullanilan sapma fonksiyonlarini genellestirerek daha
genel bir ortak geodezikli yiizey ailesi elde etmistir [10,18]. Bunlardan farkli olarak Cosanoglu ve
Bayram 3- Boyutlu Oklid uzayinda verilen bir egriden gegen sabit ortalama egrilikli yiizeyleri
calismustir [3]. Ayrica Oklidyen, Non Oklidyen ve Lie gruplarda verilen bir egriden gecen ve bu
egrileri 6zel egri kabul eden ylizeyler ve karakterizasyonlar1 [2,19,20,21,22,23] verilmistir. Biz bu
calismada yukarida bahsedilen caligmalar 1s18inda 3 boyutlu Lie gruplarindan alman herhangi
keyfi bir egriden gegen ve bu egri boyunca ortalama egriligi sabit olan ylizeyler bulmak igin
yeterli sartlar1 elde ettik.

Smarandache egrisi, regiiler bir egrinin Frenet vektorleri ile iiretilen yer vektoriine sahip
regiiler egri olarak tanimlanir. Bu konu ile ilgili ilk caligmalar, A. T Ali tarafindan olusturuldu. 3
boyutlu Oklid uzayinda baz1 6zel Smarandache egrilerini ifade etmis ve 6zel bir durumun Serret-
Frenet elemanlarini tanitmstir [1].

Bu ¢alismada 3-boyutlu Lie gruplarda sabit ortalama egriligine sahip yiizeyler, verilen
Smarandache egrilerinden gegen sabit ortalama egrilikli yiizeyler ve son olarak {N, C, W} catisina
gore alinan keyfi bir egriden gecen sabit ortalama egrilikli yiizeyler elde edildi. Alinan keyfi bir
egriden gecen ve bu egri boyunca ortalama egriligin sabit olmas1 i¢in sapma fonksiyonlarinin

saglamasi gereken sartlar elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1: Bir reel afin uzay A ve A birlesen bir vektdr uzay1 V olsun. V de ;
<,>:'VxV— R

X = (X1,Xp, . Xp)
Y=Yz - Yn)

(L y)—><xy>=Xii1% Y {
bigiminde tanimlanan i¢ carpim varsa A afin uzayma Oklid uzay olarak adlandirilir [8].

Tamim 2.2: U ve V birer topolojik uzay olsun. f:U—V fonksiyonu siirekli , f~1 var ve
f~1 siirekli ise f ye U dan V ye bir homeomorfizm olarak adlandirilir [8].

Tamm 2.3: R? uzayinda iki vektdr ¥=(x; x, X3 ) Ve ¥=(y1, Y2, y3) olmak iizere;
< X,y >=x1Y1 + X, + X33 esitligiyle tanimlanan
R3 x R - R,

(x,y)>< %y >
seklinde tanimlanan fonksiyona R3 uzaymda Oklid i¢ ¢arpimu olarak adlandirilir [15].

Tamm 2.4: R uzaymnda bir vektor X=(x; x, x3) olmak {izere IIJZ)II:\/% esitligiyle
tanimlanan ¥ —I%| fonksiyonuna R3 uzayinda norm olarak adlandirilir [15].

Tamm 2.5: a:I—-R3 birim hizli egrisini gdz 6niine alalm. T(s)=a’(s) seklinde verilen
T(s) vektoriine @ nin a(s) noktasindaki teget vektorii olarak adlandirilir [15].

Tamim 2.6: R uzayinda a:I—R3 birim hizli egrisi igin x;: [—R , kq(S)= IIT(S)II biciminde
tanimlanan fonksiyona a egrisinin egrilik fonksiyonu ve k;(s) degerine ise egrinin a(s)
noktasindaki egriligi olarak adlandirilir [15].

Tanim 2.7: a:I-E™ bigiminde C* smifindan bir o doniisiimiine E™ uzayi i¢inde bir e@ri
olarak adlandirilir [15].

Tamm 2.8: Vt€] icin a’(t)#0 yani egrinin her noktasindaki hiz vektori sifirdan farkl ise
egri regiiler egri olarak adlandirilir [15].

Tamm 2.9: Eger la’(t)l=1 ise a birim hizli egri, t ise a egrisinin yay parametresi olarak
adlandirilir [8].

Tamim 2.10: 0:1—R3 birim hizli egrisini goz dniine alalim. N (s)=KiT(s) esitligi ile verilen
1

N(s) vektoriine @ nin a(s) noktasindaki asli normali olarak adlandirilir [15].

Tamm 2.11: a: [-R3 birim hizl1 egrisini alalim. B(s)= T'(s)AN(s) esitligi ile verilen B(S)
vektoriine a nin a(s) noktasindaki binormali olarak adlandirilir [15].

Tamim 2.12: a:I—R3 birim hizli egrisini gdz oniine alalim. Frenet vektor alanlart T, N, B

olmak iizere; k,:I— R, k,(S)=—< B’(s),N(s) > bigiminde tanimlanan fonksiyona d egrisinin



a(s) noktasindaki burulma fonksiyonu k,(s) degerine ise a egrisinin a(s) noktasindaki
burulmasi olarak adlandirilir [15].
Tanmm 2.13: U, E? de acik alt kiime olsun.
¢ :UCSE? - E3 diferansiyellenebilir déniisiim olmak iizere ¢(U)SE>
(wv)— ¢ (uv)
alt kiimesine E3de parametrize edilmis yiizey denir.
Eger ¢ dontisiimii regiiler ise ylizey regiiler parametrize edilmis yiizey adini alir [11].
Tamim 2.14: Bir regiiler S yiizeyi E3 {in asagidaki 6zelliklerini saglayan bir alt kiimesidir
VP €S i¢in VE E3 acig1 ile bir UC E? ag1g1 bulunabilir ve ¢ :U— S NV € E3déniisiimii igin ;
i. ¢ bir homeomorfizmdir.
ii. ¢ bir diferansiyellenebilirdir.
iii. ¢ regilerdir. (¢ ning,tirev dontisimiiniin  jakobien matrisi j(¢,P) olmak {izere
rankj(¢,P)=2 dir.) 6zellikleri saglanir [11].
Tanm 2.15: v, € T,,(M) olmak lizere
_ Yp Yp
ko) = () T

v
seklinde tamimlanan k,, (vp) degerine M yiizeyinin p noktasinda, v, dogrultusundaki normal

egriligi denir [15].

Tamm 2.16: S, E® Oklid uzayinda bir yiizey ve o:I—S bu yiizey iizerinde regiiler bir egri
alalim. Vs € [ i¢in a'(s) hiz vektorii, o(s) noktasinda S ylizeyinin bir egrilik vektori ise o ya S
yiizeyi tizerinde bir e@rilik ¢izgisi olarak adlandirilir [12].

Tamm 2.17: S, E3 Oklid uzayinda bir yiizey ve a:I—S bu yiizey iizerinde regiiler bir egri
alalm. Vs € I igin a'(s) hiz vektorii, a(s) noktasinda S yiizeyinin bir asimptotik vektorii ise o ya
S yiizeyi lizerinde bir asimptotik egri olarak adlandirilir [12].

Tamim 2.18: S, E3 Oklid uzayinda bir yiizey ve o:I—S bu yiizey iizerinde regiiler bir egri
alalim. S ylizeyinin birim dik vektor alani n olsun a’’ vektor alani, noo vektor alanina paralel ise
a ya S yiizeyi lizerinde bir geodezik e@ri olarak adlandirilir [12].

Tamim 2.19: ¢: U — E3 bir lokal yiizey olsun. U yiizey birim normal vektdr alan1 olmak

lizere;

E = |lx,lI% F = (o x0), G = llxI?

seklinde tanimh E, F, G: U — R3 fonksiyonlarini alalim. O zaman
ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv? ifadesine ¢ in birinci temel formu denir. E,F, G ye ise ¢ in
birinci temel formunun kat sayilar1 denir [7].

Tamim 2.20: ¢: U — E3 bir regiiler lokal yiizey olsun. U yiizey birim normal vektdr alani

olmak tlizere;



I = —(Uy, xy) = (U, xy,)

m = (Uy, %) = (U, X)) = (Uy, X)) = —(Uy, %)

n = —(Uy, xy) = (U, Xp)
seklinde tanimlansin. Buna gore
ldu? + 2mdudv + ndv? ifadesine ¢ in ikinci temel formu ad1 verilir. [, m, n ye ise ¢ in ikinci
temel formunun kat sayilari adi verilir [7].

Teorem 2.21: a:I—R3 birim hizli egrisini alalim. Egrinin Frenet vektor alanlari, egrilik ve

burulmasi sirasiyla k; ve K, olsun.

T’ 0 Kq 07r1T
N, =|l—K1 0 Ky N
B’ 0 —x; OIlLB

olur.
Bu esitliklere verilen egri icin Frenet formiilleri ad1 verilir [15].
Teorem 2.22: a:I—-R3 birim hizl egrisi alalim. Egrinin Frenet vektor alanlari, egriligi ve

burulmasi sirasiyla x; Ve k5 olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.

’ oo
a a A
=— = N= BAT
lla|l ' lle" ' || ’ '
Al a' na’ I < a'na o>
1~ 113 ' Ky = [N
eIl I a’na™ ||

Teorem 2.23: ¢:U — R3 parametrizasyonu ile regiiler bir M = @(U) yiizeyi verilsin.
E,F, G ylizeyin birinci temel form katsayilari; [,m,n de yiizeyin ikinci temel form katsayilar

olmak iizere, yiizeyin ortalama egriligi

_En—2Fm+Gl
~ EG —F?

ile bulunur.
M yiizeyinin sekil operatdrii matrisi ,
_[E F1'Yl m y
S = [F G] [m n] oldugundan,
determinantin 6zelliklerinden

2(5) 1, -
i==3( ¢ 7)




1. 1 I6—mF —Gm+ Fn) _ G —=2mF +nkE
2 | EG — F2

“27EG-F2l-FI+Em nE—mF
elde edilir.
Tanim 2.24: G bir kiime olsun. G kiimesi lizerinde tanimlanan
N:GxG—G
(1,8)—N(r,8)
ikili iglemi kapali, birlesmeli ve ayrica etkisiz elemana ve ters elemana sahip ise G bir grup
olarak adlandirilir [6].
Tamim 2.25: G bir grup ve N bir diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere ;
L;:G nin her elemani M nin noktalari ile ¢akisir.
Ly:NXN—N, (a,b)—ab~! islemi her yerde diferansiyellenebilirdir.
aksiyomlar1 saglanirsa N ye Lie grubunun temel manifoldu G ye Lie grubunun temel grubu ve
(N,G) ikilisi ise Lie grubu olarak adlandirilir [9].
Tanim 2.26: R cismi iizerinde bir vektor uzay1 U olsun.
[ ]:UxU—-U
X, Y)—[X, Y]

doniistimii ,
i. Bilineerlik

ii. Ters simetrik
iii. Jakobi 6zdesligi
[[X,Y],Z] +[[Y,Z], X] + [[Z, X],Y] =0
sartlar1 saglaniyorsa R {istiinde bir Lie operatorii veya parantez operatorii adi verilir.
(U, D ikilisine ise Lie cebiri denir [9].
Tanim 2.27: G bir Lie grubu olsun bir go €G noktasinda Vg €G igin ;

lg,: G—G, 1y, (9) = gog

seklinde tanimlanan doniisiime G iizerinde sol paralelizm (6teleme) ad1 verilir.

Benzer bi¢imde

790" G—G, Tgo(g) =990

seklinde tanimlanan doniisiime de G ilizerinde sag paralelizm (6teleme) ad: verilir [9].
Tanim 2.28: 3 boyutlu Lie grubunda yay parametreli bir egri a:/ € R — G ve a egrisinin

Frenet elemanlar1 {T,N,B, k4, k, } olsun.
1
Ky = E ([T, N], B)

veya



1

1
2K12K; 2

4Kk,

(7", TL,T") + [T, TII?

Ky=

dir [5].

Tanmm 2.29: A, 3 boyutlu Lie grubu ve o egrisinin Frenet elemanlar1 {T,N, B, kq,k,}
olmak tizere ; a egrisinin egriligi: k; =||T'|| seklinde tanimlanir [4].

Tamim 2.30: 3 boyutlu Lie grubunda yay parametreli bir egri a:;) € R — G ve a egrisinin

Frenet elemanlar1 {T,N,B, k4, k,} olmak iizere;

E:KZ —Kz

K1
esitligi ile verilen h fonksiyonuna a egrisinin harmonik egriligi denir [13].
Teorem 2.31: 3 boyutlu Lie grubu G de birim hizli bir egri a: IS R = G ve o egrisinin
Frenet elemanlar1 {T,N, B, k1, k,} olsun. G Lie grubunun Levi —Civita konneksiyonu D olmak

iizere o egrisinin Frenet elemanlar i¢in

D;T1T Ok, O7[T
DTN = _Kl 0 KZ N
DrB 0 —x, O0IlIB

dir. Buradan;

I. a egrisinin teget vektor alan1 T i¢in

1
DyT =T+ [T, T]

T, = KlN
dir.
ii. a egrisinin asli normal vektor alan1 N igin
1
DyN = N'+=[T,N]
N, = —KlT + (Kz _K_2)B
dir.
iii. a egrisinin binormal vektor alan1 B igin
D;B= B +§[T,B]
B' = —(k; —Kz)N
dir.

(1),(i1),(iii) esitliklerinden o egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T, N, B} i¢in ;



T'(s) 0 K1 0 T(s)
N'(s) =K1 0 (r, —12) | [N(s)
B'(s) 0 —(k2—%3) 0 B(s)

tirev formiilleri elde edilir.
Teorem 2.32: G bi invaryant metrige sahip 3 boyutlu Lie grup olsun. O halde SO(3) Lie

gruplarinda degismeli gruplardan biridir. Asagidaki ifadeleri saglar [5].
1

(i) Eger G degisimli SO(3) ise, k,(s) = >

(i)  EgerGS3=5SU(2) ,ky(s) =1
(iii)  Eger G degismeli bir grup ise, k,(s) =0



3. 3-BOoYUTLU LiE GRUPLARINDA ORTALAMA EGRILIiGi
SABIT OLAN YUZEYLER

a(s), 3-boyutlu Lie Gruplarinda x; (s) egrilikli, x,(s) burulmali, birim hizli regiiler bir egri
alalim ve her s igin a"(s)#0 olsun. {T(s),N(s),B(s)}, a(s) egrisinden gegen ve bu egrinin Frenet

catisina bagli olarak yazilan yiizey;

P(s,t)=a(s)+f (s, )T (s)+ g(s,t)N(s)+ h(s,t)B(s) (3.1)
Ly<s<L, T,<t<T,,
(3.1) yiizeyi ile verilir.
sel S Rvete] <R olmak ilizere, a: I =G yay parametreli bir egri, {T,N,B} egrinin Frenet
vektorleri olmak {izere,

P:I X ] G

(1) ylizeyi i¢in P(s, ty) = a(s) olacak bigimde
f(s:t0)=g(s:to)=h(s, to)=0 3.2)
L, <s<L,, 3ty €[Ty.T,]
(3.2) kosulunu saglayan f(s,t), g(s,t), h(s,t) reel degerli diferansiyellenebilir fonksiyonlari
varsa a(s), P(s,t) yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egridir veya P(s, t) ylizeyi a(s) egrisinden
gecer denir. Burada f(s,t),g(s,t),h(s,t) fonksiyonlarina (sapma fonksiyonlar:) C! sinifindan
marching-scale fonksiyonlardir

P(s, t) ylizeyinin ortalama egriligi;

det(Pss'Ps'Pt)||Pt||2+det(Ptt:PSrPt)||Ps||2_Zdet(Pst:PSrPt)(Ps:Pt>/

H(s,t)= (s,1) (3.3)

3
2(IIPslIZ1PellZ =(Ps,Pt)?)2
(3.3) formiilityle hesaplanir.

a%p a%p

aP aP
Burada E = PS,E = Pt ’ﬁ = PSSJF

= Ptt dII’

Simdi P(s, t) ylizeyinin kismi tiirevlerini alalim,

Pi(s,t) =o'+fT + fT' +gsN + gN'+hsB + hB'
=1+ fs —gr)T + (frs + gs — h(ka —K2))N + (g (k2 — K3) + h)B,
P.(s,t) = f;T + gN + h;B,
Ps(s, to)=T,
Pss(s, to)= k1N,
Prg =Py = fisT + fiT' +gesN + geN' + hysB + b B’

= (fes — 9ek)T+ (feky + Ges — he () — K2))N+ (g (i, — 13) +hys) B



Pis(s,tg) = Psi(s,to)=(—K19e) T + (k1 ft — (162 — K3) he) N +(g,(k; — K32)) B,
P (s, t) = feeT+9ee N +hyB,

0 kK, O
det(Py, P, P;) = [1 0 0] = —K,h;
fe 9r he
fes — gek1 ferr + Ges — el —K3)  ge(ky —K3) + hyg
det(Py, P \P;) = [ 1 0 0
fe It h;

det(Pse, Ps \Pr) = he(ferer + Ges — he(kp — 32)) — 9o (ge (2 — K2) + hys)

tt Gee et

det(P, Ps \Pe)= | 1 0 0 [=(—gethe + gehee)
ft 9t he

(P, Pt) = [t

(P, P) =1

(P, Py) = fi*+ge*+h,”
Yukardaki hesaplamalar (3.3) denkleminde yerine yazilirsa a(s) egrisinden gecen P(s,t)
ylizeyinin ortalama egriligi;

H(s,t )__Klht(ftz+gt2+ht2)+(_gttht+gthtt)_th((htklft+ htgts—gthts)—(ht2+gt2)(’€2—l€_z))
yLoJ)—

(3.4)

2(gt2+ht2)%
(3.4) denklemi olarak elde edilir.

Bu tez boyunca f(s,t),g(s,t), h(s,t), k,(s), (k, —%3)(s) ve bunlarin kismi tiirevlerine
bagh olarak elde edilen denklemlerde sabite esit olarak verilen yapilar birbirine esit veya farkli
olacak sekilde sabittir.

Dolayisiyla asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 3.1: P(s,t) yiizeyinin, tizerindeki izoparametrik a(s) egrisi boyunca sabit ortalama
egrilikli olmasi i¢in yeterli kosullar,

L, <s<lL,, ty€ [T;,T,] olacak sekilde;

fi(s, to) = g:(s, ty) = sabit # 0,
g(s,to) =h(s,tg) = he(s,tg) = hee(s,tp) = 0
(k, —%3)(s) = sabit

1. Kosul < f(s,ty)

veya
( fi (s, ty) = hs(s, ty) = sabit # 0,
f(sto) = g(s,te) =h(s,to) = ge (s,t0) = gre(s,to) = 0
2. Kosul 4 0 0 (Kl)(SO) _ saltoit 0 tt 0

k (, —K3)(s) = sabit



olmasidir.
Ispat: Bir o(s) egrisi verilsin. (3.2) denkleminden o(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde
parametre egrisi olmasi f (s, ty) = g(s,to) =h(s, ty) = 0 kosuluyla miimkiindiir.
Lkosul: fi(s,tg) = g¢(s,ty) # 0=hi(s,ty) = hy (s, ty) olarak alinirsa (3.4) denklemini
Hes 1) :<x2—z)((:)t g(s,t(])
seklinde elde ederiz. Bu durumda, egri boyunca ortalama egriligin sabit olabilmesi
(, — %3)(s) = sabit olmast ile miimkiindiir. Ornek olarak Anti-Salkowski egrilerini verebiliriz.

2.kosul: fi(s,tg) = he(s,tg) #= 0=g:(s,ty) = get (s, ty) olarak alinirsa (3.4) denklemi

_ 2 2\ _ _ 2 o
H(s, to) = kihe(fi+he?) th[(htKéft) (he?)(ez—12) | (s, to)
2(he?)?

_ (—’C1ft2—K1ht2)—2ft2’€1+2ftht('€2—K_z) (S ¢ )
2he? r %0

_ (=3f2—h®)+2fehe(k,—K3)
thz \

S, to)

Genellik bozulmayacak sekilde f; = 1 ve h; = 1 olarak alinabilir.

(=3K1—K1)+2(Kz—K3) —

> —2icy + (i — I3)

H(s, ty) =

olur. Dolayisiyla, egri boyunca ortalama egriligin sabit olabilmesi (k, — %3)(s) = K, (s) = sabit
ile miimkiindiir.

Teorem 3.2: P(s,t) yiizeyinin, bir izoparametrik o(s) egrisi boyunca sabit ortalama
egrilikli olmasi icin yeterli kosul
L1<s < Ly, tg€ [T;,T,] olacak sekilde;
{ft(s, to) = g:(s, ty) = hi(s,ty) = sabit # 0,

f(s,t0) = g(s,ty) = h(s,tp) =0

iken
(k, — %3)(s) = sabit, k;(s) =sabit.

Ispat: Bir a(s) egrisi verilsin. (2) denkleminden of(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde
parametre egrisi olmasi f (s, ty)=g(s, to)=h(s, ty)= 0 ile miimkiindiir.

Ayrica fi(s,tg) = g¢(s,tg) = hi(s,ty) # 0 olarak alinirsa (4) denklemi;

—K1ht(ft2+gt2+ht2)—2ft((ht'<1ft)—( he®+9¢2)(—K7) )

3
2(ge2+h%)2

H(s, ty) = (s, to)

Genellik bozulmayacak sekilde f; = 1, g; = V2, h; = 1 almabilir.

H= (—4Kq1)—2(k1—3(K2—K3)) _ —4x1—2k1+3(x2—x_2)= -6k +3(Ky—K3)
2(3,/3) 2(3,/3) 2(3,/3)

10



denklemi elde edilir.
Dolayisiyla P(s,t) ylizeyinin ortalama egriliginin sabit olmasi k4 (s) =(x, — k3)(s) sabit ile
miimkiindiir. Bu duruma 6rnek Helis egrilerini gosterebiliriz.
Teorem 3.3: P(s,t) yiizeyinin a(s) egrisi boyunca ortalama egriliginin sabit olmasi i¢in
yeterli kosul L1<s < L,, to€ [T1,T,] igin
f(s,to)=g(s,ty)= h(s, ty)= f:(s, ty)=0 olmak iizere
9e(s,t0) #0= he(s,to) = he(s, o) Veya ge(s, to) = gee(s, to) =0, he(s, to) # 0 ve
K4 (s)=sbt olmasidir.

Ispat:  f(s,to)= g(s,to)= h(s,to)= fi(s,to)=0 alnrsa Py(s,to) L P(s, t,) olur ve

ortalama egrilik fonksiyonu;

H(S, to):(—lqht)(th+ht2)+(—gttht+gthtt) (3.5)

3
2(ge2+he®)2
(3.5) denklemi sekline doniisiir.
e (s, tg) #0= h. (s, ty) = hy (S, ty) olarak alinip (3.5) denkleminde yerine yazilirsa

H(s,ty) =0=sabit olur veya
9 (s, tg) = get (S, tg) =0,h (s, tg) # 0 olarak alinip (3.5) denkleminde yerine yazilirsa
H(s, to)= %(S) olur.

Ortalama egriligin sabit olmasi r, (s)=sabit olmasi ile miimkiindiir. Bu duruma 6rnek olarak
Salkowski egrilerini gosterebiliriz.
Ornek 3.4: o(s)=(sins,coss,0) birim hizli egrisini alalim. Egrinin Frenet vektorleri

asagidaki sekilde bulunur.

T(s)= a'(s)= (coss, —sins,0)

T'(s)= a' (s) = (—sins, —coss, 0)

||0(”(S)|| = \/Sinzs + cos?s + 02 =1

au(s)

()= 1o

= (—sins, —coss, 0)

B=TxN=(00-1)

Kk = [T ()l =1

([T,N1,B) = (T x N,B) = 3(B,B) = (0,0, 1)= -

)
[T,B]=T x B =(sins,coss,0)

1
=g +5m8)| -

11



1. 1 1
Ky = ”(Esms,gcoss,O)” —5=J3i73 =0

E(S) — (KZ_K_Z)(S) — 0__% _ l

K1(S) 1 2
1. Durum: Sapma fonksiyonlari Teorem 3.1 in 1. kosulunu saglayacak sekilde
f(s,t) = —t,g(s,t) = t,h(s, t)=t3, (f=—1% 0, g,=1#0 , h,=3t2=0, h,,=6t=0) Ve t,=0 segilirse
a egrisi boyunca ortalama egriligi

H = (k2-%32) ft — hiy fi — (_%)(—1)
gt It 1

1
= -olan
2
(3.1) ile verilen P(s, t) yiizeyi igin ;
P, (s,t) = (sins, coss, 0) — t(coss, —sins, 0) + t(—sins, —coss, 0) + t3(0,0, —1)

= ((1 — t)sins — tcoss, (1 — t)coss + tsins, —t3 )

seklinde bulunur. P; (s, t) yiizeyi Sekil 3.1 ile asagidaki sekilde ¢izilmistir.

-0.5 0.0
e 05

Sekil 3.1: a(s) egrisi boyunca sabit ortalama egrilige sahip P; (s, t) yiizeyi

2. Durum: Sapma fonksiyonlar1 Teorem 3.1 in 2. kosulunu saglayacak sekilde
f(s,t) = t,g(s,t) = st3,h(s, t)=ssint, (f;=1# 0,g; = 3st*=0, g, = 6st=0,h; = scost #0) ve
to = 0 segilirse a egrisi boyunca oOrtalama egriligi

_ k1 (=3f2=h®)+2fehe(k—K3)
H= 7
2h,

_ (-3f:%-n?)~f;h
H—( t tz) tnt

-3
= —olan
2h; 2

12



(3.1) ile verilen P(s, t) ylizeyi igin;
P,(s,t) = (sins, coss,0) + t(coss, —sins, 0) + st3(—sins, —coss, 0) — t(0,0,-1)
= ((1 — st)sins + tcoss, (1 — st3)coss — tsins, —ssint )

seklinde bulunur. P, (s, t) yiizeyi Sekil 3.2 ile asagidaki sekilde ¢izilmistir.

Sekil 3.2: a(s) egrisi boyunca sabit ortalama egrilige sahip P, (s, t) ylizeyi

3. Durum: Sapma fonksiyonlar1 Teorem 3.2 nin kosulunu saglayacak sekilde

f(s,t) = h(s, t) = —eSt,g(s,t) = eSt, ve ty=0 segilirse a egrisi boyunca Ortalama egriligi

H:es(3625)+265[(ezs)+(ezs)]
4e3s

_(3e35)+4e3s
T 4e3s

7
H = -olan
4

(3.1) ile verilen P(s, t) yiizeyi igin ;
P;(s,t) = (sins, coss,0) — et (coss, —sins, 0) + e°t (—sins, —coss, 0) — et (0,0,—1)
= ((1 — eSt)sins — et coss, (1 — eSt )coss + eSt sins, eSt )

ylizeyi elde edilir. P3(s, t) yiizeyi Sekil 3.3 ile asagidaki sekilde ¢izilmistir.

13



Sekil 3.3: a(s) egrisi boyunca sabit ortalama egrilige sahip P (s, t) ylizeyi

4. Durum: Sapma fonksiyonlar1 Teorem 3.3 {in 1. kosulunu saglayacak sekilde
f(s,t) =t2,g(s,t) = t,h(s, t)=t3 ve t,=0 segilirse (f;=2t=0, g,=1#0, h,=3t?>=0) a egrisi
boyunca ortalama egriligi H=0 olan (3.1) ile verilen P (s, t) yiizeyi i¢in ;
P,(s,t) = (sins, coss, 0) + t%(coss, —sins, 0) + t(—sins, —coss, 0) + t3(0,0,—1)
= ((1 — t)sins + t%coss, (1 — t) coss — t2sins, —t3)

yiizeyi elde edilir. P, (s, t) ylizeyi Sekil 3.4 ile asagidaki sekilde ¢izilmistir.

c;#ﬁii‘:::___::::__:____::::: —

Sekil 3.4: a(s) egrisi boyunca sabit ortalama egrilige sahip P, (s, t) yiizeyi
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5. Durum: Sapma fonksiyonlar1 Teorem 3.3 iin 2. kosulunu saglayacak sekilde

f(s,t) =t2,g(s,t) = t3,h(s, t) = —t ve t,=0 segilirse a egrisi boyunca ortalama egriligi

1
H="29 =1 gjan
2 2

(3.1) ile verilen P(s, t) yiizeyi igin ;
Ps(s,t) = (sins, coss,0) + t? (coss, —sins, 0) + t3 (—sins, —coss, 0) — t(0,0,—1)
= ((1 — t3)sins + t2 coss, (1 — t3) coss — t? sins, t)

yiizeyi elde edilir. Pg(s, t) yiizeyi Sekil 3.5 ile asagidaki sekilde ¢izilmistir.

Sekil 3.5: a(s) egrisi boyunca sabit ortalama egrilige sahip Ps (s, t) ylizeyi

15



4. LiE GRUPLARINDA SMARANDACHE EGRILERI BOYUNCA
SABIT ORTALAMA EGRILIKLi YUZEYLER

a :I—G birim hizli regiiler egrisi verilsin ve Frenet ¢atis1 {T, N, B} olsun.

Konum vektori;

_Sf)T($)+g(s)N(s)+h(s)B(s)
JF2(s)+g2(s)+h2(s)

olan vektoriin ¢izdigi regiiler egriye Smarandache egrisi denilmektedir.

TN- Smarandache egrisi Sry (s)=% (T(s) + N(s))

NB- Smarandache egrisi Byp (s)=\/ii (N(s) + B(s))

TB- Smarandache egrisi frg (S):% (T(s) + B(s))

TNB- Smarandache egrisi Sryp (s)=\/i§ (T(s) + N(s) + B(s)) [1,14,16].

a: IS R — G 3 boyutlu G Lie grubunda birim hizl bir egri ve bu egrinin Frenet elemanlari

{T,N,B,kq,K,}o0lsun. G Lie grubunun a egrisinin Frenet elemanlar;

T'(s) 0 K1 0 T(s)
N'(s)|=[—x1 0 (k; —K2) | [N(s)
B'(s) 0 —(ky—%z) 0 B(s)

seklindedir.

4.1. TN- Smarandache Egrisi

ary(s), 3-boyutlu Lie Gruplarinda k4 (s) ve (k, —x3)(s) egrilikli birim hizh regiiler bir
egri alalm. agy(s) egrisini {T(s),N(s),B(s)} Frenet catisina bagli olarak yazilan yiizeyler

parametrik olarak;
P(s, t)= 7 (T(s) + N(s)*/ (5, OT (s)+g (s, N (s)*h(s, )B(s) (4.1)
Li<s<Ly, Ty <t<T,,

(4.1) ytizeyi ile verilir.

P(s, t) ylizeyinin Smarandache egrileri boyunca birim normal vektor alanini

Py(s5,t)% Py(s,t)

t) =
u(s,t) [IPs(s,6)% Pe(s,t)]]

formiilt kullanilarak bulunacaktir.



f(s,tg)=9g(s,to)=h(s,ty)=0 kosulunu saglayan f(s,t),g(s,t),h(s,t) reel degerli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 varsa a(s) egrisi P(s,t) yiizeyi lizerinde bir izoparametrik
egridir veya P(s,t) ylizeyi a(s) egrisinden gecer denir. Burada f(s,t).g(s,t),h(s,t)
fonksiyonlarina (sapma fonksiyonlar1) C! simifindan marching-scale fonksiyonlardir ve bu
fonksiyonlarin farkli segimlerinden ary(s) egrisi izerinden gecen farkli yiizeyler elde edilecek ve
ary(s) egrisi boyunca sabit ortalama egrilikli olmasi i¢in yeterli sartlar bulunacaktir.
P(s,t) yiizeyinin ary(s) egrisi boyunca birim normal vektoér alanini hesaplamak igin gerekli

kismi tiirevler alinirsa;

T'"=x;N, N' = —i;T + (k, —%3;)B, B’ = —(x;, —K;)N

Fy(s,1) %(T'(S) + N (T ()T ()+gsN(s)+gN'(s)+hsB(s)+hB'(s)

= (_%Kl + fi—gKy) T(s) + (%Kl + fre, + gs — h(x, — K_z)>N(S) +
(5 0e2 ~72) + gz = 72) + ) B(s)

1

P(s.to)= = 511 T(s)+ 1y N(s)+ 5 (1cp = 763) B(s)

Pi(s,to)= f; T(s) +g:N(s) +h B(s)
Pie(s,to) = fre T(S) +geeN(s) +hyB(s)

Pes(s,to)=(fts — gexc)T(s) + (ftK1 + ges—he(xc; — K_z))N(S) + (g:(k; —13) +
hes) B(s)

a a —
Pis(s, to) = T(S)\/ii(—gfﬁ - K12) + N(S)%(—Mz Tk~ (ry — Kz)z) +
— a —
B(5) 75 (11 (e, = 3) + 5 (15 = 72))

P (s,t0)XP:(s,tg)

u(s, tO):”PS(S,to)XPt(S'tO)”

P(s,to) X Pi(s,tg)= \/_1§(K1ht — (K —K2)gr) T(s)+ \/_15(K1ht+(’<2 —x2)ft) N(s)
— lk1geties f) B(s)

I1Ps(s, to) X Pe(s, to)ll

1 — —
=\/_§\/(K1ht — (k2 —K3)ge)* + (erhe + (ko — K f)* + (k1 gr + K1 fe)?
Dolayisiyla yiizeyin birim vektor alant;

(re1he —(ka—Kz)ge) + (e he +(ea—K2) fr) — (K1 getkaft)
J@eihe = (k2 —K2) g) >+ (K1 he +(62—K2) f) 2+ (K1 ge+ K1 fr)?

u(s,to)=

seklindedir. Ortalama egriligi hesaplamak i¢in, birinci ve ikinci temel form katsayilari asagidaki

gibi hesaplanir.

_7)2
E(S,t0)= (Ps: Ps)= K12+%
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1 1 1 __

F(s, to)= (P, P)= — \/—5K1ft+\/—5 K19tt 5 (ry — 12D hy

G(s, tg)= (P, Pp)= ft2+gt2+ht2

U(s, to)=(u(s, to), Pss) =

(tht_(’cz_K_Z)gt)<_%’c1_K12)+(K1ht+(K2_K—2)ft)(_K12+%K1_(K2_K_Z)2)_
(K1gt+K1fr)<K1(K2—K_2)—%(K2—K—2))
V2 (k1 he —(2=53) g0) 2+ (e he +(e2 =) ) 2+ (K1 g+ f)?
m(s, to)=(u(s, to), Pes)=

(Gc1he= (=T g0) frs=ere)+ (ex hyt (e, =T) O (ferea +Ges—he (g —T) )~ (k1 g +1 £2) (91 (2 —Te2) + ) )
Verhe (2 —K2) ge) 2+ (k1 he + (62 —TR) f) 2+ (K1 ge +K1 fr)?

(K he—(ka—K2) ge) feet (K he+ (k= K) ) Gee — (K ge tRa f) hee
V@erhe (e, —K2) ge) 2+ (1 he +(ca—12) 1) 2+ (k1 g+ fi)?

n(s, to)=(u(s, to), Pee)=

Yukarda bulunan ifadeleri asagidaki ortalama egrilik denkleminde yerine yazilirsa

_lG+nE-2mF
2(EG-F?)

H=
(12 o) ((eame=Toes 00) (g4t ) (a4 s =) )~ ea e 1) s )= )+

_ 2
((’C1 he—hKqge) fret+( tht‘l'ﬁxlft)gtt_(Klgt+’€1ft)htt)<x12+@>_

2((tht_r”{l.gt)(fts_gt’(l)+(K1 hethics fi) (ferer +ges—hehres )= (e getrea f) (gehres + hts))(_%Klfﬁ'\%"lgt"'\%ﬁklht)

_ 2
h - 2 = =
2<(K12+—( K21) )(ftz"'.gtz+ht2)—%(—K1ft+’€19t+h’€1ht) )\/(tht —hic1 g¢)?+ (i  he +hicy )2+ (11 e i fi)?

(4.2)

Ortalama egrilik denklemi (4.2) seklinde elde edilir. A(s) = ¥272E) glarak almacaktr.

k1 ()

Teorem 4.1.1: ary(S), L1< s <L,, birim hizli ve egriligi sifirdan farkli bir egri kabul
edelim. Alman egri (4.1) ile verilen ylizey iizerinde parametre egri olmasi ve yiizeyin bu egri
boyunca sabit Ortalama egrilikli olmasi igin yeterli kosullar

a) (s, t0)=9g(s, to)=h(s, to)=fi(s, to)= fre(s, to)=0,

ge(s, to)=h:(s, ty)=sabit #0, (4.3)

h(s)=sabit, k(s)=sabit
veya

b) (s, t0)=g(s, to)=h(s, to)= g¢(s, to)= gt (s, to)=0,
fi(s, to)=hi(s, ty)= sabit £ 0, (4.4)

h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya
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C) f(s,t0)=9 (s, to)=h(s, to)= h¢(s, to)= hee(s, t0)=0,
ft(51 tO)zgt(S’ tO): Sabit :/é 09 (45)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

d) £ (s, t0)=9g(s, to)=h(s, to)= fi(s, to)= ge(s, to)= fre(S, to)= Gee(S, t0)=0,
he(s, to)#£0, (4.6)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

e) f(s,to)=9g(s, to)=h(s, to)=f+(s, to)= he(s, to)= ft(s, to)= hee(s, £o)=0,
9i(s, ty) =sabit #0, 4.7

h(s)=sabit, k4(s)=sabit
veya

f) £ (s, t0)=9(s, to)=h(s, to)= 9¢(s, to)= he(s, to)= gee(s, to)= hee(s, to)=0,
fi(s, t)#0, (4.8)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit
olmasidir.
Ispat:
a) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.1.1) in (4.3) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.1) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=ary(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ary(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.3) denklemindeki kosullar (4.2) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

~ 2
1 3 3 N fix
(92 +he*) 55 (hK19t§K1+K1gt§(hK1)_thK13—htK1(hK1) )+(K1ht9tt_xlgthtt)<'c12+%>_

= 2((K1 he+ hes)(—gekeq)+(c he) (gts—htﬁlﬁ))(%’ﬁgt"'%ﬁm ht)

o2
hk 1 ~ 2 =
2<<K12+( 21) )(gt2+ht2)—§('€1gt+h’€1ht) )\/(tht —hic1g0)?+(c1he )2 +(K19¢)?

sabit oldugu goriiliir.

b) Sapma fonksiyonlart Teorem (4.1.1) in (4.4) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.1) denkleminde yerine yazilirsa P (S, tg)=ary(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arn(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.4) denklemindeki kosullar (4.2) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,
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ey [0 20 o1 )4 2)
¢t the” )= ~ —
V2 —(Klft)(—2K1hK1—%(h’C1))

2(k4 htfts+(tht"';i’clft)(ftK1_htﬁkl)_’clfthts)(_\%’clft +%’7K1 ht)

2
)+(K1 hefee—K1 fehee) (Klz +@)_

- 2
2((mz+%)(fﬁ+ht2)—§(—x1ft+ﬁx1ht)2)J (exhe Y2+ (s he +hres fO) 2+ (1 )2

sabit oldugu goriiliir.

c) Sapma fonksiyonlari Teorem (4.1.1) in (4.5) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.1) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=ary(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ary(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.5) denklemindeki kosullar (4.2) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

2 .l gt<ﬁl€1%l€1+l€1%(ﬁl€1))+
(ft+gt)\/_5~ L. 0 N, o 4
(hKlft)(_ZKl +&K1_(hK1) )—Klft&(hkfl)
2((_H'Clgt)(fts_gt’cl)+(HK1ft)(ftK1+gts)_(Klgt+x1ft)(gtﬁl€1))(—%Klft+%xlgt)

2
)+(—E’C1gtftt+’~”€1ftgtt)<K12 +@>—

H=

_ 2
2<<’€12 +%>(ftz+gt2)_%(_7€1ft+’clgt)2>\/(_H’Clgt)z+(ﬁxlft)2 +(r19c+K1f)?

sabit oldugu goriilir.

d) Sapma fonksiyonlari Teorem (4.1.1) in (4.6) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.1) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=ary(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ary(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.6) denklemindeki kosullar (4.2) formiiliinde
yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

p=E+2)

4

sabit oldugu goriiliir.

e) Sapma fonksiyonlari Teorem (4.1.1) in (4.7) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.1) denkleminde yerine yazilirsa P (s, tg)=ary(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ary(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.7) denklemindeki kosullar (4.2) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

1 (50 9
\/_E (h&l{l +£(hK1))

o
2<K12+(h’€21) >Klgt\/ h2+1

sabit oldugu goriiliir.

f) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.1.1) in (4.8) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.1) denkleminde yerine yazilirsa P (S, tg)=ary(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arn(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.8) denklemindeki kosullar (4.2) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,
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I= (Hkl%Kl —xléﬁxl—(ﬁxl)g’)
3

V2(ky 2+ (iky)*)

sabit oldugu goriiliir.

sins

Ornek 4.1.1: o(s)= ( coss ) 0 < s < 2m birim hizli egrisini alalim. Egrinin

J\/— J\/—
Frenet vektorleri asagidaki sekilde bulunur.

1
sins,—

T(s)=a'()=(-3

CosSsS, \/—)

'\/_
T'(s)=a'"(s) = (—%coss, —\/%sins, 0)

=T 6l =5

1 1
a” ()| = —=+/sin?s + cos?s + 02 = —
lla” () ﬁJ 5
al’(s)
N(s) = ——— = (—coss, —sins, 0
= aron = ¢ )

B=TxN= %(sins, coss,—(sin%s + cos?s))= «/ii( sins,— coss,1)
1 1 1
K 22([TN] )ZE(TXN,B)ZE(B,B)ZO

Kk, = —(B',N) = —(—icoszs - isinzs + 0) 1
2 ' V2 V2 V2
Lo
h(s) =TDO _ = _ q g,

K1(S) %

Sapma fonksiyonlart Teorem 4.1.1’in (4.6) kosulunu saglayacak sekilde

f(s,t0)=0, g(s, to)=t3,h(s, ty)= ssint

(Burada f,(s, t0)=0, g: (s, to) = 3t?, gee(s, to)=6t,he(s, to)= scost # 0) ve ty =0 segilirse o
egrisi boyunca ortalama egriligi

24h? 241 _

3
H= = =-
4 4 4

olan (4.1) ile verilen P(s, t) ylizeyi igin;

Pi(s, ty) = (%coss,\/_sms, \/_) +0 (—%sins,\/_coss,\/—_) + t3(—coss, —sins, 0) +

1 1
ssint (— Sins, — —=coss, —)

V2 vz V2

1 3 1L,
= (—=coss — t3coss + —=ssintsins ,—=sins — t3sins — —ssmtcoss,
(\/E V2 \F V2 \/_
1,
TESSlnt)
yiizeyi elde edilir.
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4.2. NB- Smarandache Egrisi

ayg(s), 3-boyutlu Lie Gruplarinda k4 (s) ve (x, —x;)(s) egrilikli birim hizli regiiler bir
egri alalm. ayg(s) egrisini {T(s),N(s),B(s)} Frenet catisina bagli olarak yazilan yiizeyler

parametrik olarak;

P(s, t)= % (N(s) + B(s))+f (s, t)T(s)*+g(s,t)N(s)+h(s,t)B(s) (4.9
Li<s<L, T <t<T,,
(4.9) ylizeyi ile verilir.

f(s,tg)=9g(s,tg)=h(s,ty)=0 kosulunu saglayan f(s,t),g(s,t),h(s,t) reel degerli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 varsa a(s) egrisi P(s,t) yiizeyi lizerinde bir izoparametrik
egridir veya P(s,t) yiizeyi a(s) egrisinden geger denir. Burada f(s,t),g(s,t)h(s,t)
fonksiyonlarina (sapma fonksiyonlarr) C! sinifindan marching-scale fonksiyonlardir Bu
fonksiyonlarin farkli seg¢imlerinden ayg(s) egrisinden gegen yeni yiizeyler elde edilecek ve

ayp(s) egrisi boyunca ortalama egriliginin sabit olmasi i¢in yeterli sartlar elde edilecektir.
T, = KlN, N, = _K1T+ (KZ _K_2)B y B, = _(Kz _K_2)N
Py(s, t)= %(N'(S) + B'(8))*+fsT(s) +fT'(s)+gsN(s)+gN'(s)+hsB(s)+hB'(s)
1 1 _ - 1
=(— \/_EK1+fs — gkq) T(s)*+(— 7z (ky — k) +fK1+gs — h(ky — K2))N(S)+( NG (ry —
K2)*+g (i, — Kz)+hg) B(s)
P(s,to) = = 551 T(s) = 75 (5 — 1) N(s)+ 7= (e, = ) B(s)
Pi(s,t) = ft T(s)+g: N(s)+h; B(s)
Pie(s,t) = fe T(5)*Gee N(s)*+he B(s)
Pis(s,t) = (frsi1) T(S)H(feki+Ges — he(icz — K3)) N(8)+(ge (ke — K2)+ hes) B(S)
19 1 _ 1 19 _
Pis(s,tp) = T(S)(—\/_ngzl + ﬁKl(Kz —Kz) + N(S)(—\/_E’Clz - ﬁg("z —Kz) —
1 _ 1 _ 1 _
TE(KZ —12)%)* B(s) (\/_ig(’fz —¥3) — E(KZ —%2)%)

Ps(s,tg)XPe(s,to)

olup,
Ps(s,0)xPe,to)l O P

u(s, to)=
P(s,to) X Pe(s, to)= % [(—(Kz —K)he — (K —¥2)g)T(s) + (kihe + (k3 —
RfIN(S) + (—r1ge + 75 (e = f)B(S))

||Izs(5' to) X Pe(s, to)ll
:E\/((KZ —K)he — (kK —K3)ge)? + (k1he + (6 — 1) f)* + (k1 ge + (K — KR ft)?

Dolayisiyla ylizeyin birim normal vektor alani
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(=(kx=K)he —(k—K2)g)+ (ki he +(c =K f)+ (—K1 g+ (K2 =KD ft)
V(=KD he —(16—K3) g¢) 2+ (1 by + (e, =K ) 2 +(—K1 Ge+ (e —K3) 1)

u(s, to)=

seklindedir. Ortalama egriligi hesaplamak i¢in, birinci ve ikinci temel form katsayilart asagidaki

sekilde bulunur.

2 _7\2
E(s, to)= (B, )= {272

1 — 1 —_
F(s,t0)= (P, Po)= = 11 fy = 75 (16 = 1) g5 (k2 — )
G(s, )= (Pe, Pe)= fi2+g,2+h,”

l(S, t0)=(u(s, tO)' Pss):
(=0c2=7) (e +g0)) (= ook 102 06 =) )+ (b (g =)o) (—1ea > =y =T0) ~ (i =)? ) +
(—’C1gt+(’€z—'€_z)ft)<—('€2 —K_z)z‘l'%(Kz —K_z))

V2 (— (k2 — KD he — (K —K3) g¢) 2+ (1 by + (12 =K f) 2 +(—K1 e+ (k2 —K3) i)

(—Ge2—KD) (he+38)) frs—gek1)+ (kg he+ (2 —F2) fo) (feker +ges—he (k2 —K_z))+)
= _ (—Kk1ge+(a—K2) f1) (Ge (K —K3) +hes)
m(s, ty)={u(s, ty), Prs)=
(5, £0)=(u (5, t0), Prs) J(=Gez=1)he — (163 —K2) ge) 2+ (e by + (62— K2 )2+ (— k1 G+ (2 —K2) fe) ?

_ _(=(ea=K)he— (12— K2) g fre + (kahe+ (Ko —K2) [) Gee +(— K1 e+ (k2 =) fr) e
(s, Lo)=(k(s, o), Pu)= J(=Gez=1)he — (163 —K2) ge) 2+ (e by + (62— K2) )2+ (— k1 G+ (2 —K2) fe) ?

Bulunan ifadeleri asagidaki ortalama egrilik denkleminde yerine yazalim.

_lG+nE-2mF
"~ 2(EG-F?)
H=
(f2+g:2+h?) (_(E’Cl)(hﬁgt))(—%Klﬂcl(ﬁxl))+(lc1ht+ﬁk1ft)(—x12—%(Exl)_(ﬁxl)2)+
t gt the B B B +
(=rrgetRoes f) (= ()" + () )

_ - _ 2 (Ar)?
((_(hK1)(ht+gt))ftt+(Klht+hK1ft)gtt+(_Klgt"'hklft)htt)(%"'@>_

\/%((_(HKI)(ht"'gt))(fts_gtK1)+(tht"'r”flft)(ft’fl +grs—hehicy )+ (—k1ge+hKy f)(gehrey +hts))(_'€1ft_(Ekl)(ht"'gt))

((K12 +(HK1)2)(ft2 +9¢2 +ht2)_(_Klft_ﬁxlgt+ﬁklht)2)J(_ (Rre1)(ge+he))2+(req he +RE f)2+(—K1ge+hky fr)?

(4.10)

Ortalama egrilik denklemi (4.10) seklinde elde edilir. A(s) = (27 R)) (larak alinacaktir.,

K1 (5)

Teorem 4.2.1: ayg(s), L1< s < Ly,birim hizli, egriligi sifirdan farkli olan bir egri olsun.
ayp(s) egrisinin (4.9) ile verilen ylizey lizerinde parametre egri olmasi ve yiizeyin bu egri
boyunca sabit ortalama egrilikli olmasi i¢in yeter kosullar

a) £ (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=fi(s, to)= fre(s, to)=0,

9gi(s, to)=h(s, ty) =sabit £ 0, (4.11)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit
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veya

b) £ (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=9g:(s, to)= git(s, to)=0,
fi(s, to)=h¢(s, ty) =sabit #0, (4.12)

h(s)=sabit, k,(s)=sabit
veya

¢) f(s,to)= g (s, to)=h(s, to)= he(s, to)= hee(s, t0)=0,
ft(s, to)=9g:(s, to) =sabit # 0, (4.13)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

d) £ (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=f:(s, to)= g¢(s, to)= fre(S, to)= Gee(S, to)=0,
he(s, to) #0, (4.14)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

€) f (s, to)= g (s, to)=h(s, to)= fe(s, to)= he(s, to)= fee(s, to)= hee(s, t0)=0,
9e(s, to)#0, (4.15)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

f) £ (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=g¢(s, to)= he(s, to)= gee(s, to)= hee(s, to)=0,
fe(s, t)#0, (4.16)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit
olmasidir.
Ispat:
a) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.2.1) in (4.11) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.9) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=ayg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ayp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.11) denklemindeki kosullar (4.10) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,

H=
=~ -~ =~ 2 (Ary)?
(gt2+ht2)<(—hxl—%Kl—;c1—%(hk1)>(ht+gt)+(tht)(—ZKlz—Z(hK1)2)>+(K1htgtt—Kigthtt)<%+(th)>_

\/%(thtgts_xlgthts)(_(Ekl)(ht"'gt))

((K12+(fml)z)(gtz+ht2)—(—(ﬁx1)(ht+gt>)z)J (= (A1) (Ge+he)2+(cs e )2+(~1619¢)>
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sabit oldugu gortiliir.

b) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.2.1) in (4.12) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.9) denkleminde yerine yazilirsa P (s, tg)=ayg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ayp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.12) denklemindeki kosullar (4.10) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

(ft2+ht2)‘/%(ﬁklht %Kﬁ(’clht)(_'ﬁz_%(H’Cl)‘z(ﬁ’fl)z)+(ﬁk1ft)(_(i7k1)2 —2(ﬁk1)2))+
~ \2
(—hrey h:f::+ﬁklfthtt)<%+@>_
\/%((_HKI ht) (ft5)+(’c1ht+;ix1ff) (ftkl_htﬁk1)+(ﬁk1ft) (hts))(_K1ft+Hk1ht)

H=
(a2 (Brer)”) (2402 = (= firirca o) |V (e R 2+ G+ f) 7+ (e f)?

sabit oldugu goriiliir.

c) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.2.1) in (4.13) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.9) denkleminde yerine yazilirsa P (s, tg)=ayg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ayp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.13) denklemindeki kosullar (4.10) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

H=
- ~ ~ - - - 2 (Feq)?
(ft2+gt2)\/%<<h’clgt%Kl_’clgt%(h’cl)>+(h’clft)(_’clz_2(hK1)2)>+(_hxlgtftt+h’€1ftgtt)<%+@>_

%((_Eklgt) (Fes—gex)+ (R fr) (feka + ges) +(—K1 ge+ Rk f) (gtﬁxl))(_’clft_ﬁxlgt)

(a2 (er)*) (52 +967)~ (ke fi=Fir 9¢)” W (Tekr 9007+ (i F) 7+ (—1er g T f)?

sabit oldugu goriiliir.

d) Sapma fonksiyonlari Teorem (4.2.1) in (4.14) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.9) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=ayg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ayp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.14) denklemindeki kosullar (4.10) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,

~ 9 ~
(h;cl &Kl—K‘13 —Kli(hkl)>
VBrer? |~ (Frey ) ey

sabit oldugu goriilir.

H=

e) Sapma fonksiyonlari Teorem (4.2.1) in (4.15) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.9) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=ayp(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ayp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.15) denklemindeki kosullar (4.10) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,
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E;q%;cl—}cl%(ﬁxl)
\/EKIZ (HK1)2+K12

sabit oldugu goriiliir.

H=

f) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.2.1) in (4.16) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.9) denkleminde yerine yazilirsa P (s, tg)=ayg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
ayp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.16) denklemindeki kosullar (4.10) formiiliinde
yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

1-2h?

H=—
4h?

sabit oldugu goriiliir.

Ornek 4.2.2: o(s)= (— €0SSs,—=sins ) 0 < s < 2m birim hizli egrisini alalim. Egrinin

’\/—

Frenet vektorleri asagidaki sekilde bulunur.

'z)

"(s)= (— L gi
T (s) =a'(s)= ( ﬁsms,\/_coss, \/_)
T'(s)= o'’ = (_L ol 0)
S)=a"(s) = 7 €0SS, — = Sins,

k=Tl =5

1 1
a” (s)|| = —=+/sin?s + cos?s + 02 = —
lla” ()l ﬁJ 5
a”(s)
N(s) = —-——— = (—coss, —sins,0
EROINR )

B =TxN = %(sins, coss,—(sin?s + cos?s))= «/ii( sins,— coss,1)
1 1 1

1 1 .
—cos?s — —=sin’s+0

K2=—(B’,N):—(—ﬁ = ):

Sl

1
- e -0
hi(s) = LD _ V2 _ q gir,

K1(S) \%

Sapma fonksiyonlar1 Teorem 4.2.1” in (4.15) kosulunu saglayacak sekilde
f(s, to)=e5t, g(s, to)=t3,h(s, to)=0
(Burada h; (s, tg) = he(s, t5)=0, g¢ (s, to) = 3t% = 0, gt (s, to)=6t = 0,f;(s, to)= e° # 0) ve

to = 0 segilirse o egrisi boyunca ortalama egriligi

1 1
o= N 'O_E'O _

e @

26



olan (4.9) ile verilen P(s, t) ylizeyi igin;

N = 3 _
P, (s, tg)= ( coss,\/_sms, \/_) +e t( \/_sms,\/_coss, \/_) + t>(—coss, —sins, 0) +
0 (\/—7 sins, — \/_coss, \/_)

P,(s,t ( — eSt=sins —t3 Lsins + eSt < coss — t3sins, — —est)
5 (s, to)=|—=coss 7 Sins coss \/_s s + et coss s s\/_+\/_

ylizeyi elde edilir.

4.3. TB- Smarandache Egrisi

arg(s), 3-boyutlu Lie Gruplarinda k;(s) ve (k; — k) (s) egrilikli birim hizh regiiler bir
egri alahm. agpg(s) egrisini {T(s),N(s),B(s)} Frenet catisina bagl olarak yazilan yiizeyler
parametrik olarak;

P(s, t)= % (T(s) + B(s)) + f(s,)T(s)+g(s,t)N(s)+h(s, t)B(s) (4.17)
Li<s<L, Ty <t<Ty,
(4.17) yiizeyi ile verilir.

f(s,to)=g(s,to)=h(s, tx)=0 kosulunu saglayan f(s,t),g(s, t),h(s,t) reel degerli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 varsa a(s)egrisi P(s,t) yiizeyi lizerinde bir izoparametrik
egridir veya P(s,t) yiizeyi a(s) egrisinden geger denir. Burada f(s,t),g(s,t)h(s,t)
fonksiyonlarina (sapma fonksiyonlar1) C! smifindan marching-scale fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlarin degisik se¢imlerinden agg(s)egrisinden gegen yeni yiizeyler elde edilecek ve

arg(s)egrisi boyunca ortalama egriliginin sabit olmasi igin yeterli sartlar elde edilecektir.

T'=wk,N, N' = —iqT + (k, —%;)B, B' = —(k; — ;)N

P(s,6) =(fs = g1e2) T()*( 5101 — 35 (ep = T+ iy g = hlicy = FDIN(S)+(g (i, —
1) *hs) B(s)

Py(s, to)= K1 N(s) — \/._(Kz K3) N(S)

Pe(s, t)= fe T(s)+ge N(s)+he B(s)

Pie(s,t) = frt T(S)* gee N(S)* hye B(S)

Pes(s,to) = (fes — geka) T(S)+ (fekatges — he (e — K2)) N(8)+ (e (12 — K2)+ hes) B(S)

P (s, to) =
T(S)(\f’fl(’fz Kz)\/—’ﬁz) N(S)(\/—a Kl\/_OS (k — 1))+ B(S)(\/—’Q(Kz
Kz)"'ﬁ (k; — K2)?)

olup,
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Py(s,tg)XPe(s,tg)

.U(S' tO): [[Ps(s,t0) X Pe(s,to)ll

Pu(s,t0) X P (s, t) = 75 (=(ca = The +1rhy ) T()* (K fy (i — T fr) B(s)

1P (s, to) X Pe(s, to>||=J§ (=COcz = FDhy + 11k )2 +5 (—1sfi + (6 — T f)?

Dolayisiyla yiizeyin birim normal vektor alant

1 - 1 _
(s, t) = \/_E(_(KZ_KZ)ht +K1he )T(S)"'ﬁ(—'ﬁft"'(’fz—Kz)ft)B(S) __he—fe
\/%(—(Kz —K2)h +K1he )2+%(_K1ft+(’€2_’€—2)ft)2 (he?~£:%)

seklindedir. ortalama egriligi hesaplamak icin, birinci ve ikinci temel form katsayilar1 asagidaki

sekilde hesaplanir.

E(s,to)= (P, Po)= 5 (11 — (1 = 763))?
F(s,to)= (P, Pr)= 75 (11 = (ic — 12))ge
G(s,to)= (P, Py)= fi°+g.2+h,”

1

(h:)(— %xlz%xl(xz—x—z))—(ft)( 571 (<2 —70)— 5102 ~73)?)

I(s, to)= (u(s, to), Pss) =
(htz—ftz)

(he) (frs—gtk)—(f) (ge (ko —K2)+ hes)
(htz—ftz)

m(s, to)=(u(s, to), Pes)=

— _ (W) fee—(f)h
n(s, to)= (u(s, to), Pee)= ———===" Uhe
/(htz—ftz)

yukarda bulunan ifadeleri asagidaki ortalama egrilik denkleminde yerine yazilirsa

_lG+nE-2mF
2(EG—F?)

1

(1o (o) (= s i )= (a5 (k) ) e e (=)~

2(F0er=Rren)ge )((he) Yes=geren) =) (gehrer + hes))

H=
(((K1—EK1)2)(ft2+gt2+ht2)—((’€1—’~”€1)gt)2> (htz_ftz)
(4.18)
denklemimiz (4.18) seklinde elde edilir. i(s) = % olarak alnacaktir.
1

Teorem 4.3.1: arg(s), L1< s <L,, birim hizli, egriligi sifirdan farkli olan bir egri
olsun. ayg(s) egrisinin (4.17) ile verilen yiizey tizerinde parametre egri olmasi ve yiizeyin bu egri

boyunca sabit ortalama egrilikli olmasi i¢in yeterli kosullar
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a) £(s,t0)= g (s, to)= h(s, to)=fi(s, to)= fre(s, to)=0,
9i(s, to)=h:(s, ty) =sabit #0, (4.19)
h(s) #1=sabit, k,(s)=sabit

veya

b) £ (s, to)= g (s, to)= h(s, to)=9g:(s, to)= gt (s, to)=0,
ft(s, to)=he(s, to) =sabit #0, (4.20)

h(s)=sabit, k,(s)=sabit
veya

C) £ (s, to)= g (s, to)= h(s, to)= he(s, to)= hee(s, t0)=0,
fi(s, to)=g:(s, to) =sabit #0, (4.22)
h(s) #1=sabit, k,(s)=sabit

veya

d) f (s, to)= g(s, to)= h(s, to)=fc(s, to)= e (s, to)= fee(S, to)= gre(s, to)=0,
h(s, t0)#0, (4.22)
h(s) #1=sabit, k,(s)=sabit

veya

€) f(s,to)= g (s, to)= h(s, to)= fe(s, to)= he(s, to)=fre(s, to)= hee(s, to)=0,
91(s, to)#0, (4.23)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

f) (s, t0)=g(s, to)= h(s, t0)=g¢(s, to)= he(s, to)= gee(s, to)= hee(s, to)=0,
fe(s, to)# 0, (4.24)
h(s) #1=sabit, k,(s)=sabit
olmasidir.
Ispat:
a) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.3.1) in (4.19) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.17) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=arg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arg(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.19) denklemindeki kosullar (4.18) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;
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= (gt2+ht2)
VZhe(1-R)

H
sabit oldugu goriiliir.

b) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.3.1) in (4.20) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.17) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=ayg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.20) denklemindeki kosullar (4.18) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

_(ft2+ht2)<(ht)(— K1 2+ ey )= (f) <K1 Hkl_(H’Cl)z))+(htftt_fthtt)(K1 —E’ﬁ)z

V2(((er=Rea)*) (2 40e2)) (2= 12)

sabit oldugu goriiliir.

) Sapma fonksiyonlari Teorem (4.3.1) in (4.21) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.17) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=arg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arg(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.21) denklemindeki kosullar (4.18) formiiliinde
yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

_—(r*+g)R
V2fe* (1-h)
sabit oldugu goriiliir.

d) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.3.1) in (4.22) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.17) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=asg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arg(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.22) denklemindeki kosullar (4.18) formiiliinde
yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,
sabit oldugu goriiliir.

e) Sapma fonksiyonlari Teorem (4.3.1) in (4.23) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.17) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=ag(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.23) denklemindeki kosullar (4.18) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,

H=0
sabit oldugu goriiliir.

f) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.3.1) in (4.24) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.17) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=arg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arg(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.24) denklemindeki kosullar (4.18) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,
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_ R
e

Sabit oldugu goriiliir.

Ornek 4.3.2: o(s)= (—coss sins

V2

Frenet vektorleri asagidaki sekilde bulunur.

V2/)’

1 1
sins,— 7z COSS

T(s)=a' ()= (-3

%)
T'S)=a'"(s) = (—%coss, —%sins, 0)

, 1
=TGN =3

lla” (s)]| = %\/sinzs + cos?s + 02 =

Sl

_ e
N(s) = el (—coss, —sins, 0)

B =TxN = %(sins, coss,—(sin’s + cos?s))= %( sins,— coss,1)
= 2([T,N],B) = 5(T X N, B) = (B, B)=0

kK, = —(B',N) = — L cos?s — —sin?s + 0) =

(_ﬁ V2

Sl

i) = SO 0 g g

K1(S) %

Sapma fonksiyonlari Teorem 4.3.1° in (4.23) kosulunu saglayacak sekilde

f(s, to)=st3, g(s, ty)= ssint,h(s, ty)= 0

) 0 < s < 2m birim hizli egrisini alalim. Egrinin

(Burada ht(S, to) = htt(s, t0)= O,ft(S, to) = 3St2 = O, ftt(S, to) = 6St = O,gt(S, tO)ZSCOSt *

0) ve t, = 0 segilirse a egrisi boyunca ortalama egriligi

H=0

olan (4.17) ile verilen P(s, t) ylizeyi i¢in;

P;(s, tg)= ( coss,\/_sms, \/_) + st3 (—\/—gsins,\/_coss, \/_) + ssint(—coss, —sins, 0) +

0 (ﬁ sins, — \/_ COSS, T_)
_ <43 L _ 3 - —
P;(s, ty)= ( coss — st \Fsms ssmtcoss,\rsms + st \/_coss ssmtsms,\/_
1
7t°)
yiizeyi elde edilir.
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4.4. TNB- Smarandache Egrisi

aryg(s), 3-boyutlu Lie Gruplarinda x4 (s) ve (k, — k3)(s) egrilikli birim hizl regiiler bir
egri alalim. apyg(s) egrisini {T(s),N(s),B(s)} Frenet gatisina bagli olarak yazilan yiizeyler

parametrik olarak;

P(s, t)= \/% (T(s) + N(s) + B(s))+f (s, t)T(s)+g(s,t)N(s)+h(s,t)B(s) (4.25)

Li<s<L, T{ <t<T,,
(4.25) ylizeyi ile verilir.

f(s,tg)=9g(s,tg)=h(s,ty)=0 kosulunu saglayan f(s,t),g(s,t),h(s,t) reel degerli
diferansiyellenebilir fonksiyonlar1 varsa a(s)egrisi P(s,t) yiizeyi {lizerinde bir izoparametrik
egridir veya P(s,t) ylizeyi a(s) egrisinden gecer denir. Burada f(s,t).g(s,t),h(s,t)
fonksiyonlarina (sapma fonksiyonlar1) C! simifindan marching-scale fonksiyonlardir ve bu
fonksiyonlarin farkli segimlerinden arygp(s) egrisinden gegen yeni yiizeyler bulunacak ve
yilizeyin aryg(S) egrisi boyunca sabit Ortalama egrilikli olmasi igin yeterli sartlar elde edilecektir.

T'"=x,N, N' = —i;T + (k, —%3)B, B' = —(k;, —K3)N
Pi(s,) =(=t1 + fs = gx0) T(8) +(F551 — 75 (k2 = 3) + fiy + g5 — h(icp =
RIN(S) + (5 (e, = 1) + g1y — 1) +hs) B(s)
Pi(s, to)= (= 5 11) T($)H( K1 — 5 (2 = ) N()+( 5 (2 = 762)) B(s)
P(s, t)= f; T(s)+g: N(s)+h; B(s)
P (s,t) = fee T(s)+gee N(s)+hee B(s)
Ps(s,to) =(fts(s,t) — gerer) T(s) +(ferr+ges(s, t) — he (e — 12)) N(s) +(ge (2 —
1) + hus(s,0)) B(s)
Pss(s,to) =T(s) \/%(— %K1+K1(K2 —12)% — K1 *)+N(s) %(% Ky — K% — %(Kz —K) —
(e, = T2 IB(5) 5 (11 Uz = 1) = (b2 = )2 + 5= (1 — )
olup,

Py(s,tg)XPe(s,tg)

,U(S: t0)= [1Ps(s,t0) X Pe(s,t) ||

P(s,to) X Pe(s, to)= %(—(Kz —K)hetr he — (kK —13)ge) T(s)+ \%(’ﬁht"'(’fz -
)f0) N($)+ (=K1 ge—rr fyt (e, = 72D f) B(s)

|12 (s, to) Pe(s, to)ll=

\/%\/(_(Kz —K)he + kihe — (K, —13)ge )* + (kihe + (ki — 1) f)? + (K1 ge — K fe + (ki — 1))

Dolayisiyla yiizeyin birim normal vektor alani
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(=G =T e+ he— (K2 —K2) e )T () + (k1 A+ (K2 =KD [N () + (=K1 g — K1 fr + (k2 —KZ) f) B(S))
V(=G =T he+ K1 he— (K —K7) gp )2+ (i1 he+ (10 —K2) f) 2+ (=K1 ge—teq fe+ (k2= K) fi) 2

U(s,t0)=

seklindedir. ortalama egriligi hesaplamak igin, birinci ve ikinci temel form katsayilar1 agagidaki

sekilde hesaplanir.

—\\2 _
E(s, to)=(Ps, Ps) = \/%’ﬁz*' % (k= (1, = 5))" + % (Kp — 12)?
F(s,t0)= (Po Pty = 75 (—rafy + (ey = (2 = 1)) ge + (icp = K2y
G(s,to)= (P, Py) = f; 49, 2+h,”

l(S, tO)z (H(S‘, tO)' Pss) =

a — —— _— a a e — —
(= §K1+K1(Kz—Kz)—K12)(—(K2—Kz)ht+’€1ht—(’Cz—Kz).gt)"'(@’ﬁ—’ﬁz—a(icz—Kz)—(Kz‘Kz)Z)(Mht*'(Kz—Kz)ft)+

ﬁ( <K1(Kz—@)—(Kz—@)2+%(K2—E)>(—K1gt—'€1ft +(r2-%2)ft) >

V(=T he+r1he— (2 —K2) gt )2+ (1 he+(x—F2) 1) 2+ (—K1ge—K1 fe+(k2—K2) ) 2

m(s, t0)=</.l.(S, tO)' Pts)z
((fts_gt’cl)(_(lcz_K_Z)ht‘l"clht_(’cz —1%2)90)+(r1 fr+Ges—he (e —%3)) (kg he+(icy —K_z)ft)+>
(ge(ka—K)+ hes) (K1 ge—Ka firt (K=K ft)
J(=Gez =1 hetic he— (16, —KZ) g )2+ (11 he+ (16, —K2) f1) 2+ (=K1 Ge— K1 fe+ (e =K fe) 2

n(s, to)=(u(s, to), Pet)=
(=(ea—1)he+i he— (ke —K3) go) fre + (erhe = (ko =KD fr) Geet (k1 ge—ka fr + (62— K3) f) her

V(=G =D e+ K1 he— (K —K2) ge )2+ (1 he+ (=K ) 2+ (—K1 ge—Kq fe+ (k2= F2) fi) 2

yukarda bulunan ifadeleri asagidaki ortalama egrilik denkleminde yerine yazilirsa,

_lG+nE-2mF
2(EG-F?)

i<(_ %K1+K1 Tucl—lclz)(—ﬁkl ht+K1ht—i~1K1gt)+(%K1—K12 —%(Tml)—(fml)z)(lcl he+hics fi)+

s (reaires=(Brer)” +35(Foer) (= Knge=rcs it i o)
%((_Hxlht+K1ht_HK19t)ftt+(tht_ﬁklft) Gee+(—K19t—K1 [t +HK1ft)htt)(K12+ (K1—H’€1)2+(HK1)2)—
i<(fts_gtK1)(_Tl’clht‘H{lht_HKlgt)"’(Klft"'gts_htﬁkl)(tht"'ruclft)"'
V3 (gehres+ hes)(=Kk1ge—K1 fethres fy)

(K12+ (1 =RiKy)? + (Ry ) (fe2 +ge2+he?) -

(_Klft"'(xl_Hxl)gt'l'ﬁklht)z

)(ftz +g¢2+he?)+

)(—K1ft+(’€1—ﬁ’€1)gt+ﬁ’€1 ht)

w N

)(\/(—H'ﬁht""ﬁht—ﬁmgt )2+ (i he+hies )2 +(—kq ge—Kq fe+hic fr) 2)

(4.26)
Ortalama egrilik denklemi (4.26) seklinde elde edilir. fl(s)=M olmak iizere,

K1(S)

Teorem 4.4.1: aryp(s), L1< s <L,, birim hizli ve egriligi sifir olmayan bir egri
olsun. apyg(s) egrisinin (4.25) ile verilen yiizey lizerinde parametre egri olmasi ve ylizeyin bu
egri boyunca Ortalama egriliginin sabit olmasi i¢in yeterli kosullar

a) (s, to)= g (s, to)= h(s, to)=fe(s, to)= fee(s, to)= O,

gi(s, to)=h(s, ty) =sabit £0, (4.27)
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h(s)=sabit, k,(s)=sabit
veya

b) f(s,to)= g (s, to)= h(s,to)=ge(s, to)= gee(s, to)= 0,
fi(s, to)=h¢(s, ty) =sabit #0, (4.28)

h(s)=sabit, k,(s)=sabit
veya

¢) £(s,to)=9g (s, to)= h(s, to)=he(s, to)= hee(s, to)=0,
ft(s, to)=9g:(s, to) =sabit #0, (4.29)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

d) f (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=f:(s, to)= g¢(s, to)= fre(S, to)= Gee(S, t0)=0,
h:(s, ty) =sabit #0, (4.30)

h(s)=sabit, k,(s)=sabit
veya

€) f(s,to)= g (s, to)=h(s, to)= fe(s, to)= he(s, to)= fee(s, to)= hee(s, to)=0,
9e(s, to)#0, (4.31)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit

veya

f) £ (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=g¢(s, to)= he(s, to)= gee(s, to)= hee(s, to)=0,
ft(s, to) =sabit #0, (4.32)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit
olmasidir.
Ispat:
a) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.4.1) in (4.27) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.25) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=aryg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arnp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.27) denklemindeki kosullar (4.26) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,
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%((HK]_ %Kl)(ht+gt)+(—2%K1—%(ﬁkl)—z(ﬁKl)z)(Kl ht)iKlgt%(HKl))(th +ht2)+

%(tht gtt_Klgthtt)(K12+ (K1—H’€1)2+(HK1)2)—
2((—gtM)(—HMht+’f1ht)+(9ts—htﬁk1)(’€1ht)—’€1gt hts)% ((,1—hK1)ge+hrshe)

g(’ﬁz"' (r1—hK1)? + (ﬁ’ﬁ)z(gtz‘*htz)— ((Kl_H’Cl)gt+ﬁ’c1ht)2)\/(_ﬁklht"'tht_Eklgt )2+ (1 he)2+(—K1G0) 2

Sabit oldugu goriiliir.

b) Sapma fonksiyonlar: Teorem (4.4.1) in (4.28) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.25) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=aryg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arnp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.28) denklemindeki kosullar (4.26) formiiliinde
yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

H=

\%((fircl %Kl)(ht+ft)+(—2K12+2K1 Ekl—z(fucl)z)(rcl ht+ﬁklft)+(Klft—rclht)%(fml))(ftz +he?)+
%((—Eklht+K1ht)ftt+(—K1ft +Eklft)htt)(1c12+ (K1—5K1)2+(5K1)2)—
2((fes) (~Rrex he+icy he)+ (i1 fo=hehiey ) (k1 he+ Riea fo )+ Ches) (= fet R fr) ) 75 (=t fet e )
%(K12+ (k1—hK )2 + (E}cl)z(ft2+ht2)— (—xlft+ﬁxlht)2)\/(—ﬁxlht+;c1ht )2+ (kg hp+hicy fo) 2+ (=K frHRicy fe) 2

sabit oldugu goriiliir.

c) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.4.1) in (4.29) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.25) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=aryg(S) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arnp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.29) denklemindeki kosullar (4.26) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

H=
\%((Tml 2 exmtes 2 iey) )t 0+ (2 ey ey 20y ) e ft)>(ft2+ 9:2)+
2 (~TiK1ge fee—Tres fo gee) (122 + (ka—Rae) >+ (s ) )
2(—feshicy ge+(ka fet ges) (R fe) +(gehrer ) (—ka fet Ak fr) i(‘Mfr"‘(’ﬁ—f~l'€1)gt)
V3

20612+ Ger=Ri0)? + (Raey ) (fi2+962) (—rcafer Oea—Tires) ge) "W (P2 g Y2+ (s fo) 2+ (=K1 Ge—ra et R, ) 2

sabit oldugu goriiliir.

d) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.4.1) in (4.30) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.25) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=aryg(S) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
arnp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.30) denklemindeki kosullar (4.26) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa,

( ﬁ;cl%;cl +2hK K12 =213 —xli(ﬁxl))(htz)

H="— — =
m(’clz‘l' (Kl—hkl)z )\/ (—hK1+K1 )2+K12

sabit oldugu goriiliir.
e) Sapma fonksiyonlart Teorem (4.4.1) in (4.31) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar

(4.25) denkleminde yerine yazilirsa P (s, ty)=aryg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan

35



aryp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.31) denklemindeki kosullar (4.26) formiiliinde
yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;
H:—HK:]_ %Kl—lc]_%(ﬁk?’l)
(ka2 + (ixy)*)?

sabit oldugu goriiliir.

f) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (4.4.1) in (4.32) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(4.25) denkleminde yerine yazilirsa P(s, ty)=aryg(s) olur, dolayisiyla parametrik egri tanimindan
aryp(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (4.32) denklemindeki kosullar (4.26) formiiliinde

yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine yazilirsa;

(Raes 2orey 2R ) — ks 2Ry )+2kc4 (Fikcy ) )

%( (e =hier)? + (H'Cl)z(ftz))«/(rl'ﬁ)”(—K1+5K1) 2

H=

sabit oldugu goriiliir.
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5. LiE GRUPLARINDA ALTERNATIF { N, C, W} CATISI ILE
VERILEN EGRi BOYUNCA SABIiT ORTALAMA EGRILIKLi
YUZEYLER

a: lIc R - G birim hizli regiiler egri olsun. Frenet catisindan farkli bir alternatif cati

{N(s), C(s),W(s)} ile taniml olmak iizere

N'(s)

N(s) = N(s), C(8)= 7

W(s)=N(s) A C(s) seklindedir [17].

aycw (s), 3- boyutlu birim hizli bir egri olsun.{ N,C, W} alternatif hareketli ¢atinin

birinci egriligi x ve ikinci egriligi y olsun. Lie grupta yiizeyimiz (5.1) yiizeyi ile verilir.

P(s,t) = ancw (s)+f (s, )N (s)*+g (s, )C(s)+th(s, )W (s) (5.1)
0<s<l1,

N'(s) 0 x(s) 0 |[N(s)

C'(s)|= [—x(s) 0 y(©)|[C()

W'(s) 0 —y(s) 0 |[W(s)
N'(s) = x(s)C

C'(s) = —x(s)N + y(s)W
W'(s) = =y(s) C

Ayrica burada x= k;v/ 1+ h? ve y— = scklindedir.

W(s) = T(s)+ B(s)

J— J—

C(s)= T(s)+——

Tom T 7 B)
W(s) yi (—h) ile garplp C(s) ile toplarsak;

— AW (s)+ C(s)= m ﬁ_’” T(s) = —(1 + R2)z T(s)

elde ederiz.

T(S)= hW(s) _ C(s)
V1+h2z  y1+h2
T(S): klﬁW(S) _ le(S)

V1+h2  J1+h2

T(S): klEW(si_klc(s)
f(s,tg)=g(s,tg)=h(s, ty)=0 kosulunu saglayan f(s,t),g(s,t)h(s,t) reel degerli

diferansiyellenebilir fonksiyonlar: varsa a(s)egrisi P(s,t) yiizeyi lizerinde bir izoparametrik



egridir denir. Burada f(s, t),g(s, t),h(s, t) fonksiyonlarma (sapma fonksiyonlar1) C! smifindan
marching-scale fonksiyonlardir Bu fonksiyonlarin farkli se¢imlerinden oy (s) egrisinden
gecen yeni ylzeyler elde edilecek ve aycy (S) egrisi boyunca oOrtalama egriliginin sabit olmasi
icin yeterli sartlar elde edilecektir.

P yiizeyinin a(s) egrisi boyunca birim normal vektdr alani

#(Sl )_ ”PS(S,t)XPt(S't)”

seklinde hesaplanir. Yiizeyin birim normal vektor alanini hesaplamak i¢in,
Ps(s,t) = a'+f;N(s)+fN'(s)+gsC(s)+gC' (s)+hsW(s)+hW'(s)
= T+ fN(S)t+ fxC(s)+gsC(s)+g(=xN(s) + yW (s) +thsW (s)+ h(=yC(s))

= FRWOITRED, N (5)+£xC(9)+g5C(5)—gxN(s) + gyW (s)+hy W(S) — hyC(s)

= N(fs — gx) +C (——+fx+gs —hy)+W ( %4 gy +h)
P(s.to)= (- c+ @Dy w
Pi(s,t) = fiN(8)+g.C(s)+h W (s)
P (s,t) = f1eN(8)+gec C(8)+hee W(S)
Pis(s,t) = (fts — 9ex) N (8)+(fex+ges—hey) C () (gey+ hes) W (s)
Pos(s,8) =(fos=gsx = 9 5:2) N*(fy = g)f c+(3ﬁ+fsx+ f3x+gss +hsy —h5y)C

d kih
+(— + fx+gs — hy)(=xN +y) W+(5; i ——tgsyt g; y+hss)W ( "+ gy+h)y C

Prs(s,t0) = ky N (22 = 12y ¢ (o) (=122 4 2oty )

asx

D= 15 Goxrson 0P

-k, k.ih
P,(s,t) X Pi(s,t) = x T]
ft gt hy
:N(_Tkl gt)+C( ft)+W( ft)

IR, 6) X Pels, O [y =2 g2+ (2 2 + (2 2

NG ekt 1w (K

U(s,to)= \/(

k

kip, gz i dalpyz By

E (s, to)= (P, P) = (%)2 + (%E)Z
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F(s, to)= (Ps'Pt>___ t+_ht

X
G(s, to{Pt, Py) = ft2+gt2+ht2

2y _lahyy kg o

J R AR LA

kly 6k1h
X 65 X

ey (CK2n,KaP gy 4 2lah k)

I(s, to)=(u(s, to), Pss) =

(_TIclh ——gt>(frs gtx)+< 1 ft)(ftx+gts hey)+( 1ft)(gty+hts)

m(s, to)= (u(s, to), Prs) =

J (Hap,talg 2y dalpyz Kapye

kl gt)ftt"‘( kih 5 J6) Geet( 1ft)htt

J( "%—Mgt)u( P2+ (K g2

n(s, to)= (u(s, to), Pt) =

Bulunan ifadeleri asagidaki ortalama egrilik denkleminde yerine yazalim.

lG+nE-2mF
2(EG—F?)

(k1<_l;1ht_m‘gt) (asx - )(_ﬁ ) (_kl_y"':sk;h)(k_lft)>(ft2+gt2+ht2)+

X
((Fentacres (s ()" ()
(( K510, ) frs=ge)+ —th)(ftx+gts—hty)+(ﬂft)(gtymts))(——gﬁ k)
H= (5-2)
2((ﬂ) + 22 (124 g2 402 (g + Kaltp 2 J( LG AL VAL

H=

denklemimiz (5.2) seklinde elde edilir.

Teorem 5.1: oyew(S), L1<s<L,, birim hizli, egriligi sifirdan farkli olan bir egri
olsun. aycw(s) egrisinin (5.1) yiizeyi lzerinde parametre egri olmasi ve yiizeyin bu egri
boyunca Ortalama egriliginin sabit olmasi igin yeterli sartlar

a) £ (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=fi(s, to)= fic(s, t0)=0,

gi(s, tg) =he(s, tg) =sabit#0, (5.3)

h(s)=sabit, k,(s)=sabit, x(s)=sabit
veya

b)f (s, to)= 9(s, to)=h(s, to)= 9¢(s, to)= Gt (s, to)=0,
fi(s, to)=h:(s, ty) =sabit#0, (5.4)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit, x(s)=sabit, y(s)=sabit

veya

O)f (s, to)= g(s,to)=h(s, to)= he(s, to)= he(s, to)=0,
fe(s, t0)=9¢(s, to) =sabit#0, (5.5)
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h(s)=sabit, k,(s)=sabit, x(s)=sabit, y(s)=sabit
veya

d)f (s, to)= g (s, to)=h(s, to)=ft(s, to)= ge(S, to)= fre(S, to)= Gee(s, to)=0,
h¢(s, to)#0, (5.6)
h(s)=sabit, k,(s)=sabit, x(s)=sabit

veya

e)f (s, to)= g (s, to)=h(s, to)= fi(s, to)= he(s, to)= fee(s, to)= hee(s, t0)=0,
9e(s, to)#0, (5.7)
‘h(s)=sabit, k,(s)=sabit, x(s)=sabit

veya

0)f (s, t0)= g (s, to)=h(s, t0)=g¢(s, to)= he(s, to)= gee (s, to)= hee(s, to)=0,
fe(s,t0)# 0, (5.8)
‘h(s)=sabit, k,(s)=sabit, x(s)=sabit, y(s)=sabit
olmasidir.
ispat:
a) Sapma fonksiyonlart Teorem (5.1) in (5.3) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(5.1) denkleminde yerine yazilirsa P(s,to)=aycw(s) olur, dolayisiyla parametrik egri
tanimindan a /() egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (5.3) denklemindeki kosullar (5.2)
formiiliinde yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine

yazilirsa;
-k kih = k kb
<k1(Tlht—%gt»(gtz+ht2)—2((—k1ht—k1hgt)(—gt))(—jlgt"' %ht)

k12, (k1R)? ki kafy 2\ [(=ka, kaR )P
()4 Joersned-(Lpa i)’ (om0

sabit oldugu goriiliir.

H=

b) Sapma fonksiyonlar: Teorem (5.1) in (5.4) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(5.1) denkleminde yerine yazilirsa P(s,ty)=aycw(s) olur, dolayisiyla parametrik egri
tanimindan ayy/(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (5.4) denklemindeki kosullar (5.2)
formiiliinde yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine

yazilirsa,
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H=
(1 ot g~ 2 () (2w ) ) Yo ey oS () (4 )
2((_—1:1’11:)(/75)"'( %ﬁft) (fex—hey)+( k—xlft) (hts)>( %ﬁht>

2(((%)2 () Jo fz*’lfz)‘(ki—ﬁhf)Z)J Ctngyze a2 (g2

sabit oldugu goriiliir.

¢) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (5.1) in (5.5) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(5.1) denkleminde yerine yazilirsa P(S,tq)=aycw(s) olur, dolayisiyla parametrik egri
tanimindan ay ¢y () egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (5.5) denklemindeki kosullar (5.2)
formiiliinde yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine

yazilirsa;

H=
(h(—k;—ﬁgt)"'( % = @)( %ﬁft)"' (—1{17}’"'%)( %ft))(ftz+gt2)+<(_%gt)ftt+( k,lc—ﬁft)gtt><(%)2+ (%E)z>—
2<<—%gr>(fts—gtx)+(%ft)(ftﬁ'gts)‘l'(%ft)(%ﬁ)(—%gt)
{0 (5 0 (- () (3

sabit oldugu goriiliir.

d) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (5.1) in (5.6) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(5.1) denkleminde yerine yazilirsa P(s,to)=aycw(s) olur, dolayisiyla parametrik egri
tanimindan ey (s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (5.6) denklemindeki kosullar (5.2)
formiiliinde yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine

yazilirsa;

X
H=>-

sabit oldugu goriiliir.

e) Sapma fonksiyonlar1 Teorem (5.1) in (5.7) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(5.1) denkleminde yerine yazilirsa P(s,to)=aycw(S) olur, dolayisiyla parametrik egri
tanimindan ayy/(s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (5.7) denklemindeki kosullar (5.2)
formiiliinde yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine

yazilirsa,

H=(35)

sabit oldugu goriiliir.
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f) Sapma fonksiyonlart Teorem (5.1) in (5.8) denklemindeki sekilde alinirsa ve bunlar
(5.1) denkleminde yerine yazilirsa P(S,tq)=aycw(s) olur, dolayisiyla parametrik egri
tanimindan ey (s) egrisi parametre egrisi olur. Son olarak (5.8) denklemindeki kosullar (5.2)
formiiliinde yerine yazilirsa ortalama egrilik sabit olur. Gergekten verilen sartlar yerine

yazilirsa,

sabit oldugu goriiliir.
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6. SONUCLAR

Bu tez c¢alismasinda 3 boyutlu Lie gruplarda alinan keyfi bir egrinin Frenet ¢atisina gore ve
sapma fonksiyonlar1 olarak adlandirilan C* siifindan fonksiyonlara bagh yiizeyler olusturuldu. 3
boyutlu Lie gruplarda Smarandache egrileri ve yine 3 boyutlu Lie grubunda alternatif {N, C, W}
catisina gore ortalama egriligi sabit olan yiizeyler olusturuldu. Daha sonra elde edilen ylizeylere

ornekler verildi.
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