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OZET

Bu tez calismasinin Girig bdliimiinde, calismanin amacina, teknolojideki yerine,
uygulama alanlarina ve bu alanda yapilmis diger ¢alismalara yer verilmistir. Genel
Bilgiler bolimiinde, Bulgular boliimiinde kullanilacak olan temel kavramlardan
detaylica bahsedilmistir. Materyal ve Yontem boliimiinde, ¢alismanin ana konusu olan,
3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisi hakkinda
bilgi verilmistir. Bulgular boliimii ise ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu
boliimde oOncelikle Lorentz uzayindaki timelike asal normalli spacelike Salkowski
egrisinin yay uzunlugu ve Darboux vektorii hesaplanmistir. Daha sonra bu egrinin

kiiresel gosterge egrilerinin Frenet catilari, egrilikleri, Frenet tiirev formiilleri, Darboux
vektorleri, yay uzunluklar, B>, H? (hiperbolik birim kiire) ve S? (Lorentzian birim
kiire) ye gore geodezik egrilikleri hesaplanmistir. Ayrica bu kiiresel gosterge egrilerinin
bu kiireler iizerindeki grafikleri cizilmistir. Sonu¢ ve Oneriler boliimiinde ise bu

caligmadan elde edilen sonuglar ve yapilabilecek olan yeni ¢alismalar hakkinda oneriler

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet gatisi, Geodezik egrilik, Salkowski egrisi, Kiiresel

gosterge egrileri.
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SUMMARY

In the Introduction part of this thesis, the purpose of the study, its place in
technology, application areas and other studies in this field are given. In the
Preliminaries section, the basic concepts that will be used in the Findings section are
mentioned in detail. In the Materials and Methods section, the information about the
timelike prime normal spacelike Salkowski curve in 3-dimensional Lorentz space,
which is the main subject of the study is given. The Findings section is the original part
of the study. In this section, firstly, the arc length and Darboux vector of the timelike
principal normal spacelike Salkowski curve in Lorentzian 3-space are calculated. Then,

the Frenet frames, the curvatures, the Frenet derivative formulas, the Darboux vectors,

the arc lengths and the geodesic curvatures according to E’, H’ (hyperbolic unit

sphere) and S? (Lorentzian unit sphere) of the spherical indicatrix curves of this curve

are calculated. In addition, the graphs of these spherical indicatrix curves on these
spheres are drawn. In the Conclusion and Suggestions section, the results obtained from
this study and the suggestions about new studies that can be done are given.

Keywords: Frenet frames, Geodesic curvature, Salkowski curve, Spherical

indicatrix curves.
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1. GIRIS

Oklid MO 330-275 yillar1 arasinda yasamus Iskenderiyeli bir matematikgidir.
Oklid gelmis ge¢mis matematikgilerin iginde adi geometri ile en ¢ok dzdeslestirilen
kisidir. Geometri diinyasinda kapladig1 bu seckin yeri kendisinin biiyiik bir matematik¢i
olmasindan ¢ok geometrinin baglangicindan kendi zamanina kadar bilinen ismi ile
Ogeler (Elementler) admi tasiyan kitabinda toplamasina borgludur. Geometri
bilgilerinin yani sira bu bilgileri sistematik bir yapr olarak isleyen 13 ciltlik kitab1
“Elementler” bu alandaki ilk kapsamli ¢alismaydi, (Sekil 1).

Sekil 1. Oklid’in Elementler kitab1 (URL-1).

[k tam Tiirkge cevirisi Prof. Dr. Ali Sinan SERTOZ tarafindan (2019) yapilan bu
kitabin 6n kapaginda goriilen papiriis parcasinin lizerinde Elemanlar’ in ikinci kitabinin
besinci 6nermesi bulunmaktadir, (Sekil 2). M.S. 75 ile 125 yillar1 arasinda tarihlenen bu
papiriis Elemanlar’ in en eski belgesidir. Glinlimiize ulasan en eski Elemanlar yazmasi
ise bu papiriisten yaklasik yedi yiiz yil sonra yazilmistir. Kendinden 0Onceki
Tales, Pisagor, Platon, Aristotales gibi matematik¢i ve geometricilerin ¢alismalarini
temel alan Oklid’in bu yapiti, iki bin y1l boyunca énemli bir bagvuru kaynagi olarak
kullanilmigtir. Oklid’in her &nermeyi daha onceki &nermelerden ¢ikarma yontemi,
kendisine atfedilen “Geometrinin Babasi” soziinii de hakli kilar. Bu kitaptaki Oklid
Geometrisi; dogru, ¢cember, paralel dogrular, acilar, benzer iicgenler, diizglin ¢okgenler,

diizlemler gibi konular inceler.
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Sekil 2. Prof. Dr. Ali Sinan Sertdz tarafindan Tiirkce’ye ¢evrilen Oklid’in Elementler
kitab1 (URL-2).

Bu geometri ii¢ temel kavrama dayandirilmistir. Tanimlar, alisilan anlamda, yani
kendine 0Ozgii birtakim oOzellikleri olan geometrik nesneleri belirlemek ya da
digerlerinden ayirmak i¢in onlara kisaca ad vermekten ibarettir. Aksiyomlar,
dogrulugundan siiphelenmeksizin ispatsiz olarak kabul edilen temel Onermelerdir.
Postulatlar da aksiyomlar gibi ispatsiz kabul olunan ama dogruluklarina o zamanki
anlayisa gore aksiyomlar kadar kesin gozle bakilmayan temel 6nermelerdir. Gliniimiizde

bu ¢esit temel onermeler arasinda ayrim yapilmamaktadir.

Oklid’in aksiyomlar1 sunlardir:

1. Bir seye esit olan seyler birbirine de esittirler.

2. Eger esit seylere esit seyler eklenirse, elde edilen biitiinler de esittir.
3. Eger esit seylerden esit seyler ¢ikarilirsa, kalanlar da esittir.

4. Birbirleriyle ortiisen seyler birbirlerine esittir.

5. Biitiin, pargalarindan biiytiktiir.

Oklid’in postulatlari ise sunlardir:

1. Herhangi bir noktadan bagka herhangi bir noktaya bir dogru ¢izilebilir.

2. Bir dogru istenildigi kadar yine bir dogru olacak sekilde uzatilabilir.

3. Herhangi bir merkez ve bir uzunluk verildiginde bir ¢cember ¢izilebilir.

4. Biitiin dik agilar birbirine esittir.

5. Eger bir dogru iki dogruyu kestiginde bu dogrunun ayni tarafindaki i¢ agilar iki dik

acidan kiiciikse bu iki dogru o yonde uzatildiklarinda kesisir.



Oklid’in 5. postulatindan ayrica su bilgiler ¢ikarilabilir:
e Bir liggenin i¢ agilar1 toplami1 180 derecedir.

e Bir dogruya disindaki bir noktadan yalnizca bir tek paralel ¢izilebilir.

19. yiizyilm baslarinda Oklid’in 5. postulatindan ¢ikarilan “bir dogruya disindaki
bir noktadan bir ve yalniz bir paralel dogru cizilebilir” ibaresi matematikgiler arasinda
biiytlik tartismalarin kaynagi olmus ve yeni geometrilerin kurulmasina ilham vermistir.
Bu dénemde Rus matematik¢i Nikolay Lobachevsky (1793-1856), Macar matematikgi
Johann Bolyai (1802-1860), Alman matematikg¢iler Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
ve Bernhard Riemann (1826-1866) Oklid’in 5. postulatin1 kanitlamak yerine bir bagkasi

ile degistirmek tizerine calismalar yaptilar, (Sekil 3).

| - ~ - -
L I

Sekil 3. N. Lobachevsky, J. Bolyai, C. F. Gauss ve B. Riemann (soldan saga) (URL-3,

URL- 4, URL-5, URL-6).

Lobachevsky ve Bolyai birbirinden bagimsiz olarak Hiperbolik Geometri’yi,
Riemann ise Eliptik (Kiiresel) Geometri’yi buldu, (Sekil 4).

- ~_h
Sekil 4. Hiperbolik geometri, Oklid geometri ve Eliptik geometri (soldan saga)

Béylece Oklid Dis1 Geometri kavrami ortaya cikti. Lobagevski nin, Bolyai’nin ve

Riemann’n kurduklart bu Oklid dis1 geometrilere uzun siire ise yaramaz olarak bakild.
3


https://tr.wikipedia.org/wiki/Nikolay_Lobaçevski
file:///C:/Users/Birkan/Desktop/4,

Ancak Einstein, i¢inde yasadigimiz ii¢ boyutlu uzaymn Oklid geometrisine degil, Oklid
dis1 geometriye uydugunu gosterdiginde bu algi tamamen degisti. Bu yeni geometriler o
zamandan beri bircok alanda (fizik, astronomi vb.) kullaniliyor. Bugiin Riemann
Geometrisi (Eliptik geometri) ve Lobacevski Geometrisi (Hiperbolik Geometri)
NASA’nin en ¢ok kullandigr geometrilerdir. Hatta Albert Einstein, “Riemann’in bu
calismasindan haberim olmasaydi gorelilik teorisini hi¢bir zaman gelistiremeyecektim”

demistir, (Sekil 5).

Sekil 5. Albert Einstein’in gorelilik teorisi (URL-7).

Riemann Geometrisi giiniimiizde teorik veya uygulamali fark etmeksizin, bilimin
biitiin alanlarinda kullanilan bir yap1 halini almistir. Riemann geometrisi ile birlikte
"Oklidyen geometri imparatorlugunu”" neredeyse sona erdirmis bir geometri olma
ozelligi tasir. 20. yiizyilda Einstain’in 6zel ve genel gorelilik teorilerinden sonra daha
da 1ilgi cekici hale gelen ve gelisme sansi bulan bu mekanda, fizigin yam sira
diferansiyel geometri ¢aligsmalar1 da 6nemli yere sahiptir.

Oklid dis1 geometrilerin kesfi, sadece matematik degil diisiince tarihinde de bir
dontim noktas1 olarak kabul edilir. Bu sayede i¢inde yasadigimiz evrenin geometrisinin
Oklid dis1 bir geometri (kiiresel geometri) oldugu gosterildi. Kiiresel geometride ¢izgiler
diiz degildir. Bunlar biiyiik dairelerin parcalaridir (yani, bir kiirenin ve kiirenin
merkezinden gecen diizlemlerin kesisiminden elde edilen daireler). 1950 lerde Hendrik
Lorentz ve Herman Minkowski tarafindan ortaya konmus Lorentz-Minkowski uzayz,
teorik fizik ve matematikle ugrasanlarin kapsamli bir sekilde calistig1 bir alandir, (Sekil

6).



Sekil 6. H. Minkowski ve H. Lorentz (URL-8, URL-9).

Lorentz-Minkowski uzayi ile ilgili temel bilgiler kaynaklarda bulunabilir (Beem
vd., 1981; Birman ve Nomizu, 1984; Caliskan ve Ugurlu, 2012; Giir Mazlum, 2023;
Hacisalihoglu, 1998; Hacisalihoglu, 2012; Lopez, 2014; O'neill, 1983; Ozdemir, 2020;
Ratcliffe, 1994; Sabuncuoglu, 2016; Struik, 1961; Senatalar, 1978; Senyurt ve Giir,
2017; Walrave, 1995; Woestijne, 1990; Yiice, 2020).

Diferansiyel geometrideki en ilging konulardan biri egriler teorisidir. Ef teki
diferansiyellenebilir bir («) egrisinin Frenet catisi {'I_:(t), N(t), E(t)} sirastyla T (t)
teget vektorii, N(t) normal vektorii ve B(t) binormal vektdriidiir (Hacisalihoglu,

1998). (a) egrisinin Frenet ¢atisinin her t aninda bir eksen etrafinda anlik bir helis

hareketi yaptig1 varsayilmaktadir. Bu eksene Darboux anlik donme ekseni, bu eksenin
yoniinii veren vektére Darboux vektorii denir. Darboux vektorii yoniindeki birim
vektore pol vektorii denir. Diizenli bir egrinin bu vektorlerinden elde edilen egriligi

x(t) ve burulmasi 7(t) egrinin karakterizasyonunun belirlenmesinde 6nemli bir rol
oynar. Egrinin egriligi egriligi (t) ve burulmasina z(t) gore durumlari;

1. x =0 ise egri bir dogrudur.

2. k(t)= Ove 7(t)=0 ise egri diizlemseldir.

3. x(t)=sbt>0 ve r(t)=0 ise egri, yaricap: r = % olan bir gemberdir.
K
4. k(t)=sbt>0 ve r(t)=sbt =0 ise egri bir dairesel helistir.



T(t
5. % orani sabit ve sifir olmayan egrilik ve burulmaya sahip ise egri genel
K

helistir.

Michel Ange Lancret tarafindan 1802 yilinda ifade edilen ve helis egrisinin
genellestirilmesi olan genel helis egrisi, teget vektoriiniin sabit bir eksenle sabit bir ag1

yapan egri olarak tanimlanir, (Sekil 7).

Sekil 7. M. A. Lancret (URL-10).

Genel helis orneklerine DNA yapisindaki molekiillerin  dizilimi, karbon
nanotiipler, sarmal merdivenler, bir fasulyenin bir ¢ubuk iizerine sarilma sekli ve vida

hareketleri verilebilir, (Sekil 8).

&;.\ . N
Sekil 8. DNA dizilimi ve sarmal merdiven (URL-11, URL-12).

Ote yandan asli normal vektdr alani sabit bir dogrultuyla sabit ag1 yapan egrilere
slant helisler denir. Slant helislerin bir 6rnegi olan Salkowski egrisi (sabit egrilige ve
sabit olmayan burulmaya sahip bir egri ailesi), 1909°da Ernst Leopold Salkowski
tarafindan tanimlanmustir (Salkowski, 1909), (Sekil 9). Benzer sekilde sabit burulmaya



sahip ancak sabit olmayan egrilige sahip egriler ailesi de anti-Salkowski egrisi olarak

bilinir.

Sekil 9. Ernst Leopold Salkowski (URL-13).

O yillardan beri bu egriler iizerine hem 3-boyutlu Oklid uzayinda hem de 3-
boyutlu Lorentz uzaymnda cesitli ¢alismalar yapilmistir. Juan Monterde, Salkowski
egrisini ve Frenet vektorlerinin parametrik denklemini verdi (Monterde, 2009). Abdel-
Aziz ve Saad, 3-boyutlu Lorentz uzayinda 6zel egrilerin Darboux gatis1 tizerinde
calismalar yapmustir (Abdel-Aziz ve Saad, 2018). Aksan ve Giir, 3-boyutlu Lorentz
uzayinda timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin pol gosterge egrisinin
iizerine hesaplamalar yapmuslardir (Aksan ve Giir, 2022). Oklid ve Lorentz uzaylarinda
Salkowski egrisi ve anti-Salkowski egrisi tizerine diger calismalardan bazilar1 (Ali,
2011; Ali, 2012; Senyurt vd., 2015; Senyurt ve Eren, 2020). Alluhaibi ve Abdel-Baky,
3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike ylizeylerin kinematik geometrisi lizerinde
calisma yapmuslardir (Alluhaibi ve Abdel-Baky, 2022). Balci, hiperbolik spinor ve
Minkowski uzayinda Darboux gatis1 tizerinde calismistir (Balci, 2016). Bas ve
Korpmar, spacelike yiizey iizerinde spacelike egrilerin Darboux catisina gore
hissedilebilir akislar1 {izerinde ¢alisma yapmislardir (Bas ve Korpinar, 2013). Bilici ve
Caliskan, 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike binormalli spacelike egri ve
timelike binormalli spacelike egri iizerinde bazi hesaplamalar yapmuglardir (Bilici ve
Caliskan, 2019; Bilici ve Caliskan, 2022). Bilici, timelike-spacelike involiit-evoliit
egriler tizerinde galismistir (Bilici, 2023). Bulut ve Bektas, Minkowski uzayinda &zel
helisler tizerinde ¢alismiglardir (Bulut ve Bektas, 2020). 3-boyutlu Minkowski uzayinda
involiit-evoliit egrileri iizerine pek ¢ok calisma vardir, (Bukcu ve Karacan, 2007;
Erdogdu ve Yavuz, 2019; Giir ve Senyurt, 2012; Giir ve Senyurt, 2013). Capin,
Minkowski uzayinda Kiiresel Gosterge Egrileri lizerinde ¢alismistir (Capin, 2016).
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Giiler, 3-boyutlu Minkowski uzayinda light-like iiretec egrili time-like Helisoidal
ve donel yiizeyler lizerinde calismistir (Giiler, 2010). Benzer sekilde 3-boyutlu
Minkowski uzayinda calismalar mevcuttur (Gir Mazlum vd., 2022; Kiligoglu ve
Hacisalihoglu, 2008; Kiziltug ve Cakmak, 2013; Kiziltug ve Yayli, 2013; Kiilahc1 vd.,
2009; Li vd., 2023; Yilmaz, 2018; Yiiksel vd., 2014). Lorentz uzayinda timelike-
spacelike ylizeyler hakkindaki ¢alismalardan bazilar1 (Izumiya ve Tkeuchi, 2004; Li ve
Pei, 2016; Onder ve Ugurlu, 2013; Ugurlu ve Topal, 1996; Ugurlu ve Kocayigit, 1996;
Ugurlu, 1997). Li ve arkadaglari, birim kiire lizerindeki Legendre egrisi ve n.
mertebeden slant helis egrisi lizerine ¢calismislardir (Li vd., 2018; Li vd., 2020). Yiiksel
ve arkadaslari, Oklid uzaymnda DNA yapismin geometrik &zellikleri iizerine
calismislardir (Yiiksel vd., 2015). Giir ve Senyurt, 3-boyutlu Oklid uzayinda Salkowski
egrisinin  kiiresel gostergelerinin  Frenet vektorlerini ve geodezik egriliklerini

hesaplamislardir (Giir ve Senyurt, 2010).

[E; te diizenli bir () egrisinin birim teget vektorleri, birim Hiperbolik Kiire H
(veya birim Lorentz Kiire S7) tizerinde bir (T) egrisi olusturur. (T) egrisine (a)
egrisinin tegetler gosterge egrisi denir. Benzer sekilde (N), (B) ve (C) sirasiyla («)
egrisinin normaller gosterge egrisi, binormaller gosterge egrisi, pol gosterge egrisidir.
(T), (N), (B) ve (C) gosterge egrilerinin parametreleri sirasiyla t;, ty, t; ve t; dir.

Bu egriler i¢in parametrik denklemler asagidaki gibidir,

(T)=a(t)=T(t) . (N)=a(t)=N(t), (B)=a(t)=B(t), (C)=a(t)=C(t)

Bu tez ¢aligmasinda T} teki timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin

kiiresel gosterge egrilerinin Frenet catilari, Frenet tiirev formiilleri, Darboux vektorleri,

pol vektorleri, yay uzunluklari, B> teki ve H’ birim Hiperbolik Kiire (ve S? birim
Lorentz Kiire iizerindeki) geodezik egrilikleri ve bu kiiresel gosterge egrilerinin HJ

birim Hiperbolik Kiire (ve S birim Lorentz Kiire) iizerindeki grafikleri {izerine

calisilmastir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. <,> :VxV —>R  fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saglarsa (,)
fonksiyonuna V vektor uzay: lizerinde simetrik bilineer form denir.

VabeR ve VY,?,Z eV ig¢in,

i) Bilineerlik Aksiyomu;

(aX +0Y,Z)=a(X,Z) +b(X.Z).
(X,a¥ +b7)=a(X.¥) +b(X Z)
i) Simetri Aksiyom:
(X.¥)=(7.X)

(O’neill, 1983).
Tamm 2.1.2. <,> 'V xV — R fonksiyonu V uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form

olsun.

i) VZeV ve Z=#0 igin <Z,Z>>o ise (,) ye pozitif tammli,

i) VZ eV ve Z=#0 icin <Z Z> <0 ise < > ye negatif tanimli,

i) VZ eV ve Z#0 igin <Z Z> >0 ise <,> ye yari-pozitif tanimli,
iv) VZ eV ve Z+0 icin <ZZ> ise <,> ye yari-negatif tanimli,

V) VYZeV igin <Z,Y> 0=Y =0 ise <,> ye non-dejenere denir

(O’neill, 1983).



Tamm 2.1.3. <> 'V xV — R fonksiyonu simetrik, bilineer ve non-dejenere ise (,) ye

V fzerinde bir skaler (i¢) carpim fonksiyonu, V vektor uzayma da skaler (i¢) ¢arpim
uzayi denir (O’neill, 1983).
Tamm 2.1.4. E® vektor uzaymda Oklid i¢ carpimi

() E*xE* >R, (\7, Z)—><\7, Z>=ylzl+y222+y323,

biciminde tanimlanir. Bdylece {E3,<,>} ikilisi 3-boyutlu Oklid Uzay1 olarak

adlandirilir (Hacisalihoglu, 1998).
Tamim 2.1.5. E? Oklid uzay: iizerinde

058 >R, (5. G) > (7. Q) [P -0 [7G 79

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona Oklid metrigi veya uzaklik fonksiyonu denir.
d (5, 6) reel sayisina da ﬁ, 6 eE® noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu,
1998).

Tamm 216, a:lcR—>E ve a(t)=(e(t), a,(t), ay(t)) diferansiyellenebilir
fonksiyonuna E* te egri denir (Hacisalihoglu, 1998; Ozdemir, 2020).

Tanm 2.1.7. «:| — E’egrisinde, eger her tel igin J(t)io ise bu egriye regiiler
(diizenli) egri denilir (Hacisalihoglu, 1998; Ozdemir, 2020).

Tanim 2.1.8. a: 1 > E?, &(t) =(a1(t), a, (t), a, (t)) bir egri olsun.

(1) = (1), @ (1), -\ @ (1))

vektoriine (a) egrisinin o (t) noktasindaki hiz vektorii denir. Bu vektor (e) egrisinin
a(t) noktasinda teget olan vektérdiir (Hacisalihoglu, 1998; Ozdemir, 2020).
Tamm 2.1.9. Bir 11 - E° egrisinin her se | noktasindaki hiz vektorii olan o'(s)

vektorii, birim vektor ise, yani ‘

E’(S)H =1 ise, (a) egrisine birim hizli egri denir ve
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s e | parametresine de egrinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu, 1998; Yiice,

2020).

uzunlugu diye egrinin «(a) ve «(b) noktalari arasindaki egri boyunca uzakliga

karsilik tutulan

J(S)H ds |,

|

s e | reel sayisina denir (Hacisalihoglu, 1998; Yiice, 2020).

Tamm 2.1.11. ¢ : | — E® regiiler bir egri olsun.

vektorlerine sirasiyla egrinin teget vektorii, asli normal vektérii ve binormal vektori

denir. Bu vektorlere ol —E® egrisinin &(t) noktasindaki Frenet vektorleri ve
{'F(t), N(t), §(t)} ortonormal sistemine (&) egrisinin &(t)noktasmdaki Frenet

catisi denir (Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2016).

Tanm 2.1.12. ;| — E® birim hizl1 bir egri ise Frenet vektorleri

11



seklinde bulunur. (Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 2.1.13. 11 > E regiiler egrisinin, egriligi (t) ve burulmasi (t),

) E'(t)@(t)u

e

_<07(t)@(t), ?(Q}
o () ne (1)

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2016).

Tamm 2.1.14. o ;| — E? birim hizli egri ise egrilik ve burulma

K(s)=(T'(s), N(s))=

o (5)]=[T's)]

z(s)=(N'(s), B(s))

seklinde bulunur (Hacisalihoglu, 1998; Ozdemir, 2020).
Sonug 2.1.15. Egrilik, egrinin ne kadar egrildiginin &lgiisiidiir. Her noktada «(s)=0

ise egri dogrusaldir.
Sonug¢ 2.1.16. Burulma, egrinin diizlemden ne kadar saptiginin dl¢iisiidiir. Her noktada

7(s)=0 ise egri diizlemseldir.

12



Teorem 2.1.17. «:1 - E° regiiler egrisinin Frenet vektorleri T (t), N(t), B(t),

egriligi x(t)ve burulmasi 7 (t) olsun. Egrinin Frenet vektorleri ve bu vektorlerin

tirevleri arasinda

bagintist vardir. Bu bagintiya Frenet formiilleri denir. Burada

o' ()] =v(t)
(Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2016).

Sonuc¢ 2.1.18. «:| > E® birim hizli egri ise egrinin Frenet formiilleri asagidaki
sekildedir:

(Hacisalihoglu, 1998; Sabuncuoglu, 2016).

—

Tanm 2.1.19. «:1 > E® birim izl egrisinin birim teget vektorii T (S) olsun. (a)
egrisi ¢izilirken f(S) vektoriinlin u¢ noktalarinin birim kiire ylizeyi iizerinde meydana

getirdigi egriye (Z(S) egrisinin birinci kiiresel gosterge egrisi veya tegetler gostergesi

ad1 verilir, (Sekil 10).
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(@)

Sekil 10. a (S) egrisinin birim kiire {izerinde olusturdugu tegetler gostergesi

—

a(S) egrisinin tegetler gostergesini (T) ile gosterelim. (T) nin denklemi

dir ve (T) nin parametresine S; dersek, S; #S olup, yay elementi ise

ds, ="|T;(S)Hd8

dir (Hacisalihoglu, 1998).

Sonu¢ 2.1.20. Bir « egrisinin egriligi, tegetler gostergesinin yay elementinin, esas
egrinin yay elementine oranidir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanim 2.1.21. a:1 —E* birim hizli egrisinin birim asli normal vektorii N(S) olsun.
(o) egrisi gizilirken N(S) vektoriinliin u¢ noktalarinin birim kiire ylizeyi iizerinde
meydana getirdigi egriye &(S) egrisinin ikinci kiiresel gostergesi egrisi veya asli

normaller géstergesi adi verilir, (Sekil 11).
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(@)

Sekil 11. a (S) egrisinin birim kiire iizerinde olusturdugu normaller gdstergesi
(@) egrisinin asli normaller gostergesini (N) ile gosterelim. (N) nin denklemi
ay =N(s)

dir ve (N) nin parametresine S, dersek, Sy #S olup yay elementi ise

ds, =HW’(S)Hds

dir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.22. @: | — E? birim hizli erisinin birim binormal vektorii B(S) olsun. ()
egrisi ¢izilirken E(S) vektoriinlin u¢ noktalarinin birim kiire yiizeyi iizerinde meydana

getirdigi egriye a(s) egrisinin tglincli kiiresel gosterge egrisi veya binormaller

gostergesi ad1 verilir, (Sekil 12).
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Sekil 12. a (S) egrisinin birim kiire lizerinde olusturdugu binormaller gdstergesi
(@) egrisinin binormaller gostergesini (B) ile gosterelim. (B) nin denklemi

ag =B(s)

dir ve (B) nin parametresine Sy dersek, S; # S olup yay elementi ise

ds, =‘

§’(s)” ds

dir (Hacisalihoglu, 1998).

Sonug 2.1.23. Bir («) egrisinin burulmasi, binormaller gdstergesinin yay elementinin,

esas egrinin yay elementine oranidir (Hacisalihoglu, 1998).

Teorem 2.1.24. o:1 >[E® egrisi iizerindeki bir P noktas: egriyi ¢izerken
{f(t), N(t), E(t)} vektorleri degisirler. Egrinin {f(t), N(t), E(t)} Frenet catisinin
her T aninda, bir eksen etrafinda, bir ani helis yaptig1 kabul edilir. Bu eksene egrinin t

parametresine karsilik gelen &(t) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu

eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor F (t) ve ‘

;’(t)H =v(t) olmak iizere



olup, bu vektor egrinin &(t) noktasindaki Darboux vektorii adini alir.

Sonuc 2.1.25. o : | — [E® birim hizl egrisi i¢in Darboux vektorii

— — —

F(s)=1(s)T(s)+x(s)B(s)

seklindedir.

Tamm 2.1.26. o : | — E® egrisinin Darboux vektorii yoniindeki birim vektor

—

C(t)=singT (t)+cosgB(t)
seklindedir. Gergekten §(s) ile E(t) arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse

K (1) =||F (t)|cosg,

7(t)=|F (t)|sing

elde edilir, (Sekil 13). F (t) Darboux vektorii ydniindeki birim vektor C(t) ise

[F(s)|= J () +(z(s)) >0

olmak iizere, x(t) ve z(t) yerine yazilirs

0 ! M
=
|
¢ |
— |
— F |
KB !
|
|
|
Y - a
K - o L

Sekil 13. Darboux vektorii
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—

C(t)=singT (t)+cosgB(t)

oldugu goriiliir (Hacisalihoglu, 1998).
Tanm 2.1.27. «:1 - E° birim hizli egrisinin pol vektorii E(S) olsun. («) egrisi
cizilirken 6(8) birim vektoriiniin u¢ noktalarin birim kiire ylizeyi lizerinde meydana

getirdigi egriye (o) egrisinin sabit pol egrisi (pol gostergesi) ad verilir, (Sekil 14).

Sekil 14. a (S) egrisinin birim kiire iizerinde olusturdugu pol gostergesi

() egrisinin pol egrisi gostergesini (C) ile gosterelim. (C) nin denklemi

-

a. =C(s)

dir ve (C) nin parametresine S; dersek, S; # S olup yay elementi ise

ds :Ha(s)uds

dir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamm 2.1.28. a:1 —>E° egrisinin, 3-boyutlu Oklid uzaymdaki bir () egrisinin (T)

tegetler gostergesini, (N) asli normaller gostergesini, (B) binormaller gostergesini ve

18



(C) sabit pol egrisini bir kiire yiizeyi iizerinde gosterebiliriz (Hacisalihoglu, 1998)

(Sekil 15).

Sekil 15. Birim kiire iizerinde tegetler, normaller, binormaller ve pol gosterge egrileri

Tanim 2.1.29. Z, M yiizeyi iizerinde birim normal vektor alani olmak tizere M nin bir

P noktasinda

Se (Es )= D¢, Z

esitligiyle tammli S, fonksiyonuna, M yiizeyinin P noktasinda, Z birim normal

vektor alanina bagli sekil operatorii (veya Weingarten doniisiimii) denir. Burada DEP Z

Z vektor alanmin E, vektor alamina gore kovaryant tirevidir (Hacisalihoglu, 1998;
Sabuncuoglu, 2016).

Tanim 2.1.30. | — E? birim hizli egrisinin birim teget vektorii f(S) olmak tizere,
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ifadesine & egrisinin «(s) noktasma karsilik gelen, IE°teki geodezik egriligi denir

(Hacisalihoglu, 2012).

2.2. Lorentz Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 2.2.1. Kz(ai,az,as), gz(bl,bz,b3)eE3 vektorleri i¢in
() ExE'>R, <ﬂ,§>:a1bl+a2b2 —ab, 1)

fonksiyonu bir skaler ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona IE® iizerinde Lorentz
metrigi denir. {E3 ,(,)L} ikilisine 3-boyutlu Lorentz uzay1 denir ve E? ile gosterilir.
*Calisma boyunca (), yerine (,) kullanilacaktur.
Tanim 2.2.2 A= (ai,az, a3) e B’ vektorii iin;
i) <‘A’, K>> 0 veya A=0 ise A vektorii spacelike (uzayst) vektor (sl),
i) <K, K>< 0 ise A vektorii timelike (zamansi) vektor (tl),
o €= (0,0,1) olmak {izere <Z\, é>< 0 ise future pointing (pozitif) timelike vektor
(fptl) olarak adlandirilir.
o €= (0,0,l) olmak flizere <K, é> >0 ise past pointing (negatif) timelike vektor
(pptl) olarak adlandirilir.
ii) <‘A’, 7A> ~0 ise A vektoriine lightlike veya null (isikst) vektor
denir. Bu adlandirmalara vektoriin causal karakteri ad1 verilir.
Tanim 2.2.3. Lorentz uzayinda bir A vektériiniin normu HKHZ KK_AM seklinde

tanimlanir.

Teorem 2.2.4. AcE? igin,
i) HKH >0,
i) HE\H =0 < A bir null vektdrdiir,

— —12 — —
iii) A bir timelike vektor ise A =-(A,A) dir,
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iv) A bir spacelike vektor ise HKHZ =<K, K} dir (O’neill, 1983).

Teorem 2.25. A=(a;,8,,8;) , A =(8,8,,8,) Bl vektorleri igin = A #0  ve

E #0 olmak iizere <K,E>:O olsun. A timelike vektor ise A, spacelike vektordiir

(Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.2.6. Ef , 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektor E ve K; olsun.
AL B XE 5 E

K AL g = (a13a22 — 8,853, 8383 — A58, 8,8y — a12a21) (2)

fonksiyonuna vektorel arpim fonksiyonu, A A, A, vektoriine de A ile A, nin
vektorel carpimi denir (Akutagawa ve Nishikawa, 1990).

** Caligma boyunca A yerine A kullanilacaktir.

Teorem 2.2.7. F2, 3-boyutlu Lorentz uzayinda iki vektor A ve A, olsun.
i) A ve A spacelike vektorise A A A, bir timelike vektordiir,

ii) A ve A timelike vektor ise A A A, bir spacelike vektordiir,

iii) A spacelike ve A, timelike vektor ise A A A, bir spacelike vektordiir,
iv) A ve A, null vektorise A A A, bir spacelike vektordiir,

V) A timelike ve A, null vektorise A A A, bir spacelike vektordiir,

vi) A spacelike ve A, null vektor olmak iizere (A, A,)=0 ise A A A, bir null vektr,
(A, A)#0 ise A A A, bir spacelike vektordiir (Turgut, 1995).

Teorem 2.2.8. A, A,, A, € B olsun. Bu durumda;

i) (A~ A A )=—det(A,AA)

i) (AAA) AR ==(AA) A+ A, A A,

iii) (A AA,A)=0 ve (AAA,A)=0,

SN—"

W) (ArR AnR)=—(RA)(AA)+(AA)
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dir (Turgut, 1995).
Tamm 229. a:l >E ve aft) =(a(t), a,(t), ay(t)) diferansiyellenebilir
fonksiyonuna E te egri denir.
Tanim 2.2.10. a:1 —E? egrisinde, eger her te | igin J(t) #0 ise bu egriye Lorentz
uzayinda regiiler (diizenli) egri denir.
Tamm 2.2.11. 1 —E? egrisinin teget vektorii T (t) olsun.
i) <f(t), f(t)> ) 0 ise a(t) egrisine spacelike (uzayst) egri,
i) <f(t), f(t)> (0 ise E(t) egrisine timelike (zamansi) egri,
e [ uzayinda o(t) timelike egrisinin tegetleri future pointing vektdrler ise « (t)
egrisine future pointing timelike egri (fptl) olarak adlandirilir.
. ]Ef uzayinda a(t) timelike egrisinin tegetleri past pointing vektorler ise Q(t)
egrisine past pointing timelike egri (pptl) olarak adlandirilir.
iii) <f(t), '|_:(t)> =0 1ise &(t) egrisine lightlike veya null (1siks1) egri denir (O’neill,

1983).

Tamm 2.2.12. ]Ef uzayinda bir yiizeyin normal vektor alani timelike ise ylizey

spacelike, normal vektor alani spacelike ise yiizey timelike bir yiizeydir. (Beem ve
Ehrlich, 1981)

Tamm 2.2.13. B wzayinda kiireler asagidaki gibidir:
Sf:{ﬂelaf | (A _A’>=1}

H@*:{KeEf | (A A)=-1, (A e)¢ o}
Hf;:{kEf | (A A)=-1, (A €)) o}

A:{KeEﬂ{_A’, _A’>=o}
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Burada, S? Lorentzian birim kiire, HZ>" future pointing hiperbolik birim kiire, T~ past

pointing hiperbolik birim kiire ve A 151k koni olarak tanimlanir, (Caliskan ve Ugurlu,

2012), (Sekil 16).

A (151k koni) 4'5%\

Hé‘ (past pointing hiperbolik birim kiire)

Sekil 16. B} uzayinda birim kiireler

Ornek 2.2.14. E’ uzayinda S’ve T kiireleri sirastyla timelike ve spacelike

yuzeylerdir (Sekil 16). Ef uzayinda spacelike donme eksenli bir donel yilizey ve

timelike donme eksenli bir donel ylizey Sekil 17 ve Sekil 18 de verilmistir.

Sekil 17. Ei’ uzayinda spacelike donme eksenli bir donel yiizey (Bilici, 2009).
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Sekil 18. Ei’ uzayinda timelike donme eksenli bir donel yiizey (Bilici, 2009).

Tamm 2.2.15. E’ uzaymdaki timelike vektorler 151k koni igerisinde, lightlike (null)

vektorler 1s1k konisi tizerinde ve spacelike vektorler 1sik konisi disinda bulunurlar,

(Sekil 19).

Sekil 19. B uzayinda vektorler

Teorem 2.2.16. E;, 3-boyutlu bir Lorentz uzay1 olsun.
i) A,A el future pointing (past pointing) timelike vektorler ve <E§> ¢ 0 olmak

uzere
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(A& )=|A][A]coshe ©

timelike vektorler arasindaki Lorentzian timelike ag1 denir.

ii) A eIE® future pointing ve A, eIE past pointing timelike vektorler olmak iizere

(A &)= [A][A]coshe @

timelike vektorler arasindaki Lorentzian timelike ag1 denir.

iii) A,A eE® spacelike vektorler olsun. Bu vektorlerin gerdigi diizlem spacelike ise

(AR )=[A[[&]cose ©

spacelike vektorler arasindaki Lorentzian spacelike a¢1 denir.
iv) A A elE® spacelike vektorler olsunlar. Eger A ve A, vektorlerinin gerdigi

diizlem timelike ise,

(A2 )] =[[A]] A cosho ©

spacelike vektorler arasindaki Lorentzian timelike ag1 denir.

v) A el spacelikeve A eE® timelike vektorler olsunlar. Bu durumda

(&)= [A[l~]sime. "

spacelike ve timelike iki vektor arasindaki Lorentzian timelike ag1 denir (O’neill, 1983).

Tamm 2217. «:l —>E] birim hizh olmayan timelike egrisinin Frenet catist

{f(t), N(t), B(t)} ve egrilikleri x(t) ve z(t) olmak iizere
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— . d(t)
T(t)=—"=,
(t) (1)
N(t)=-B(t)AT(t), (8)
(9 20T
O Ha t /\a"(t)H
ve
E(t)/\y(t)
K(t): — B
0} )
=<E'(t)m—"(t), a"(t))
o (8) n e ()]
seklindedir. Burada
T(t)AN(t)=-B(t) , N()AB(t)=T(t) , B(t)AT(t)=-N(t). (10)

Tanm 2.2.18. «:| —>Ef birim hizli olmayan timelike egrisinin Frenet catisi
{T(t), N(t), B(t)} ve egrilikleri x(t) ve z(t) ise cgrinin Frenet formiilleri ve Frenet

catisinin Darboux vektorii

N (t)=v(t)(x ()T (1) -2 (1) B(t)), (11)

ve
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F (1) =v()(z(t)T (t)-x(t)B(t)) (12)

seklindedir. Burada

g(t)uzv(t). Egrinin Darboux vektorii ve Frenet vektorleri

arasinda

T'(t)=F () AT (1),
(13)
N'(t)=F (t)AN(t),
B'(t)=F(t)AB(t),
iliskisi vardir. Darboux vektoriiniin normu
[F ) =vi) e 0= (0) 1)

a) ‘K(t)‘ ) ‘T(t)‘ ise <E(t), E(t)> ) 0 olacagmdan F (t) spacelike vektor olur.
Bu durumda, g(t) ile E(t) vektori arasindaki Lorentzian timelike ag1 ¢ ile

gosterilirse, egrilikler ve F (t) yéniindeki birim C (t) vektori,

e(t) =|F ()] cosh o

- FO)]=vo)x (1) -2 (1) (15)

7(t) =[[F (t)]sinh o
ve
C(t)=sinhgT (t)-coshpB(t) (16)

seklindedir.

b) ‘K(t)‘ ( ‘T(t)‘ ise <E(t), E(t)> ( 0 olacagindan E(t) timelike vektor olur.
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Bu durumda, g(t) ile E(t) vektorii arasindaki Lorentzian timelike a¢1 ¢ ile

gosterilirse, egrilikler ve E(t) yoniindeki birim E(t) vektort,

k() =[F (t)]sinh ¢

- FO]=vo)z (0 -+ (1) (17)
7(t) =|F (t)|cosh
C(t)=coshgT (t)—sinhpB(t) (18)

seklinde bulunur.
Tamim 2.2.19. |1 —E’ birim hizli timelike egrisinin Frenet formiilleri ve Frenet

catisinin Darboux vektori

(19)

F(s)=7(s)T(s)—x(s)B(s) (20)

seklindedir.

Tamm 2.2.20. «:1 —E’ birim hizli olmayan spacelike binormalli spacelike bir
egrisinin (timelike asal normalli spacelike egri) Frenet c¢atisi {f(t), N(t), g(t)} ve

egrilikleri x(t) ve 7(t) olmak iizere
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M
(21)
N(t)=B(t)AT(t)
S d(Yaa’(t
O e ]
i ;'(t)A;"(t)“'
7] -
(- Z OO )
Ha'(t)/\a"(t)u
seklindedir. Burada
T(t)AN(t)=-B(t) , N(t)aB(t)=-T(t) , B(t)AT(t)=N(t) (23)

Tamm 2221. a:1 >E} birim hizli olmayan spacelike binormalli spacelike bir
egrisinin (timelike asal normalli spacelike egri) Frenet catisi {f(t), N(t), g(t)} ve

egrilikleri x(t) ve z(t) ise egrinin Frenet formiilleri ve Frenet gatisin Darboux

vektori

(24)
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F(t)=v(t)(-z ()T (1) +x(t)B(1)) (25)

seklindedir, burada

g(t)uzv(t). Egrinin Darboux vektorii ve Frenet vektorleri

arasinda

T'(t)=F(t)AT (1),
(26)
N'(t)=F (t)AN(t),
B'(t)=F(t)AB(t)
iliskisi vardir. Darboux vektoriiniin normu
[F @] =voyl’ 0+ () @)

seklindedir. Burada <E(t), E(t)> ) 0 oldugundan F(t) spacelike vektor olur. B(t)
ile E(t) vektorii arasindaki Lorentzian spacelike ag1 ¢ ile gosterilirse, egrilikler ve

F (t) yoniindeki birim C(t) vektdri,

() =|F (t)]cos

R @) =vye @)+ (1) (28)
o(t) =[F (t)]sine
olmak {izere
C(t)=-singT (t)+cospB(t) (29)

seklinde bulunur.
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Tanim 2.2.22. ¢:1 > E birim hizli spacelike binormalli spacelike bir egrisinin

(timelike asal normalli spacelike egri) Frenet formiilleri ve Frenet ¢atisinin Darboux

vektori

T'(s)=x(s)N(s), -
N'(s)=x(s)T (s)+z(s)B(s),
B'(s)=7(s)N(s)
F(s)=—(s)T(s)+x(s)B(s) (31)
seklindedir.

Tamim 2.2.23. a:1 —E} birim hizli olmayan timelike binormalli spacelike bir egrinin

Frenet ¢atist {f(t), N(t), §(t)} ve egrilikleri x(t) ve (t) olmak iizere

(32)

ve
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_ o' (t)ra' (1)

Z0

(33)

(' (t)na(1), a" (1))
() na (1)

seklindedir. Burada
T()AN(t)=B(t) . N()aB(t)=-T(t) , B(t)AT(t)=-N(t). (34)

Tanim 2.2.24. 1 —E} birim hizli olmayan timelike binormalli spacelike bir egrinin
Frenet catis {f(t), N(t), g(t)} ve egrilikleri x(t) ve z(t) ise egrinin Frenet

formiilleri ve Frenet catisinin Darboux vektorii

T'(t)=v(t)x(t)N(t)
(39)
W(t)=v(t)(—x(t)f(t)+r(t)§(t))
B'(t)=v(t)zr(t)N(t)
F(t)=v(t)(()T () -x(t)B(t)) (36)

seklindedir, burada

g’(t)uzv(t). Egrinin Darboux vektorii ve Frenet vektorleri

arasinda
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T'(t)=F () AT (1),
(37)
N'(t)=F (t)AN((t),
B'(t)=F(t)AB(t)
iligkisi vardir. Darboux vektoriiniin normu
[F()] =v(Oyl* (0 -~*(t) (38)

Bu durumda

a)‘r(t)‘ ) ‘K(t)‘ ise <E(t), E(t)> Y 0 oldugundan E(t) spacelike vektor olur.

—

B(t) ile E(t) vektorii arasindaki Lorentzian timelike ag1 ¢ ile gosterilirse, egrilikler

—

ve F(t) yoniindeki birim E(t) vektori,

w(t)=|F (t)sinhg

- FO]=vo) 2 (1) -+ (1) (39)
7(t) =|[F (t)|cosh e
olmak tizere
C(t)=coshgT (t)—sinhoB(t) (40)

seklinde bulunur.
b)‘T(t)‘ ( ‘K(t)‘ ise <E(t), E(t)> ( 0 olacagindan E(t) timelike vektor olur.
g(t) ile E(t) vektorli arasindaki Lorentzian timelike ac1 ¢ ile gosterilirse, egrilikler

—

ve F(t) yoniindeki birim B(t) vektori,
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e(t) =|F (t)|cosh o

- F@f=vye @) - (41)
7(t) =||F (t)|sinh
olmak iizere
C(t)=sinhgT (t)-coshpB(t) (42)

seklinde bulunur.

Tanim 2.2.25. «:| —E birim hizh timelike binormalli spacelike bir egrinin Frenet

formiilleri ve Frenet ¢atisinin Darboux vektorii

T'(s)=x(s)N(s), o
N'(s)=x(s)T (s)+7(s)B(s).
B'(s)=7(s)N(s)
F(s)==2(s)T(s)+x(s)B(s) (44)
seklindedir.

Tamim 2.2.26. «:1 —E] birim hizlh egrisinin teget vektorii f(s) olsun. (a) egrisi
cizilirken f(S) vektoriiniin u¢ noktalarinin ]HIS lizerinde meydana getirdigi egriye

a(s) egrisinin tegetler gostergesi adi verilir, (Sekil 20).
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(@)

Sekil 20. Ef uzayinda E(S) egrisinin ]HIS tizerinde tegetler gostergesi

—

a (S) egrisinin tegetler gostergesini (T) ile gosterelim. (T) nin denklemi

(T)=er (8)=T(s)

dir ve (T) nin parametresine S; dersek S; #S olup yay elementi ise

ds; :"F(S)Hds

ile verilir (Caliskan ve Ugurlu, 2012).
Sonug 2.2.27. Bir fptl (&) egrisinin egriligi, tegetler gostergesinin yay elementinin,
esas egrinin yay elementine oranidir (Caliskan ve Ugurlu, 2012).

Tamim 2.2.28. ;1 - E} birim hizli egrisinin asli normal vektorii N(S) olsun. ()
egrisi ¢izilirken N(S) vektoriiniin ug noktalarmin S? iizerinde meydana getirdigi egriye

o (S) egrisinin asli normaller gostergesi adi verilir, (Sekil 21).
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Sekil 21. Ef uzayinda E(S) egrisinin Sf tizerinde normaller gdstergesi

—

a($) egrisinin asli normaller gstergesini (N) ile gosterirsek (N) nin denklemi

—_— —

(N)=ay(s)=N(s)
ve parametresine S, dersek S, #S olup yay elementinin de
ds, :HW(S)Hds

ile verilir (Caliskan ve Ugurlu, 2012).

Tamm 2.2.29. :| - B} birim hizli egrisinin binormal vektorii B(s) olsun. (a)
egrisi ¢izilirken E(S) vektoriinlin u¢ noktalarinin Sf tizerinde meydana getirdigi egriye

a(S) egrisinin binormaller géstergesi ad1 verilir, (Sekil 22).
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Sekil 22. Y uzayinda E(S) egrisinin S? {izerinde binormaller gdstergesi

—

a(s) egrisinin binormaller gostergesini (B) ile gosterelim. (B) nin denklemi

(B)=as(s)=B(s)
dir ve (B) nin parametresine Sy dersek Sz # S olup yay elementi ise

dsg :‘

§'(S)Hds

ile verilir (Caligkan ve Ugurlu, 2012).

Sonu¢ 2.2.30. Bir fptl (o) egrisinin burulmasi, binormaller gostergesinin yay
elementinin, esas egrinin yay elementine oranidir (Calisgkan ve Ugurlu, 2012).

Tamm 2.2.31. a:1 ->E’ birim hizli egrisinin pol vektorii E(S) olsun. (o) egrisi
cizilirken 6(8) birim vektdriiniin u¢ noktalarinin Sf tizerinde meydana getirdigi egriye

(a) egrisinin sabit pol egrisi (pol gostergesi) adi verilir (Sekil 23).

37



Sekil 23. ! uzayinda E(S) egrisinin S? {izerinde pol gostergesi

—

o (S) egrisinin sabit pol egrisinin gostergesini (C) ile gosterirsek (C) nin denklemi

— —

o (8)=C(s)
ve parametresine S. dersek S. # S olup yay elementinin de
ds. :Hé;(s)Hds

ile verilir (Caliskan ve Ugurlu, 2012).

Tamm 2.2.32. E}, n-boyutlu bir Lorentz uzay1 ve &(t) diferansiyellenebilir bir egri

olsun. @ (t) egrisinin a ( m) ve a ( n) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu,

(45)

o' (t)] dt

n
s, =
m

dir (Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.2.33. f(t), (Ol) egrisinin teget vektorii olmak iizere E. teki geodezik

egriligi
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k; (1) =[DrT (t)] (46)

seklindedir. Eger f(t) birim spacelike vektdr ve ylizey normali N(t) ise S7 deki

geodezik egriligi

7T(t):‘

DiT (t)H (47)

seklindedir. Asagidaki Gauss denkleminden

D,T (t)=DrT (1) +2(S(T (1)), T (V)T (1) (48)

seklindedir. Burada & =(N (t), N (t)) dir.

Eger f(t) birim timelike vektor ve yiizey normali N(t) ise H deki geodezik egriligi

(49)

(-]

DT (t)||

seklindedir. Asagidaki Gauss denkleminden

(50)

D, (t) =Dr, T, (1) +2(S(T (1)), T(1))T ()

seklindedir. Burada & =(N (t), N ()} dir (O"neill, 1983).
Tamim 2.2.34. (o)< E; bir birim hizli egri olsun. &(S) egrisinin birim teget vektorii

f (S) olmak tizere

k, =[DrT (s) (51)
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ifadesine &(S) egrisinin Y teki geodezik egriligi, D, Sz (5, H? m Gauss

anlaminda kovaryant tiirev operatorleri) olmak {izere,

ﬁ(s)

s

(52)
- |

ifadesine de &(S) egrisinin S7 (veya H) deki geodezik egriligi denir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. E* Oklid Uzayinda Salkowski Egrisi

Tanmm 3.1.1. meR icin m= i%,o ve n= icin parametrik denklemi

m
V1+m?

asagida verilen egriye 3-boyutlu Oklid Uzayinda Salkowski egrisi denir.

B.(t)= Jli?L_4(1; gn)sin((u 2n)t) - 4(it2n)sin((1— 2n)t)—%sin(t),

4(1+2n)

cos((1+2n)t)+

cos((1-2n)t)+ lcos(t), icos(2nt)]

1
4(1—2n) 2 4m
Burada

e cos(nt)

ﬂm’(t)H Tt

dir. Egrinin Frenet vektorleri

f(t) - —(cos(t)cos(nt)+nsin(t)sin(nt),sin(t)cos(nt)—ncos(t)sin (nt),%sin(nt)j,

§(t) :(—cos(t)sin(nt)+ nsin(t)cos(nt),—sin(t)sin(nt)—ncos(t)cos(nt),ﬂcos(nt))

seklindedir. Ayrica f3,(t) egrisinin egriligi x(t)=1 , burulmasi z(t)=tan(nt)
seklindedir, (Sekil 24).



T -1
-3 -2
-2 5 0 0

15 1
1 0.5 0 -0 »
0.5 0 05 4 45 1 05 -1 152

1 1 ..
Sekil 24. m= 7 ve m= o degerleri i¢in 3-boyutlu Oklid uzayinda Salkowski egrisi

3.2. B} Uzayinda Timelike Asal Normalli Spacelike Salkowski Egrisi

m
Tanm 3.2.1. MeR , m>1 yada m<-1ve nN= \/2—1 i¢in parametrik denklemi
m —

asagida verilen egriye 3-boyutlu Lorentz uzaymda timelike asal normalli spacelike

Salkowski egrisi denir:

V()= (Zsint—lljznn sin[(1-2n)t]-

1-n .
el [(1+ 2n)t],

1+n

1-n
2cost — o cos[(l—Zn)t]—1+ o

cos| (1+2n)t], %cos(Znt)j,

(Sekil 25 ve Sekil 26). Burada

sin(nt) :ﬂsin(nt) (53)

m (t)H =v(t)= N

seklindedir. Egrinin Frenet vektorleri
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Sekil 25. m=-6,-2, —% degerleri i¢in timelike asal normalli spacelike Salkowski

egrisi

Sekil 26. m =4, %,% degerleri i¢in timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisi

T(t)

(costsin(nt) —nsintcos(nt), —sintsin(nt)—ncostcos(nt),

—ﬂcos(nt)j sl,

m

N(t)=%(sint,cost,m) tl, (54)

B(t)= (—costcos(nt) —nsintsin(nt), sintcos(nt)—ncostsin(nt),

—ﬂsin(nt)J sl

m

seklindedir. Ayrica ﬁ(t) egrisinin egriligi ve burulmasi
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k(t)=1, z(t)=—cot(nt). (55)

seklindedir. Yay uzunlugu [—21, t} araliginda
n

. cos(nt) (56)
= et
seklindedir.
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4 BULGULAR
4.1. E? Uzayinda Timelike Asal Normalli Spacelike Salkowski Egrisinin Baz

Ozellikleri
Oncelikle 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike asal normalli spacelike Salkowski

egrisinin Darboux vektoriinii, Darboux vektérii yoniindeki birim vektoriinii ve (nt)

agisini bulalim.

Teorem 4.1.1. Ef uzayinda timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin

Darboux vektori E(t) olmak lizere

_ 2 2 : (57)
F(t)= (—n—sint,—n—cost,—n—zj
m m m

—

Ispat: (54) ifadesindeki N (t) vektoriiniin t ye gore tiirevi alinirsa

W’(t):(%cost,—%sint,oj (58)

elde edilir. (26) vektorel carpimindan

m m

. 2 2 2
F(t)= (—n—sint,—n—cost,—%J
olur. Diger yandan (25) ifadesinde (53), (54) ve (55) ifadeleri yerine yazilirsa yine

F(t):ﬂsin(nt)[c?s(nt)

- sin(nt) (costsin(nt) —nsintcos(nt), —sintsin(nt)—ncostcos(nt),



m

zoo]

F(t)= Esin(nt)l(costcos(nt) —

m

—ﬂcos(nt)J+(—costcos(nt) —nsintsin(nt), sintcos(nt)—ncostsin(nt),

nsintcos’ (nt)
sin(nt)

ncostcos®(nt)

, —sintcos(nt)— sin(nt)
|

_ncosz(nt)
msin(nt)

2o

F(t)= Lsin (nt)Hcostcos(nt)—

]+ (—costcos(nt) —nsintsin(nt), sintcos(nt)—ncostsin(nt),

nsintcos’ (nt)

—cost t)—nsintsin(nt),
sin(n) costcos(nt)—nsintsin(nt)

m

ncostcos®(nt)
sin(nt)

—sintcos(nt)— +sintcos(nt)—ncostsin(nt),

_ncosz(nt)

a2

F(t):%sin(nt)

ncostcos® (nt)
sin(nt)

nsintcos? (nt
{_ (nt)

sin(n) —nsintsin(nt), -

—ncostsin(nt),

_ncos’(nt) n o
sin(nt)  m (t)}

= n . nsint ncost n
F(t)zﬁsm(nt)(_sin(nt)’ _sin(nt)' _msin(nt)J'

= n . n’ n®
F(t)= [——smt,——cost,——zj
m m m

elde edilir.
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Teorem 4.1.2. E? uzayinda timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin

Darboux ani donme vektorii yoniindeki birim vektor

— 59

C(t):(—nsint,—ncost,—ﬂ] (59)
m

Ispat: (57) ifadesinin normu alinirsa

= n* . n* n* n?

Hp(t)uzJﬁsmzt?mztw _ Sy

IS (60)

F(t)

elde edilir. E(t) = _.—‘ ifadesinde (57) ve (60) ifadeleri yerine yazilirsa,

F o)

C(t)= (—nsint,—n cost,—ﬂj
m

elde edilir.

Teorem 4.1.3. Ef te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin spacelike

Darboux ani donme vektori E(t) ile spacelike binormal vektorii g(t) arasindaki ¢

reel agisi

P (61)
—nt-"
¢ 2

seklindedir, (Sekil 27).
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|

Sekil 27. Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin Darboux vektorii
Ispat: (5) ifadesinde (54) ve (57) ifadeleri yerine yazilirsa,

— n (62)

(F(v), B(t)>zac05(p

elde edilir veya (25) ifadesinin her iki tarafi g(t) ile Lorentzian i¢ ¢arpilip, gerekli

islemler yapilirsa yine (62) ifadesi elde edilir. Diger yandan (1) ifadesinde (54) ve (57)
$ yapilirsa yine (62) gery 1)

ifadeleri yerine yazilirsa

. . 2 3 2

<F (1), B(t)>:%sintcostcos(nt)+%sin2tsin(nt)—%sintcostcos(nt)

+ cos? tsin (nt)—n—gsin (nt)
m m? '

= - n (63)

(F(1), B(t))==sin(nt)

m
bulunur. (62) ve (63) ifadelerinin esitliklerinden,
sin(nt) = cos ¢ (64)

elde edilir. Ayrica (5) ifadesinde (54) ve (57) ifadeleri yerine yazilirsa,
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(F(), f(t)>:cos(%+(ﬂJ=%(—singp) (65)

elde edilir veya (25) ifadesinin her iki tarafi f(t) ile Lorentzian i¢ ¢arpilip, gerekli

islemler yapilirsa yine (65) ifadesi elde edilir. Diger yandan (1) ifadesinde (54) ve (57)

ifadeleri yerine yazilirsa

2 3 2
<F (), T (t)>:—%costsintsin(nt)+%sin2tcos(nt)+%costsintsin(nt)

+n—scosztcos(nt)—n—300$(nt)
m m? ’

(F(t)., T (t))=cos(nt) (66)
bulunur. (65) ve (66) ifadelerinin esitliklerinden,

cos(nt)=-sing (67)
bulunur. (64) ve (67) ifadelerinden

cos(nt)+sing=0 = cos’(nt)+2cos(nt)sin¢+sin” g,

sin(nt)—cosp=0 = sin*(nt)—2sin(nt)cos ¢+ cos’y,
2+2(cos(nt)sin p—sin(nt)cosg)=0,
sin(nt)cosg—cos(nt)sing =1,

sin(nt—¢) =1
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sonucuna ulasilir. Bu sonugtan (nt) ile ¢ arasindaki iliski goznt—% seklindedir.

Ayrica (64) ve (67) ifadelerinden

sinp  cos(nt)
cosp  sin(nt) '

tanp = —cot(nt) = 7(t) (68)

cos(nt)

ulagilir. ﬁ(t) egrimizin bize verilen yay uzunlugunu s, =- olarak

bulabilmemiz igin yay uzunlugu araligini {—21, t} olarak almamiz gerekir. O halde
n

(45) ifadesinden

to—
SJ’: J. 7m'(t)H dt’
o
S:jsm(nt) dio L _cos(nt)|t _ 1 {_cos(nt)_o}
7 dmi -t m? -1 o] Jmio1 n ’
2n 2n
cos(nt)
5, =——

olarak bulunur.

4.2. B Uzaymda Timelike Asal Normalli Spacelike Salkowski Egrisinin

Kiiresel Gosterge Egrileri

Bu boliimde Ef teki timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin

tegetler, asli normaller, binormaller ve pol gosterge egrilerini inceleyecegiz. Bu

egrilerin S ve H’ birim kiireleri {izerindeki grafikleri Sekil 28" deki gibidir.
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1.5 =
1 —
Fptl Hiperbolik Birim Kiire (H;" |
0.5 — Pptl Hiperbolik Birim Kire (")
| Lorentz Birim Kiire (Z7
s (N} Asli Normaller Gosterge Egrisi
0 s (B )Binormaller Gosterge Egrisi
wes (T ) Tegetler Gosterge Egrisi
(C ) Pol Gosterge Egrisi
-0.5 -

1.5 ~// ///

Sekil 28. Lorentz uzayinda timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin Sf ve

Hé iizerinde kiiresel gosterge egrileri

4.3. ]Ef Uzayinda Timelike Asal Normalli Spacelike Salkowski Egrisinin (T)

Timelike Tegetler Gostergesi

Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin spacelike teget vektorii
f(t) ve (T) timelike tegetler gosterge egrisi olmak iizere timelike (T') egrisinin
Frenet vektorleri {TT(t), WT(t), E(t)} , egriligi «; (t) ve burulmasi (torsiyonu) 7, (t)

olsun.

Teorem 4.3.1. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T timelike

tegetler gosterge egrisinin Frenet vektorleri
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— n . n

T.(t)=| —sint, —cost, tl

+ (1) (msm — nj

(69)
N; (t)=(cost, -sint, 0) sl ,
ﬁ(t):(nsint, ncost, ﬂj s
m
seklindedir.
Ispat: (54) ifadesindeki f(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa
T'(t)=(-sintsin(nt)+ncostcos(nt)-ncostcos(nt)+n’sintsin(nt),
—costsin(nt)—nsintcos(nt)+nsintcos(nt)+n2costsin(nt),
n? .
+Fsm(nt)j,

T _ 2 1\ci ; 2 ; n_2 ; (70)
T(t)_[(n 1)S|ntsm(nt), (n 1)costsm(nt), msm(nt)j
elde edilir. (70) ifadesinin normu alinirsa
[T =v (=T ©). T ®).
— 2 . . 2 . n* .
HT (t)H:\/(nz—l) S|n2tsm2(nt)+(n2—1) cosztsmz(nt)—ﬁsmz(nt) ,
= - 2 2 nt
HT (t)H: sin®(nt) (n —1) |
T (1) = Zsinnt) (71)

m
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bulunur. (70) ve (71) ifadeleri (8) ifadesinde yerine yazilirsa (T ) timelike egrisinin
birim teget vektori ﬁ (t)
(72)

T, (t)= (%sint, %cost, nj

elde edilir. (54) ifadesindeki f(t) vektoriiniin ikinci tiirevi alinirsa

— n? n® n? n®
T”(t):(—zcostsin(nt)+Fsintcos(nt), —Wsintsin(nt)+Fcostcos(nt), 73
n’ n® )
— t t), — t
+mz costcos(nt) mcos(n )J

olur. (70) ve (73) ifadelerine (2) ifadesindeki vektorel carpim iglemi uygulanirsa

— —. 4 5 5
T'(H)AT"(t)= [—n—g)sintsin2 (nt)+%sin(nt)costcos(nt)—%sin(nt)costcos(nt),

5 4 5
+n—3sintsin(nt)cos(nt)—%sin2 (nt)cost—%sintsin(nt)cos(nt),

n’ n° n
——sin’tsin’® (nt)+Wsintsin(nt)costcos(nt)—msinztcos2 (nt)

5
—%sin tsin (nt)costcos(nt)),

- - n* .. n’ . n* . (74)
T’(t)/\T”(t):[—Fsmtsmz(nt), —Fcostsmz(nt), —Fsmz(nt)j

elde edilir. (74) ifadesinin normu alinirsa

n8 n8 8
Wsin2 tsin® (nt)Jchosztsin4 (nt)—Fsin4 (nt)

IF(0) AT (1) - J
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(75)

bulunur. (74) ve (75) ifadeleri (8) ifadesinde yerine yazilirsa (T) timelike egrisinin
birim binormal vektorii § (t)
— 76
BT(t):(nsint, ncost, ﬂj (76)
m
elde edilir. (72) ve (76) ifadeleri (8) ifadesinde yerine yazilirsa (T) timelike egrisinin
birim normal vektorii E(t)

N. (77)

N; (t)=(cost, -sint, 0)

elde edilir. (72), (76) ve (77) ifadeleri gbz 6niine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.2. [ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T ) timelike

tegetler gosterge egrisinin egriligi ve burulmasi sirasiyla

(78)

Ispat (9) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T ) timelike

tegetler gosterge egrisinin egriligi
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T'() AT 1) (79)
ol

Ky (t)=

seklindedir. (71) ve (75) ifadeleri (79) ifadesinde yerine yazilirsa

1 (80)

elde edilir. Diger taraftan (73) ifadesinin tiirevi alinirsa

— n2 n n n*
T”’(t) = (—Fsintsin(nt) + Fcostcos(nt) + Fcostcos(nt) —Fsintsin (nt),

n? n® n n*
—Fcostsin(nt) —Wsintcos(nt) —Fsintcos(nt) —Wcostsin (nt),

—n—43in(nt)j

(81)
m

olur. (74) ile (81) ifadeleri skaler (i¢) carpilirsa,

7

. . . 6 8
<T’(t)/\T”(t), T"’(t)>=(n +n Jsinztsin3(nt)—2mlssintsin2(nt)costcos(nt)

m5

6 8 7 8
+(n n?’n jcosztsin3(nt)+2mlssintsin2(nt)costcos(nt)—%sine’(nt) :

N (82)

elde edilir. (9) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T

timelike tegetler gosterge egrisinin burulmasi

55



<?'(t)Aﬁ(t), ﬁ@)} (83)
of

o (t)=— m (84)

olarak bulunur. (80) ve (84) ifadeleri goz oniine almirsa ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.3.3. [E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T ) timelike

tegetler gosterge egrisinin Frenet formiilleri

DT, (t):( _cost o _smt ’OJ o |

sin(nt)  sin(nt)
(85)

msint mcost
D, N, (t)=]| - , — ,01sl,
N (1) ( nsin(nt)"  nsin(nt) ]S

mcost msint
DTTBT(t):(sin(nt)’ ~sin(nt)’ O] |-

Ispat: (19) ifadesine timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike

tegetler gosterge egrisinin frenet tiirev formdilleri

DN (t) [=|x (1) 0 = (t) || N (1) (86)

seklindedir. (77) ve (80) ifadeleri (86) ifadesinde yerine yazilirsa

O, ([ 2k - o e

sin(nt)’  sin(nt)’
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olarak bulunur. Diger yandan D; T, (t) ifadesi

— — — 88
dT, (t) _dT (t) dt T, (t) (88)
D, T, (t)= = — =
dt; dt dt, v (t)
seklinde yazilabilir. (72) ifadesinin tiirevi alinirsa
i . 89
T. (t)=(£cost, —ﬂsmt, n} (89)
m m
olarak bulunur. (71) ve (89) ifadeleri (88) ifadesinde yerine yazilirsa
cost sint
D.T. (t)= y —— , 0
T (1) (sin(nt) sin(nt) J
olarak bulunur. (72), (76), (80) ve (84) ifadeleri (86) ifadesinde yerine yazilirsa
msint mcost (90)
DT NT (t)= - . y N ) 0
T nsin(nt) nsin(nt)
olarak bulunur. Diger yandan D; N (t) ifadesi
~ ~ N 91
(1) N0 0N () &t N (Y 1)
T dt, dt dt. v (t)
seklinde yazilabilir. (77) ifadesinin tiirevi alinirsa
N (92)

N,'(t)=(-sint, —cost, 0)

olarak bulunur. (71) ve (92) ifadeleri (91) ifadesinde yerine yazilirsa
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msint mcost
D. N- (t)=| - , ——— , 0
N (1) { nsin(nt)”  nsin(nt) ]

elde edilir. Son olarak (77) ve (84) ifadeleri (86) ifadesinde yerine yazilirsa

; 93
DTTBT(t)=£mCOSt msint OJ (93)

sin(nt)’ _sin(nt)’

olur. Diger yandan D; B; (t) ifadesi

= o 94
o dB/(1)_dB/(t) at _B/'(1) o9
B (1) = dt dt dt,
T vr (t)
seklinde yazilabilir. (76) ifadesinin tiirevi alinirsa
o . (95)

B, (t)=(ncost, —nsint, 0)

olarak bulunur. (71) ve (95) ifadeleri (94) ifadesinde yerine yazilirsa

Dy B (t)= [sr?nc(o nstt) L Sr;Tws(i 'r‘]tt) | OJ

olarak bulunur. (87), (90) ve (93) ifadeleri goz oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.4. [ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike

tegetler gosterge egrisinin Frenet vektorleri i¢in asagidaki esitlik vardir:

ﬁ(t) T (t) DW() 1 o
N;(t) DL NS (6) DN, (1) [ u |=|0 |, %0)
Dy B/ (t) D% B(t) DzBTu) | |°

burada
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1 (97)

ve

_ 3mcos(nt) (98)
e (1) = sin?(nt)

seklindedir.

Ispat: (87) ifadesinin tiirevi almirsa

» [ —sintsin(nt)—ncostcos(nt) —costsin(nt)+ nsintcos(nt)
(DTTTT (t)) _{ sin’ (nt) sin®(nt) ’ (99)

olur. D* T, (t) ifadesi

: (100)

seklinde yazilabilir. (99) ifadesi (100) ifadesinde yerine yazilirsa

3 m  ( —sintsin(nt)—ncostcos(nt) —costsin(nt)+nsintcos(nt)
DTTTT(t)z ; 2 ) 01,
nsin(nt) sin®(nt) sin®(nt)

07,7, (1) m ( sint  ncostcos(nt) cost +nsmtcos(nt) ]

:nsin(nt) _sin(nt)_ sin®(nt) ’_sin(nt) sin®(nt)

: i (101)
D%, T, (1) =| - ms;nt _mco_stscos(nt)’ ~ rT.]CZOSt +nS|r_|t3cos(nt) 0
! nsin®(nt) sin’(nt) nsin®(nt)  sin’(nt)

elde edilir. (101) ifadesinin tiirevi alinirsa
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( ' [ —mncostsin®(nt)+ 2mn*sintsin(nt)cos(nt)
n’sin(nt)

_[sin3(nt)(—msintcos(nt) —-mn costsin(nt)) —3mncost cos(nt)sin’ (nt)cos(nt)]
sin®(nt) ’

. mnsintsin®(nt)+ 2mn* costsin(nt)cos(nt)
n’sin*(nt)

+

sin3(nt)(mcostcos(nt)— mnsintsin(nt)) +3mnsintcos(nt)sin?(nt)cos(nt)
sin®(nt) 0

(DZT T (t)) | m_cozst . 2m3|_n§cos(nt)+ m5|r|tBCos(nt)+ r_nnzcost
' nsin®nt sin®(nt) sin(nt)  sin®*(nt)

3mncostcos®(nt) msint  2mcostcos(nt) mcostcos(nt) mnsint
. ’ P + . + . .
sin(nt) nsin’ nt sin(nt) sin’(nt) sin’(nt)

3mnsintcos’ (nt)
sin(nt) ")

' H 2
(DzT T (t)) :(_ m_cozst 3mSI_n§cos(nt)+ mnzcost +3mnC(_)s;[cos (nt)
nsin®nt sin’(nt) sin®(nt) sin®(nt)

msint 3mcostcos(nt) mnsint 3mnsintcos®(nt)
- + : —— + - 0[,
nsin®nt sin’(nt) sin”(nt) sin(nt)

' H 2
(—DZT T (t)) [, n_c?st +3m5|_n£cos(nt)+3mnc9s;[cos (nt)’
T msin®(nt) sin’(nt) sin®(nt) (102)
__ ncost +3mcostcos(nt)+3mnsintcosz(nt) 0
msin’(nt) sin’(nt) sin*(nt)

elde edilir. D, T, (t) ifadesi
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: (103)

D°,. T, (t) = E(DZTTTT (t))l Lnt)(DZTTTT (1))

B nsin(

seklinde yazilabilir. (102) ifadesi (103) ifadesinde yerine yazilirsa

3m*sintcos(nt) 3m?costcos®(nt)
DT T (1) = cost |
7T (1) [Jrsin3(nt)Jr nsin*(nt) " sin®(nt) (104)
__sint +3mzcostcos(nt)+3mzsintcosz(nt) 0
sin®(nt) nsin(nt) sin®(nt)

elde edilir. (96) ifadesinden

J7 (t)Dy Ty () + 4 (1) D% Ty (t)+ D, Ty () =0 (105)

T

yazilir. (87), (101) ve (104) ifadeleri (105) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

(1) cost ()[ msint mcostcos(nt)] cost

sin(nt) nsin?(nt) i sin®(nt) i sin®(nt) (106)
3m?sintcos(nt) 3m?costcos®(nt)
+ -
nsin®(nt) sin®(nt)

elde edilir. (106) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

~ 3mcos(nt)

if(t)z_sinzl(nt) ve un(t)= sin? (nt)

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda elde edilen vektoriin ikinci ve tgiinci

bilesenlerinin esitliginden de ayni sonuca ulasilir. (90) ifadesinin tiirevi
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[ —mncostsin(nt)+mn?sintcos(nt
(DTTNT(t)) :( ( ) ( )’

n’sin’(nt) (107)
+mnsintsin(nt)+mnzcostcos(nt)
n’sin’(nt)
olarak bulunur. D% N, (t) ifadesi
dt ' m ' (108)
D% N; (t)= D, N, (t)) = D, N, (t
n N (0) dtT( i T()) nsin(nt)( TT T())

seklinde yazilabilir. (107) ifadesi (108) ifadesinde yerine yazilirsa

m —mncostsin(nt)+ mn?sintcos(nt
DZTT NT(J[)= i (2 -)2 ( )
nsin(nt) n®sin’(nt)

mnsintsin(nt)+ mn?costcos(nt)
n’sin’(nt)

intcos(nt)  msint  mcostcos(nt)
DL N (t) = m __Mmcost  mSsIn |
7N (1) nsin(nt)( nsin(nt)Jr sin®(nt) nsin(nt)Jr sin’ (nt)

i ’si 2gi 2 (109)
D% N, (t)=| - zm_ CZOSt . 5|r_1t3c:os(nt)1 Zm_ szlnt . co_stscos(nt) 0
: n’sin’(nt) nsin®(nt) n’sin®(nt) nsin®(nt)

elde edilir. (109) ifadesinin tiirevi

s (m’n® —m?)sintsin? (nt) —3m°ncost cos(nt )sin nt)
( 7N ( )) e n’sin‘(nt)

+3m”n’sintcos’ (nt)

(mzn2 - mz)costsinz(nt) +3m’nsintcos(nt)sin(nt)
n’sin(nt) -

n’sin(nt)

3m*n’ costcos”(nt)
n’sin(nt)
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— ' 3m*costcos(nt) 3m*sintcos”(nt)
SN t) _[_sint ~ |
( 7N (1) { sinzntJr nsin®(nt) sin (nt) (110)

_ cost 3m*sintcos(nt) ~ 3m? cost cos® (nt)
sin?nt nsin®(nt) sin®(nt) ’

elde edilir. D% N, (t) ifadesi

dt ' m ’ (111)

D N; (t)=—(D?*. N, (1)) = D? N, (t

W N (1) dtT( N )) nsin(nt)( N ))
seklinde yazilabilir. (110) ifadesi (111) ifadesinde yerine yazilirsa

3 msint ~ 3m’costcos(nt) 3m’sintcos®(nt)
DTNT():_-s + 2 a - -5 '

T nsin®(nt) n’sin®(nt) nsin®(nt) (112)

__mcost  3m’sintcos(nt) 3m’costcos’(nt) 0
nsin®(nt) n’sin(nt) nsin®(nt)

elde edilir. (96) ifadesinden
2 (8D, Ny (t)+ g (1) D% Ny (t)+ D%, Ny (t)=0 (113)

yazilir. (90), (109) ve (112) ifadeleri (113) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

msint m? cost m?sintcos(nt)  msint
- ()nsin(nt)_ ()nzsinz(nt) (1) nsin®(nt)  nsin®(nt) (114)
3m’costcos(nt) 3m’sintcos®(nt)
n?sin‘(nt) nsin®(nt)

elde edilir. (114) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

3mcos(nt)
sin?(nt)

() == Ve (1)=
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elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda elde edilen vektoriin ikinci ve Uglincii

bilesenlerinin esitliginden de ayn1 sonuca ulasilir. (93) ifadesinin tiirevi alinirsa

(DB (1)) =

* [ —msintsin(nt)—mncostcos(nt)
sin?(nt) (115)

—mcostsin(nt)—mnsintcos(nt)
sin®(nt) ’

olur. D% B, (t) ifadesi

dt

~ 5 (OB ) = (B ) (o)

D%, B, (1)

seklinde yazilabilir. (115) ifadesi (116) ifadesinde yerine yazilirsa

—msintsin(nt) —mncostcos(nt)
~ o m msin |
7 Br (1 nsin(nt){ sin’(nt)
—mecostsin(nt) —mnsintcos(nt)
sin®(nt) )
D%, B, (1) - m [ msint mncostcos(nt)  mcost mnsintcos(nt)
b nsin(nt){ sin(nt) sin’(nt) " sin(nt) sin’ (nt) '

DZTT B, (t) =

_ m’sint  m’costcos(nt)  m”cost +mzsintcos(nt)
nsin®(nt) sin(nt) " nsin®(nt) sin’(nt) (117)

elde edilir. (117) ifadesinin tiirevi

(DZT BT(t))! _L ncost 3m’sintcos(nt) 3m’ncostcos’(nt)

sin®(nt) sin®(nt) sin® (nt) ’ (118)
nsint 3m?costcos(nt) 3m?nsintcos’®(nt)

— + — ,
sin? nt sin® (nt) sin®(nt)
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olarak bulunur. D*; B, (t) ifadesi

: (119)

seklinde yazilabilir. (118) ifadesi (119) ifadesinde yerine yazilirsa

D B/ (1)

m [ncost 3m25intcos(nt)_3m2ncostcosz(nt)

=nsin(nt) sin"’(nt)_ sin’(nt) sin(nt)

nsint  3m’costcos(nt) 3m’nsintcos®(nt)
—_ + — ,
sin”(nt) sin’(nt) sin®(nt)

D3TT B, (t) =

mcost 3m’sintcos(nt) 3m’costcos’ (nt)
sin(nt) nsin®(nt) nsin®(nt) (120)

msint  3m°costcos(nt) 3m’sintcos®(nt)
— + —
sin®(nt) nsin*(nt) sin®(nt)

olarak bulunur. (96) ifadesinden

4 () Dy By (t) + 4 (t) D7, By (t) + D By (1) =0 (121)

seklindedir. (93), (117) ve (120) ifadeleri (121) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

mcost m?sint m?costcos(nt)  mcost
t)——— — gt (1) ————— — 1. (t -
A )sin(nt) i )nsinz(nt) 4 (1) sin®(nt) sin®(nt) (122)
3m’sintcos(nt) 3m’costcos®(nt)
nsin‘(nt) nsin®(nt)

elde edilir. (126) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

g e (- )
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olarak bulunur. Gerekli islemler yapildiginda elde edilen vektdriin ikinci ve iligiinci
bilesenlerinin esitliginden de ayni sonuca ulasilir. (106), (114) ve (122) ifadeleri goz

Oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.35. [E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T ) timelike

tegetler gosterge egrisinin Darboux vektorii Fj(t) olmak iizere

F (1)=(0,0,1) . (123)

R

Ispat: (69) ifadesindeki N (t) vektoriiniin t ye gore tiirev alinirsa

N, (t)=(-sint, —cost, 0) (124)
elde edilir. (T) timelike tegetler gdsterge egrisinin Darboux vektorii

R () =N, (t) AN, (1) (429
seklindedir. (69) ve (124) ifadeleri (125) ifadesinde yerine yazilirsa

F()=(0.0) (20
olur. Diger yandan (12) ifadesinden

F(t)=v, (t)(TT (DT (t) - (t)a(t)) (127)

sekindedir. (127) ifadesinde (69), (71) ve (78) ifadeleri yerine yazilirsa yine

F (t)=%Sin(nt)LinTnt)(%Sint’ %cost, nJ_sintnt)(nSint’ ncost,%ﬂ,

R (=001

elde edilir.
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Teorem 4.3.6. [E; uzaymnda timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T)

timelike tegetler gosterge egrisinin Darboux ani donme vektorii yoniindeki birim vektor
C, (t)=(0,0,1). (128)

Ispat: (126) ifadesinin normu almirsa

0] )

— F. (t
elde edilir. C; (t) = ( ) ifadesinde (126) ve (129) ifadeleri yerine yazilirsa,

o)

C, (1)=(0, 0,2) (130)

elde edilir.

Teorem 4.3.7. E? te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike

—

tegetler gosterge egrisinin ﬁ(t) ve F; (t) timelike vektorleri arasindaki hiperbolik ag1

¢; olmak lizere

m-1

o =arctanh(£j= 1 |n(m+1) (131)
m 2

dir, (Sekil 29)

Ispat: (3) ifadesinde (69) ile (126) ifadeleri yerine yazilirsa

(R (), T () =-coshey (132)

—

elde edilir. Diger yandan (12) ifadesinin her iki tarafi T; (t) ile Lorentzian i¢ ¢arpilip,

gerekli islemler yapilirsa yine (132) ifadesi elde edilir. Ayrica (1) ifadesinde (69) ve
(126) ifadeleri yerine yazilirsa
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Sekil 29. (T) tegetler gosterge egrisinin S? de Fj(t) Darboux vektorii
coshe, =n (133)

elde edilir. Diger yandan (7) ifadesinde (69) ile (126) ifadeleri yerine yazilirsa,

(R (1), B/ (1) =sinh gy == (454

elde edilir. (133) ve (134) esitliklerinden
1
=arctanh| —
o a1

elde edilir. cosh ¢, +sinh g, =e” esitligi kullanilirsa

o = In(MJZE'”(m—HJ (135)

m 2 {m-1
elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.3.8. E} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike

tegetler gosterge egrisi Slz lizerinde bir helis olusturur ve bu helisin ekseni C; (t)

vektoridiir, (Sekil 30).
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Sekil 30. S? iizerinde (T) timelike tegetler gosterge egrisi

Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike tegetler

gosterge egrisinin ﬁ(t) teget vektorii ve sabit bir LT{(t) dogrultusu arasindaki a¢1 &;

olsun. (T) timelike tegetler gosterge egrisinin (78) ifadesinden egrilikler orani

36
a(t) coth &, (1%9)
(t)

A

dir. (133) ve (134) esitliklerinden (136) ifadesi

cothd, =m (sabit) (137)

olur. (137) ifadesinde &; agcisi sabit elde edildiginden (T) timelike tegetler gosterge

egrisi bir helistir ve ekseni U, (t) dir. Burada U, (t) vektérii birim timelike vektor

olarak kabul edilirse, (3) ifadesinden
<‘I’T(t) lTT(t)> =—cosh6, =—-n (138)

olur. Benzer sekilde (7) ifadesinden
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(Br (1), Uy (1)) =sinh, == (139)

elde edilir. Ayrica lTT(t) vektori Frenet vektorlerinin lineer bilesimi olarak
U, (t)=aT, (t)+bN, (t)+cB (t) (140)

seklinde yazilabilir, burada a, b, c e R. (140) ifadesinin her iki yani sirasiyla ﬁ(t),

— e

N, (t) ve B; (t) vektorleriyle i¢ garpilirsa

a=coshé; =n,
(141)

bulunur. (141) ifadesi ile (133) ve (134) ifadelerinin esitliginden
0. =¢; (142)

oldugu goriiliir. (69) ve (141) ifadeleri (140) ifadesinde yerine yazilirsa

T

U (t)=cosh,T; (t)-sinh 4, B, (t)=(0, 0,1)=C; (t) (143)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.9. [E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T ) timelike

tegetler gosterge egrisinin yay uzunlugu

cos(nt) (144)
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Ispat: E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike tegetler

gosterge egrisinin {—21, t} araligindaki yay uzunlugu (45) ifadesine gore
n

cos(nt) (145)

sin(nt) dt = - -

JHT Ne-tr

':\,"N'—'ﬁ

olur. Gergekten (145) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

_ arccos(-ms; ) (146)

bulunur. (146) ifadesi timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T timelike

tegetler gosterge egrisinin denklemi olan

'F(t) = (costsin(nt) —nsintcos(nt),-sintsin(nt) - ncostcos(nt),—ﬂcos(nt)j
m

esitliginde yerine yazilirsa bu egri birim hizli bir egri olur, yani

Teorem 4.3.10. E} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T)

timelike tegetler gosterge egrisinin Ef te ve Sf deki geodezik egrilikleri sirasiyla

k; (t) ve y; (t) olmak tizere

sin(nt) (147)

Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike tegetler

gosterge egrisinin I teki geodezik egriligi k; (t), (46) ifadesinden
71



(148)

Kr (t) - HDTTTT (t)H - \/KDTTTT (t)’ D, T; (t)>‘

seklindedir. (87) ifadesi (148) ifadesinde yerine yazilirsa

B 1 (149)
- ‘sin (nt)‘

@ (1)

olur. Diger yandan (T) timelike tegetler gdsterge egrisinin S; teki geodezik egriligi

7 (1), (47) ifadesinden

#()=[0:T (0] - JKBTTTT (). BT, 1) (10
seklinde yazilir. (48) ifadesinden

D, T (1) =D T, (1) +&(S(T (1)) T (V)T (1) (151)
dir. Burada

e=(T(1), T(t))=1. (152)
Ayrica

3T (1) =-Dy Tr (1) =T (1) (153)
olur. (153) ifadesinden

(s(T (1), T (1) = (T (1), T (1)) =1 159

elde edilir. (152) ve (154) ifadeleri (151) ifadesinde yerine yazilirsa
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Dr.T,(t)=D, T, (t)-T(t) (155)

olur. (54) ve (87) ifadeleri (155) ifadesinde yerine yazilirsa

DT, (t)=(si:]0(5ntt), _si:E‘r:t)’ OJ—(costsin(nt)—nsintcos(nt),

—sintsin(nt)—ncostcos(nt) , —%cos(nt)) :

— cost(1-sin’(nt)) + nsintcos(nt)sin(nt)  sint(1-sin*(nt)
Pr (t)_[ sin(nt) - (sin(nt) ) (156)
_ncostcos(nt)sin(nt) n j

sin(nt) ’ —Ecos(nt)

olarak bulunur. (156) ifadesi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa

cos®tcos’ (nt)+2ncostcos® (nt)sintsin(nt)

(DaT (1), DT, (1)) =

sin?(nt)
+nzsinztcosztsinz(nt)+sin2(nt)cos“(nt)—2nsintc053(nt)costsin(nt)
sin”(nt)
nsin”tcos’tsin®(nt) n”cos®(nt)
sin’(nt) m?
= = cos* (nt n®cos’ (nt
(DT, (). DT, (1)) = Sinz((m)) + nzcosz(nt)—%,
_ cos?(nt) (157)

(DaT (1), DeT, (1)) -

sin”(nt)
elde edilir. (157) ifadesi (150) ifadesinde yerine yazilirsa

7: (t) =[cot(nt) (158)
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olur. (149) ve (158) ifadeleri goz oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.3.11. [E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (T) timelike

tegetler gosterge egrisinin geometrik elemanlar1 Tablo 1’°deki gibidir.

4.4, Ef Uzayinda Timelike Asal Normalli Spacelike Salkowski Egrisinin
( N ) Spacelike Normaller Gostergesi
Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin timelike normal vektori

N(t) ve (N) spacelike normaller gosterge egrisi olmak iizere spacelike (N ) egrisinin

Frenet vektorleri {'ITN (t), Ny (1) B, (t)} , egriligi x, (t)ve burulmas: (torsiyonu)

7, (t) olsun.

Teorem 4.4.1. Ef te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normeller gdsterge egrisinin Frenet vektorleri

T, (t)=(cost, —sint, 0) sl,
(159)
N, (t)=(-sint, —cost, 0) sl ,
B, (t)=(0, 0, -1) tl
seklindedir.
Ispat: (54) ifadesindeki N(t) ifadesinin tiirevi alinirsa
. (160)

N'(t) :(ﬂcost, —ﬂsint, Oj

m m

elde edilir. (160) ifadesinin normu alinirsa

[N @] =0 =N, N(o).
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n2
cos t+—23in2t
m

(161)
bulunur. (160) ve (161) ifadeleri (32) ifadesinde yerine yazilirsa (N) spacelike
egrisinin birim teget vektori 'I?N(t)

T, (t)=(cost, —sint, 0) (162)

—

(54) ifadesindeki N (t) vektoriiniin ikinci tiirevi alinirsa

W(t) =(—%sint, —%cost, 0

j (163)

olur. (160) ve (163) ifadelerine (2) ifadesindeki vektorel ¢arpim islemi uygulanirsa

. n2 j (164)

. n? (165)

bulunur. (164) ve (165) ifadeleri (32) ifadesinde yerine yazilirsa (N) spacelike

egrisinin birim binormal vektorii BT\I (t)
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B, (t)=(0, 0, -1) (166)

elde edilir. (162) ve (166) ifadeleri (32) ifadesinde yerine yazilirsa (N) spacelike

egrisinin birim normal vektori N (t)

N, (t)=(-sint, —cost, 0) (167)

elde edilir. (162), (166) ve (167) ifadeleri goz oniine alinirsa ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.4.2. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gosterge egrisinin egriligi ve burulmasi sirasiyla

m
rv(t)=—" (168)
N (t) =0

Ispat: (33) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gosterge egrisinin egriligi

_IN@AN()

iy (1) = v (t)H3 (169)

seklindedir. (161) ve (165) ifadeleri (169) ifadesinde yerine yazilirsa

o (1) = % (170)

elde edilir. Diger taraftan (163) ifadesinin tiirevi alinirsa

— 171
N’”(t):(—ﬂcost, ﬂsint, 0] (171)
m m
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olur. (164) ile (171) ifadeleri skaler (i¢) carpilirsa,

(N(t) A NP 1) W(t)>=<(0, 0, -r:—zj (—%cost, Dsin, o)>

(N'(t)AN"(t), N"(t))=0 (172)

elde edilir. (33) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gdsterge egrisinin burulmasi

[N AN (o) 173)

7 (1)=0 (174)

olarak bulunur. (170) ve (174) ifadeleri gbz oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.4.3. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gosterge egrisinin Frenet formiilleri

DT, (t)= (_msmt, _mcost, Oj o

(175)

o) NN(t)=(—anOSt, msnlnt’ OJ ol

Ispat: (43) ifadesine gore timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gdsterge egrisinin frenet tlirev formiilleri
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DNy (1) [=| =&y (1) 0 7 (1) || Ny (t (176)
D, By (t) 0 () 0 JB(t)
seklindedir. (167) ve (170) ifadeleri (176) ifadesinde yerine yazilirsa
msint  mcost (177)
5., (t):(— nt,_moost, o}
olarak bulunur. Diger yandan D; Ty (t) ifadesi
(- 9T ()_aT () T (1) (178)
N dt,, dt dty v (t)
seklinde yazilabilir. (162) ifadesinin tiirevi alinirsa
o (179)

T, (t)=(-sint, —cost, 0)

olarak bulunur. (161) ve (179) ifadeleri (178) ifadesinde yerine yazilirsa

msint mcost
DTNTN(t):(_ n T n ’Oj

olarak bulunur. (162), (166), (170) ve (174) ifadeleri (176) ifadesinde yerine yazilirsa

mcost msint (180)
DTNNN(t):(— oot oo ,OJ

olarak bulunur. Diger yandan D; Ny (t) ifadesi
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o dt, dt dt, v, (t)

(181)

seklinde yazilabilir. (167) ifadesinin tiirevi alinirsa

N\ (t)=(-cost, sint, 0) (182)
olarak bulunur. (161) ve (182) ifadeleri (181) ifadesinde yerine yazilirsa
mcost msint

D, N, (t):(— ot ment, 0}
elde edilir. Son olarak (167) ve (174) ifadeleri (176) ifadesinde yerine yazilirsa
D, B, ()=(0, 0, 0) (183)
olur. Diger yandan D; B, (t) ifadesi

4B, (1) _dBy (1) ot _B, (1) 459
DT BN (t) = = =

" dt,, dt  dty, vy (1)

seklinde yazilabilir. (166) ifadesinin tiirevi alinirsa
ot (185)

B, (t)=(0, 0,0)
olarak bulunur. (161) ve (185) ifadeleri (184) ifadesinde yerine yazilirsa
D

D.B.(1)=(0. 0.0

olarak bulunur. (177), (180) ve (183) ifadeleri g6z oniine alinirsa ispat tamamlanmis

olur.
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Teorem 4.4.4. E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N

spacelike normaller gosterge egrisinin Frenet vektorleri i¢in asagidaki gibi denklem

vardr,
0, 7o) 05 Tu)) DT [, ] [o
(186)
Dr Ny(t) D* Ny(t) D% Ny(t)| ay |=|0 |,
Dy, By () DZTN By (1) D3TN By(t) || 1 0
burada
m? (187)
Ay (t) -2
n
ve
1, (t)=0 (188)
seklindedir.
Ispat: (177) ifadesinin tiirevi alinirsa
' ( mcost msint (189)
(DTNTN (t)) _(_ n n Oj
olur. D% Ty (t) ifadesi
dt rm / (190)
2TN n ( ):E( Ty n )) :H<DTNTN (t))
N

seklinde yazilabilir. (189) ifadesi (190) ifadesinde yerine yazilirsa

_m(_mcost msint O)
n n ')
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_m’cost m’sint OJ (191)

elde edilir. (191) ifadesinin tiirevi alinirsa

" (m?sint m?cost (192)
(DZTNTN(t))Z( o ,0)

elde edilir. D% T, (t) ifadesi

0% T, (0= (DT () = (0T (w) (4%
seklinde yazilabilir. (192) ifadesi (193) ifadesinde yerine yazilirsa
D° T, (t)z%[mznszint, manzOSt’ OJ'
DT, (t)z(mgsjnt’ er::Sost’ 0] (194)
elde edilir. (186) ifadesinden

0 (195)

Ay (£) Dy Ty (t) + 4y () D% Ty () + D% Ty (1) =0

yazilir. (177), (191) ve (194) ifadeleri (195) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

msint m?cost msint (196)
- N(t) 2 3 =0

—Ay (t
v (1) n n n

elde edilir. (196) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa
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2

Ay (t)zr:—2 ve iy (t)=0

olarak bulunur. Gerekli islemler yapilirsa elde edilen vektoriin ikinci ve igiinci

bilesenlerinin esitliginden de ayn1 sonuca ulasilir. (180) ifadesinin tiirevi

(DTNNN(t))' =[msr:m, mC:St, o) (197)

olarak bulunur. D* Ny (t) ifadesi

ot

D% Ny (t) _E(DTN Ny (t)) = (D, Ny (1)

(198)

seklinde yazilabilir. (197) ifadesi (198) ifadesinde yerine yazilirsa

n i)

D?. N, (t):m(msmt mcost’ 0],
N n n

2

m?sint m?cost (199)
o7, N, () - T, TRt o

elde edilir. (199) ifadesinin tiirevi

2

, 2 2 i 200
(DZTNNN(t)) =[m :ost’ _mnszmt’ Oj (200)

elde edilir. D% N (t) ifadesi

- S m(—= ' (201)
D’;, Ny () ==—(D%, Ny (1)) = (D% Ny (1))
seklinde yazilabilir. (200) ifadesi (201) ifadesinde yerine yazilirsa
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m( m*cost  m?sint
DBTNNN(t)zﬁ( n2 y n2 ’ oj)
mPcost  msint (202)
DSTNNN(t):( 3 N 3 0]
n n
elde edilir. (186) ifadesinden
Iy (1)Dy Ny (t)+ 22y (1) D% Ny (t)+ D% Ny (t)=0 (203)

yazilir. (180), (199) ve (202) ifadeleri (203) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilegenlerinin esitliginden,

mcost m’sint  m°cost _ (204)

- + iy (1) - + 3 =0

elde edilir. (204) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

olarak bulunur. Gerekli islemler yapilirsa elde edilen vektoriin ikinci ve {igiincii

bilesenlerinin esitliginden de ayn1 sonuca ulasilir. (183) ifadesinin tiirevi alinirsa

(6.8:(0) =(0.0.0 209
olur. D% By (t) ifadesi

> dt ’ ' (206)
D, B, (1) = (D, By (1) =%(DTN B, (1))

seklinde yazilabilir. (205) ifadesi (206) ifadesinde yerine yazilirsa
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D’, B, (t):%(o, 0, 0),

D* B, (t)=(0, 0, 0) (207)

elde edilir. (207) ifadesinin tiirevi

(0%.8. () (0. 0.0) )

olarak bulunur. D°; By (t) ifadesi

Cdt (o Y m

D’, B, (t)_m(ozm B, ()] == (D%, By (1))

n

: (209)

seklinde yazilabilir. (208) ifadesi (209) ifadesinde yerine yazilirsa

D, B, (t):%(o, 0, 0),

D% B, (t)=(0, 0, 0) (210)

olarak bulunur. (186) ifadesinden

Ay (1)D; By (t)+ 4, (t)D? By (t)+ D% By (t)=0 (211)

seklindedir. (183), (207) ve (210) ifadeleri (211) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

Ay (1)0+ 1, (1)0+0=0 (212)

elde edilir. (212) ifadesi A, (t) ve g, (t) nin her reel degeri igin saglanir. Bu durumda
0zel olarak
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2

m
A (t):F ve u, (t)=0

Sec¢ilmesi genelligi bozmaz. Gerekli islemler yapilirsa elde edilen vektoriin ikinci ve
tigiincii bilesenlerinin esitliginden de ayn1 sonuca ulasilir. (196), (204) ve (212) ifadeleri
g0z Online alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.4.5. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N ) spacelike

n
tegetler gosterge egrisi H" iizerinde egrilik yarigapt — olan bir gemberdir, (Sekil 31).
m

1.5 '/////‘ /’—_—_—\\

0.5 —
Fptl Hiperbolik birim kiire
| ] Pptl Hiperbolik birim kiire
0 - R (N) Asli normaller gosterge egrisi
05+

0 -0.5 1-1

Sekil 31. H" iizerinde (N) spacelike normaller gdsterge egrisi

Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N) spacelike tegetler

S s 1 n . .
gosterge egrisi ]HI(Z) iizerinde egrilik yarigap1 r = =— olan bir cemberdir.

ky(t) m

Teorem 4.4.6. E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gosterge egrisinin Darboux vektorii F (t) olmak iizere

Fe(t)=(0,0,2) . (213)
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Ispat: (159) ifadesindeki N, (t) vektoriinlin t ye gore tiirev alinirsa

NT,'(t)z(—cost, sint, 0) (214)
elde edilir. (N) spacelike normaller gdsterge egrisinin Darboux vektorii
Fu()=-N, (t) ~ N (1) (319)
seklindedir. (159) ve (214) ifadeleri yukaridaki ifadede yerine yazilirsa

F.(t)=(0, 0, 1) (216)
olur. Diger yandan (36) ifadesinden

I?N(t):VN (t)(TN (t)ﬂ(t)_KN (t)BT,(t)) (217)

seklindedir. (217) ifadesine (159), (161) ve (168) ifadeleri yerine yazilirsa yine

F—N(t) — ﬂ[o_m(o, 0, —l)J :

R ()=(0,0,1

elde edilir.

Sonug 4.4.7. B} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N) spacelike

normaller gosterge egrisinin F ('[) Darboux vektoriiniin birim vektorii q(t) olmak

uzere

C, (1)=(0, 0,2). (218)
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Ispat: (216) ifadesinin normu almirsa

ZOR @

— F, (t
elde edilir. C, (t) = %Et;” ifadesinde (216) ve (218) ifadeleri yerine yazilirsa,
N

C, (1)=(0, 0, 1) (220)

elde edilir.

Teorem 4.4.8. E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N
spacelike tegetler gosterge egrisinin TT,(t) spacelike vektorii ile I?N('[) timelike vektorii

arasindaki hiperbolik ac¢1 ¢, olmak iizere
@, =0 (221)

dir, (Ispat: Sekil 32).
Ispat: (7) ifadesinde (159) ile (216) ifadeleri yerine yazilirsa

wa(t)’ Taw(t)ﬂ =sinh g, (222)
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By

Sekil 32. (N) normaller gosterge egrisinin HS de F—N(t) Darboux vektorii

—

elde edilir. Diger yandan (36) ifadesinin her iki tarafi Ty (t) ile Lorentzian i¢ carpilip,

gerekli iglemler yapilirsa yine (222) ifadesi elde edilir. Ayrica (1) ifadesinde (159) ve

(216) ifadeleri yerine yazilirsa

(Fi(0), Ta(0)) =0 @23
bulunur. (222) ve (223) ifadelerinin esitliklerinden

sinhg, =0 (224)
elde edilir. Diger yandan (4) ifadesinde (159) ile (216) ifadeleri yerine yazilirsa,

(Fi(0). B, (1) =cosha, @)

—_

elde edilir. Diger yandan (36) ifadesinin her iki tarafi B (t) ile Lorentzian i¢ ¢arpilip,

gerekli igslemler yapilirsa yine (222) ifadesi elde edilir. Ayrica (1) ifadesinde (159) ve
(216) ifadeleri yerine yazilirsa
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(Fo(0), Bo(1))-1 (226)
elde edilir. (225) ve (226) ifadelerinin esitliklerinden

coshg, =1 (227)
elde edilir. (224) ve (227) ifadeleri gbz oniine alinirsa

oy =0

bulunur ve ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.4.9. E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N

spacelike normaller gosterge egrisinin yay uzunlugu s, (t) olmak tizere

oo (228)

Ispat: E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N) spacelike

normaller gosterge egrisinin [—21 t} araligindaki yay uzunlugu (45) ifadesine gore
n

t

| .

- m 2m (229)
2

olur. Gergekten (229) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

ms, 7« (230)

n 2m

t=

bulunur. (230) ifadesi timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gosterge egrisinin denklemi olan
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N(t):%(sint,cost,m)

dN(t)

Sy

=1.

esitliginde yerine yazilirsa bu egri birim hizli bir egri olur, yani

Teorem 4.4.10. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N
spacelike tegetler gosterge egrisinin . te ve H’ deki geodezik egrilikleri sirasiyla

ky (t) ve w (t) olmak iizere

m
Ky (t) - nl’ (231)
Y (t):|m|

Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N) spacelike normaller

gosterge egrisinin [E; teki geodezik egriligi k; (t), (46) ifadesinden

232
Ky (1) =[D T (1)] :\/KDTNTN (t), D, Ty (t)>‘ (232)
dir. (177) ifadesi (232) ifadesinde yerine yazilirsa
m (233)
kN (t) = F

olur. Diger yandan (N) spacelike normaller gosterge egrisinin H’ deki geodezik

egriligi v, (t), (49) ifadesinden

YN (t) -

51 0f- (B 0. B ) -
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seklinde yazilir. (50) ifadesinden

Dy T ()= PrTu (1)+2(S(Tu (1), T ()N (V) &)
dir. Burada

e=(N(t), N(t))=-1 (236)
Ayrica

S(Ty (1)) =-Dy, T (t)=-T, (1) (237)
olur. (237) ifadesinden

((Tu (1), To() =(-Tu(®). Ty (1)) =1 (238)

elde edilir. (236) ve (238) ifadeleri (235) ifadesinde yerine yazilirsa

= — 239
D+, T, (t)=D, Ty (t) - N (1) (239)
olur. (54) ve (177) ifadeleri (239) ifadesinde yerine yazilirsa

BTNTN (t)z(_msmt, _mcost’ OJ_(nsmt’ ncost, nj’

n n m m
= sint(n? +m? cost(n? +m? (240)
S| ), ) )
nm nm

olarak bulunur. (240) ifadesi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa
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<ETNTN (t), DnT, (t)>:T—n2,

= = 241
<DTNTN (t), Dr,T, (t)>=m2 (241)
elde edilir. (241) ifadesi (234) ifadesinde yerine yazilirsa
vy (t)=|m) (242)

olur. (233) ve (242) ifadeleri g6z oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.4.11. E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (N)

spacelike normaller gosterge egrisinin geometrik elemanlar1 Tablo 2’deki gibidir.

4.5. E} Uzayinda Timelike Asal Normalli Spacelike Salkowski Egrisinin (B)

Timelike Binormeller Gostergesi

Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin spacelike binormal vektorii

g(t) ve (B) timelike binormaller gosterge egrisi olmak tizere timelike (B) egrisinin

Frenet vektorleri {'ITB (t), Ng(t) .Bg (t)} , egriligi x; (t) ve burulmasi (torsiyonu) 7, (t)

olsun.

Teorem 4.5.1. [ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormeller gdsterge egrisinin Frenet vektorleri

— n . n
T.(t)=| ——sint, ——cost, —n | tl ,
s (1) ( m m j

(243)

Ng (t) =(—cost, sint, 0) sl ,

B—B(t):(nsint, ncost, %) sl

seklindedir.
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Ispat: (54) ifadesindeki B(t) vektoriiniin tiirevi alinirsa

B'(t)= (sintcos(nt)+ ncostsin(nt)—ncostsin(nt)—n?sintcos(nt), costcos(nt)

—nsintsin(nt)+nsintsin(nt)—n*costcos(nt),

_”_Zcos(nt)j,

m

@(t)=[—:]—zzsintcos(nt), —:]—22costcos(nt), —%Zcos(nt)) (244)
elde edilir. (244) ifadesinin normu alinirsa

B (1) =vs (1) = ‘<§(t),§(t)>‘,

4 4 a

§’(t)”=\/%sinztcosz(nt)+%cosztcosz(nt)—%cosz(nt) :

°Y n’

B (t)H:\/‘_PCOS (nt)|,

B'(t)] = —cos(nt) (245)

m

bulunur. (244) ve (245) ifadeleri (8) ifadesinde yerine yazilsa (B) timelike

binormeller gosterge egrisinin birim teget vektorii T, ('[)

Tj(t):(-%sint, —%cost, —nj (246)

elde edilir. (54) ifadesindeki B(t) vektoriiniin ikinci tiirevi alinirsa
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. 2 3
B”(t):[—%costcos(nth%sintsin(nt), (247)

n? n’ n®
Fsintcos(nt) + Fcostsin(nt), + Hsin(nt))

olur. (244) ve (247) ifadelerine (2) ifadesindeki vektorel ¢carpim islemi uygulanirsa

. 4 5 5

B'(t)AB"(t)= (—Fsintcos2 (nt)—%costsin(nt)cos(nt)+%costsin(nt)cos(nt),

5 4 5
—Esintsin(nt)cos(nt) —%costcos2 (nt)+ %sintsin(nt)cos(nt),

4 5 4

—%sinztcos2 (nt) —%sintsin(nt)costcos(nt) - %cosztcos2 (nt)

5
+%sintsin (nt)costcos(nt)j :

o Nt nt nt (248)
B'(t) A B”(t)=[—ﬁsmtcosz(nt), —Fcostcosz(nt), —Fcosz(nt)j

elde edilir. (248) ifadesinin normu alinirsa

@(t)A@(t)\\:\/ n : : ,

8
Fsinztcos4 (nt)+ %cosztcos“(nt) —%cos“(nt)

6
%cos4 (nt)

B(t)AB(1)]=

B(1) A B (1)] = s cos? () (249)

bulunur. (248) ve (249) ifadeleri (8) ifadesinde yerine yazilsa (B) timelike

binormeller gdsterge egrisinin birim binormal vektorii gB(t)
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B (1) :(nsint, ncost, %) (250)

elde edilir. (246) ve (250) ifadeleri (8) ifadesinde yerine yazilirsa (B) timelike

binormeller gosterge egrisinin birim normal vektorii m(t)
Ng (t) =(~cost, sint, 0) (251)

elde edilir. (246), (250) ve (251) ifadeleri goz oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5.2. E? te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormeller gosterge egrisinin egriligi ve burulmasi sirastyla

1
<a(t) = cos(nt) (252)
we(t)=- cosTnt)

Ispat: (9) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B)

timelike binormeller gosterge egrisinin egriligi

=202 .

1 (254)

elde edilir. Diger taraftan (247) ifadesinin tiirevi alinirsa
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3

. 2 4
B"(t)= ([n +2n jsintcos(nt) + lecostsin (nt),
m

m
2 4 3 255
Ln r;rzn jcostcos(nt)—fnlzsintsin(nt), (255)

m

+n—4cos(nt)J

olur. (248) ile (255) ifadeleri skaler (i¢) carpilirsa,

— —iin = -n®—n® 2n’
<B’(t)/\B”(t), B"’(t)>:[ — Jsinztcosg(nt)—Fsintsin(nt)cost0052(nt)

6 8 7 8
(_nm; n jcosztcof(nt)+2mlssintsin(nt)cost0052(nt) —%cos%nt)

I e (256)

elde edilir. (9) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin egrisinin

(B) timelike binormeller gosterge egrisinin burulmas:

(B'(t)~B"(1),B"(1)) (257)
[B(t) B (1)

seklindedir. (249) ve (256) ifadeleri (257) ifadesinde yerine yazilirsa

5 (t) =

ry (D)= (258)

olarak bulunur. (254) ve (258) ifadeleri g6z 6niine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5.3. &} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gosterge egrisinin Frenet formiilleri
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_ | —cost sint
BrTs (1) [cos(nt)’ cos(nt)’ OJ sl,
(259)

msint mcost
D, N, (t)= : , 01 sl,
n,Ne (1) [ncos(nt) ncos(nt) J >

Dr,Be (1) = cos(nt)’ - cos(nt)’

mcost msint
( OJ sl .

Ispat: (19) ifadesine timelike asal normalli spacelike Salkowski (B) timelike

binormaller gosterge egrisinin frenet tiirev formiilleri

D., Ts (t) 0 xq(t) 0 Ty (1)
D, Ng(t)[=|xa(t) 0 —z(t)|| Ng(t) (260)
D, Bg (t) 0 Tp (t) 0 Eé t)

seklindedir. (251) ve (254) ifadeleri (260) ifadesinde yerine yazilirsa

_ ' (261)
D, TB(t): cost ’ sint 0
° cos(nt) cos(nt)
olarak bulunur. Diger yandan D; T, (t) ifadesi
dT, (t) _dT,(t) dt T—B'(t) (262)
D, T, ()= = — =
; dt, dt dt;  vg(t)
seklinde yazilabilir. (246) ifadesinin tiirevi alinirsa
(263)

'I?(t) = (—%cost, %sint, Oj

olarak bulunur. (245) ve (263) ifadeleri (262) ifadesinde yerine yazilirsa
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DTBTB (t):[ —cost sint 0]

cos(nt)” cos(nt)’

olarak bulunur. (246), (250), (254) ve (258) ifadeleri (260) ifadesinde yerine yazilirsa

( msint mcost Oj (264)

D N t = y ’
N (1) ncos(nt)’ ncos(nt)

olarak bulunur. Diger yandan D; N (t) ifadesi

— (265)

seklinde yazilabilir. (251) ifadesinin tiirevi alinirsa

N:'(t) =(sint, —cost, 0) (266)

olarak bulunur. (245) ve (266) ifadeleri (265) ifadesinde yerine yazilirsa

msint mcost
D. N, (t)= , , 0
r,Ns () (ncos(nt) ncos(nt) J

elde edilir. Son olarak (251) ve (258) ifadeleri (260) ifadesinde yerine yazilirsa

; (267)
D B mcost msint OJ

7,8 (1) _{cos(nt)’ ~ cos(nt)’

olur. Diger yandan D; B (t) ifadesi

— — — (268)




seklinde yazilabilir. (250) ifadesinin tiirevi alinirsa

B, (t)=(ncost, —nsint, 0) (269)

olarak bulunur. (245) ve (269) ifadeleri (268) ifadesinde yerine yazilirsa

mcost msint
D, B.(t)= , — , 0
r,Bs (1) (cos(nt) cos(nt) ]

olarak bulunur. (261), (264) ve (267) ifadeleri g6z Oniine alinirsa ispat tamamlanmis

olur.

Teorem 4.5.4. E? te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gésterge egrisinin Frenet vektorleri i¢in asagidaki gibi denklem vardir,

om0 om0 k0T, o 270
D, N, (t) D N(t) D% N (1) || 4o |=[0 |, (@70)
D, B, (t) D% By(t) DSTBBB(t) 1|10
burada

_ 1 (271)
% ()= cos’ (nt)
ve

__3msin(nt) (272)
#s (1) = cos? (nt)

seklindedir.

Ispat: (261) ifadesinin tiirevi alinirsa
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(D - (t))'— sintcos(nt)—ncostsin(nt) costcos(nt)+nsintsin(nt)
o . cos® (nt) ’ cos?(nt) ’ (273)

olur. D* Ty(t) ifadesi

: (274)

seklinde yazilabilir. (273) ifadesi (274) ifadesinde yerine yazilirsa

> m sintcos(nt)—ncostsin(nt) costcos(nt)+ nsintsin(nt)
DTBTB(t):ncos(nt) cos’(nt) ’ cos’(nt) o
D%, 7, (1) - m sint _ncostzsm(nt)’ cost +nsmtfln(nt)
8 ncos(nt){ cos(nt) cos”(nt) cos(nt) cos*(nt)
D% T, (1) = msint  mcostsin(nt)  mcost +msintsin(nt) (275)
B 237 ncos? (nt) cos’(nt) ' ncos’(nt)  cos’(nt)

elde edilir. (275) ifadesinin tiirevi alinirsa

(D2 T (t)),: N mcost +2msintsin(nt)+msintsin(nt)_ mncost
Te B ncos®(nt) cos®(nt) cos’(nt)  cos®(nt)

3mncostsin®(nt) msint  2mcostsin(nt) mcostsin(nt) mnsint
- - + + +

cos’ (nt) ncos’ (nt) cos’(nt) cos’(nt) cos’(nt)
3mnsintsin®(nt)
+ 0

cos*(nt)

(Dz T (t)),= . mcost +3msintsin(nt)_ mncost  3mncostsin®(nt)
Te B ncos”(nt) cos’(nt) cos’ (nt) cos* (nt)

msint  3mcostsin(nt) mnsint  3mnsintsin®(nt)
- + + + 0
ncos?(nt) cos®(nt) cos’(nt) cos*(nt)
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=Y 3msintsin(nt) 3mncostsin®(nt)
57 7 (1)) | ,__noost ~ |
( el )) [ercosz(nt)Jr cos’(nt) cos*(nt) (276)

nsint 3mcostsin(nt) 3mnsintsin®(nt) J

_mcosz(nt)Jr cos’(nt) " cos*(nt)

elde edilir. D* T, (t) ifadesi

' (277)

seklinde yazilabilir. (276) ifadesi (277) ifadesinde yerine yazilirsa

D3TBTB (t) =

__ cost +3mzsintsin(nt)_3mzcostsin2(nt)
cos’(nt) ncos*(nt) cos’(nt) (278)

sint 3m*costsin(nt) 3m?*sintsin®(nt)
+ + , 0
cos®(nt) ncos’ (nt) cos’(nt)

elde edilir. (270) ifadesinden

J () Dy To () + 45 (1) D% Ty (1) + DL Ty (1) = 0 (279)

yazilir. (261), (275) ve (278) ifadeleri (279) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

_ﬂ‘B (t)

3m?sintsin(nt) ~ 3m? costsin®(nt) B
ncos*(nt) cos’(nt)

cost sint ~ ncostsin(nt) cost
) B( )

cos(nt cos(nt)_ cos?(nt) _cos3(nt) (280)

elde edilir. (280) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa
3msin(nt)

ve 4a (1) = cos® (nt)
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olarak bulunur. Gerekli islemler yapildiginda elde edilen vektdriin ikinci ve itgiinci

bilesenlerinin esitliginden de ayn1 sonuca ulasilir. (264) ifadesinin tiirevi

* _( mnsintsin(nt) + mcostcos(nt)
(DTBNB(t)) _( ncos® (nt) ’ (281)

. mncostsin(nt)—msintcos(nt) 'Oj

ncos’ (nt)

olarak bulunur. D% N, (t) ifadesi

: (282)

seklinde yazilabilir. (281) ifadesi (282) ifadesinde yerine yazilirsa

> m mnsintsin(nt)+mcostcos(nt)
D TBNB( ): 2 !
ncos(nt) ncos®(nt)
mncostsin(nt)—msintcos(nt)
ncos®(nt) a
> m msintsin(nt)  mcost mcostsin(nt)  msint
D TBNB(t): 2 ' 2 - '
ncos(nt){  cos®(nt) ncos(nt) cos”(nt) ncos(nt)
: m?sintsin(nt)  m?cost ~ m’costsin(nt)  m?sint (283)
D3, Na (1) = ncos® (nt) +n2cosz(nt)’ ncos® (nt) _nzcosz(nt)’

elde edilir. (283) ifadesinin tiirevi

(ﬂ(t))’— 3m”n’sintsin®(nt)+3mncost cos(nt)sin(nt)
R n®cos’ (nt)
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(m?n® —m?)sintcos’ (nt) 3m?n? costsin?(nt)—3mensintcos(nt)sin(nt)
n’cos* (nt) ' n’ cos* (nt)

+

m?n? —m?)cost cos? (nt
o i) )

n®cos*(nt)

——— .\ [3m?’sintsin’(nt) 3m’costsin(nt)  sint
D", Na (1)) = ,
( uNe () ( cos’ (nt) ’ ncos®(nt) +cosz(nt) (284)
+3mzcostsin2(nt)_3mzsintsin nt)+ cost
cos*(nt) ncos’(nt)  cos’(nt)’

olarak elde edilir. D* Ny (t) ifadesi

dt / m / (285)
? t:—(2 t): (Dth)
nNa(t) dtg «(1) ncos(nt)\ ™ «(1
seklinde yazilabilir. (284) ifadesi (285) ifadesinde yerine yazilirsa
3 a2 3 .
D% N, (t) - 3m 5|nt53|n (nt)+3m zcost::os(nt)+ msslnt |
° ncos’(nt) n*cos*(nt)  ncos’(nt) (286)
3m3costsin2(nt)_3m33intsin(nt)+ mcost
ncos®(nt) n’cos*(nt)  ncos’(nt)’
elde edilir. (270) ifadesinden
A (287)

25 (1) Dy Ny (t) + 22 (t) D% N (t) + D°L Ng (1) =0

yazilir. (274), (283) ve (286) ifadeleri (287) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinden,
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2 (1) msint (t) m’sintsin(nt)  m*cost 3m*sintsin?(nt)
"*’ncos(nt) " ncos’(nt)  n’cos®(nt) ncos®(nt)
3m°costcos(nt)  msint (288)

+
n®cos*(nt) ncos’(nt)
seklindedir. (288) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

_3msin(nt)
~ cos?(nt)

olarak bulunur. Gerekli iglemler yapildiginda elde edilen vektoriin ikinci ve tigiincii

bilesenlerinden de ayni sonuca ulagilir. (267) ifadesinin tiirevi alinirsa

a mncostsin(nt)—msintcos(nt)
(Dr,Bs (1)) —( cos? () ’ (289)
_mnsintsin(nt)+mcostcos(nt)
cos’ (nt) ’
olur. D, By(t) ifadesi
: (290)

seklinde yazilabilir. (289) ifadesi (290) ifadesinde yerine yazilirsa

D%, B, (t)- m mncostsm(nt)2—msmtcos(nt),
8 ncos(nt) cos”(nt)
_mnsintsin(nt)+mcostcos(nt)
cos’ (nt) )
> m mncostsin(nt) msint  mnsintsin(nt) mcost
DTBBB(t):ncos(nt) cos’ (nt) _cos(nt)’_ cos’ (nt) _cos(nt)'
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D% B, (1) - m’costsin(nt)  m’sint  m’sintsin(nt)  m?cost (291)
B cos®(nt) ncos’(nt)”  cos®(nt) ncos®(nt)’

elde edilir. (291) ifadesinin tiirevi

(DZ 5 (t))’_(fﬁmzncostsinz(nt) 3m*sintsin(nt)  ncost
Tg —B -

cos*(nt) - cos®(nt) i cos’(nt)’ (292)
_ 3m’nsintsin®(nt) 3m’costsin(nt)  nsint
cos*(nt) cos®(nt) cos®(nt)’

olarak bulunur. D*; By (t) ifadesi

D%, By (t) = (D%, B, (1)) =—— (D7 B, (1)) (293)

seklinde yazilabilir. (292) ifadesi (293) ifadesinde yerine yazilirsa

3 m [ 3m’ncostsin®(nt) 3m’sintsin(nt)  ncost
D TB BB (t): 4 - 3 + 2 !
ncos(nt) cos*(nt) cos’(nt) cos’(nt)

_ 3m’nsintsin®(nt) 3m’costsin(nt)  nsint J

cos*(nt) cos®(nt) cos’(nt)’

5 B (t)_(3m3costsin2(nt) 3m’sintsin(nt)  mcost
(t)= _

E cos®(nt) ncos*(nt) ’ cos®(nt)’ (294)
~ 3m®sintsin®(nt) ~ 3m°®costsin(nt) __msint
cos®(nt) ncos*(nt) coss(nt)’

olarak bulunur. (270) ifadesinden

74 (1)D, By (1) + 1 (1) D7, By (1) D7, B (1) = (298)
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seklindedir. (267), (291) ve (294) ifadeleri (295) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

mcost m? costsin(nt) m?sint  3m°®costsin’(nt)
Ag (t)—— t - t
o )cos(nt)+ﬂ8( ) cos®(nt) s )ncosz(nt)+ cos® (nt)
_3mPsintsin(nt) = mcost (296)

+
ncos*(nt)  cos’(nt)
elde edilir. (296) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

_3msin(nt)

Ag (t):_# Ve g (t)= COSZ(I’\t)

cos’(nt)

olarak bulunur. Gerekli islemler yapildiginda elde edilen vektoriin ikici ve tglincii
bilesenlerinin esitliginden de ayni1 sonuca ulasilir. (280), (288) ve (296) ifadeleri goz

Oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5.5. &} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gosterge egrisinin Darboux vektorii F, (t) olmak iizere

Fy(1)=(0,0,1) . (297)

R ——

Ispat: (243) ifadesindeki N, (t) vektoriiniin t ye gore tiirev alinirsa

Nt'(t) =(sint, —cost, 0) (298)

elde edilir. (B) timelike binormaller gosterge egrisinin Darboux vektorii
. . — 299
R () =Ny (1) A N, (1) (299)

seklindedir. (243) ve (298) ifadeleri (299) ifadesinde yerine yazilirsa

106



R (1)=(0, 0,2) (300)
olur. Diger yandan (12) ifadesinden

Fa(t)=ve (t)[TB (DT (1)~ #e (t)B:(t)] (301)
seklindedir. (301) ifadesinde (243), (245) ve (252) ifadeleri yerine yazilirsa yine
Fo(t)=(0,0,2)

elde edilir.

Teorem 4.5.6. ¢ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gosterge egrisinin Darboux ani donme vektorii yoniindeki birim vektor
C,(t)=(0, 0,1). (302)
Ispat: (300) ifadesinin normu alinirsa

ol o0

— F(t
elde edilir. C, (t) = i( ) ifadesinde (300) ve (303) ifadeleri yerine yazilirsa,

C,(t)=(0,0,2) (304)

elde edilir.

Teorem 4.5.7. &} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gésterge egrisinin T;(t) ve F:(t) timelike vektorleri arasindaki hiperbolik

ac1 @y olmak tizere
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@, =arctanh (—ij 1 (m_—l) (305)

dir, (Sekil 33).
Ispat:

(B)

Sekil 33. (B) tegetler gosterge egrisinin S? de F:(t) Darboux vektorii
(3) ifadesinde (243) ile (300) ifadeleri yerine yazilirsa

(Fo(0). 75 (1)) = ~cosho, (308

elde edilir. Diger yandan (12) ifadesinin her iki tarafi T;(t) ile Lorentzian i¢ garpilip,

gerekli islemler yapilirsa yine (306) ifadesi elde edilir. Ayrica (1) ifadesinde (243) ve
(300) ifadeleri yerine yazilirsa

(o). ()= (307

bulunur. (306) ve (307) ifadelerinin esitliklerinden

coshg, =-n (308)
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olarak elde edilir. Diger yandan (7) ifadesinde (243) ile (300) ifadeleri yerine yazilirsa,

KEB(U’ gé(t)ﬂ =sinh g, =% (309)

ulagilir. (308) ve (309) esitliklerinden

@, = arctanh (—ij
m

elde edilir. cosh ¢, +sinh g, =€” esitligi kullanilirsa

P, =|n(”(1_m)]=l|n(m_—1j (310)

olarak ulasilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.5.8. E’ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gosterge egrisi S? iizerinde bir helis olusturur ve bu helisin ekseni C:(t)

vektoriidiir, (Sekil 34).

Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike binormaller

gosterge egrisinin T;(t) teget vektori ve sabit bir LTB(I) dogrultusu arasindaki ag1 6

olsun. (B) timelike binormaller gosterge egrisinin (252) ifadesinden egrilikler oran

7 () = coth 6, (1)
i (1)

dir. (308) ve (309) esitliklerinden (311) ifadesi

coth@, =—m (sabit) (312)
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seklinde olur. (312) ifadesinde 6, acis1 sabit elde edildiginden (B) timelike

binormaller gosterge egrisi bir helistir ve ekseni U_,;(t) dir. Burada U_,;(t) vektori

birim timelike vektor olarak kabul edilirse, (3) ifadesinden

/
/
1 /
=== Lorentz Binm Kure
e (B) Binormeller Gosterge Egrisi
0.5 —
/
// 1.5
0
/ 1
0.5 | / s
/
/
/
/
' 7~ T 7 3
15 N S ya
i i —
0.5 0 i —, — 1.6

Sekil 34. S? iizerinde (B) timelike binormaller gosterge egrisi
<T:(t) lTB(t)> =—cosh@, =-n (313)

olur. Benzer sekilde (7) ifadesinden

B U._ i n 314
<BB(t), UB(t)>=smh6?B=H (314)
elde edilir. Ayrica lTB(t) vektorii Frenet vektorlerinin lineer bilesimi olarak
Ug (t)=aT, (1) +1Ng (t) +¢,By (1) (315)

—

seklinde yazilabilir, burada a,, b, ¢, € R. (315) ifadesinin her iki yan1 sirasiyla T (t),

WB (t) ve BT; (t) vektorleriyle i¢ ¢arpilirsa
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a =coshé, =n,
(316)
b =0,
¢, =-sinhg, =——
bulunur. (316) ifadesi ile (308) ve (309) ifadelerinin esitliginden
08 = ¢B (317)

oldugu goriiliir. (243) ve (316) ifadeleri (315) ifadesinde yerine yazilirsa
U, (t) =cosh6,T, (t)—sinh g, B, (t)=(0, 0, 1)=Cg (t)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.5.9. E te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gosterge egrisinin yay uzunlugu s (t) olmak {izere

sin(nt)+n (318)
m

Sg (t):

Ispat: E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike

binormaller gosterge egrisinin {—21 t} araligindaki yay uzunlugu (45) ifadesine gore
n

_sin(nt)+n (319)

olur. Gergekten (319) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

(o arcsin(ms, —n) (320)
n
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bulunur. (320) ifadesi timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B)

timelike binormaller gosterge egrisinin denklemi olan

E(t) = (—costcos(nt) —nsintsin(nt), sintcos(nt)— ncostsin(nt),—%sin(nt))

dB(t
( ) =1 olarak elde

esitliginde yerine yazilirsa bu egri birim hizli bir egri olur, yani

SB
edilir.

Teorem 4.5.10. E} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B)
timelike binormaller gosterge egrisinin ES te ve S deki geodezik egrilikleri sirastyla

ks (t) Ve y; (t) olmak tizere

3 1
N ‘cos(nt)"

ka (t)

(321)
7s () =[tan(nt)] .

Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B) timelike binormaller

gosterge egrisinin [E; teki geodezik egriligi k; (t), (46) ifadesinden

322

ke (1) =[D:. To (1)] = \/KDTBTB (t), D, T, (t)>‘ (322)
dir. (261) ifadesi (322) ifadesinde yerine yazilirsa

1 (323)

ks (1)

) lcos(nt)

olur. Diger yandan (B) timelike binormaller gésterge egrisinin S} teki geodezik
egriligi y; (t), (47) ifadesinden
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7(0)=[BuT, (1) - \/KBTBTB (t), DT, (t)>‘

seklinde yazilir. (48) ifadesinden

Dy, T, (t) = DrTo (1) +£(S(To (1)), Ta(1))B(1)

dir. Burada

elde edilir. (326) ve (328) ifadeleri (325) ifadesinde yerine yazilirsa

—

Dr, T (1) =Dy, Ty (1) B(t)

B

olur. (54) ve (261) ifadeleri (329) ifadesinde yerine yazilirsa

DrT,(t)= [c;;:?;tt) , ccf;?r:t) , 0]—(—costcos(nt)—nsintsin (nt),

+sintcos(nt)—ncostsin(nt), —ﬂsin(nt)j ,
m
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(326)

(327)
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S cost(—l—cosz(nt))+nsintcos(nt)sin(nt) sint(l—cosz(nt))
nTa(t) = cos(nt) ’ cos(nt) (330)
ncostcos(nt)sin(nt) nsin(nt)
cos(nt) ' m

olarak bulunur. (330) ifadesi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa

= = cos?tsin*(nt) —2ncostsintsin®(nt)cos(nt
(DuTe (). DuT, (1)) = (nt) o () (nt)cos(nt)

. n*sin®tcos®(nt)sin®(nt) +sin?(nt)sin®(nt) + 2nsintsin®(nt)costcos(nt)
cos®(nt)

2 2 2 =2 2 ain?
¥ cos (nt)cos®tsin (nt)_n sin (nt),
cos’(nt) m?

(BuTa(t). BT, (1)) - ilfz((ﬂ?) (331)

elde edilir. (331) ifadesi (324) ifadesinde yerine yazilirsa

7s(t) = \tan (nt)\ (332)

olur. (324) ve (332) ifadeleri géz 6niine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.5.11. B} te Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (B)

timelike binormaller gésterge egrisinin geometrik elemanlarimi Tablo 3’teki gibidir.

4.6. E; Uzaymda Timelike Asal Normalli Spacelike Salkowski Egrisinin (C)
Spacelike Normaller Gostergesi
Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin timelike pol vektorii E(I)

ve (C) spacelike normaller gosterge egrisi olmak iizere spacelike (C) egrisinin Frenet

vektorleri {'I?C (t), Nc(t), B (t)}, egriligi x (t) ve burulmas (torsiyonu) 7. (t) olsun.
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Teorem 4.6.1. [ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike

normeller gosterge egrisinin Frenet vektorleri

T. (t) =(~cost, sint, 0) sl,
(333)
Nc (t) =(sint, cost, 0) sl,
B.(t)=(0, 0, -1) tl
seklindedir.
Ispat: (59) ifadesindeki E(I) ifadesinin tiirevi alinirsa
C'(t)=(-ncost, nsint, 0) (334)
elde edilir. (334) ifadesinin normu alinirsa
IS ®)=ve () =|(C(t). (1)),
‘6’(t)H:\/n2coszt+nzsin2t ,
& (t)]=n (339

bulunur. (334) ve (335) ifadeleri (32) ifadesinde yerine yazilirsa (C) spacelike

egrisinin birim teget vektorii T, (t)

T?(t)z(—cost, sint, 0) (336)

—

elde edilir. (59) ifadesindeki C (t) vektoriiniin ikinci tiirevi alinirsa

—

C"(t)=(nsint, ncost, 0) (337)
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olur. (334) ve (337) ifadelerine (2) ifadesindeki vektorel garpim islemi uygulanirsa
C'(t)aC"(t)=(0, 0, -n?) (338)

elde edilir. (338) ifadesinin normu alinirsa

SORSO BN
C'(t)AC7(1)] =n” (339)

bulunur. (338) ve (339) ifadeleri (32) ifadesinde yerine yazilirsa (C) spacelike

egrisinin birim binormal vektori BT:(I)
B (t)=(0, 0, -1) (340)

elde edilir. (336) ve (340) ifadeleri (32) ifadesinde yerine yazilirsa (C) spacelike

egrisinin birim normal vektorii Wc(t)
N, (t)=(-sint, —cost, 0) (341)
elde edilir. (336), (340) ve (341) ifadeleri goz ontine alinirsa ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.6.2. E te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike

pol gbsterge egrisinin egriligi ve burulmasi sirasiyla

(342)
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Ispat: (33) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C)

spacelike pol gosterge egrisinin egriligi

Hc AC’ (t)H (343)

seklindedir. (335) ve (339) ifadeleri (343) ifadesinde yerine yazilirsa

1 (344)
n

elde edilir. Diger taraftan (337) ifadesinin tiirevi alinirsa

C"(t)=(ncost, —nsint, 0) (345)
olur. (338) ile (345) ifadeleri skaler (i¢) carpilirsa,

(C(t)AC(t), C"(1)) =((0, 0, —n*), (ncost, —nsint, 0)),

(C(t)AC(t), C(t))=0 (346)

elde edilir. (33) ifadesinden timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C)

spacelike pol gosterge egrisinin burulmasi

e (t)=

(C'(t) C*() C(t)) (347)
OAC ]

seklindedir. (339) ve (346) ifadeleri (347) ifadesinde yerine yazilirsa

7o (t)=0 (348)
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olarak bulunur. (344) ve (348) ifadeleri gbz oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.6.3. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike

pol gosterge egrisinin Frenet formiilleri

D, T, (t)=(%, %St o) sl
(349)
DTCNC(t)=(%St, —%, o] sl |

Ispat: (43) ifadesine gore timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C)

spacelike pol gosterge egrisinin frenet tiirev formiilleri

D;. Te (1) 0 k() 0 i(t)
D Ne (1) =], (t) 0 (1) || Ne (1) (350)
D, B (t) 0 () O JB(t)
seklindedir. (341) ve (344) ifadeleri (350) ifadesinde yerine yazilirsa
sint cost (351)
Dr.Te (t):(T’ T Oj
olarak bulunur. Diger yandan Dy T (t) ifadesi
(352)

57 (1)< T (0) 4T (1) ot _Te'(1)
Tlc dt, dt  dt. v (1)

seklinde yazilabilir. (336) ifadesinin tiirevi alinirsa
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'E(t) =(sint, cost, 0) (353)

olarak bulunur. (335) ve (353) ifadeleri (352) ifadesinde yerine yazilirsa

sint cost
D Te (t):(T' T 0)

olarak bulunur. (336), (340), (344) ve (348) ifadeleri (350) ifadesinde yerine yazilirsa

D; Nc(t)=

[0

2 T T 0
n n

(cost sint j (354)

olarak bulunur. Diger yandan D; N (t) ifadesi

o (1)~ SNe (0)_dNe(9) dt N (1) (559
¢ dt. dt  dt. v (1)

seklinde yazilabilir. (341) ifadesinin tiirevi alinirsa

Nj'(t) =(cost, —sint, 0) (356)

olarak bulunur. (335) ve (356) ifadeleri (355) ifadesinde yerine yazilirsa

DN (t):(%‘“, g, oj

elde edilir. Son olarak (341) ve (348) ifadeleri (350) ifadesinde yerine yazilirsa

D, B (t)=(0, 0, 0) (357)

olur. Diger yandan D; B (t) ifadesi
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_ _ — (358)

. (359)
(o] 1

olarak bulunur. (335) ve (359) ifadeleri (358) ifadesinde yerine yazilirsa

DB (1)=(0, 0, 0)

Te

olarak bulunur. (351), (354) ve (357) ifadeleri g6z Oniine alinirsa ispat tamamlanmis
olur.

Teorem 4.6.4. E? te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike

pol gosterge egrisinin Frenet vektorleri i¢in asagidaki gibi denklem vardir,

DLTe(t) D%Te(t) DST() X (3%0)

D, Nc(t) D Ne(t) DY Ne(t)| s |-
B (t) DSTch(t) 1

o O O

burada

1 (361)

ve
4 (t)=0 (362)

seklindedir.

Ispat: (351) ifadesinin tiirevi alinirsa
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n n

(D T (1) =(&St, _sint, oj

olur. D? T, (t) ifadesi

seklinde yazilabilir. (363) ifadesi (364) ifadesinde yerine yazilirsa

1( cost sint
D% T. (t)==| —, - —, 0/,
o (9=, -t o

cost sint
DZTCTC (t) = [7, —?, OJ

elde edilir. (365) ifadesinin tiirevi alinirsa

' sint cost
(DZTcTc(t)) :(__2’ 7 Oj

n n

elde edilir. D°. T (t) ifadesi

(ErTe) - (0%

D® T.(t)=
TCC() dtc

seklinde yazilabilir. (366) ifadesi (367) ifadesinde yerine yazilirsa

1( sint cost
DSTCTc(t)=—(—77 T Oj'

sint cost
DQ'TCTC (t) = (—?, —T' Oj

(363)

(364)

(365)

(366)

(367)

(368)



elde edilir. (360) ifadesinden

o (1)D, T () + 1 (1) D% To () + D To (1) =0 (369)

yazilir. (351), (365) ve (368) ifadeleri (369) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

sint cost  sint (370)
C(t) 2 =

Rl e =

elde edilir. (370) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa
1
//LC (t):F ve ,Llc(t)=0

olarak bulunur. Gerekli islemler yapildiginda elde edilen vektoriin ikinci ve lgiinci

bilesenlerinin esitliginden de ayn1 sonuca ulasilir. (354) ifadesinin tiirevi

(DRe () =[S, -2, o] @)

olarak bulunur. D* N (t) ifadesi

dt 1 ! (372)
2
7 Ne () =D Ne (6) =+ (0r Ne (1)

c
seklinde yazilabilir. (371) ifadesi (372) ifadesinde yerine yazilirsa

1( sint cost
D’ N. (t)==| -—, - —, 0/,
1Ne () n( n n ]

sint cost (373)

DZTCNc(t)=(—7' pa 0)
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elde edilir. (373) ifadesinin tiirevi

' (_cost sint Oj (374)

n ' n?’

elde edilir. D N, (t) ifadesi

: / 375
dt (5 1 (375)

seklinde yazilabilir. (374) ifadesi (375) ifadesinde yerine yazilirsa

1( cost sint
D3TCNC(t):—(——, — OJ,

n n? n

__’ a2 0
n3 3

( cost sint J (376)

elde edilir. (360) ifadesinden

Ao (t) DTC Nc (t) + He (t) DZTC N¢ (t) + DSTC Ne (t) =0 (377)

yazilir. (354), (373) ve (376) ifadeleri (377) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,

cost sint  cost (378)
T ()= e ()7 =7 =0

elde edilir. (378) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

olarak bulunur. (184) ifadesinin tiirevi alinirsa
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(0.8 (1) =(0. 0. 0) )

olur. D’ B (t) ifadesi

/ (380)

D? B (t)=(0, 0, 0) (381)

elde edilir. (207) ifadesinin tiirevi

, (382)
(D% B (1) =(0. 0, 0)
olarak bulunur. D% B (t) ifadesi
3 dt (= "1l ' (383)
Tc C(t)ZE( Tc BC (t)) = (D Te BC (t))
C
seklinde yazilabilir. (382) ifadesi (383) ifadesinde yerine yazilirsa
. 1
5%, B ()= 2(0.0,0),
D% _B.(t)=(0, 0, 0) (384)

olarak bulunur. (360) ifadesinden
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/¢ (t)Dy_Bg (1) + 44 (t)D*_Bc (t)+ D% B (t)=0 (385)

C

elde edilir. (357), (381) ve (384) ifadeleri (385) ifadesinde yerine yazilirsa elde edilen

vektoriin birinci bilesenlerinin esitliginden,
Jc (£)0+ 41 (1)0+0=0 (386)

seklindedir. (386) ifadesi A (t) ve s (t) nin her reel degeri igin saglanir. Bu durumda

Ozel olarak

1
//{,C(t)=F ve /Jc(t)=0

secilmesi genelligi bozmaz. Gerekli islemler yapilirsa elde edilen vektoriin ikinci ve
ticiincii bilesenlerinin esitliginden de ayni sonuca ulasilir. (370), (378) ve (386) ifadeleri

g0z Oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.6.5. &} te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike

pol gosterge egrisi S; iizerinde egrilik yarigap1 N olan bir cemberdir, (Sekil 35).

~ e
- _
/ | i
1 <
0.5 ~ / - Lorentz Birim Riire
/ Y (C) pol gosterge eqrisi
0- / _ J
/ T
/ )
-0.5 ~ /
1
-1~ L /
7~ v /
1.5 1 i S, /0
- /
BE e /
05 T~ Z .
1 Tzt o

1.5

Sekil 35. S; iizerinde (C) spacelike normaller gdsterge egrisi
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Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike tegetler

gosterge egrisi S {izerinde egrilik yarigap r = =n olan bir cemberdir.

1
re (1)
Teorem 4.6.6. E te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike

tegetler gosterge egrisinin Darboux vektorii F (t) olmak iizere
F()=(0,0,1) . (387)

Ispat: (333) ifadesindeki N—N(t) vektoriiniin t ye gore tiirev alinirsa

Nj'(t) =(cost, —sint, 0) (388)
elde edilir. (C) spacelike pol gosterge egrisinin Darboux vektorii
Fe(t)=-Nc(t) A Nj'(t) (389)

seklindedir. (333) ve (388) ifadeleri (389) ifadede yerine yazilirsa vektorel garpimindan
F()=(0.0. (3%0)
olur. Diger yandan (36) ifadesinden

Fe (t)=ve (1) (7e ()Tc (1) ~4c (1) Be (1)) (390)

seklindedir. (391) ifadesine (333), (337) ve (344) ifadeleri yerine yazilirsa yine
— 1
E ()= n(O—H(O, 0 _1)j |

R (1)=(00,1
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elde edilir.

Sonug 4.6.7. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) timelike

pol gdsterge egrisinin F, (t) Darboux vektériiniin birim vektorii C. (t) olmak iizere
Ce(t)=(0.0,2). (392)

Ispat: (390) ifadesinin normu almirsa

O =

Fe (1)

[F o)

elde edilir. Q(t) = ifadesinde (390) ve (392) ifadeleri yerine yazilirsa,

on

C.(t)=(0,0,1) (394)

elde edilir.

Teorem 4.6.8. E te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike
pol gosterge egrisinin T—c(t) spacelike vektori ile F—C(t) timelike vektorii arasindaki

hiperbolik ac1 ¢ olmak {izere
@. =0 (395)

dir, (Sekil 36).
Ispat: (7) ifadesinde (333) ile (390) ifadeleri yerine yazilirsa

(0, )| -simno, o

—

elde edilir. Diger yandan (36) ifadesinin her iki tarafi T, (t) ile Lorentzian i¢ ¢arpilip,

gerekli igslemler yapilirsa yine (396) ifadesi elde edilir. Ayrica (1) ifadesinde (333) ve
(390) ifadeleri yerine yazilirsa

127



B¢

- ' Be (pptl)

Sekil 36. (C) tegetler gosterge egrisinin S} de F_ (t) Darboux vektorii

(). T5(1))=0 (97)
bulunur. (396) ve (397) ifadelerinin esitliklerinden

sinhg. =0 (398)
elde edilir. Diger yandan (4) ifadesinde (333) ile (390) ifadeleri yerine yazilirsa,

(R (1), B: (1) =coshir (399)

elde edilir. Diger yandan (36) ifadesinin her iki tarafi B—N(t) ile Lorentzian i¢ carpilip,

gerekli igslemler yapilirsa yine (396) ifadesi elde edilir. Ayrica (1) ifadesinde (333) ve
(390) ifadeleri yerine yazilirsa

(F (). B ()1 (400)
elde edilir. (399) ve (400) ifadelerinin esitliklerinden

coshg, =1 (401)
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elde edilir. (398) ve (401) ifadeleri gbz oniine alinirsa
¢ =0

bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.6.9. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike

pol gosterge egrisinin yay uzunlugu s; (t) olmak iizere

5. (1) = nt+%n. (402)

Ispat: [ te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike pol

gosterge egrisinin [—21 t} araligindaki yay uzunlugu (45) ifadesine gore
n

C'(t)|dt=n j,[ dt:nt+%n (403)

se (t)= j;‘

“on

olur. Gergekten (403) ifadesinde gerekli islemler yapilirsa

s. 7 (404)

bulunur. (404) ifadesi timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C)

spacelike pol gosterge egrisinin denklemi olan

E(t)z(—nsint,—ncost,—ﬂj
m

dC(t) 4

esitliginde yerine yazilirsa bu egri birim hizli bir egri olur, yani
SC
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Teorem 4.6.10. E; te timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C)

spacelike tegetler gosterge egrisinin Ef te ve Slz deki geodezik egrilikleri sirasiyla

ke (t) Ve y. (t) olmak tizere

1

k.(t)=—,

e (! In| (405)
1

Vc(t):m'

Ispat: Timelike asal normalli spacelike Salkowski egrisinin (C) spacelike pol gdsterge

egrisinin B’ teki geodezik egriligi k; (t), (46) ifadesinden

(406)

ke (0) =[BT (0] = (BT (1), BT (1)

dir. (351) ifadesi (406) ifadesinde yerine yazilirsa

1 (407)

olur. Diger yandan (C) spacelike pol gosterge egrisinin S? deki geodezik egriligi

7 (1), (47) ifadesinden

_ — — (408)
7e(t)=|PeTe(v)] - \/KDTCTC (1), DiTe (1))

seklinde yazilir. (48) ifadesinden

D, Te (1) =DrTe (1)+2(S(Te (1)), Te (1))C (1) (409)

dir. Burada
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(410)
Ayrica
(T (1)) =B Te (=T (1) (1)
olur. (411) ifadesinden
(s(Te(t). Te(V) =(-Ta(t), Ta(t) =1 (412)
elde edilir. (410) ve (412) ifadeleri (409) ifadesinde yerine yazilirsa
Dr. T, (t)=D, T, (t)+C(t) (413)
olur. (59), (351) ve (349) ifadeleri (413) ifadesinde yerine yazilirsa
Dr.T, (t):(% %St, OJJ{—nsint,—ncost,—%j,
5T (t)(sint(inz)' cost(rll—n2)7 _%J -
olarak bulunur. (414) ifadesi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa
(DeTe (V). DeTe (1)) mi (415)

elde edilir. (415) ifadesi (408) ifadesinde yerine yazilirsa

416
Ve (t):i 9

olur. (407) ve (416) ifadeleri goz oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUC VE ONERILER

(T) timelike tegetler gosterge egrisinin Frenet vektorleri, egrilikleri, Frenet tiirev

vektdrleri, A (t)Dy Ny (t)+ 2 (t)D* Ny (t)+ D% N (t)= 0 denkleminin katsayilari,
Darboux vektorii, yay uzunlugu, EY e ve S? ye gore geodezik egrilikleri hesaplanmis

ve sonuglar Tablo 1’deki gibi elde edilmistir.

Tablo 1. (T) timelike tegetler gosterge egrisinin geometrik elemanlari

Tj(@:(%sint, %cost, nj tl DTTTT(t){Sif]O(S:t)’ _si:?r:t)’ j !
E(t):(nsint, neost. %j sl D, N, (t)z[_nrsr;;i(nntt), —nr:iﬁ?;tt)’OJ sl
N, (t)=(cost, —sint, 0) sl DTTBT(t)z(sTnC(O;tt)' _Srir:(i:tt), oJ sl

v, (t)—%sin(nt) ;T: ) nsi:](nt)

(0= T

o ()= SinTm) G ()

g =arcan( L)L) ) _cos(o0)

F()=(0.01) d N (t)zﬁ

C, (t)=(0,0,1) yr=tang



(N) spacelike normaller gosterge egrisinin Frenet vektorleri, egrilikleri, Frenet

tirev vektdrleri, @, agisi, Ay (t)Dr Ny (t)+ 4, (t)D?* Ny (t)+D% Ny (t) =0

denkleminin katsayilar1, Darboux vektérii, yay uzunlugu, E? e ve HJ ye gére geodezik

egrilikleri hesaplanmis ve sonuglar Tablo 2’deki gibi elde edilmistir.

Tablo 2. (N) spacelike normaller gosterge egrisinin geometrik elemanlari

—

T, (t)=(cost, —sint, 0) sl

—

B, (t)=(0, 0, -1)

—

Ny (t)=(-sint,—c0s,0) sl

Fo(t)=(0,0,1)

Cy(t)=(0,0,1)

n n

n ' n

o _m
dt, n

2
,1N=%
=0
s Mt 7
" m o 2m
kN(t)=%
WN(t):|m|
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(B) timelike tegetler gosterge egrisinin Frenet vektorleri, egrilikleri, Frenet tiirev

vektorleri, @, agist, Jg(t)Dy Ng(t)+ s (t) D% Ny (t)+ D% Ny (t)=0 denkleminin
katsayilar1, Darboux vektorii, yay uzunlugu, E? e ve S? ye gore geodezik egrilikleri

hesaplanmis ve sonuglar Tablo 3’teki gibi elde edilmistir.

Tablo 3. (B) timelike binormeller gosterge egrisinin geometrik elemanlari

n . n cost sint
T.(t)=| ——sint, ——cost, —n| tI D.T.(t)=|- , .0 |
-1 ( m m j e (1) ( cos(nt)" cos(nt) J ;

BB(t):(nsint, ncost, %) sl

msint mcost
D. N, (t)= , , 0 |
nNs (1) (ncos(nt) ncos(nt) ] ®

Ng (t)=(-cost, sint, 0) sl

mcost msint
D. B. (t)= , — , 0 |
r,Ba (1) {ncos(nt) ncos(nt) ) >

a_m
dt, ncos(nt)

KB(t)=COStm) ﬂa(t)=—co521(m)
TB(t):-SinTm) us(t)=—c3£f(iﬂtt)
v ) () -
Fo()=(0.0.2) kB(t):|COStnt)|
Cy(t)=(0,0,2) 7 =tan(nt)
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(C) spacelike tegetler gosterge egrisinin Frenet vektorleri, egrilikleri, Frenet

tirev  vektorleri, @, agisi, g (t)Dy Ng (t)+ s (1) D’ Ng (t)+D* N (t)= 0
denkleminin katsayilari, Darboux vektérii, yay uzunlugu, [, e ve H? ye gére geodezik

egrilikleri hesaplanmis ve sonuglar Tablo 4’teki gibi elde edilmistir (Aksan ve Giir,
2022).

Tablo 4. (C) spacelike pol gosterge egrisinin geometrik elemanlari

(C) spacelike pol gosterge egrisinin geometrik elemanlar:

T (t)=(-cost, sint, 0) sl DT, (t)z[s’iﬂ, &st,oj g
n n
N, (t)=(sint, cost, 0) sl b, N, (t):(&st’ _Siﬂ, Oj y
n n
B.(t)=(0, 0, -1) I D; B (t)=(0, 0,0) sl
Ve (t):n izl
dt. n
1 1
Kc (t)=ﬁ ﬂ’C(t):F
7. (t)=0 te =0
¢c =0 sc(t):nt+z
2
Fe()=(0.01) ke (t):ﬁ
C()-(0.0.1) gL
70() |m|
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Bu tez ¢aligmasinda 3-boyutlu Lorentz uzayinda timelike asal normalli spacelike
Salkowski egrisinin kiiresel gosterge egrilerinin bazi geometrik 6zellikleri incelenmistir.
Benzer ¢alismalar, Lorentz uzayindaki diger karakterizasyonlu Salkowski veya anti-

Salkowski egrileri lizerinde veya farkli uzaylarda da yapilabilir.
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