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3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA SEMi-SIMETRIK METRIiK VE METRIK
OLMAYAN KONNEKSiYONLARA GORE BAZI YUZEYLER

OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci bdliimde, ¢aligmanin amaci ve kapsami
aciklanmis; diferensiyel geometriye dair temel kavramlara yer verilerek Monge ve 6teleme
yiizeylerinin tarihgesi, tanimlari ve uygulama alanlar1 sunulmustur. Ikinci boliimde, yiizey
teorisine ve konneksiyon kavramina yonelik temel tanim ve teoremler verilmis; 6zellikle
semi-simetrik konneksiyon tiirleri ele alinarak ¢alismanin kuramsal altyapisi
olusturulmustur. Uciincii béliimde, semi-simetrik metrik konneksiyon altinda Monge ve
Oteleme ylizeylerinin, birim normal vektorleri, birinci temel form katsilar1 ve ortalama
egrilikleri hesaplanmigtir. Ayrica ilgili yilizeylerin minimal ylizey olma durumlar
incelenmistir. Dordiincii boliimde ise, ayni ylizeyler semi-simetrik metrik olmayan
konneksiyon altinda incelenmistir. Bu calisma, farkli konneksiyon tiirlerinin yiizeylerin
ortalama egrilikleri iizerindeki etkilerini ortaya koyarak, ylizey geometrisinin
konneksiyona bagli olarak nasil degistigini gostermeyi amaglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Minimal yiizey, Monge yiizeyi, Oteleme yiizeyi, Semi-simetrik
metrik konneksiyon, Semi-simetrik metrik olmayan konneksiyon.



SOME SURFACES WITH RESPECT TO SEMI-SYMMETRIC METRIC AND
NON-METRIC CONNECTIONS IN 3-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the aim and scope of the study are
presented, followed by fundamental concepts of differential geometry. The historical
background, definitions, and applications of Monge surfaces and translation surfaces are
also discussed. The second chapter provides the basic definitions and theorems related to
surface theory and the notion of connection. In particular, various types of semi-symmetric
connections are examined to establish the theoretical framework of the study. In the third
chapter, Monge and translation surfaces are investigated under semi-symmetric metric
connections. The unit normal vectors, coefficients of the first fundamental form, and mean
curvatures of the surfaces are computed. Moreover, the conditions under which these
surfaces are minimal are explored. The fourth chapter focuses on the analysis of the same
surfaces under semi-symmetric non-metric connections. This study aims to reveal how
different types of connections affect the mean curvature of surfaces, thereby demonstrating
how surface geometry varies depending on the chosen connection.

Keywords: Minimal surface, Monge surface, Translation surface, Semi-symmetric metric
connection, Semi-symmetric non-metric connection.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri, matematigin bir dali olarak geometri nesnelerinin 6zellikle egri ve
ylizeylerin analizini derinlemesine incelemektedir. Bu alan, hem teorik hem de uygulamali
birgok disiplinde dnemli bir yere sahip olup mekansal iligkileri anlamamiza ve fiziksel
olaylar1 modellememize olanak tanimaktadir. Ozellikle yiizeyler, ii¢ boyutlu uzayda yer
alan onemli geometrik varliklar olup dogada ve miihendislikte bir¢ok uygulama alam
bulmaktadir. Bir yilizeyin matematiksel olarak tanimlanmasi, onu olusturan noktalarin
uzaydaki konumlar1 ve birbirleriyle olan iligkileri dogrultusunda gergeklestirilmektedir. Bu
calismada, ylizeylerin taniminin yani sira Monge ve Oteleme yiizeyleri semi-simetrik
konneksiyonlara gore incelenecek ve Monge ve oOteleme yiizeylerinin minimal olma

durumu verilecektir.

Monge yiizeyi, matematiksel geometri ve diferansiyel geometri alaninda 6nemli bir kavram
olup 6zellikle yiizeylerin incelenmesi ve analizinde kritik bir 6neme sahiptir. 18. yiizyilda
Fransiz matematik¢i Gaspard Monge tarafindan tanimlanan bu kavram, bir ylizeyin ya da
bir seklin {i¢ boyutlu uzaydaki geometrik 6zelliklerini anlamamiza olanak tanir. Monge
ylizeyleri, genellikle bir fonksiyon yardimiyla tanimlanan, her bir noktasiyla iligkili bir
yiikseklik fonksiyonu barindiran ylizeylerdir. Bu tiir yiizeylerin incelenmesi; 6zellikle
miihendislik, mimarlik, bilgisayar grafikleri ve fizik gibi disiplinlerde genis bir uygulama

yelpazesine sahiptir.

Monge yiizeyleri, matematiksel olarak z = f(x,y) bi¢iminde ifade edilen iki degiskenli
bir fonksiyon olarak tanimlanabilir. Monge yiizeyinin geometrik Ozellikleri; bu
fonksiyonun tiirevleri, egrilikleri ve yerel olarak nasil davrandigi gibi unsurlarla dogrudan
iliskilidir. Ozellikle yiizeyin noktalar1 arasindaki egim ve egrilik degisimleri, yiizeyin

karmasikligini ve niteligini anlamamizda baslica 6gelerden biridir.

Diferansiyel geometri alaninda Monge yiizeyleri, yiizeylerin egriliginin incelenmesinde ve

analizinde siklikla kullanilmaktadir. Monge yiizeylerinde; egrilik kavramlari, ylizeyin



yapisal ozelliklerini belirlemekte 6nemli bir rol oynamaktadir. Ornegin bir Monge
yiizeyinin egriligi; yiizeyin seklinin diiz, gukur veya ¢ikintili olup olmadigini belirlemede
kritik bir gostergedir. Bu baglamda yiizeyin bir noktadaki egrilik degerleri, mithendislik
tasarimlarinda kritik bir Oneme sahip olabilmekte, yiik dagilimlarini ve malzeme

dayanikliliklarini etkileyebilmektedir.

Ote yandan Monge yiizeyleri, bilgisayar grafikleri ve 3D modelleme alaninda da yogun bir
sekilde kullanilmaktadir. Ug boyutlu modelleme, gercek diinyadaki sekil ve yiizeylerin
sanal ortamda temsili i¢in oldukc¢a dnemlidir. Monge yiizeyleri, karmasik yiizeylerin basit
matematiksel ifadelerle temsil edilmesine olanak tanir ve bu sayede, kullanicilarin gercek
zamanli uygulamalar gelistirmelerine olanak saglar. Ayrica yiizeylerin egrilik analizi,
bilgisayar destekli tasarim (CAD) yazilimlarinda miihendislik ve mimari tasarim
streglerinde kritik bir yer tutmaktadir. Monge ylizeylerinin incelenmesi; sadece
matematiksel kuramsal bir merak degil ayn1 zamanda miihendislik, bilgisayar bilimi ve
fizik gibi disiplinlerle birlikte somut uygulamalarin gelistirilmesi i¢in de elzem bir

konudur.

Bu yiizeylerin geometrik 6zellikleri, Gauss egriligi (K) ve ortalama egrilik (H) gibi egrilik
kavramlar ile analiz edilerek ylizeylerin lokal ve genel egrilik durumlar1 hakkinda bilgi
sunar. Gauss egriligi, ylizeyin dogal egriligini tanimlayarak K > 0, K < OveK = 0
durumlarindaki yiizeylerin geometrisini anlamamiza yardimci olurken; ortalama egrilik,
yiizeyin genel seklinin ve digsal durusunun bir géstergesi olarak kabul edilir. Bu kavramlar,

yiizeylerin geometrik ve analitik 6zelliklerinin kesfine katkida bulunur.

Yiizeylerin minimal yiizey olma sarti ortalama egriligin sifira esit olmasidir. Bu,
diferansiyel geometri igerisinde temel bir tanimdir ve Jean Baptiste Meusnier 1776 yilinda
bu ilkeyi kesfetmistir. Meusnier, bu iliskiyi yiizeylerin egriligi lizerine yaptig1 ¢alismalarda
ortaya koymustur (Meusnier, 1776).Ortalama egrilik, bir yiizeyin iki ana egriliginin
aritmetik ortalamasidir. Ortalama egrilik, ylizeyin topolojik ve geometrik 6zelliklerini
anlamada kritik bir parametre olarak iglev goriir. Minimal yiizeyler, dogal olarak sekillenen

yapilar olmalar1 sebebiyle c¢esitli disiplinlerde ilgi gormektedir. Minimal yiizeylerin ¢esitli



uygulamalar1 vardir; bunlar matematik, insaat miihendisligi, mimarlik, fizik, sanat ve doga
bilimleri alanlarinda sik¢a kullanilir. Ornegin, insaat miihendisliginde minimal yiizeyler
kullanilarak yapilarin daha az malzemeyle daha dayanikli olmasi saglanir. Oteleme
yiizeyleri, f(u) ve g(v) treteg egrileri olmak sartiyla Darboux tarafindan bu egrilerin
toplam1 seklinde tanmimlanmistir (Darboux, 1911). Yani o6teleme yiizeyleri z(u,v) =
f(u) + g(v) fonksiyonu ile ifade edilir. Scherk 1835 yilinda 6teleme ylizey olarak

verilen bu tipte bir yiizeyin diizlem ve a sifir olmayan bir sabit i¢in:

1

2(w,v) =~ log cos(aw)

cos(av)

ile verilen ylzeyler oldugunu kanitlad: (Scherk, 1835). Scherk tarafindan yapilan bu
kamtlamadan sonra minimal &teleme yiizeyleri gesitli alanlarda genellestirildi. Oteleme
ylizeylerinin minimalligi ile ilgili calismalar bircok matematik¢i tarafindan yapilmistir
((Verstraelen, Walrave and Yaprak, 1994), (Dillen, Van de Woestyne, Verstraclen, and
Walrave, 1998), (Lopez , 2011), (Nistor and Munteanu, 2011), (Oscar , Ruiz Hernandez
and Munteanu, 2016), (Lopez and Oscar , 2017)). Cok sayida yayinlanmis calismadan da
goriilebilecegi gibi oteleme ylizeyleri, biiyiik ilgi gormektedir. Yakin zamanda Wang bu
arastirma alanlarini yeni bir bakis acgisiyla ortaya ¢ikaran bir ¢alisma ortaya koymustur.
Wang 2021 yilinda yaptign ¢alismada 3-boyutlu Oklid uzay:r ve 3-boyutlu Minkowski
uzayinda bir tiir semi-simetrik metrik konneksiyon ve semi-simetrik metrik olmayan
konneksiyona gore oteleme yiizeyleri calismistir. Wang TIP1, TIP2 ve TIP3 olarak
siiflandirilan bu ylizeyleri semi-simetrik konneksiyonlara gore ortalama egriliklerini
hesaplamistir. Ayrica bu c¢alismada hesaplanan ortalama egriliklerden yararlanilarak bu
yiizeylerin semi-simetrik konneksiyonlara gdre minimal yiizey olmasi i¢in gerekli

durumlar elde edilmistir (Wang, 2021).

Ote yandan semi-simetrik konneksiyonlar, yiizeylerdeki egrilik yapilarinin daha detayl:
incelenmesine olanak taniyan 6nemli bir kavramdir. Bu konneksiyonlar, belirli simetrik
durumlar1 koruyarak klasik simetrik konneksiyonlardan farkli bir yapi sunar. Bu
karakteristik farkliliklar, semi-simetrik konneksiyonlarin geodeziklerin ve paralel

tagimalarin analizi konusundaki 6nemini vurgulamaktadir; ayrica, bu yapilar, geometrinin



yani sira teorik fizik ve genel gorelilik gibi alanlarda da ¢esitli uygulamalara sahiptir. Semi-
simetrik konneksiyonlarin sagladigi geometrik diizen, ylizeyler arasindaki diferansiyel

iliskilerin anlasilmasini giiclendirir (Sergioa and Vassileiou, 2020).

Bir yiizeydeki metrik yap1; yiizeyin geometrik 6zelliklerini belirleyerek uzunluk, ag1 ve
egrilik gibi kavramlarin tanimlanmasina olanak tanir. Semi-simetrik bir metrik, yiizey
iizerindeki belirli bir geometrik diizeni korumaya yonelik sartlar icerir. Bu metrik,
yilizeydeki egrilikler ve baglantilar arasindaki iligkiyi simetrik bir sekilde koruyarak belirli
bir geometrik yapiy1 olusturur. Ornegin, genel gorelilik teorisi gergevesinde uzay-zamanin
yapisinin derinlemesine incelenmesi i¢in semi-simetrik konneksiyonlar kritik bir gorev
iistlenir. Bu nitelikler, fiziksel sistemlerin incelenmesine dair yeni perspektifler gelistirme

potansiyeli tasimaktadir (Namikawa, 2002).

Bununla birlikte semi-simetrik bir metrik olma sarti, belirli toplama ve ¢arpma islemleri
altinda gecerlidir. Metrik olmama durumu ise yilizeydeki belirli noktalar arasindaki
mesafelerin kendi nesnel bigimleriyle tutarli bir sekilde tanimlanmadigi durumlar ifade
eder. Bu durum, yilizeyin geometrik 6zelliklerinin belirli bir diizen i¢inde tanimlanamadig1

anlamina gelir.

Bu calismada ele alinan yiizeylerin geometrik Ozellikleri, literatiirde yer alan pek ¢ok
calisma ile iliskilidir. Oklid uzayinda egriliklerin incelendigi klasik ¢aligmalardan biri olan
Chern kompakt bolgelerdeki egrilik kavramini detayli bigimde ele almistir (Chern, 1944).
Homojen uzaylar ve diferensiyel geometri iizerine genis kapsamli teorik bir ¢erceve sunan
Katz ve Mukherjee, ylizeylerin simetrik ve simetrik olmayan baglantilarla iliskili yapisini
anlamada temel kaynaklardan biridir (Katz and Mukherjee, 2011). Uriin yiizeylerinin
geometrisi lizerine yapilan ¢alismalardan biri olan Jonghe, 6zellikle bu tiir ylizeylerin
egrilik 6zelliklerini detayli olarak incelemistir (Jonghe, 2019). Lopez ve Marilena, sabit
egrilikli Oklid uzayinda &teleme ve homotetik yiizeyleri simiflandirarak bu yiizeylerin
temel yapisal 6zelliklerini ortaya koymustur (Lopez and Marilena, 2014). Benzer sekilde,
Lopez ve Moruz (2015) calismasinda sabit egrilikli uzaylarda 6teleme ve homotetik
ylizeyler yeniden ele alinmistir (Lopez and Moruz, 2015). Meng ve Liu ile Yu ve Liu,

faktorlenebilir yiizeyler ve bu ylizeylerin minimal olma kosullarina odaklanarak, 6zel



yiizey tiirlerinin diferensiyel geometrik analizini yapmistir (Meng and Liu, 2009; Yu and
Liu, 2007). Wang, semi-simetrik baglant1 altinda Oklid ve Minkowski uzaylarinda 6teleme
ylizeylerinin minimal olma durumlarini incelemistir. Bu caligsma, tezimizin temel ¢ikis
noktalarindan biridir (Wang, 2021). Yano’nun c¢alismasi, semi-simetrik metrik
baglantilarin matematiksel temelini atan ilk ¢alismalardan olup, ilgili baglant1 tiiriiniin
geometriye etkisini kuramsal diizeyde ele almistir (Yano, 1970). Korkmaz (2011) ise semi-
simetrik baglantilarin genel oOzelliklerini detaylandirarak modern caligmalara zemin
hazirlamistir (Korkmaz, 2011). O’Neill’in diferensiyel geometriye dair iki ayr1 eseri, hem
egriler ve yiizeyler hem de genel Riemann geometrisi baglaminda temel referans
niteligindedir (O'Neill, 1983; O'Neill, 1997). Yang ve Fu (2016), affin uzayda 6teleme
yiizeylerini ele alarak bu tiir yiizeylerin farkli baglanti tiirleri altindaki davraniglarini
incelemistir (Yang and Fu, 2016). Cicek Goziitok ve Esin, semi-simetrik metrik baglantilar
altinda hiper ylizeylerin teget demetlerinin 6zelliklerini analiz etmislerdir (Cigek Goziitok
ve Esin, 2012). Kara, Aydin ve Ergiit, semi-simetrik baglantilarla donatilmis Oklid
uzayinda tekil minimal 6teleme yiizeylerini inceleyerek, bu yiizeylerin sahip oldugu 6zel
geometrik yapilarin ayirt edici 6zelliklerini ortaya koymuslardir. Calisma, farkli baglanti
tirlerinin ylizey geometrisi ilizerindeki etkilerini anlamak acisindan onemli katkilar
sunmaktadir (Kara, Aydin ve Ergiit, 2021). Gallot, Hulin ve Lafontaine ile Hildebrandt ve
Mitidieri ¢alismalari, Riemann geometrisi ve Riemann manifoldlar1 iizerinde yapilan
geometrik analizler agisindan derinlemesine teorik bilgiler sunmaktadir (Gallot et al., 2004;
Hildebrandt and Mitidieri, 1998). Gonzalez tarafindan yapilan calisma, yari-simetrik
metrik ve baglantilar izerine yogunlasarak, bu yapinin genel geometri tizerindeki etkilerini
orneklerle ortaya koymustur (Gonzalez, 2012). Nomizu, Riemann manifoldlarinda
invariant simetrik tensor alanlarini incelemis ve diferensiyel geometriye katki saglamistir
(Nomizu, 1984). Tiirkce literatiirde ise Korkmaz, egriler ve yiizeyler iizerine kapsamli ve

ogretici bir eser sunmustur (Korkmaz, 2012).

Geometrik bir perspektiften bakildiginda, bu ylizeylerin analiz edilmesi hem teorik bilgi
birikimini zenginlestirecek hem de miihendislik ve fizik uygulamalarina yenilik¢i bakis
acilar1 sunacaktir. Ayrica bu ¢aligma, diferansiyel geometri alaninda yapilacak gelecekteki
aragtirmalara yonelik bir temel olusturarak matematiksel teorinin dogayla olan iligkisini

daha ileriye tasimay1 amaclamaktadir.



Bu tez calismasinin temel amaci, diferensiyel geometri gercevesinde Monge ve Oteleme
yiizeylerinin semi-simetrik konneksiyonlar altinda ortalama egriliklerini incelemektir.
Klasik diferensiyel geometri ¢alismalarinda yilizey analizleri, ¢ogunlukla Levi-Civita
baglantis1 altinda gergeklestirilmektedir. Ancak bu ¢alismada, daha genel bir baglant1 tiirii
olan semi-simetrik konneksiyonlar ele alinarak yiizeylerin geometrik yapilart farkli bir
perspektiften degerlendirilecektir. Tez kapsaminda, Oncelikle Monge ve Oteleme
ylizeylerinin tanimlar1 yapilmis, ardindan bu yiizeyler lizerinde tanimli semi-simetrik
metrik ile metrik olmayan konneksiyonlar incelenmistir. Daha sonra, semi-simetrik metrik
ile metrik olmayan konneksiyonlar altindaki ortalama egrilik hesaplamalar1 yapilarak
ylizeylerin minimal yiizey olup olmadiklari arastirilmigtir. Son asamada ise bu durumlarin

klasik konneksiyonlara gore nasil degisiklik gosterdigi ortaya konmustur.

Bu baglamda, tez calismasi hem teorik anlamda diferensiyel geometri alanina katki
saglamay1 hem de baglanti tiirlerinin yiizey geometrisi lizerindeki etkilerini ortaya koyarak

cesitli uygulamali alanlara 151k tutmay1 hedeflemektedir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tammm 2.1. U, E? uzayinn bir acgik alt kiimesi ve F:U — E3 diizgiin ve regiiler bir
doniisiim olsun. F: U — E3déniisiimii bir homeomorfizm ise F(U) kiimesine E3 uzayinda
bir basit ylizey denir.

M, E® uzayinm bir alt kiimesi olsun. M nin her p elemani i¢in, p nin E3iizerinde V
komsulugu ve E2 nin bir U acik ciimlesinden V N M ye bir F diffeomorfizmi varsa, M

ciimlesi E3 de bir yiizeydir, denir.

Sekil 2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayimda Yiizey

(F,U) ikilisine (bazen, kisaca F fonksiyonuna) M yiizeyinin bir parametrizasyonu veya

bir yerel(lokal) koordinat sistemi denir (Sabuncuoglu ve Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.1. U , R? uzaymnm bir agik alt kiimesi ve F:U — R diizgiin ve

diferanseyellenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda;

M = {p,,p2, F (p1,p2): (1, v2) € U}
esitligiyle verilen M ciimlesi bir ylizeydir (Sabuncuoglu, 2010).



Tamm 2.2. M, R® uzayinda bir yiizey olsun. p € M ve v, € T,(R?) olmak iizere v,
vektorii, M i¢in de bulunan en az bir egrinin hiz vektori ise v, vektorii p noktasinda M
ylizeyine tegettir veya v, vektorl p noktasinda M yiizeyinin bir tanjant vektoriidiir, denir
(Sabuncuoglu, 2010).

p noktasinda M ylizeyine teget olan tiim vektorlerin kiimesi T,(M) ile gosterilir

(Sabuncuoglu ve Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.3. M, R3 uzayinda bir yiizey olsun
ViM = Upen T,(R?)

bi¢iminde bir V fonksiyonu her p € M i¢in V(p) € T,,(R?) 6nermesini dogruluyorsa V

fonksiyonuna, M ylizeyi iistiinde bir vektor alani denir (Sabuncuoglu, 2010).

Her p € M i¢in V(p) € T,(M) ise V fonksiyonuna, M yiizeyi iistiinde teget vektdr alani

denir.

Her p € M igin V(p) vektorii T, (M) uzaymna dik ise V ye M iistiinde dik(normal) vektor

alani denir.

V, M istiinde bir vektor alani ise p € M i¢in
V(p) =X v (p)
=1%1 ayl p

bi¢imindedir. Burada v; fonkisyonlart, M> den R ye  giden fonksiyonlardir. Bu
fonksiyonlar diizgiin ise V vektor alanina M iistiinde diizgiin bir vektor alani denir.
M iistiinde biitiin vektdr alanlarinm kiimesini y,,(R3) ile ve M iistiinde biitiin diizgiin

teget vektor alanlarinin kiimesini y(M)ile gosterilecektir. (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.4. w, M yiizeyinin agik bir V alt ciimlesinden R ye bir fonksiyon ve p € V olsun.

p € F(U) ve F(U) S V olacak sekilde (F, U) parametrizasyonu varsa ve



woF:U->R

fonksiyonu F~1(p) noktasinda diferensiyellenebilir ise w fonksiyonu p noktasinda

diferensiyellenebilirdir, denir (Sabuncuoglu ve Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 2.5. F(U), M yiizeyi icinde basit yiizey ve R? uzaymdaki dik koordinat

fonksiyonlar1 x; ve x, olmak lizere
u; = Xx;o T_l

esitligiyle tanimhi u; : F(U) - R fonksiyonlarina, F(U) basit yiizeyinin koordinat
fonksiyonlar1 denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.6. F(U), M yiizeyi iginde p noktasini igeren basit yiizey ve F(U) basit
yiizeyinin yerel koordinat fonksiyonlari u; , u, olsun. F(q) = p ve w, M yiizeyinden R

ye giden diizgiin bir fonksiyon olduguna gore

0w _ 0( weF)
e, P) =5 — (@)

e d . S
esitligiyle tanimlanan ﬁ (p) sayisina, w fonksiyonunun, p noktasinda i ninci degiskene
i

gore kismi tiirevi denir (Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 2.2.Y: U — Y (U) fonksiyonu M manifoldu iginde bir koordinat sistemi ve i =
(uq,uy,...,Uy) olsun. Bu koordinat diizleminde elde edilen koordinat vektorleri

0,(p),0,(p),..., 0, (p) olmak iizere

B = {al(p)J aZ(p)! Ty am(p) } B

esitligiyle verilen B kiimesi T, (M) uzaymin bir tabamdir (Ozdemir, 2020).
Tammm 2.7. Ug boyutlu Oklid uzayinda iki vektdr @ = (uq, up, u3) ve U = (vq, v, v3)
olsun. Bu durumda bu iki vektoriin i¢ ¢carpimi, vektorel carpimi ve bir vektoriin normu,

sirasiyla,
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(ﬁ, ﬁ) =ur + UV, + Usvs,

(2.1)

Ve

Il = v (u,u) (2.2)
dir (Sabuncuoglu, 2013).

Tanim 2.8. Bir ylizeyin her noktasinda yiizeye dik olan ve normu bir olan vektdre birim

normal vektor adi verilir ve parametrik bir yiizey F (u, v) igin,

FuxFy
T IFEuxFDI (2.3)

ile hesaplanir, burada F, = Z—z ve F, = Z—f dir (Sabuncuoglu, 2013).

Tamm 2.9. S fonksiyonunun tanim ciimlesi M dir. S fonksiyonu M nin her bir p

noktasia, T,(M) den T,,(M) ye bir fonksiyon karsilik getirir.
M yiizeyinin birim normal alan1 N olmak iizere, M nin her bir p noktasinda, v, € T,,(M)
i¢in,

S,: T, (M) = T, (M)

Up = Sp(vp) = —DpN
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esitliiyle tanimli S, fonksiyonuna M yiizeyinin p noktasindaki sekil operatorii veya
Weingarten doniisiimii denir, burada D diferansiyel operatorii D:T,(M) X xu(R3) -

T,(R?) seklinde tanimlidir (Ozdemir, 2020).

Teorem 2.3. Bir yiizeyin sekil operatdrii 6zesleniktir. Yani her v,, w,, € T, (M) i¢in

(S(vp) wp) = (v, S(wy))
dir (Ozdemir, 2020).

Tanmm 2.10. M bir yilizey ve S ylizeyin sekil operatorii matrisi olsun. S matrisinin
determinantina, M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu denir ve K ile gosterilir. K = detS

tanimina gore, ylizeyin tanjant uzayinin bir  tabanina gore verilmis sekil operatorii matrisi

Sl =, df

ise Gauss egriligi

K =ad — bc

olur. (Ozdemir, 2020).

Tanmm 2.11 Bir yiizeyin Gauss egrilik fonksiyonu sifir ise bu fonksiyona flat yiizey denir

(Sabuncuoglu ve Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.12. M bir ylizey ve S yiizeyin sekil operatorii matrisi olsun. S matrisinin izinin

yarisina, M ylizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir ve H ile gosterilir.

_ i)
H = 2

tanimina gore
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Sle =, dl

ise ortalama egriligi

olur (Ozdemir, 2020).

Tanim 2.13. Bir ylizeyin ortalama egrilik fonksiyonu sifir ise bu yiizeye minimal ylizey

denir (Sabuncuoglu ve Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.14. R3 {izerindeki Oklid i¢ ¢arpimi, R3uzayindaki bir yiizeyin her noktasimndaki
T, (M) teget diizlemine indirgenebilir. Bu i¢ garpimi g ile gosteririz. Buna gore u,v €
T,(M) i¢in §(u, V) degeri, R®uzayinda iki vektoriin i¢ ¢arpmmu gibi disiiniilerek elde
edilir. Bu i¢ ¢arpim pozitif tanimli, simetrik, bilineer bir form oldugundan, bu simetrik

bilineer forma

kuadratik formu karsilik gelecektir. I, (#%) kuadratik formuna, M yiizeyinin birinci temel

formu denir (Ozdemir, 2020).

Tamm 2.15. M yiizeyinin bir parametrizasyonu F:U — M olsun. {u,v}, U c R?
uzaymin koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere T,(M) uzaymin {F,(q),F,(q)} tabanin

g0z Oniine alalim.

<:Fu;Tu) =E, <:Fu;Tv) =F, <:Fv;:Fv> =G

skaler fonksiyonlarina birinci temel form katsayilar1 denir (Ozdemir, 2020).
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Teorem 2.4. M yiizeyinin bir parametrizasyonu F:U — M olsun. {u,v}, U c R?

uzayinin koordinat fonksiyonlari olmak iizere ¥ € T, (M) igin, birinci temel form

I = Edu? 4+ 2Fdudv + Gdv?

bi¢ciminde tanimlanir (Sabuncuoglu ve Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.5. Birinci temel form koordinat sisteminin degisiminden bagimsizdir (Ozdemir,

2020).

Tamm 2.16. Bir M yiizeyinde p € M ve i,V € T,,(M) igin, S,, sekil operatorii olmak

uzere,

IL:T,(M) » R

B - IL,(3) = (S(@), B),

bigiminde tanimlanan kuadrik formuna, M yiizeyinin ikinci temel formu denir (Ozdemir,

2020).

Tamm 2.17. M yiizeyinin bir parametrizasyonu F:U — M olsun. {u,v}, U c R?
uzaymin koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere T, (M) uzaymin {F,(q),F,(q)} tabanin

g6z Oniine alalim. S sekil operatorii olmak iizere

e = (R, S(R)) = (Fu, N),
f= (Tu:S(Tv» = (Tuv'N):
g= (Tv:'s(?v)) = (Tvv'N)

skaler fonksiyonlarina ikinci temel form katsayilar1 denir (Ozdemir, 2020).

Teorem 2.6. M yiizeyinin bir parametrizasyonu F:U — M olsun. {u,v}, U c R?

uzayinin koordinat fonksiyonlar1 olmak tizere v € T,,(M) igin, ikinci temel form



I1,(V) = edu?® + 2fdudv + gdv?

biciminde tanimlanir (Ozdemir, 2020).

Teorem 2.7. M yiizeyinin bir parametrizasyonu F:U — E3 olsun. F nin Gauss ve

ortalama egrilikleri, birinci ve ikinci temel formlar1 cinsinden

_ eg—f?
" EG-F2

_ 1eG-2fF+gE
T 2 EG-F?

H

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1993).

Tanim 2.18. {u4, ..., u, }, R" iizerinde dogal koordinatlar olsun. V. = Y7, V; 9;

ve W = YL, W;0;, R"izerinde vektor alanlar ise

Www = Z?=1V(Wi)ai

vektor alanina W’ nin V’ye gore kovaryant tiirevi denir (O'Neill, 1983).

Tanim 2.19. M bir manifold ve manifold {izerinde vektor alanlarinin kiimesi y( M )olsun.

Budurumda V. ,W ,X € y(M)ve f € C* (M,R) igin,

VWwW:xy(M)X y(M)—> y (M) iletanimh

l. VV+WX = VVX + VWX
Vfo = fVVX

el
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sartlarin1 saglayan V doniisiimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir. Bir afin
konneksiyon M lizerinde ki bir vektdr alanini yine bir vektor alanina tastyan doniistimdiir

(Sahin, 2012)

Teorem 2.8. M bir Riemann manifoldu olsun. vV, W, X € y(M) igin:

i. [V, W] = va - VWV

ii. V(W X)=(W,W,X)+(W,V,X)

olacak sekilde M nin tek bir Levi-Civita konneksiyonu vardir ve bu konneksiyon

2(W ., Xy =V(W, X)+ W(X, W) —=X(V,W)+(V,[W,X]) = (W, [X,V]) —

(X, [V.W])

Kozsul formiilii ile karakterize edilir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.20. M manifolfunun her bir p noktasina, p noktasinda bir kotanjant vektor
karsilik getiren fonksiyona M iistiinde 1 — form denir (Sabuncuoglu & Hacisalihoglu,

1983).

Tamm 2.21. (M, §) bir Riemann manifold ve V de M iizerinde bir lineer konneksiyon

olsun. Eger V nin torsiyon tensorii M iizerinde her V, W vektor alani i¢in

TWV,W) =uW)v —u(V)w

olarak ifade ediliyor ise V lineer konneksiyonuna semi-simetrik konneksiyon denir. Burada

U, M tizerinde 1-form dur. Eger 1-form una karsilik gelen vektor alan1 Q ile gosterilirse, p

islemi



u(v) =g(v,Q

seklinde verilir.

Eger

ise 7 ya, semi-simetrik metrik konneksiyon ad1 verilir.

Eger

Vg + 0

ise 7 ya, semi-simetrik metrik olmayan konneksiyon ad1 verilir (Yano, 1970).

16
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3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA SEMIi-SIMETRIK METRIK
KONNEKSIYONA GORE MONGE VE OTELEME YUZEYLER

Bu béliim, iki alt béliimden olusmaktadir. Bu alt béliimlerde 3-boyutlu Oklid uzayinda

semi-simetrik metrik konneksiyona gére Monge ve Steleme yiizeyleri ele alinacaktir.

Ilk olarak 6zel bir semi-simetrik metrik konneksiyon elde edilerek, bu konneksiyona gore
yiizeylerin birim normal vektor alanlar1 ve birinci temel form katsayilar1 hesaplanacaktir.
Ardindan semi-simetrik metrik konneksiyona gore yiizeylerin ortalama egrilikleri elde
edilecektir. Elde edilen bu ortalama egrilikler yardimiyla yiizeylerin ilgili konneksiyon

altinda minimal olma durumlar1 incelenecektir.

R3 iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V¢Y olmak iizere, 1 <i,j < 3, X; = aa_x’ X, =

] B’ =
3 Ve X3 = 5, igin Vx,Xj = 0 olsun.

R3 de X,Y € T(M) igin kanonikal metrik §(X,Y) olsun. Bu durumda

hl’ hz, h3 € COO(R?)) ve P = h1X1 + hZXZ + h3X3 olmak tzere R3 de V)I(ILX] +
g(¥Y,P)X — g(X,Y)P seklinde tanimlanan genel semi-simetrik metrik konneksiyonunu ele
alalim. Yukaridaki genel semi-simetrik metrik konneksiyonunda hesaplamalari
basitlestirmek i¢in P = X3 seg¢ilirse,

VY = VgY + G(Y, X)X — G(X, Y)X; (3.1
seklinde 6zel bir semi-simetrik metrik konneksiyon elde edilir (Wang Y., 2021).

Boylece, R3 de (3.1) ile tanimlanan semi-simetrik metrik konneksiyonun

Vy, X1 = V)%1X1 + (X1, X3) X1 — (X1, X)X3 = —X;,
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VX1X2 = V)’Z1X2 + G (X2, X3)X; — §(X1,X2)X5 =0,

VX1X3 = V)’Z1X3 + §(X3,X3) X1 — §(X1, X3)X5 =X,

VX2X1 = V)’ZZX1 + (X1, X3) X, — §(X2, X)X3 =0,

VX2X2 = V)’ZZXZ + (X2, X3)X, — §(X2, X2)X3 = —X;, (3.2)
VX2X3 = V)’ZZX3 + §(X3,X3)X, — §(X2,X3)X5 = X;,

VX3X1 = V)’Z3X1 + (X1, X3)X5 — §(X3,X)X5 =0

Vi, Xy = Vi, Xy + (X2, X3)X3 — §(X3,X,)X; =0

Vi, X3 = Vi X3+ §(X3,X3)X3 — §(X3,X3)X; =0

esitliklerini sagladig: goriilebilir (Wang Y. , 2021).

R3 de M yiizeyinin izometrik immersiyonu F:U c R? -» R3 olsun. E; = F,, E, = F,
iken bu yiizeyin teget uzay1 T(M) nin bazlar {E;, E,} ve birim normal vektor alani N ile
gosterilsin. p: Ty (R3) - T(M) izdiisiim iken V konneksiyonuna gére Gauss formiilii
olarak yazilir, burada X,Y € T(M) ve g(X,Y) de V konneksiyonuna gore ikinci temel

formdur. Genellikle ikinci temel formlarda o(X,Y) # o(Y,X) dir. {e,, e,}, T(M) nin bir

ortonormal bazi olsun. Boylece V konneksiyonuna goére M yiizeyinin ortalama egriligi

H = lo(er,e) + ez ))] (33)
olarak tanimlanir. Ayrica,

E=gF, ). F=gF,F)veCG=g(F,F) (3.4)

olmak tizere, (3.3) ve (3.4) esitliklerinden V konneksiyonuna goére M yiizeyinin,

ortalama egriligi

GG(N.Ve, Fu ) =FG(N.Vg, Fy ) —FG(N,Vg,Fy )+EG(N.VF,Fy ) (3.5)
2(EG-F?) )

H =
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formiiliiyle hesaplanir.

Eger (3.5) esitligi ile verilen ortalama egrilik sifir (H =0) ise, M yiizeyine V
konneksiyonuna gore minimal yiizey denir. Boylece, (3.5) esitliginden M ylizeyinin V
konneksiyonuna gore minimal ylizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

Gg(N,Ve,F, ) —FG(N,Vz,F, ) —FG(N,Vs,F, )+ EG(N,Vs,F, ) =0 (3.6)

esitliginin saglanmasidir.

3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayindaki Semi-Simetrik Metrik Konneksiyona Gére Monge
Yiizeyler

Bu alt bdliimde, semi-simetrik metrik konneksiyona goére Monge yiizeyinin birim normal
vektorii ve ortalama egriligi hesaplandiktan sonra, bu yiizeyin semi-simetrik metrik
konneksiyona gére minimal yiizey olmasi i¢in gerekli sartlar elde edilecektir.

F:U c R? > R3 ve z: U - R diferansiyellenebilir fonksiyon olmak iizere, Monge yiizeyi
Fwv) = (uwv,2(uv)) (3.1.1)

seklinde parametrelendirilmis ylizeydir (Hacisalihoglu , 2012).

Ik olarak (3.1.1) ile verilen Monge yiizeyinin u ve v ydniindeki kismi tiirevleri almirsa

F. ve F, vektorleri, sirasiyla,
F,=01,0,z,(u,v) ) (3.1.2)
ve

F=1(0012,(uv) ) (3.1.3)
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az(u,v) 0z(u,v) ;.
olarak bulunur, burada z,,(u,v) = z, = Ve z, (w,v) =2z,= . dir.
u v

(2.1), (3.1.2) ve (3.1.3) esitliklerinden F,, ve F, vektorlerinin vektorel carpimi

i j k
FuxF = 1 0 z,)= (_Zw —Zy, 1) (3.1.4)
0 1 z

olarak hesaplanir.

(2.2) esitliginden yararlanilirsa, (3.1.4) esitligiyle verilen F, X F, vektoriiniin normu

”j:'uXTv”:Vl'l'ZuZ"'sz (3.1.5)
seklinde elde edilir.

Boylece, (2.3), (3.1.4) ve (3.1.5) esitlikleri kullanilirsa, (3.1.1) ile ifade edilen Monge

yiizeyinin birim normal vektori

FuXFy

— — 1 ( 7
[|F uXF pl| V1422422 w

N —z,,1) (3.1.6)

olarak elde edilmis olur. Ayrica (3.4), (3.1.2) ve (3.1.3) esitliklerinden yararlanilarak,
(3.1.1) ile ifade edilen Monge yiizeyinin V konneksiyona gore birinci temel form

katsayilari,

g (:Fu' :Fu) = g( (1) O) Zy ); (1; 0; Zy )) = 1 + Zuz,
g (:Fu' Tv) = g ((1P OP Zu ); (O; 1; ZU )) = ZuZU, (317)
g (TU’ :FV) = g ((0) 1) ZV )I (OI 11 Zv )) = 1 + sz

E
F
G

olarak hesaplanir.
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Ayrica, Tamm 2.19., (3.2), (3.1.2) ve (3.1.3) esitlikleri (3.1) ile verilen semi-simetrik

metrik konneksiyon taniminda kullanilirsa

Ve Fu = Vxyrzux, (X1 + 2uX3)
=Vy, X1+ Vx, 2, X3+ V, x. X1+ V, x,24X3
= Vx, X1 + Vx, 2y X5 + 7,Vx X1 + 2,Vx, 2, X3
= Vg, X1 + ;7“1 X3+ 2,Vx, X3 + 2,Vx Xy + zu(;7“3 X3+ 2,Vx, X3)
= —X3 + 7, X3 + 7, X4
=z, X+ (=1 +z,,,) X3,

Ve, Fo = Vx,12,%5 (X2 + z,X3)
= VX1X2 + VX12UX3 + VZuX3X2 + VZuX3ZuX3
= VX1X2 + VxlzvX3 + ZuVX3X2 + ZuVX3gIX3
Zy Zy
= VX1X2 + 6_X1 X3 + ZVVX1X3 + ZuVX3X2 + Zu(a X3 + ZIJVX3X3 )

= Z, Xy + 2 X,

Ve, Fou = Vi, az,x, (X1 + 2, X3)
= Vy, X1 + Vx, 20 X3 + V, 5, X1 + Vy x, 20 X3
= Vy, X1 + Vx, 2y X5 + 7,V y X1 + 2,Vy, 2, X3
= Vy, X1 + ;7“2 X+ 2,Vx, X5 + 2,V + zv(;Tus X3+ 7,V X3)

= Zy Xy + 2y X3
ve

Ve, Fo = Vxyrzx, Xo + 2,X3)
=Vx, X2+ Vy,2,X3+V, x. X5 +V, x.2,X3
=Vx,Xo + Vy,2,X5 + 2,Vy X5 + 2,Vx 2,X5
= Vy, X, + aZ—XZ X3+ 2,V 5, X3 + 2,V + z,,(;—;(’s X3 + 2,V X3)
= —X3 + z,,X3 + 2,X,
= 2,Xo + (Zpy — 1) X3
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L. . . %z(wv) % z(wv) %z(wv) .
esitlikleri elde edilir. Burada z,,,, = > Ty = T Ve Zyy = Zyy = — dir.
uu v uv

Bu esitliklere gerekli diizenlemeler yapilirsa

V?uTu = (24,0,2y, — 1)
Ve, Fo = (2,0, )
VTvTu = (0, Zy, Zuy)
VFUTU = (0, ZyyZyy — 1)

—

(3.1.8)

esitlikleri elde edilir.

Ayrica, (3.1.6) ve (3.1.8) esitliklerinden, (3.5) esitliginde kullanilmak iizere

~ ~ 1
g (N, Ve, Fu ) =Jg (m (=2w =2y, 1), (24,0, 2y, — 1))

1
= e (Al zw = 1), (3.1.9)

~ ~ 1
g (N' VTuTv ) =g (\/ﬁ (_Zuf —Zy, 1)' (Zvr 0 » Zyy ))

_ 1

= T Zw et Zu), (3.1.10)

~ ~ 1
g (N, Vg, F, ) = g(m(_zu:_zvtl)’(o'zu'zuv ))

1
= J1+24%+2,2 (_Zu-Zv + Zuv) (3.1.11)

~ ~ 1
G(NVEF ) =7 (m (—2w, =2y, 1),(0, 2, Zy, — 1))

1
- V1+2zy %422 (=2y" + 7y, = 1) (3.1.12)
esitliklerine ulasilir. Boylece (3.5) esitliginde (3.1.7) ve (3.1.9) — (3.1.12) esitlikleri
kullanildiginda, semi-simetrik  metrik  konneksiyona gore (3.1.1) esitligiyle

parametrelendirilen Monge yiizeyinin ortalama egriligi
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_ A+ 2,2) @uu — 2% = 1) = 242 (=24 2y +20) — 202, (=242 + 20) + (1 + 2,2) (2 — 2,° — 1)

214+ 2,2+ 2,2((1 + z,2)(1 + 2,%) — 2,2,)?)

H

Zuu+ Zov+ ZunZo? + ZppZy 2 —22y % 22,2 —2-22,.2, 2y

2/ 1+2y % +2,2 ((1+zu2)(1+z,,2)—zuz,,)2)

zuu(1+z,,2)+ zw(l +zu2)—2(1+zu2 +zv2)—22uzuzu,,

24/ 14224 2,2 (1424, 2) (1 +2y2) — 2y 7)) %)

_ Zyu (142024 2y (1420, %) —2(14 24,2 +20% ) 22,2, 24

(3.1.13)

3
2(1+2y2+2,2) /2

olarak hesaplanir.

Boylece, (3.1.13) esitliginden asagidaki teoreme ulasilir.

Teorem 3.1.1. R3 te (3.1.1) esitliiyle parametrelendirilen Monge yiizeyinin semi-

simetrik metrik konneksiyona gére minimal ylizey olmas1 igin gerek ve yeter sart

Zyu (1 + 2,2) + 2, (1 + 2,%) — 2(1 + 2,2 + 2,%) — 22,2,2,, = 0 (3.1.14)

olmasidir.

3.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayindaki Semi-Simetrik Metrik Konneksiyona Gore Oteleme
Yiizeyler

Bu alt boliimde, semi-simetrik metrik konneksiyona gore Gteleme ylizeylerinin birim
normal vektori, birinci temel form katsayilar1 ve ortalama egrilikleri hesaplandiktan sonra,
ilgili yiizeylerin semi-simetrik metrik konneksiyona gore minimal yiizey olmasi i¢in

gerekli kosullar olusturulacaktir.

Tanmm 3.2.1. R3 de M yiizeyi, R nin acik araliklarinda diferansiyellenebilen f(u) ve
g (v) fonksiyonlari igin,
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Fuv) = v,f(w + glwv)) (TIP1),
Fuv)=wf@w + gv), v) (TiP2),
Y]

Fuv)=(fw + gw),u, v) (TIP3)

seklinde parametrelendirilen F:U c R? -» R3 izometrik immersiyonlarina o6teleme

ylizeyleri denir.

Ik olarak, R3deki F(u,v) = (u,v, f(u) + g(v) ) seklinde parametrelendirilmis TIP1 M
Oteleme yiizeyi ele alinacaktir. Bu 6teleme ylizeyinin u ve v parametrelerine gore kismi

tiirevleri, sirasiyla,

Fo= (1,0, (w)) (3.2.1)
Ve
F=1(00,19"()) (3.2.2)

seklinde elde edilir. Burada f'(w) = 22, g'(v) = 222 gir,

Buradan sonra f(u) = f, gw) =g, f'(wW) =f', g’W) = g', f"W) = f"ve g"(w) =

g"' kisaltmalari kullanilacaktir.

(2.1), (3.2.1) ve (3.2.2) esitliklerinden

FuXF,

!

I
[
_ O~

f'l=(f"—g",1) (3.2.3)
g

olarak hesaplanir.

(2.2) esitliginden yararlanilirsa, (3.2.3) esitligiyle verilen F, X F,, vektdriiniin normunun
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||E, X F,|| = /1 +f24 g7 (3.2.4)

oldugu goriiliir.

(2.3) esitliginde, (3.2.3) ve (3.2.4) esitlikleri yazildiginda TIP1 &teleme yiizeyinin birim

normal vektorti,

FuXxFy

1 ’ A
N = ol = [iaf2egr (1'%, =g'%z ., X3)

seklinde hesaplanir. Ayrica (3.4), (3.2.1) ve (3.2.2) esitliginden yararlanilarak M

(3.2.5)

ylizeyinin V konneksiyona gore birinci temel form katsayilari,
E=1+f*F=fg'veG=1+g" (3.2.6)
olarak bulunur.

Ayrica, Tamm 2.19.,(3.2.1) ve (3.2.2) esitlikleri ile yiizey lizerindeki semi-simetrik

metrik konneksiyondan

VTuTu = X1+f'X3(X1 + f'X3)
= VX1X1 + Vxlf,X3 + Vf’X3X1 + Vf’X3fIX3
= Vg, X1+ Vx, f'Xs + f'Vx, X1+ ['Vx, ' X3

f’ I A 1A f’ !
=Vx, X1+ 2%, X3+ f'Vy Xs+ Vi, X1+ f (ax3 X3+ f'Vx,X3)

=—X;+f"X;+f'X,
=f'X1+(_1+f”)X3,

Ve, Fo = Vx,1px, (X2 + 9'X3)
= VX1X2 + Vxlg,X3 + Vf’X3X2 + Vf’X3g’X3
=Vy, X1+ Vx, g' X3+ f'Vx,X; + f'Vx,g'X3
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=Vx X1+ L X; + 9'Vx, Xs + f'Vx, X, +f’(g_ X3+ g'Vx,X3)
o, 9Xs

= g’X19

Ve, Fu = VX2+g’X3(X1 + f'X3)
= VX2X1 + VXzf,X3 + Vg'X3X1 + Vg'ng,X3
=Vx, X1+ szf’X3 + gIVX3X1 + g'VXsf'Xg
f' ’ 17X v f! ’
= VX2X1 + a_Xz X3 +f VX2X3 + g VX31 + g (6_X3 X3 + f VX3X3)

= f,XZ
ve

Ve, Fo = VX2+g’X3(X2 +9'X3)
=Vx, Xy + Vng'X3 + Vyrx, X2 + Vng3g'X3
=Vx,Xo+Vx,9'Xs+ g'Vyx, X, + g'Vx,9'X5
=Vx X, + ag_XIZ X3+ 9'Vy X5+ Q'V;éz + g'(% X3+ 9'Vx,X3)
=—X3+9"X3+9'X;
=9'X;+(=1+9") X3

esitlikleri elde edilir.

Bu esitliklere gerekli islemler uygulandiginda

Ve, Fu = (f,0,f" = 1)
VJ’uTv = (g',0,0)
V?vTu =(0,f",0)
Ve, 5o =(0,9,9" — 1)

(3.2.7)

ifadeleri yazilabilir.

Ayrica, (3.2.5) ve (3.2.7) esitliklerinden, (3.5) esitliginde kullanilmak iizere
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Gg(NVeF ) =g Ji( fl,=g ), (f,0,f"—1)
1+fﬂ+g
1

=— ((=f*+f"-1), (3.2.8)
[14f7%+g'

g(NVeF)=g Ji(f -g', 1),(g',0,0)
1+fﬂ+g

1

—(=f" 9", (3.2.9)
}1+f’2+g’2

g(NrVT,,Tu):g \/7( f g 1):(0']”'0)
1+fﬂ+g

1

L (—f.g) (3.2.10)
f1+f’2+g’2

ve

g(N'VTvTv)=g \/7( f g 1):(019119”_1)
14+f%4g"*

—(—9' +g -1 (3.2.11)
/1+f’2+g ( )

esitliklerine ulasilir. Boylece (3.5) esitliginde (3.2.6) ve (3.2.8) — (3.2.11) esitlikleri

kullanildiginda semi-simetrik metrik konneksiyona gore F(u,v) = (u,v, f(u) + g(v))

seklinde parametrelendirilmis TIP1 6teleme yiizeyinin ortalama egriligi

. (1+glz)(_f12+fll_1)_flgl(_fllgl)_flgl(_fllgl)+(1+flz)(_glz+gll_l)

2 f1r77 107 (14777 (149)- 97 ’
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2 2 2 2
_ _2fl _Zgl +f"+g"+f”g' +gllfl -2

2(1+f’2+g’2) /1+f’2+g’2

olarak hesaplanir. Dolayisiyla, bu ylizeyin semi-simetrik metrik konneksiyona gore

minimal olmasi i¢in

—2f"? 29" 4+ f" +g"+ f'9 + 9" f*-2=0 (3.2.12)
esitligini saglanmas1 gerekmektedir.

Simdi (3.2.12) denklemi, f ve g fonksiyonlarinin dort farkli durumuna gore ¢oziilecektir.
1. Durum. f', g’, f" ve g" her noktada sifirdan farkli olsun.

(3.2.12) denkleminin u parametresine gore kismi tiirevi alinirsa

—4f'f7 £+ fg + 29" = 0

esitligi elde edilir. Bu esitligin de v parametresine gore kismi tiirevi alindiginda
29'9"f" + 2f'f"g" = 0

olur ve buradan gerekli islemler yapildiginda

F g'"
i I 3.2.13
e g'g" ( )

bulunur. (3.2.13) esitliginin sol tarafi u parametresine bagl bir fonksiyon, sag tarafi ise v

parametresine bagli bir fonksiyon oldugundan; ¢, sabit olmak iizere,

olmalidir ve buradan da c;, c, sabitler iken
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f" = CZ—Of’2 +c ve g' = —C—Og’2 +c, (3.2.14)

oldugu gortiliir.

Simdi (3.2.14) esitlikleri (3.2.12) denkleminde yerine yazildiginda

—2f"* —2g" +%f’2 +c —C2—°g’2 +c, + (CZ—"f’Z + (:1)9’2 + (—CZ—"g’z + cz)f’2 -2=0

esitligi elde edilir ve bu esitlik de diizenlendiginde,

(c +C—°—2)f’2+c tc —2=(—c +C—°+2) 2 (3.2.15)
2 T3 1T 6 1T 5 g L

denklemine ulagilir. (3.2.15) esitliginin sol tarafi u parametresine bagli bir fonksiyon, sag

tarafi ise v parametresine bagl bir fonksiyon oldugundan, bir ¢, sabiti i¢in,

(~a+2+2)g”% =5 (3.2.16)
Ve

(+2-2)f*+a+e-2=0 (3.2.17)
olmalidir.

(3.2.16) esitligi incelendiginde; —c; + CZ—O +2=0veyag'” = ﬁ oldugu goriiliir.
2

2 _ Co
T+
1775

g esitliginde g’ fonksiyonu sabit bir sayr yani g’ =0 dir. Bu ise

kabuliimiiz ile gelisir. O halde;

— +2+2=0
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dir. Ayrica, ¢y = 0 ve f"' sifirdan farkli oldugundan, (3.2.17) esitligi incelendiginde ise

Q+%—2 Ovec; +c,—2=0

denklemleri elde edilir. (3.2.16) ve (3.2.17) denklemlerinden ¢; + ¢, =2 ve ¢, + ¢, =
4 olmalidir ve bu da bir ¢eliskidir.

O halde, f" # 0 # g" kabuliinde (3.2.12) denklemi i¢in ¢6ziim yoktur.
2. Durum. " # 0 ve g"" = 0 oldugunu kabul edelim. g"” = 0 oldugundan g’ sabittir.

Buradan da g = ¢,v + ¢; olacak sekilde €, # 0 ve €, sabitleri var oldugu goriiliir. Bu

esitlik (3.2.12) denkleminde yerine yazildiginda
—2f"? =282+ [ 4G =2=0

elde edilir. Gerekli diizenlemelerden sonra son esitlik

2
Go2+1

fll_ f12_2=0

halini alir.

f" # 0 oldugundan a ve b sabit olmak tizere, bu denklemin genel ¢6ziimii

& +1 2
fw) =— > Injcos| ——=u —a ||+D
kf+1
dir.

Kabuliimiizdeki g ve yukarida bulunan f fonksiyonu TIP1 oteleme yiizeyi icin yerine

yazildiginda,
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o2

F(u,v) = u,v,Tﬂln cos u—all+b+év

2
/602+1

yiizeyine ulasilir. Burada b = & + b seklinde bir sabittir.

3. Durum. f”" = 0 ve g"’ # 0 olsun. Buradan ¢, ve ¢; sabitler i¢in f = Cyu + ¢; olacagi

agiktir. Bu f fonksiyonu (3.2.12) denkleminde yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
_2662 _zglz +gll +gnéa2 —-2=0
olur. Buradan ise,

g/l_z_ g12:0

&2 +1

oldugu goriiliir.

g" # 0, @ ve b sabit olmak iizere, bu denklemin ¢oziimii

v—all+b

~2
gw) = —C"Tﬂln cos

2
|2 +1
dir.

Kabuliimiizdeki f ve yukarida bulunan gfonksiyonu TIP1 6teleme yiizeyi icin yerine

yazildiginda,

—~2
Co +1 2 i ~
F(u,v) = u,v,—"Tln cos| ——=v — a ||+ b, + Gyu

l@?+1

yiizeyi elde edilir. Burada b; = ¢ + b dir.
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4. Durum. " = 0ve g" = 0 olsun. Bu ifadeler (3.2.12) denkleminde yerine yazilirsa,
fP+g%+1=0

esitligi elde edilir ve bu da bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, bu durum i¢in ¢6ziim yoktur.
Yukaridaki durumlardan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1. R3® Oklid uzayindaki V konneksiyonuna gore TIP1 minimum o6teleme

ylizeyleri
502+1 2 T ~

Fu,v)=|uv, In |cos u—all+b+cyv

2 L2

Co +1

ve

62 +1 —
F(u,v) =|uv,—=—In|cos v —d ||+ by + cu

2
|2 +1

seklinde parametrelendirilebilir. Burada & ,¢, ,a, @, b; ve b sabitlerdir.

Ikinci olarak, R® deki F(u,v) = (u, f(u) + g(v),v ) seklinde parametrelendirilmis
TIP2 Steleme yiizeyi ele almacaktir. Bu dteleme yiizeyinin u ve v parametrelerine gore

kismi tiirevleri, sirasiyla,

Fo=0@{, f'(w),0) (3.2.18)
Ve
F=09®,1) (3.2.19)

seklinde elde edilir.
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(2.1), (3.2.18) ve (3.2.19) esitliklerinden

FuxF = (f'X1,—X;,9'X3) (3.2.20)

Il
O P o~
Q h -,
_ o X

olarak hesaplanir.

(2.2) esitliginden yararlanilirsa, (3.2.20) esitligi ile verilen F, X F, vektoriiniin

normunun,

[1F, X Fol| = ,/1 +f%+g7? (3.2.21)

oldugu goriiliir.

(2.3) esitliginde, (3.2.20) ve (3.2.21) esitlikleri yazildiginda TIP2 6teleme yiizeyinin

birim normal vektorii,

FuxFy 1

— _ _— .
N= [|FuxFyl| m(f X1,—X2,9'X3)

seklinde hesaplanir. Ayrica (3.4), (3.2.18) ve (3.2.19) esitliginden yararlanilarak (T1P2)

(3.2.22)

oteleme yiizeyinin, ¥V konneksiyona gore birinci temel form katsayilari,
E=1+f*F=f'g'veG=1+g" (3.2.23)
olarak bulunur.

Ayrica, Tamim 2.19., (3.2.18) ve (3.2.19) esitlikleri ile ylizey iizerindeki semi-simetrik

metrik konneksiyondan,

Ve, Fu = Vxa5x, (X1 + f'X2)
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== VX1X1 + Vxlf,XZ + Vf’XZX]- + Vf’XszXZ
= VX1X1 + Vxlf’X3 + fIVX2X1 + f,VXzf,XZ

f’ 1A 1A ! f’ 1A
:VX1X1+6_X1 Xo+ Ve Xo+ Ve, X1+ f (E Xo+ f'Vx,X2)
=—X;+ "X, —f’2X3

=f"X,— (1+£'%) Xa,

Ve, Fo = X1+f’X2(gIX2+X3)
= VX1gIX2 + VX1X3 + Vf’ng,XZ + Vf’X2X3
g, Y ! g, Vi
= . X, +g VX1X2 + VX1X3 +f (a X, +g VX2X2 + |7X2X3 )
=X+ f'(g'(=X3) + X3)
= )(1 +fIX2 _f,glxg,

Ve, Fu = Vg x,+x, (X1 + F'X3)
= Vg'X2X1 + Vg'Xzf’XZ + VX3X1 + VX3f,X2

= gV, X+ 9 (L= X5 + FV X, )+ Vi 4 L X, 4 F175 X,
X, 3

X 9Xs
— ! !
=—f'g'X;
ve

Ve, Fo =V grx,4x,(9'X2 + X3)
=V gy, 9'Xo + Vor 3 Xa + Vg, g'Xo + Vi, Xy
=9'Vx,9' X+ 9 Vx, X3+ Vx,g'Xo + 9'Vx,9'X>
= 9 Ko+ X + GV Xs + 2 Ko+ g+ Vi Xs
=g'(9'(=X3)) + g'X, + g"X,
=(g'+9") X,—(g')*X;

esitlikleri elde edilir.

Bu esitliklere gerekli islemler uygulandiginda;
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Ve, Fu = (0.F7,=(1+f7))
Ve Fo = (Lf,=f19') (3.2.24)
Ve, Fu = (0,0,—f'g")

Ve, F = (0, g’ +9".~3g")
ifadeleri yazilabilir.

Ayrica, (3.2.22) ve (3.2.24) esitliklerinden, (3.5) esitliginde kullanilmak tizere

gV, F) =3 f',=1,9"),(0,f", -1 - f"
( F ) m ( )
- ( fll g flz l)
/1+f’+g

(3.2.25)

GgINVeF)=g

—— 1 g A f )
1+f'"+g'

———(-f"(g",

[14f7%+g"

(3.2.26)

g(NrV?vTu):g \/7( f"_lg )(O 0, f g)
14f%4g"?

1

—(-f'(g)?)
/1+f’2+g’2

(3.2.27)

veE

(N V5F,)=g J:( f,-1,9),(0,g'+g" — g%
14f%4g"*

——(-¢"-g"-9)
1+f " +g'

(3.2.28)
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esitliklerine ulasilir. Boylece (3.5) esitliginde (3.2.23) ve (3.2.25) — (3.2.28) esitlikleri
kullanilirsa semi-simetrik metrik konneksiyona gore F(u,v) = (u, f(u) + g(v),v)

seklinde parametrelendirilmis TIP2 6teleme yiizeyinin ortalama egriligi,

(1+g12)(_flzgl_fll_gl)_flgl(_fl.gl)_flgl(_fllgl)_l_(l_l_flz)(_gl_ gll_gl3)

2 )14 49" (1417 (149")- (' 9?)

H =

3 2 2 2
_Zg, +2fl gl+gl fll+gllfl +f”+g”+2,g,

2(1+f"%+g"%) 14+ 9"

olarak hesaplanir. Dolayisiyla, bu ylizeyin semi-simetrik metrik konneksiyona gore

minimal olmasi i¢in,

29 +2fg + g f" + g fP+f +g" +29' =0 (3.2.29)
esitliginin saglanmasi gerekmektedir.

Simdi (3.2.29)denklemi, f ve g fonksiyonlarinin dort farkli durumuna gore ¢oziilecektir.
1. Durum. ', g’, f" ve g" her noktada sifirdan farkli olsun.

(3.2.29) denkleminin, sirasiyla, u ve v parametrelerine gore kismu tiirevleri alinirsa,
f'f"2g" +9")+f"9'9g" =0

elde edilir ve buradan da

£ 29" +g""
Ff = g'g" (3230)

olarak yazilir. (3.2.30) esitliginin sol tarafi u parametresine bagli bir fonksiyon, sag tarafi

ise v parametresine bagli bir fonksiyon oldugundan; c,, sabit olmak tizere
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flll _ zgll+glll
flfll - glgll

olmalidir ve buradan da c,, sabit iken

fr=2f" 4 ve (£7) = —cog’ -2 (3.2.31)
oldugu gortiliir.

(3.2.29) esitliginin v parametresine gore tiirevini alinirsa.

69" 29" +2f"29" +2g'g"f" + 9" +g" +29" =0 (3.2.32)
olur. (3.2.31) esitlikleri (3.2.32) denkleminde yazilir ve denklem diizenlendiginde,
g”(6g’2 +2g'c1—9g'co) =0

olur.

g',g" sifirdan farkli oldugundan; g’ = % olur. Buradan g" = 0 olur. Bunun bir

celigki oldugu aciktir.
O halde, 1.Durum i¢in (3.2.29) denklemi igin ¢6ziim yoktur.

2. Durum f" #0 ve g = 0 oldugunu kabul edelim. g"” = 0 oldugundan g’ sabittir

buradan g’ = ¢, ve buradan da g = ¢,v + ¢, olacak sekilde €, ve C; sabitleri var oldugu

agiktir. Bu esitlik (3.2.29)denkleminde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilir ise;
2éo

'+ f? 4+ 26 =0

Go2+1

esitligi elde edilir.
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f" # 0,3 ve b sabit olmak iizere, bu denklemin ¢éziimii

dir.

Kabuliimiizdeki g ve yukarida bulunan ffonksiyonu TIP2 6teleme yiizeyi icin yerine

yazildiginda,

~ 2 o
Co“+1 2¢C,
2 __In|cos 2

26,
g /502+1

Fuv)=|u,—

u—a||+by+éEvv

bulunur. Burada b, = b + ¢, dir.

3. Durum f” =0 ve g" # 0 olsun. Buradan f' = ¢, yani sabit olur. f = ou + &;
olacagi agiktir. Bu esitlikler (3.2.29) denkleminde yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilir

ise denklem

" 2 13 ’
9 t—=79 +t29 =0

—~2
Co

olur. g"” # 0, ave b sabit olmak iizere, bu denklemin ¢oziimii

dir.
Kabuliimiizdeki f ve yukarida bulunan gfonksiyonu TIP2 6teleme yiizeyi icin yerine
yazildiginda,

= dx+ by + Gu,v

aet'—
Co +1

F(u,v) = u, f:




39

sonucu elde edilir. Burada b; = b + & dir.

4. Durum f"" =0 ve g"’ =0 olsun. Buradan f' = ¢, ve g’ = ¢, olur. Bu esitlikleri

denklemde yerine yazarsak ¢; = 0 olur. Bu durumda ise denklem
F(u,v) = (u, cou + b, v)

olur.

Yukaridaki durumlardan agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.2. R? Oklid uzayindaki V konneksiyonuna gére TIP2 dteleme yiizeyleri

~ 2 r
Go%+1 26 4 A
F(u,v) =|u,— ——In|cos Sy —a||+b,+ v,V |,

26
o /502+1

+1

Fuv)=|uf — dx + bs + Gu, v

652+1

Qetr—

ve

Flu,v) = (u, +cyu + b, v)

dir.

Son olarak ise R3deki F(u,v) = (f(w) + g(v),u,v ) seklinde parametrelendirilmis

(T1P3) &teleme yiizeyi ele alinacaktir. Bu dteleme yiizeyinin u ve v parametrelerine gore

kismi tiirevleri, sirasiyla,
Fo=0F"w),1, 0) (3.2.33)

Ve
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F=(09'(v),0,1) (3.2.34)

seklinde elde edilir.

(2.1), (3.2.33) ve (3.2.34) esitliklerinden

i j ok
FuoxF=|f" 1 0|l=0X,—f'Xy,—9'X3) (3.2.35)
g 0 1

olarak hesaplanir.

(2.2) esitliginden yararlanilirsa, (3.2.35) ,esitligiyle verilen F, X F, vektoriiniin

normunun;

II3”u><TvII=,/1+f’2+g’2 (3.2.36)

oldugu goriiliir.

(2.3) esitliginde, (3.2.35) ve (3.2.36)esitlikleri yazildiginda (T1P3) ételeme yiizeyinin

birim normal vektori,

FuxFy 1

N = NFuxFoll m(xp—f X,,—g'X3)

seklinde hesaplanir. Ayrica (3.4), (3.2.33) ve (3.2.34) esitliginden yararlanilarak M

(3.2.37)

yiizeyinin, ¥ konneksiyona gore birinci temel form katsayilari,
E=1+f*F=f'g'veG=1+g" (3.2.38)
olarak bulunur.

Ayrica, Tamim 2.19., (3.2.33) ve (3.2.34) esitlikleri ile ylizey {izerindeki semi-simetrik

metrik konneksiyondan



V?—"u:Fu = Vf’X1+X2 (f'X1 + X2)
= Vf’le,X1 + Vf,X1X2 + VXZfIX]_ + VXZXZ

' f’ ’ ’ f’ ’
= f (6_)(1X1 + f VX1X1) +f VXlXZ + 8_X2X1 + f VXZXI + VXZXZ
= f'(f'(=X3)) + f" X1 + (=X3)
=f"X, —f’2X3 — X3

=f"X,—(1+f"%)Xs,

Ve, B = Ver1+X2(g'X1 + X3)
= Vflxlg’Xl + Vf’X1X3 + szg'Xl + VX2X3
(9 ’ ’ g' ’
= f (6_)(1 Xl + g VX1X1 ) +f VX1X3 +3_X2 Xl + g VX2X1 + VX2X3
=f'(g'(—X3) )+ f'X;1 + X,
=f'X1+X; - f'9'Xs,

Ve, Fou = Vg x, 4%, (F X1 + X2)
= Vgrxlf'Xl + Vg'X1X2 + VX3f,X1 + VX3X2

I : : I
= 9" (& X+ £/, X0) + 9V Xo + £ Xa 4 F1V X0 + Vi X,

=—f'g'X;
ve

Ve, Fo = Vg'X1+X3(g,X1 + X3)

= Vg’Xlglxl + Vg’ X1X3 + VX3g,X1 + VX3X3
= g/(ag_Xl X, +9'Vx X)) +9'Vx X5+ ang X1+ g Vx, X1 +VyX;

:g,(g’(_Xg))+g’X1 +g”X1
=(g9'+9") X,—(g")?X;

esitlikleri elde edilir.

Bu esitliklere gerekli islemler uygulandiginda;

41
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VTuT = (f" 0,-(1+f7))
VT T = (0 0 f’g')

Ve, %o = (9 +9",0,-9")
ifadeleri yazilir.

Ayrica, (3.2.37) ve (3.2.39) esitliklerinden, (3.5) esitliginde kullanilmak tizere

(N Ve F)=g Ji(l —f',=g"),(f",0,-1—f"?)
1+ %+g"?

(3.2.40)

=——(f"+g'f*+3")
1+f""+g’

g(NVeF,)=4 Ji(l —f', =9’ ) (1, —f".g")
1+fﬂ+g

r a2
- /1+j”2+g (f' )

(3.2.41)

GgN.Vr,F ) =7 \/7(1 f',=9"),((g"+9"),0,—(g")?%)
1+fﬂ+g

-1 (fg?) (3.2.42)

/1+f’2+g’2

veE

(N V5F,)=g J:(l f,—=9')00,g9 +g"—g%
1+ 49"

(3.2.43)

= (g +g" +(g)?®)
/1+f’2+g’2
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esitliklerine ulasilir. Boylece (3.5) esitliginde (3.2.38) ve (3.2.40) — (3.2.43) esitlikleri
kullanildiginda semi-simetrik metrik konneksiyona gore F(u,v) = (f(uw) + g(v),u,v)

seklinde parametrelendirilmis TIP3 dteleme yiizeyinin ortalama egriligi

Y= (1+g12)(flzgl+fll+gl)_flgl(fl(gl)z)_flgl(fl(gl)2)+(1+fl2)(gl+gll+gl3)

21412492 ((1+17)(1+9')-(f'9")®)

3 2 2 2
. Zgl +2fl gl+gl fll+gllfl +fll+gll+zgl

20142 +g"%) (142 +g"*

olarak hesaplanir. Dolayisiyla, bu ylizeyin semi-simetrik metrik konneksiyona gore

minimal olmasi i¢in
2g13 + 2f/2g/ +g/2f/r +gnf/2 +fll +g/r + zg/ =0 (3244)
esitliginin saglanmasi gerekir.

TIP 3 6teleme yiizeyinin ortalama egriligi TIP2 6teleme yiizeyinin ortalama egriligine esit

oldugu agiktir.
Simdi (3.2.44) denklemi, f ve g fonksiyonlarinin dort farkli durumuna gore ¢oziilecektir.
1. Durum f', g’, f"" ve g"" her noktada sifirdan farkli olsun.

(3.2.44) denkleminin sirastyla u ve v parametrelerine gore kismi tiirevleri alinirsa

Zf,f”(g” + glll) + flllg/gll — O
elde edilir ve buradan da elde edilen esitlik diizenlendiginde,

nr

f”’ _ _Zg”+g
f’f” - glgll

(3.2.45)
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olarak yazilir. (3.2.45) denkleminin sol tarafi u ya bagl bir fonksiyon, sag tarafi ise v ye

bagli bir fonksiyon oldugundan; ¢, sabit olmak {izere

nr

flll __Zgll+g _
e - g'g" =Cp

olmalidir ve buradan da c; sabit iken;

fr=2f" 4 ve (i) = —cog' — 2 (3.2.46)
oldugu goriiliir.

(3.2.44) denkleminin v parametresine gore kismi tiirevini alindiginda,

69'°9" +2f"%g" +29'g"f" +f9" +g" +g"2=0 (3.2.47)
olur.(3.2.46) esitlikleri (3.2.47) denkleminde yazilir ve denklem diizenlenir ise;

9" (69" +2g'c; —g'co) =0

olur.

g',g" sifirdan farkli oldugundan; g’ = % olur. Buradan g" = 0 olur. Bunun bir

celigki oldugu agiktir.
O halde, 1.Durum i¢in (3.2.44)denklemi igin ¢6ziim yoktur.
2. Durum f" #0 ve g = 0 oldugunu kabul edelim. g"” = 0 oldugundan g’ sabittir

buradan g’ = ¢; ve buradan da g = ¢,v + ¢; olacak sekilde ¢, ve ¢; sabitleri var oldugu

aciktir. Bu esitlikler (3.2.44)denkleminde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

f"+c,,:2%f'2+26¢ =0
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esitligi elde edilir.

f" # 0 oldugundan ¢ # 0.4 ve b sabit olmak iizere, bu denklemin ¢6ziimii,

2
Co +1 2¢ e
f(w) = ———In|cos -y —3a||+b
2C0 e 2
Co +1
dir.

Kabuliimiizdeki g ve yukarida bulunan f fonksiyonu TIP3 &6teleme yiizeyi icin yerine
yazildiginda

2

Co +1 2¢ —

Flu,v) = — 02c In |cos —u — A ||+ by + Cov,u,v

0 /c"‘2+1
0

yiizeyine ulagilir. Burada b, = b + ¢; dir.

3. Durum f" = 0 ve g"" # 0 olsun. Buradan f = cyu + ¢, olacag1 agiktir. Bu esitlikler

(3.2.44) denkleminde yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa denklem,

" 2 /3 r
g +=n9 t29=0
olur.
g" # 0, a ve b sabit olmak iizere, bu denklemin ¢éziimii,

= dx+b

9w = [J ———
o 0 Nedx —
ae C'02+1

dir.
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Kabuliimiizdeki f ve yukarida bulunan g fonksiyonu TIP3 6teleme yiizeyi icin yerine

yazildiginda,

F(u,v) = fovidx+b_5 + Cou, u, v

. 1
ae‘l—x_T
co~+1

yiizeyine ulasilir. Burada bs = b + ¢, dir.

4. Durum " =0 = g"olsun. Buradan f' = ¢, ve g’ = ¢, olur. Bu esitlikleri denklemde

yerine yazarsak ¢; = 0 olur. Bu durumda ise denklem
F(u,v) = (c’ou + B,u,v)

olur.

Yukaridaki durumlardan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.3. R? Oklid uzayindaki V konneksiyonuna gére TIP3 6teleme yiizeyleri

.2
Co +1 2¢ -—
F(u,v) =| —=>—In|cos Sy — A ||+ b+ Covu,v |,
ZCO 2
Co +1
v +1 — .
F(u,v) = fo ————dx+ bs + Cou,u, v

. 1
detr— =i
co +1

ve
F(u,v) = (c’ou + b,u, v)

dir.
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4. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA SEMIi-SIMETRIK METRIK
OLMAYAN KONNEKSIiYONA GORE MONGE VE OTELEME
YUZEYLER

Bu béliim iki alt boliimden olusmaktadir. Bu alt boliimlerde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
semi simetrik metrik olmayan konneksiyona goére Monge ve Oteleme ylizeyleri, ele

alinacaktir.

Ilk olarak 6zel bir semi-simetrik metrik olmayan konneksiyon elde edilerek, bu
konneksiyona gore yiizeylerin; birim normal vektor alanlar1 ve birinci temel form
katsayilar1 hesaplanacaktir. Ardindan semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona gore
yilizeylerin ortalama egrilikleri elde edilecektir. Elde edilen bu ortalama egrilikler

yardimiyla yiizeylerin ilgili konneksiyon altinda minimal olma durumlari incelenecektir.

R3iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V%Y olmak iizere, 1 < i,j < 3 igin

2 2 2
Vi, X; = 0 ve burada X, = 5 X2 =5 veXs = olsun.

R3 de X,Y € T(M) igin kanonikal metrik §(X,Y) olsun. Bu durumda

hl’ hz, h3 € COO(R?)) ve P = h1X1 + hZXZ + h3X3 olmak ﬁzere, Rs de V)ZélX] + g(Y, P)X
seklinde tanimlanan genel semi-simetrik metrik olmayan konneksiyonunu ele alalim.
Yukaridaki genel semi-simetrik metrik olmayan konneksiyonun da hesaplamalari

basitlestirmek icin P = X5 secilirse,

VyY = VEY + §(Y, X3)X (4.1)

seklinde 6zel bir semi-simetrik metrik olmayan konneksiyon elde edilir.

Boylece, R3 de (4.1) ile tamimlanan semi-simetrik metrik olmayan konneksiyonun
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Ty, X1 = Vi X, + (X1, X3)X; = 0+ 0X; =0,

Vx,Xo = Vs Xy + §(X2,X3)X; = 0+ 0X; = 0,

Ty, X3 = V5 X5 + §(X3,X3)X; = 0 + 1X; = X,

Ty, X1 = Vi X, + G(X1,X3)X, = 0+ 0X, = 0,

Vx,Xo = Vi Xy + §(X3, X3)X, = 0+ 0X, = 0,

Uy, X3 = V5 X5 + §(X3,X3)X, = 0+ 1X, = Xy, (4.2)
Ty, X1 = Vi X, + G(X1,X3)X3 = 0+ 0X3 = 0,

Ty, X2 = VE X, + §(X2, X3)X3 = 0 + 0X3 = 0,

Ve

7X3X3 = V§3X3 + g(X3,X3)X3 =0 + 1X3 = X3
esitliklerini sagladig: goriilebilir (Wang Y. , 2021).

Ayrica V konneksiyonuna gore ortalama egrilik ve minimallik kosullar1 ¥ konneksiyonun

ortalama egrilik ve minimallik kosullarina benzer islemlerle asagidaki gibi verilir:

R3 de M yiizeyinin izometrik immersiyonu F:U c R? - R3 iken; E; = F,, E, = F,,
iken bu yiizeyin teget uzay1 T(M) nin bazlari {E;, E;} ve birim normal vektor alani N ile
gosterilsin. p: Ty, (R3) - T(M) izdiisiim olsun.

Boylece V konneksiyonuna gére Gauss formiilii;

7Y = pVLY + o(X, Y)N

olarak yazilir, burada X,Y € T(M) ve 6(X,Y), V" ya gére ikinci temel formdur. Genel
olarak o(X,Y) # a(Y,X) ve {e;, e;} T(M) nin bir ortonormal bazidir.

¥ konneksiyonuna gore yiizeyinin ortalama egriligi;

H = [o(er,e1) + ey )] (4.3)

olarak tanimlanir. Ayrica,
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Ezg(?u'?u)ang(?wTv)VeGzg(?vrj:‘v) (4.4)

olmak iizere. (4.3) ve (4.4) esitliklerinden V konneksiyonuna gore M yiizeyinin,

ortalama egriligi;

GG(N,Vr, Fu ) =Fg(NVr, Fy ) =FG(N.Vg, Fy )+EG(NVF,Fy ) (4.5)

H = 2(EG—F2)

formiiliiyle hesaplanir.

Eger (4.5) esitliginde M yiizeyinin, ortalama egriligi sifir (H = 0) ise M yiizeyine V
konneksiyonuna gdre minimal yiizey denir. Boylece (4.5) esitliginden M yiizeyi V

konneksiyonuna gore minimal yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
GG(N,Vx, F, ) —FgG(N,VxF, ) —Fg(N, Vs, F, ) +EG(N, Ve, F, ) =0 (4.6)
esitliginin saglanmasidir.

4.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayindaki Semi-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyona
Gore Monge Yiizeyleri

Bu alt boliimde, semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona goére Monge yiizeyinin birim
normal vektorii, birinci temel form katsayilar1 ve ortalama egriligi hesaplandiktan sonra,
semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona gore minimal yiizey olmasi i¢in gerekli sartlar

elde edilecektir.
[lk olarak (3.1.1) ile verilen Monge yiizeyinin u ve v yoniindeki kismu tiirevleri sirasiyla,

Fu=(1,0,2,(u,v) ) (4.1.1)

veE

¥ =1(0,1,2,(u,v) ) (4.1.2)
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dir.

(2.1), (4.1.2) ve (4.1.3) esitliklerinden F,, ve F, kismi tiirevlerinin vektorel ¢arpimi

i j k

FuxF =11 0 zy|=(-24p—2,1) (4.1.3)
0 1 2z

seklinde elde edilir.

(2.2) ve (4.1.4) esitliklerinden hareketle F,, X F, vektorel carpimin normu,

|Fu X Foll =1+ 2,2 + 2,2 (4.1.4)

oldugu goriiliir.

Boylece (2.3), (4.1.4) ve (4.1.5) esitlikleri kullanilirsa, (3.1.1)ile ifade edilen Monge

ylizeyinin birim normal vektorii,

FuxF oy

1
N = = —Z,,—Z,,1
||F uXF | 142z 2%+2,2 ( w v )

(4.1.5)

olarak elde edilmis olur. Ayrica (4.4), (4.1.1) ve (4.1.2) esitliginden yararlanilarak
(3.1.1) ile ifade edilen Monge yiizeyinin, V konneksiyona gore birinci temel form

katsayilari,
E=1+42z2F=2z,z,veG =1+ z,? (4.1.6)

olarak hesaplanir.
Ayrica, Tamim 2.19., (3.2), (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri ile yiizey iizerindeki semi-

simetrik metrik olmayan konneksiyon taniminda kullanilirsa,

Ve, Fu = Vx vz, (X1 + 2, X3)
= 7X1X1 + lequ:)) + WZuX3X1 + WZququ?y



= Uy, X1 + Vy, 2, X3 + 2,V X1 + 2,Vx, 2, X3

= Vg, X1 + az—; X3+ 2,Vx X3 + 2,V Xy + Zu(;Tug X3 + 2, Uy, X3)
= ZyuXs + 2, Xy + 2,(2,. X3)

= 2,X1 + (2% + 20) X3

= (2,0,2,% + 7)),

VroFo = Viyezyx, (Xo + 2,X3)
= Uy, Xo + Vx,2,X3 + V, x . Xo + V, x,2,X3
= Uy, X2 + Vx,2,X3 + 2,Vx X5 + 2,Vx, 2, X3
= Uy, X, + ;71 X3+ 2,Vx X3 + 2,7y, X, + Zu(;Tvg X3+ 2,Vx,X3)
= z,X1 + z,(z,. X3)
= z,X1 + 7y 7, X3

= (Zv: 0,2,2z, + Zvu)’

WTvTu = ‘7X2+ZUX3 (Xy + 2, X3)
=Vx, X1+ Vy,2 X3+ V, 5, X1 + V, x,2, X3
= Vx, X1+ Vy, 2 X3 + 2,Vx X1 + 2,Vx, 2, X3
=Vx, X, + ;—;2 X3+ 2,Vx X5 + 2,Vx, X, + zv(;Tug X3+ 2,Vx,Xs)
= z,X, + 2,(zy. X3)
=z, Xy + 242, X3 + 7, X3

= (0' Zy» ZyZy T Zuv)
A\

Ve, Fy = Vi, iz x, (X2 + 2,X3)
=V, Xo + Vy,2,X3 + V, x.Xo + V, x,2,X3
=V, Xo + Vy,2,X3 + 2,Vx X5 + 2,Vx, 2, X3
= Vx, X, + aZ—XZ X3+ 2,Vx Xz + 2,V X, + zv(;T"g X3 + 2,7y, X3)
= ZuyXs + ZpX3 + 2,X5 + 2, (2,X3)
= 2,X5 + (2" + Zp + Zpu) X3

51
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= (0, 2y, Zy? + Zyp + Zpy)
esitlikleri elde edilir.
Bu esitliklere gerekli islemler yapilirsa,

WTu:Fu = (2, 0 'Zuz + Zyy )
Ve, Fy = (24,0, 2,2y + 24n,)

—_—

_ 4.1.7
V?—",,:Fu = (0, zy, 2y Zy + Zy) ( )
VT,,TU = (0,z,, sz + Zyy + Zy)
esitlikleri elde edilir.
Ayrica, (4.1.5) ve (4.1.7) esitliklerinden, (4.5) esitliginde kullanilmak tizere
S A 1
g(N, VTuTu) =9 (W (_Zut —Zy, 1)' (Zu' 0, Zu2 + Zyu ))
1
= mzuu , (4.1.8)
S ~ 1
g(N, Ve, F) =g <m (—2w, =2y, 1), (2,0, 2,2, )),
1
= \/ﬁsz (419)
P ~ 1
G(IN, V5, F) =g (\/ﬁ (=2zy, =2y, 1), (0, 2y, 2,, Zv))
1
= mzuw (4.1.10)
ve
P - 1
d(NVx,F ) =3 (\/ﬁ (=2 =2y, 1), (0,24, 2,° + Zyy + Zy) )
1
= T Gt Zu) (4.1.11)
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esitliklerine ulagilir. Boylece (4.5) esitliginde, (4.1.6) ve (4.1.8) — (4.1.11) esitlikleri
kullanildiginda semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona gore (3.1.1) esitligiyle

parametrelendirilen Monge yiizeyinin ortalama egriligi;

_ (1+Zv2)zuu _Zuzvzvu_Zuzvzuv+(1+zu2)(zvv+ Zyw)

H = 2y 1422+ 2,2 (1 +242) (1+2,2) — (24 2p) %)

2 2
Zyut ZyytZyuZy” +ZyyZy T —2ZyZyZyy

- 24/ 14224 23,2 (1424, 2) (1 +22) — 2y, Z) %)

_ Zyu(14202)+ 2y (142 2) 224, 202y =0

(4.1.12)

3
2(142zy2%+2,2) /2

olarak hesaplanir.

Boylece, (4.1.12) esitliginden asagidaki teoreme ulasilir.

Teorem 4.1.1. R3 te (3.1.1) esitligiyle parametrelendirilen Monge yiizeyinin semi-

simetrik metrik olmayan konneksiyona gore minimal yilizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Zuu(1 + sz) + Zvv(l + Zuz) — 22y 2yZyy, = 0

olmasidir.

4.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayindaki Semi-Simetrik Metrik Olmayan Konneksiyona
Gire Oteleme Yiizeyleri

Bu alt béliimde semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona gore oteleme yiizeylerinin
birim normal vektorleri, birinci temel form katsayilar1 ve ortalama egrilikleri
hesaplandiktan sonra ilgili yiizeylerin semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona gore

minimal yiizey olmasi i¢in gerekli kosullar olusturulacaktir.
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Ik olarak, R®deki F(u,v) = (u,v, f(u) + g(v)) seklinde parametrelendirilmis TIP1
oteleme yiizeyi ele alinacaktir. TIP1 dteleme yiizeyinin u ve v parametrelerine gore kismi

tiirevleri, sirasiyla;

Fu= (1,0, (W) (4.2.1)
Ve
F =(0,1,9'W)) (4.2.2)

) r_0f s _dg ..
dir. Burada ' = —9g = dir.

(2.1), (4.2.1) ve (4.2.2) esitliklerinden F,, ve F, kismi tiirevlerinin vektorel ¢carpimi

Fu X Fy =

14

S P o~
= O~

f'l=(f'X1,—9'X>,X3) (4.2.3)
g

olarak hesaplanir.

(2.2) esitliginden yararlanilirsa, (4.2.3) esitlikligi ile verilen F, X F, vektoriiniin

normunun;
||‘Tux~7:v”=4/1 +f%+g° (4.2.4)
oldugu gortiliir.

(2.3) esitliginde, (4.2.3) ve (4.2.4) esitlikleri yazildiginda (TiP1) &teleme yiizeyinin

birim normal vektorii,

FuxFy 1

N= [|FuxFpl] m(_f X1,—9'X3,X3)

(4.2.5)
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seklinde hesaplanir. Ayrica (4.4), (4.2.1) ve (4.2.2) esitliginden yararlanilarak M

yiizeyinin, ¥ konneksiyona gore birinci temel form katsayilari,
E=1+f?,F=f'g'veG=1+g"" (4.2.6)
olarak bulunur.

Ayrica, Tamm 2.19., (4.2.1) ve (4.2.2) esitlikleri ile yilizey iizerindeki semi-simetrik

metrik olmayan konneksiyondan,

Ve, Fu = ‘7X1+f'X3(X1 +f X3)
= Uy, X1 + Uy, f X3+ Vg Xi +Vey fXs
= Vg, X1+ Vx f'Xs + f’7X3X1 5 f’|7x3f’X3
= Vg X1+ af_);l X3+ f'Vx X3 +f,|7X3X1 +f'(% X3+ f' ‘7X3X3)
=f"Xs+ f'X1 ++f'(f'X3)
=X+ (f7+ ") Xs
=(f.0,f*+f").

V;uT,, = _X1+f’X3(X2 + 9'X3)
= Vy,Xo + Vx, g' X3+ Very Xo + Very g'Xs
= ‘7X1X2 + |7X1g’X3 + f"7X3X2 + f’7X3g’X3
= Vy, X, + % X3+ 9'Vx X5 + 'V, X, + f’(% X3+ 9'Vx,X3)
=9 X1+ f'9'X;
=(9.0,f'g").

va?u = ‘7X2+g'X3(X1 + f'X3)
= 7X2X1 + WXZfIX3 + 7g1X3X1 + Vgrx3f'X3
=V, X1+ Vy,f'Xs + g'Vy, X1 + g'Vy,f'X3

!

7 f’ Y7 1Avi 14
=Vx,Xq +3_X2 X3+ fVx,Xs+ 9V, X1 +9'(

=f'X, +g'(f'X3)

f 17
ox, X3+ f'Vx.X3)
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=f'X,+f'g'Xs
=(0,1".f'g9")

ve

‘79—",,7:17 = ‘7X2+g'X3(X2 +9'X3)
== 7X2X2 + 7X291X3 + ‘7g’X3X2 + Wg’XSg,XS
= ‘7X2X2 + 7Xz!J'X3 + g"7x3X2 + 9’7)(39’)(3

= ‘7X2X2 + ag_xz X3+ 9’7X2X3 + 9’7X3X2 + g'(a‘i,g X3+ 9'7X3X3)
=9"Xs+9'X;+9'(g". X3)
=g X, +(9° +g") X

— (O'gl’glz + gu)
esitlikleri elde edilir.

Bu esitliklere gerekli islemler uygulandiginda;

Ve Fu = (f,0,f*+f")
VTuTv =(9.0,f"'g")
Ve, Fu= (0,f".f'g")
Ve, =(0,9.9°+ g")

(4.2.7)

ifadeleri yazilabilir.

Ayrica, (4.2.5) ve (4.2.7) esitliklerinden, (4.5) esitliginde kullanilmak tizere,

~ v ~ 1 r r r 12 "
g(N.Ve, ) =g —J—<—f,—g,1),<f,0.f + £
1+f%+g"”

1 n

- —f", (4.2.8)
/1+f’ +g'
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g(N, V5, F)) =g J—( fl.—g', 1,(g0,f.9")
1+f%4+g"*

1

=———(—f'.g'+f.g) =0, (4.2.9)
[14f2 49"
G, F) = 3| —=——=(=F", =g, D.(O.f", f.g")
“ /1+f’2+g
= (—f'.g'+f.g) =0 (4.2.10)
}1+f’2+g’2
ve
g, 75, %,) = §| —=(~f"—g', 1,(0,9"9" +9")
Y [1+f’2+g
_ ! " (4.2.11)

— (9" +g*+ 9)=———g
/1+f’2+g ( ) ,/1+f’2+g’2

elde edilir. Boylece (4.5) esitliginde, (4.2.6) ve (4.2.8) —(4.2.11) esitlikleri
kullanildiginda, semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona goére F(u,v) = (u,v,

f(u) + g(v) ) seklinde parametrelendirilmis TIP1 6teleme yiizeyinin ortalama egriligi;

(1+g'2)(f”)—f'g'0 _fIgIO +(1+f’2)(g”)

2147 49" (145%)(1+9"*)-(F'9")?

H =

g+ 19 g

20142 49" [14f 2497

olarak hesaplanir. Dolayisiyla, bu yiizeyin semi-simetrik metrik konneksiyona gore

minimal olmasi i¢in

fll +gll + fllglz _I_gllflz =0
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esitligini saglanmasi gerekmektedir. Bu esitlik diizenlendiginde

(g +1)=-g"(f"+1)

olur ve sonu¢ olarak, minimallik kosulu;

f” _ gll
pFEre i (4.2.12)

olarak ifade edilebilir. (4.2.12) esitliginin sol tarafinin u parametresine bagli bir
fonksiyon, sag tarafinin ise parametresine bagl bir fonksiyon oldugu aciktir. Buradan ¢

sabit sayi1si i¢in;

f” g//
f’2+1 o g’2+1

olur. Buradan;
fr=c(f?+1) ve g"=—c(g?+1) (4.2.13)

elde edilir. Burada ¢ = 0 ve ¢ # 0 durumlar1 i¢in gerekli islemler yapilir ise, ¢y, ¢4, ¢, C3,

c, ve cs sabitler olmak iizere;

¢ = 0 i¢in minimal 6teleme yiizeyi ;

Fu,v) = (u,v,cou+cv +cy)

olur,

¢ # 0 i¢in (4.2.13) esitlikleri diizenlendiginde ise

f'—cf*=c=0 ve 9" +cg’+c=0 (4.2.14)

olur. Boylece (4.2.14) esitliklerine gerekli islemler uygulandiginda ¢ # 0 i¢in minimal

yuzey;
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F(u,v) = (u, v,lln

Cc

cos(cu—cy)

+C5)

cos(cv—cs)
olarak elde edilir.

Yukarida elde edilen sonuglardan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.1. R3 uzayindaki ¥ konneksiyonuna gére TIP1 minimal &teleme yiizeyleri
F(u,v) = (u,v,cou+c,v +¢y)

Ve

cos(cu—c3)

1
Flwv) = (u' 2 ¢ In cos(cv—cy)

+ Cs )
dir.
Ikinci olarak ise R3deki F(u,v) = (u, f(u) + g(v),v ) seklinde parametrelendirilmis

TIP2 6teleme yiizeyi ele alinacaktir. Bu 6teleme yiizeyinin u ve v parametrelerine gore

kismi tiirevleri sirasiyla;

Fo=0{, f'(w),0) (4.2.15)
Ve

F=0,9®),1) (4.2.16)
seklinde elde edilir.

(2.1), (4.2.15) ve (4.2.16)esitliklerinden,
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i J k
FuXF, = 1 f’ 0] = (f,Xb_XZ ;gIX3) (4.2.17)
0 g 1

olarak hesaplanir.

(2.2) esitliginden yararlanilirsa (4.2.17) esitlikligiyle verilen F, X F, vektoriiniin

normunun

II3”u><TvII=,/1+f’2+g’2 (4.2.18)

oldugu goriiliir.

(2.3) esitliginde, (4.2.17) ve (4.2.18) esitlikleri yazildiginda TiP2 6teleme yiizeyinin

birim normal vektori,

_|FuxFy| 1

N = NFuXFol| - 1+f’2+g’2 (f Xl' _XZ g X3)

seklinde hesaplanir. Ayrica (4.4), (4.2.15) ve (4.2.16) esitliginden yararlanilarak M

(4.2.19)

oteleme yiizeyinin, ¥ konneksiyona gére birinci temel form katsayilari,
E=1+f*F=f'g'veG=1+g" (4.2.20)
olarak bulunur.

Ayrica, Tamim 2.19.,(4.2.15) ve (4.2.16) esitlikleri ile yiizey iizerindeki semi-simetrik

metrik konneksiyondan,

VP =V irx, (X1 + fXz)

= 7X1X1 + lef’XZ + vf'XZXZ + vf’Xzf'XZ

— f’ — — f’ —
= VX1X1 + a_X1 X, +f,|7X1X2 +f,‘7X2X2 +f’(£ X, + f, VXZXZ)
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=f"X,
=(0,f",0),

Ve Fo = Vx 157x,(9' X2 + X3)
= Vx,9' Xy + Vy X3+ Very g'Xy + Vpry X3
= ag—X'l Xo+g'Vx Xy + Vg X3 + f’(% Xy + g'Vx, Xy ) + £V, X3
= X, + f'X,
=(1f,0)

Vr,Fu =V grxyax, (X1 + f1X2)
= Wgr X2X1 + Wg’XZf,XZ + 7X3X1 + ﬁx?’f,Xz
= T X+ g (L X + T Xo ) + Ty Xy + 2 Xy + f1T5 X
=g Vx,&1tg %, 2 HfVx,Xz )+ X3 1‘|'0X3 2+ f X342

=0
ve

Vr,Fo =V gix,1x,(g' X2 + X3)
=V, 9' X+ V g1y X3+ Vy, g' X, + Vy, X3
=9'Vx,0'Xo + 9'Vy,Xs + Vx,g'X; + Vy,9' X3
= g'(% X, + 9"V, X2) + g'Vy, X5 + ag_X’3 X, + 9'Vy, Xy + Vy X3
=9"Xs+9'X; + X3
=0, g"+4g"1)

elde edilir.

Bu esitliklere gerekli islemler uygulandiginda;

7:Fu“]:'lal = (O, f/, O)
Ve, Fo = (1,f,0)
Wvau =0

717:1;‘7:17 = (Or g”r 1)

(4.2.21)
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ifadeleri yazilabilir.

Ayrica, (4.2.19) ve (4.2.21) esitliklerinden, (4.5) esitliginde kullanilmak iizere,

g(NJWTuTu)zg \/;—(f,'_l' g’),(O,f”,O)
1+f%+g"?

= (—f"), (4.2.22)

[14f%+g"°

1

(N, 7, %)) = § Ji(f’,—l,g’),(l.f’,O)
14f%4g"*

1

= 0=0 (4.2.23)

f1+f’2+g’2

g, Vr,F) =g J: (f’,=1,9'),(0,0, 0)

1+fﬂ+g’

1

-1 (=0 (4.2.24)

[14f7%+g"

Ve

— 1
J(N. V%) =g j:v',—l, 9'),0.g'+ g". 1)
14+f%+g"?

(4.2.25)

1 143
—(—9")
[14f%+g"

esitliklerine ulasilir. Boylece (4.5) esitliginde (4.2.20) ve (4.2.22) — (4.2.25) esitlikleri
kullanilirsa semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona gore F(u,v) = (u, f(u) +

g(),v) seklinde parametrelendirilmis TIP2 teleme yiizeyinin ortalama egriligi;
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(1+g'2)(—f”)—f’g'0 —f’g'O +(1+f’2)( —g”)

214249 (14£7%) (149'%)-(F' 9")?

H =

fll+gll+ fllglz+gllf12

2(1+f’2+g’2) f1+f’2+g’2

olarak hesaplanir. Dolayisiyla bu yiizeyin semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona

gbre minimal yiizey olmasi i¢in;

fr4g + f1g + g =0
esitliginin saglanmasi gerekir. Buradan denklem diizenlendiginde;
frg*+n=-g"(f"+1
olur ve sonug olarak, minimal yiizey olma kosulu;
f g"

e =— P (4.2.26)

esitligi ile ifade edilebilir. Agiktir ki V konneksiyonuna gére TIP1 ve TIP2 oteleme
yiizeylerinin ortalama egrilikleri esittir. Boylelikle TIP2 6teleme yiizeyleri fonksiyonlari

Teorem4.2.1 teoremine benzer olacaktir.

(4.2.26) denkleminin sol tarafinin u ya bagli bir fonksiyon, sag tarafinin ise v ye bagl bir

fonksiyon oldugu ag¢iktir. Buradan ¢ sabit sayisi i¢in;

f” gII

f’2+1 - g’2+1

Sl

olur. Buradan;

=57 +1) ve g"=-5(g%+1) (4.2.27)
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o = 0 i¢in (TIP2) minimal &teleme yiizeyi
F(u,v) = (u,cqu+ GGv + C3,v)

olur ve

Co # 0 icin (4.2.27) esitlikleri diizenlendiginde;

ve g +&9 +&5=0 (4.2.28)

S
I
o

fr=af” -
esitlikleri elde edilir.

(4.2.28) esitliklerine gerekli islemler uygulandiginda TIP2 minimal 6teleme yiizeyi

1

F(u,v) = (u,C:ln

cos(Cou—2cy)

cos(Cov—Cs)

0

+c=6,v)

elde edilir.

Yukaridaki sonuglardan asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.2.2. R3 uzaymdaki ¥ konneksiyonuna gére TIP2 minimal dteleme yiizeyleri
F(u,v) = (u,Cou + c;v + 3, v)

veE

F(u,v) = (u, lin

cos(cu—c3)
c

+C=5,17)

cos(cv—_cg)

dir.
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Son olarak ise R3deki F(u,v) = (f(u) + g(v),u,v ) seklinde parametrelendirilmis
TIP3 6teleme yiizeyi ele almacaktir. Bu dteleme yiizeyinin u ve v parametrelerine gore

kismi tiirevleri, sirasiyla,

Fo=({"w),1,0) (4.2.29)
Ve

F=(09'(v),01) (4.2.30)
seklinde elde edilir.

(2.1), (4.2.29) ve (4.2.30) esitliklerinden

i J k
F,xFE=|f 1 0l=,-f,—g) (4.2.31)
g 0 1

olarak hesaplanir.

(2.2) esitliginden yararlanilirsa (4.2.31) ,esitlikligiylr verilen F, X F, vektoriiniin

normunun,

||‘Tux~7:v”=4/1 +f%+g° (4.2.32)

oldugu gortiliir.

(2.3) esitliginde, (4.2.31) ve (4.2.32) esitlikleri yazildiginda TIP1 6teleme yiizeyinin

birim normal vektorii,

FuxFy

1
N = = 1— ’,— !
[|FuxFypll ’1+f’2+g’2( f g)

(4.2.33)
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seklinde hesaplanir. Ayrica (4.4), (4.2.29) ve (4.2.30) esitliginden yararlanilarak M

yiizeyinin, V konneksiyona gére birinci temel form katsayilari,
E=1+f?F=f'g'veG=1+g" (4.2.34)
olarak bulunur.

Ayrica, Tamim 2.19, (4.2.29) ve (4.2.30) esitlikleri ile yiizey iizerindeki semi-simetrik

metrik olmayan konneksiyondan,

Ve, Fu = vf'X1+X2(f’X1 +X;)
= Wf'le'Xl + ﬁf'X:LXZ + ﬁXZf'XZ + ﬁXZXZ

! f’ 1A v4 v f’ v 7
:f ( 1 X1+f VX1X1)+f VX1X2+3_X2X1+f VX2X1+VX2X2

X
= f”X1
= (f”) O) O);

VrFy = Very,4x,(9' X1 + X3)
= ﬁflxlg,Xl + 7f1X1X3 + \7X2g'X1 + 7X2X3

= f’(ag_Xl X, + g"7X1X1 )+ f’7X1X3 + agTz X+ 9’7X2X1 + ‘7X2X3
= f,X1 + X2
= (flr 110);

VTvTu = ‘7g'X1+X3 (f' X1+ X2)
=V f' X+ V gy Xo + Uy f'X1 + Uy, f'X,

I . > I - .
=9/ (L X0+ £V, X0) + 'V Xo + 2 X0 + [V Xy + Vi Xo

=0
ve

Vr,Fo =V grx4x,(g' X1 + X3)
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=V %, 9' X1+ V gy X3+ Vy.g' Xy + Vy X5

= g,|7X1g/X1 + 9’7X2X3 + |7)(39’)(1 + \7X3X3

= g’(ag_xll X3+ 9’7X1X1) + g,|7X1X3 + ag_XIS X1+ 9’7X3X1 + |7)(3X3
=9'X1+9" X1 +X;3

="' +9") X1+ X3

=(g9'+49".0,1)

esitlikleri elde edilir.

Bu esitliklere gerekli islemler uygulandiginda;

7, Fu = (£,0,0)
7, Fo = (', 1,0)

u

7:;:':7:'=0

v

Vr,F=(g"+ g",0,1)

(4.2.35)

ifadeleri yazilabilir.

Ayrica (4.2.33) ve (4.2.35)esitliklerinden, (4.5) esitliklerinde kullanilmak tizere

(N, Ve, F) =g \/7(1 f,=9).(",0,0)
1+f’2+g

= (), (4.2.36)
[14f7%+g"
GIN.Vs, 7)) =G| —=(1~f",—g).(f, 1,0)
/1+f’2+g
- (4.2.37)

——(—f'+f) =0,
[1+f’2+g’2
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g(NJWTvTu) =g J;—Z(l_f,'_gl)'(o'o' O)

1+f%+g’

=—L __(0)=0 (4.2.38)

[14f7%+g"*

Ve

~ = ~ 1
gV, V5, F) =g —Ji(l -f=9909" + g".0,1)
1+f’2+g’2

S (4.2.39)

[1472+g"°

esitliklerine ulasilir Boylece (4.5) esitliginde (4.2.34) ve (4.2.36) — (4.2.39) esitlikleri
yardimiyla semi-simetrik metrik olmayan konneksiyona gore F(u,v) = ( f(u) +

g(),u, v ) seklinde parametrelendirilmis TiP3 &teleme yiizeyinin ortalama egriligi;

(1+g'2)(f”)—f'g'.0 _flgllo +(1+f’2)(g”)

21472+ (1477) (1+9"%)~ (972

H =

_ f"+g"+f”g'2+g"f’2

2(1+f’2+g’2) /1+f’2+g’2

olarak hesaplanir. Buradan bu yiizeyin semi-simetrik metrik konneksiyona gére minimal

yiizey olmasi i¢in
fll +gll + fllglz _I_gllflz =0
esitligini saglanmas1 gerekir. Buradan denklem diizenlenirse;

fr(g?+1)=-g"(f"+1)
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olur ve sonug olarak, minimallik kosulu;

S -9 (4.2.40)

*+1 - g’ +1

esitligi ile ifade edilebilir. Aciktir ki ¥ konneksiyonuna gére TIP1, TIP2 ve TIP3 dteleme
yiizeylerinin ortalama egrilikleri esittir. Boylelikle TIP3 yiizeyinin oteleme yiizeyleri

fonksiyonlar1 Teorem 4.2.1 teoremine benzer olacaktir.

(4.2.40) denkleminin sol tarafinin u parametresine bagl bir fonksiyon, sag tarafinin ise v
parametresine bagli bir fonksiyon oldugu aciktir. Buradan &; sabit say1s1 igin;
fll _ gll

-
= — =_C
%41 g'%+1 4

olur. Buradan;

fr=6(f"+1) ve g"=-5(g”+1) (4.2.41)
elde edilir. Buradan gerekli islemler yapilir ise,¢7, Cy, €3, €4 Cs ve Cgsabitler olmak iizere;
o = 0 i¢in TIP3 minimal teleme yiizeyi

Fuv)=(Gu+&v +8,uv)

olur ve

o # 0 igin (4.2.41) esitlikleri diizenlendiginde;

flr—Ef*—6=0 ve g+ g +E=0 (4.2.42)

esitlikleri elde edilir. Bdylece (4.2.42) esitliklerine gerekli islemler uygulandiginda ¢y #

0 i¢in minimal ylizey;



cos(cou—2y)

F(u,v) = (%ln

-
cos(Gov—22) +Cq, U, v )

olarak elde edilir.

Yukarida elde edilen sonuc¢lardan asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 4.2.3. R3 uzayindaki ¥ konneksiyonuna gére TIP3 minimal &teleme yiizeyleri
Fuv)=(Gu+&v +8,u,v)

ve

cos(Cou—2c3)
he— e

cos(cov—Cs

F(u,v) = (E%ln

-~
+c6,u,v)

dir.

70
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda semi-simetrik metrik ve metrik olmayan
konneksiyonlara gére Monge ve 6teleme ylizeylerinin ortalama egrilikleri hesaplanmis ve

minimal yiizey olma kosullar1 incelenmistir. Elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

o Semi-simetrik metrik konneksiyon altinda Monge ylizeylerinin ortalama egrilikleri
acikca hesaplanmis ve minimal ylizey olma kosullar1 belirlenmistir. Minimal
olabilmeleri icin ilgili fonksiyonlar arasinda belirli tiirevsel iliskilere ihtiyac
duyuldugu gosterilmistir.

o Semi-simetrik metrik konneksiyon altinda ii¢ farkli tipte oteleme yiizeyi icin
ortalama egrilik formiilleri ¢ikarilmis ve minimal yiizey olmalar i¢in gerekli ve
yeterli kosullar ayrintili olarak bulunmustur. Bu kosullar, iirete¢ egrilerinin belirli
tirde fonksiyonlarla ifade edilmesi gerektigini gostermistir.

e Semi-simetrik metrik olmayan konneksiyon altinda da Monge ve 6teleme yiizeyleri
benzer sekilde incelenmis, ortalama egrilik formiilleri tiiretilmis ve minimal ylizey
olma durumlar1 analiz edilmistir. Semi-simetrik metrik olmayan konneksiyonun
etkisiyle ortaya ¢ikan farkliliklar net bir sekilde ortaya konmustur.

e Yapilan tiim hesaplamalar gostermistir ki, semi-simetrik yapilar altinda yiizeylerin
minimal olma kosullar1 klasik Levi-Civita baglantisina gore 6nemli farkliliklar
gostermektedir. Bu da semi-simetrik konneksiyonlarin yiizey geometrisi tizerindeki

etkisini agikca ortaya koymaktadir.

5.2. Oneriler

e Calismada yalnizca ii¢ boyutlu Oklid uzay ele alinmistir. Gelecek calismalar igin,
dort boyutlu Oklid uzay1 veya Minkowski uzayi gibi farkli ortamlar altinda Monge
ve Oteleme yiizeylerinin semi-simetrik baglantilar altinda incelenmesi

Onerilmektedir.
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Semi-simetrik konneksiyonlarin farkli tipleri (6rnegin, kuasi-simetrik veya proje-
simetrik konneksiyonlar) altinda yiizeylerin geometrik 6zelliklerinin aragtirilmas,
literatiire yeni katkilar saglayabilir.

Bu tezde yalnizca ortalama egrilik ve minimal olma kosullar1 iizerinde durulmustur.
fleri calismalar igin Gauss egriligi, umbilic noktalar, parabolik ve hiperbolik
bolgeler gibi daha detayli ylizey karakteristiklerinin semi-simetrik konneksiyonlar
altinda analizi yapilabilir.

Hesaplamalar analitik yontemlerle gerceklestirilmistir. Gelecekte, belirli 6rnek
ylizeyler i¢in bilgisayar destekli simiilasyonlar ve grafiksel modellemeler yapilarak
teorik sonuclar gorsellestirilebilir.

Semi-simetrik baglantilarin fiziksel uygulamalar (6zellikle genel gorelilik veya
elastisite teorisi gibi alanlarda) iizerine ¢alismalar yapilarak bu geometrik yapilarin

uygulamali matematikteki yeri gli¢lendirilebilir.
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