KARADENIZ TEKNIK UNiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

3BOYUTLU UZAYDA MHD DENKLEMLERININ SAYISAL COZUMU

DOKTORA TEZI

MAHIR CEYLAN ERDOGAN

TRABZON



KARADENIZ TEKNIiK UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

3 BOYUTLU UZAYDA MHD DENKLEMLERININ SAYISAL COZUMU

MAHIR CEYLAN ERDOGAN

Karadeniz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiince
DOKTORA(MATEMATIK)
Unvam Verilmesi Icin Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 20/05 /2022
Tezin Savunma Tarihi :16/06 /2022

Tez Danismani :Prof. Dr. Selcukhan AYDIN

Trabzon 2022



ONSOZ

Lisansiistii egitim siirecinde bilgi birikimini benimle paylasan yoluma 1s1k tutan her
an destegini yanimda hissettigim tez danismanim Sayin Prof. Dr. Selguk Han AYDIN’a
tesekkiir ve siikranlarimi sunarim.

Lisans egitimi tamamladigim Atatiirk {iniversitesi Matematik bolimiindeki dgretim
tiyelerine, beni lisansiistii egitim ic¢in cesaretlendirip bunun temellerini attiklar1 i¢in her
birine ayr1 ayr1 minnettarim.

Egitim ve 6grenim hayatim boyunca en zor gilinlerimde her zaman yanimda olan,
benimle i¢cinde bulundugum zorluklart paylasan ve hem maddi hem de manevi destekleri

ile arkamda duran aileme sonsuz tesekkiir ederim.

Mahir Ceylan ERDOGAN
Trabzon 2022

I



TEZ ETIiK BEYANNAMESI

Doktora Tezi olarak sundugum “3 BOYUTLU UZAYDA MHD DENKLEMLERININ
SAYISAL COZUMU” baslikli ¢alismamin tamamini tez danismanim Prof. Dr. Selguk Han
AYDIN’1n sorumlulugunda yiiriitiip tamamladigimi, verileri/6rnekleri kendim topladigimu,
deneyleri/analizleri 1ilgili laboratuarlarda yaptigimi/yaptirdigimi, baska kaynaklardan
aldigim bilgileri metinde ve kaynakg¢ada eksiksiz olarak gosterdigimi, caligma siirecinde
bilimsel arastirma ve etik kurallara uygun olarak davrandigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi

durumunda her tiirlii yasal sonucu kabul ettigimi beyan ederim. 16/06/2022

Mahir Ceylan ERDOGAN

v



ICINDEKILER

Sayfa No
ONSOZ ..ot 11
TEZ BEYANNAMEST .....ooiiiiiiiieeeeeeeee et v
ICINDEKILER ...t \
OZET oottt VII
SUMMARY .ottt ettt sttt ettt b e ettt b e et eb e be et s VIII
SEKILLER DIZINT ...t IX
TABLOLAR DIZINI.....ooiiiiiiiiiiiieiiiecie sttt XXV
SEMBOLLER DIZINI ......coooiiiiiiiiiniincieinicecstiseie et XXVI
1. GENEL BILGILER ....ccooouiiiiiiiiiiiniiiceiceieniesie it 1
1.1. Girig.... W . A . P ... 1
1.2. Laplace Denklemi ve Tarihsel GeliSimi..........cccueeruierieeiiieriiieiieeieeiieeie e 1
1.3. Konveksiyon-Diflizyon Denklemi ve Tarihsel Geligimi........ccccoceevverienieniinicnnenne 2
1.4. MHD- MagnetoHidroDinamik Denklemleri ve Literatiir Taramasi ............c.c.c...... 2
1.5. Sonlu Elemanlar Yontemi ve Tarihsel Gelisimi.........cccoeeevveeiiieeiiieeiieeeieceiee e, 6
1.5.1.  Sonlu Elemanlar Yo6nteminin Avantajlari ve Dezavantajlart..........ccccoecvevvneennnnenn. 7
1.4.2.  Stabilize Edilmis Sonlu Elemanlar Yontemleri........ccccocvveeviieeciieecieecieeeee e, 8
1.5. Sinir Elemanlar Yontemi ve Tarihsel GeliSimi........cc.oooeeiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeccieee e, 9
1.5.1  Smur Elemanlar Yontemi Avantajlart ve Dezavantajlari...........cocceeereeneeniinicnnnne. 9
2. YAPILAN CALISMALAR ..ottt 10
2.1. Sonlu Elemanlar YONtemI ......ceoueeiiiiiiiniieiieeieeieeee et 10
20 I RN 7 14 F2 T 50 0 - U PRRRPRR 10
2,120 EBleMAnIar....c..ooiiiiiiiiiee e e 11
2.1.30 2-D EIBMANIAT .....oiiiiiiiiiiceieeeeeeee e 11
214, 3-D EICMANIAT .....eiiiiiiiiiiieeieeee et 12
2.1.5.  Sekil FONKSIYONIATT......eiiiiiiiiiiieiiieeiiie ettt 13
2.1.6.  Uggen Prizma Eleman Sekil FONKSIyONIart............ccocovrvevecueveeruereeeererceeieseeeenens 13
2.2. Matematiksel MOdel.........cccooiiiiiiiiiiie e 14
2.3. Laplace Denklemi Sonlu Elemanlar YOntemi.........coceeeeveerieneenieniencniicneeenne. 15
24. Sinir Elemanlar YONTemI........cooueeiiiiiiiniiiiieeiieeeeeieee e 16
241, AYTIKIASHIMA . ..otiiiiiiii e 16



2.5. Laplace Denklemi I¢in Sinir Elemanlart YONtemi ........cocooveveveveveveveveeeeereeeeenennens 16
2.6. Konveksiyon-Diflizyon DenkIlemi ..........c.ccccueeiiiiniiiiiiiniiiiieieecee e 19
2.6.1  Konveksiyon-Difiizyon I¢in Stabilizasyon Formiilasyonu .................ccccccevuevnnee. 19
2.7. MHD DenKIemleri.......cccooouiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinici e 20
2.7.1.  MHD Denklemleri I¢in Stabilizasyon Formiilasyonu..............cccocecevvvevevevevevennnn. 20
2.8. Manyetik Ortam Igerisinde MHD Denklemleri ............cocvoverueveeecvevereereiecrerennne 22
2.8.1. Manyetik Ortam igerisindeki MHD Denklemleri i¢in Stabilizasyon

FOrmUIasyONU.......c.ooiiiiiiiiieeiieee ettt sttt eteesaeeens 23
3. BULGULAR ..ottt 25
3.1. Laplace Denkleminin BEM ve FEM Yontem ile Cozliimii ve Karsilastirilmasi .. 25
3.2. Konveksiyon Diflizyon Denklemi..........coceeiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeiceieceee e 31
3.3. MHD Probleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile COzUmii.............cccceveeeenveennnee. 32
3.3.1.  Kiire Bélge Icerisinde MHD Probleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile

COZUIMTL 1.ttt ettt ettt ettt e bt et eate bt et st e sbeenbeenees 32
3.3.2. Kiip Bélge Icerisinde MHD Probleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile

COZUIMTL ¢ttt sttt et b et st e s bt et e bt e s bt et st e sbeenbeeaees 53
3.4. Manyetik Ortam Igerisinde MHD Probleminin Sonlu Elemanlar Yéntemi ile

0 I A N . WU, S 72
3.4.1  Manyetik Ortam Igerisindeki Kiire Bolgede MHD Probleminin Sonlu

Elemanlar Yontemi ile COZUIMES ........coeeeeuviiiiiiiiiiieeieee e 72
3.5.1. Manyetik Ortam Igerisinde Kiip Bélgede MHD Probleminin Sonlu Elemanlar

Yontemi 11€ COZUIMESI.......ueiiieeiiieeeeciiee e et e e e e 97
4. SONUGLAR ...ttt sttt ettt 113
5. ONERILER ......oouitiiiiiiiieiee ettt 114
6. KAYNAKLAR ..ottt 115
OZGECMIS

VI



Doktora Tezi

OZET
3 BOYUTLU UZAYDA MHD DENKLEMLERININ SAYISAL COZUMU
Mahir Ceylan ERDOGAN

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Selguk Han AYDIN
2022, 119 Sayfa

Bu tez de temel amac¢ olarak iic boyutlu (3-D) MagnetoHidroDinamik (MHD)
denklemlerinin sayisal ¢dziimii incelenmistir. Ik olarak Sonlu Elemanlar Yéntemi (SEY-
FEM) ve Sinir Elemanlar Yontemlerinin (SEY-BEM) 3-Boyutlu uzaydaki formiilasyonlari
Laplace denklemi i¢in ayrintili olarak verilmis, her iki yontem denklemin c¢oziimleri
bulunmus ve elde edilen sonuclar karsilastirilmistir. Daha sonra konveksiyon ve diflizyon
probleminin ¢oziimii Stabilize edilmis Sonlu Elemanlar Yontemi ile formiile edilmis ve
konveksiyon baskin durumlar i¢in kararli ¢ozlimler elde edilmistir. Formiilasyonu verilen
stabilize yontem, kiip veya kiire bdlgelerde tanimlanan 3 Boyutlu MHD denklemlerinin
¢ozlimiine uygulanmistir. En son asamada ise problemin en genel halinin oldugu, sonsuz
bolgede manyetik ortam igerisindeki MHD problemin kiip veya kiire bolgelerde farkli

parametre degerleri i¢in ¢ozlimleri elde edilmis ve bulunan sonuglar yorumlanmastir.

Anahtar Kelimeler: 3D, Sonlu Elemanlar Yontemi, Sinir Elemanlar Yontemi, Laplace

Denklemi, Konveksiyon-Diflizyon Denklemli, MHD denklemleri
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SUMMARY

NUMERICAL SOLUTIONS OF 3D MHD EQUATIONS
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Karadeniz Technical University
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Supervisor: Prof.Dr. Selguk Han AYDIN
2022, 119 Pages

In this thesis, we analyzed the numerical solutions of the 3D
MagnetoHydroDynamic (MHD) equations. Firstly, both the Finite Element Method (FEM)
and the Boundary Element Method (BEM) formulations of the Laplace equations are given
in detail. Numerical solutions are obtained for the both method and compared. Next, the
stabilized finite element method formulation of the convection-diffusion equations is
proposed and stable solutions are obtained for the convection dominated case. Later, the
proposed stabilized formulation is applied to the numerical solutions of the 3D MHD
equations defined on either spherical or cubic domain. Finally, the most general case of the
problem which is the 3D MHD equations on spherical or cubic domain defined on the
infinite conducting medium is considered. The solutions are obtained for the different

problem parameters and the detailed discussions are provided.

Key Words: 3D, Finite Element Method, Boundary Element Method, Laplace Equation,
Convection-Diffusion Equation, MHD Equations
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

Bu tezde temel amag¢ olarak 3-Boyutlu MagnetoHidroDinamik (MHD)
denklemlerinin Sonlu Elemanlar Yontemi (SEY) ile sayisal ¢oziimii irdelenecektir. Bu
kapsamda Oncelikli olarak sayisal formiilasyonlar ifade edilecek ve sonrasinda
problemlerin farkli parametre degerleri i¢in ¢oziimleri bulunacaktir ve ayrintili olarak
irdelenecektir.

Asamali olarak Laplace denklemi, konvesiyon-difiizyon denklemi, MHD
denklemleri ve son olarak manyetik ortam igerisindeki MHD denklemlerinin sayisal

¢oziimleri 3-Boyutlu uzayda incelenecektir.
1.2. Laplace Denklemi ve Tarihsel Gelisimi
3-Boyutlu uzayda Laplace denklemi u = u(x,y, z) olmak lizere

2 2 2
ox= oy° oz

formlarinda tanimlanabilir.

Tarih de ilk defa Laplace kismi diferensiyel denklemi Pierre-Simon Laplace
tarafindan ifade edilmistir. Pierre-Simon Laplace tarafindan elde edilen bu kismi
diferensiyel denklem bircok fiziksel ve miihendislik problemin matematiksel
modellenmesinde kullanilmaktadir.

Laplace denkleminin sayisal ¢6ziimiinii elde etmek icin birgok yontem Onerilmistir.
Sonlu farklar yontemi ile Laplace denkleminin ¢oézlimiinii ilk elde eden Southwell (1946)
ve Allen (1959) dir. Sinir Elemanlar1 Yontemi kullanilarak elde edilen ¢6ziim ise ¢ok daha
sonra 1987 yilinda R. Rangogni ve R.Occhi tarafindan elde edilmistir(Rangogni ve Occhi,
1987).

Laplace denkleminin ¢ozlimleri, elektromanyetizma, astronomi ve akiskanlar
dinamigi gibi bir¢ok bilim alani i¢in énemlidir. Bulunan ¢ozlimler elektrik ve yer ¢cekim

potansiyeli ile akiskan potansiyelinin davranisini agiklamada 6nem arz etmektedir. Laplace



denkleminin ¢Ozlimlerinin genel teorisi ayni zamanda potansiyel teorisi olarak da

bilinmektedir.

1.3. Konveksiyon-Difiizyon Denklemi ve Tarihsel Gelisimi

3 Boyutlu uzayda konveksiyon diflizyon denklemi, &> 0sabit say1, a=(a,,a,,a.)

vektdr ve u = u(x, y,z)olmak iizere
—5V2u+a-Vu=f(x, y,z) (2

esitligi ile tanimlanur.

Konveksiyon diflizyon denklemi bir¢ok fiziksel ve miihendislik probleminde
karsimiza ¢ikan bir denklemdir. Burada diflizyon en basit tanimi1 ile maddenin ¢ok yogun
ortamdan daha az yogun bir ortama ge¢mesi olayidir. Ornek olarak, kaynamis suya atilan
bir tutam kahvenin zaman igerisinde biitiin suya dagilmasi veya ¢ay demlenmesi en temel
difiizyon olaylaridir.

Diflizyon olayinin sebebi, molekiillerin serbestce kayip yuvarlanabilmesinden
kaynaklanmaktadir. Maddenin hallerinden olan gazlarda da difiizyon olay1 benzer sekilde
gozlemlenebilir. Gazlar aralarindaki ¢ekim kuvvetinden kurtularak difiize olurlar. Kati
halde ki maddeler i¢cin ise daha cok titresim yolu ile gergeklesen bir diflizyondan
bahsedilebilir. Difilizyon olayinda sicaklik hareket ve kinetik enerji ile dogru orantili olarak
gerceklesir. Yani sicaklik hareketi artirir, hareket ise difiizyon olaymi hizlandirir(Ciftei,
2012).

Konveksiyon terimi ise en temel anlamda bir akigkanin hareketi anlaminda
kullanilabilir. Yayilma ve siiriikklenme bu hareketin iki bilesenidir. Ornek olarak, hareketli
(durgun olmayan) bir suya dokiilen miirekkebin hem yayilmast hem de siiriiklenmesi bagka
bir ifade ile 1iki hareketin toplami konveksiyon-difiizyon olayidir. Maddelerin
konveksiyonuna benzer sekilde 1sinin konveksiyonundan da bahsedilebilir. Bu durumda 1s1

bir akiskan i¢inde hem siiriiklenir hem de yayilir.

1.4. MHD- MagnetoHidroDinamik Denklemleri ve Literatiir Taramasi

MagnetoHidroDinamik (MHD), elektriksel iletken sivi ve elektromanyetik alanlar

arasindaki makroskopik etkilesimlerin teorisidir. Uygulamalari, astronomi ve jeofizikte



oldugu gibi diger ¢esitli mithendislik problemlerinde ortaya ¢ikar. Niikleer reaktorlerin sivi
metal sogutumu, metallerin elektromanyetik dokiimi, MHD gii¢ iiretimi ve MHD iyon
yiiriitmesi gibi baslica alanlarda kullanilir. MHD problemlerinde, elektrik akimi iletimine
bagh yiik tasiyan, elektromanyetik alanlarla etkilesimli, viskoz, baskilanamaz bir sivinin
akisiyla ilgilenilir. iletken sivinin akisi, elektriksel akimi indiikler ve manyetik alan ile
etkilesimde bulunur. Bu etkilesim karsiliginda, sivi {lizerinde Lorentz kuvveti olusur ve
stvinin davranisi oldukga degisebilir. Boylece MHD akimi Navier-Stokes ve ilkel Maxwell
esitliklerinin Lorentz kuvveti araciligiyla baglanmasiyla yonetilir(Shercliff, 1953; Dragos,
1975). Sivi metallerdeki elektromanyetigin analizi, bir manyetik tek kutbun var olmayisi
icin Maxwell esitligi ¢6zmeyi igerir. Faraday kanunu, ilkel Maxwell Ampere kanunu ve

Gauss kanununa gore,

V-B=0 3)
OB
VxE=—2 4
x 5 4
VxB=pu,J &)
VxD=q (6)

esitlikleri tanimlanir. Esitliklerde B manyetik indiiksiyon, D elektrik yer degistirmesi, £

elektriksel alan, J elektrik akim yogunlugu J=0FE ve ¢ elektrik yiik yogunlugudur.

Teoride Ampere kanunu, manyetik alan yogunlugu olan VxH =J +68—D ile verilmistir.
t

Ancak, yer degistirme akiminin 86_D diger terimlere kiyasla goz ardi edilebilecek
t

kiigtikliikte oldugu farz edilmektedir.

Bos alan (manyetize olmayan ya da kutuplasmayan) elektromanyetik ortalamasi i¢in,

B . . e .
H =— tamimlanir ve bos alan manyetik gecirgenligi s, =47z %107 Hs/m ile
Hy

D . . .
E =—ve bos alan elektrik yalitkanlik sabiti g, =8.854x10"*F/m. J =c(E +uxB) dir.
g()

Ohm kanununda O materyalin elektriksel iletkenligi ve U4 ise hareket halindeki
stvinin hizidir. Agikga goriilecegi iizere Ohm kanunu, arastirilan iletken sivinin elektrik
alan etkisiyle yiik tagima yetenegini niteler. Ohm kanunundaki tiim terimlere “curl
operatdr” uygulanir ise

curl(J) =ocurl(E)+ ocurl(ux B) (7)



icurl(VxB) :—Ga—BJchurl(uxB) (8)
Ho ot

iV(v-B)—iszz—aa—B+avX(uxB) 9)
Hy Hy ot

esitlikleri elde edilir. Vx(VxB)=V(V-B)—V’B vektor o6zdesligi olarak kullanilir.

Hidrodinamik ve elektromanyetik alanlarin arasindaki baglantiy1 agiklayan manyetik
indiiksiyonun son hali

aa_’f:vX(uxB)+ﬂiov23 (10)
olarak yazilir.

Ayrica, uygulanmig manyetik alan altinda, momentum esitligi boyutsuz olarak sivi
Reynolds sayis1 Re, manyetik Reynolds sayis1 Rem ve Hartmann sayis1 Ha ve de ek olarak

Lorentz kuvveti(Kumamaru, Hirano ve Itoh, 2004; Salah, Soulaimani ve Habashi, 2001;

Sheu ve Lin, 2004)

2
Z—”+u.wz—vp+iv2u+f Ha'  vpyxB (11)

t Re ReRem

U,L
esitligi ile yazilir. Esitlikte, Re = P , Rem=pu UL, Ha=+ReRemsS ile baglanma
U

2
0

HypU,

sayist (coupling) S = U, hiz alaninda, B manyetik alanda ve uzunluk L

karakteristik degerlerdir. MHD akisinin simiilasyonu i¢in olusturulan sayisal semalarin
analizi i¢in sonlu farklar metodu (FDM) kullanilmasi iizerine birgok yayin bulunmaktadir.
Dokuzlu nod-grid FD yaklagimi, hizlica genislemis bolgeli bir kanalin i¢indeki MHD
esitliklerinin ¢dziilmesinde uygulanmistir(Krzeminski ve Cala, 1996). Uc adet simiiltane,
eliptik tipli quasilinear esitlikler sistemi olusturan iki adet vektor potansiyeli ve vortisite
vektorii kullanilarak bir tanim yapilir.

Shue ve Lin tarafindan yazilmis makalede, manyetik alan ve hidrodinamik alan
esitliklerinin ¢6ziimii icin bir primitif degisken yaklasimi “alternating direction implicit”
ADI ¢o6ziim algoritmasiyla verilmistir. Genellestirilmis Peaceman ve Rachford ADI
semasina ait bir uzanti de sunulmustur. Ayristirilmis konservasyon esitlikleri diisiik
manyetik Reynolds sayisina gore buhar fonksiyonu doniimliligi formiilasyonuyla
¢oziiliir. Dikdortgen bir kanaldan likit-metal MHD akisinin giris bdlgesi lizerine 3 boyutlu

sayisal hesaplamalar Kumamaru ve arkadaglar1 tarafindan FDM kullanilarak



gergeklestirilmistir(Kumamaru, Kodama, Hirano ve Itoh,2004). MHD esitliklerinin
cogunun ¢oziimleri dogrusal olmayan esitkliklerde ki avantajindan dolay1 sonlu elemanlar
yontemi ile yapilir. Hiza ait sinir verilerinde herhangi bir kosul olmayan, devamli ve
diskret(ayrik) MHD problemlerinin ikisine de ait c¢Oziimlerin varligi da tiiretildi ve
Gunzburger ve arkadaslart MHD esitkliklerinin zayif formiilasyonlarinin ¢oziimlerinin
varligin1 ve benzersizligininin garanti edilebilecegini gosterdi. Meir ve Schmidt(Meir ve
Schmidt,1999) ve Schotzau(Schotzau,2004) MHD problemlerine ait kendi sonlu eleman
c¢Ozlimlerinde hata analizleri gerceklestirdiler ve en optimal hata smirlarimi belirlediler.
Agirlikli regiilarizasyon temelli sikistirilamaz MHD problemlerinin karigik FE tahmini
Hasler ve arkadaglar tarafindan analiz edildi. Bu yaklasimin iyi tanimliligin1 (well-posed)
ve de varlik ve benzersizlik sonuglariyla, quasi-optimal hata sinirlari da saglandi.
Leyton(Layton, 1997) ve arkadaslar1 sabit MHD esitliklerinin diskretizasyonu igin iki
seviyeli FEM kullanarak, algoritmalarinin iyi tanimli oldugunu kanitladi ve optimal hata
siirlart verdi. Calismalarinda, dogrusal olmayan problemi dnce bir kaba mesh iizerinde,
sonra dogrusal olan1 bir diizgiin ag(mesh) tizerinde ¢ozdiiler. MHD kanal akislar1 tizerine
calismalar niikleer sogutma sistemleri, MHD akis Olcerleri, MHD mikropompalar: ile
oldukea ilgilidir. Boyle MHD akislari, akisin tamamen gelistigi varsayilarak ¢aligildi.

Verardi(Verardi ve  Cardoso, 1998; Verardi ve  Cardoso, 2001),
Krzeminski(Krzeminski, Smialek ve Wlodarczyk, 2000), Tezer-Sezgin ve Koksal(Tezer-
Sezgin ve Koksal, 1989) dikdortgen kanallarda MHD denklemlerinin sonlu elemanlar
yontemleri ile ¢ozlimlerini vermiglerdir. Nesliturk ve Tezer-Sezgin(Nesliturk ve Tezer-
Sezgin, 2005; Nesliturk ve Tezer-Sezgin 2006) tarafindan kararli MHD kanal akis
problemlerinin ¢oziimii i¢in residual-free bubble (RFB) fonksiyonlarini kullanan stabilize
bir FEM onerilmistir. RFB fonksiyonlarini kullanan FEM, Hartmann sayisinin yiiksek
degerleri i¢in denklemleri ¢c6zme yetenegine sahipti. Kiiciik hidrodinamik difiizyonun iyi
bilinen bazi sayisal kararsizliklari indiikleyebilecegi bilinmektedir. Bu nedenle Navier-
Stokes denklemleri i¢in bazi dengeleyici tekniklerin kullanilmasi dogaldir. Manyetik
yayilimin yiiksek degerlerine ragmen manyetik denklemi stabilize etmek de faydali
olabilir. Tam MHD denklemleri i¢in birkag¢ stabilize FEM ¢alismasi mevcuttur. Gerbeau,
bir yakinsama kanit1 da dahil olmak iizere hiz (u), sividaki basing (p) ve manyetik alan (B)
acisindan stabilize bir FEM prosediirii gergeklestirmistir.

Tiim degiskenlerin tetrahedral elemanlar1 iizerinde esit sirali enterpolasyona izin

vermek i¢in bir stabilizasyon teknigi Slah ve arkadaslar1 tarafindan kullanilmistir. Codina



ve Silva, manyetik alanin sayisal yaklasimi i¢in sapmasiz kosulu zorlamak igin
bilinmeyenler olarak bir manyetik basin¢ dahil ederek tam MHD denklemleri i¢in kararli
bir FEM sunmuslardir. Navier-Stokes denklemlerinde oldugu gibi, birlesik
formiilasyondan kaynaklanan sayisal kararsizliklar ve MHD denklemlerindeki katsayilarin
varlig1 (Akiskan Reynolds sayisi Re, manyetik Reynolds sayist Rem ve Hartmann sayisi

Ha) kararli sonlu elemanlar yontemleri dikkate alinarak ortadan kaldirilir.

1.5. Sonlu Elemanlar Yontemi ve Tarihsel Gelisimi

Sonlu elemanlar yonteminin (SEY) oOzellikle fizik ve miihendislik problemlerinde
yaygin olarak kullanildig1 bilinmektedir. Sonlu elemanlar yonteminde problem, geometrik
anlamda diizgiin yapili alt bolgelere ayristirilir daha sonra bu alt bolgelerde elde edilen
sonuclar birlestirilerek problemin sayisal olarak ¢oziimii elde edilir. Bu alt bolgeler
“eleman” olarak adlandirilir. Olusan bu geometride elemanlarin her bir baglanti noktasi ise
“diigiim noktas1” olarak adlandirilir.

Sonlu elemanlar yonteminin kullaniminin tarihsel gelisimi incelendiginde, ilk olarak
Arsimet’in sonlu elemanlar yontemini katilarin hacmini belirlemede kullandig
goriilmektedir. Bu yontemi ile alanlari, uzunluklar1 hesaplamis ve geometrik objelerin
hacimlerini basit parcalara bdlerek elde etmeye calismistir. Varyasyonel hesabin
olusturulmasina yol agan c¢alismalarinda ise Euler, tek boyutlu islevselligi sonlu araliklara
bolmiis ve lineer bir varyasyonu her biri lizerinden son degerler ile tanimlamistir. Euler ilk
defa siireksiz tiirevlerde parcali dogrusal bir fonksiyon kullanmistir. 1940’larin basinda
Courant, kismi diferensiyel denklemlerin varyasyonel isleyisini savunan agiklayic1 bir
makale yazmistir. Bu makalede iicgen bir ag iizerinde i¢i bos bir saftin burulma sertligini
belirleyen SEY stili hesaplamalar vardir. Courant, Rayleigh-Ritz deneme fonksiyonlari
olarak her ticgen iizerinde parcali dogrusal enterpolasyon kullanmis ve fikrini
‘genellestirilmis sonlu farklar’ olarak adlandirmistir. Courant’lara benzer bir varyasyon
yaklasimi Synge ve Prager tarafindan fonksiyonel analiz baglaminda ve Synge’in kitabinda
‘hiperdaire‘ metodu olarak gosterilmistir. 1954 yillinda Argyis ve Kelsey tarafindan
matrislerin yapisal analizi metodu gelistirilmistir. 1956 yilinda Turner ve arkadaslar iki
boyutlu elemanlar iizerinde yaptig1 ¢alismalarda kafes eleman, kiris eleman, iki boyutlu
ticgen ve dikdortgen elemanlar i¢in eleman matrisini (rijitlik matrisini) olusturmuslardir.

"Sonlu Elemanlar" terimi ise ilk defa Ray W.Clough tarafindan 1960 yilinda diizlemsel



gerilme analizinde kullanilmistir. Ayrica Sonlu elemanlar yontemi ile ilgili birgok makale
ve kitap mevcuttur. Bunlardan bazilar1 P.G. Fern"andez-Dalgo and O. Jarrin, Weak suitable
solutions for 3D MHD, F. Liu and Y.Z. Wang, Global solutions to three-dimensional
generalizedMHD equations with large initial data. Z. Angew. Math. Phys. 70:69 (2019)
(DOI: https://doi.org/10.1007/s00033-019-1113-3), M. Tezer-Sezgin and S. Han Aydin,
BEM Solution of MHD Flow in a Pipe Coupled with Magnetic Induction of Exterior
Region, Computing 95(1) (2013) 751-770, S. Han Aydin and M. Tezer-Sezgin, DRBEM
Solution of MHD Pipe Flow in a Conducting Medium, J. Comput. Appl. Math., 259(B)
(2014) 720-729, M. Tezer-Sezgin and S. Han Aydin, FEM Solution of MHD Flow
Equations Coupled on a Pipe Wall in a Conducting Medium, PAMIR 2014, S. Han Aydin
and H. Selvitopi, Stabilized FEM-BEM coupled solution of MHD pipe flow in an

unbounded conducting medium, Engineering Analysis with Boundary Elements, 87(2)
(2018) 122—-132, S. Han Aydin and H. Selvitopi, Stabilized FEM-BEM coupled solution of
MHD pipe flow in an unbounded conducting medium, Engineering Analysis with
Boundary Elements, 87(2) (2018) 122—-132, J.N. Reddy, An Introduction to the Finite
Element Method, McGraw-Hill, New York, 1993, W.T. Ang, A Beginner’s Course in
Boundary Element Methods, Universal Publishers, 2007, C.A. Brebbia and J. Dominguez,
Boundary Elements An Introductory Course, WIT Press, Computational Mechanics

Publications, UK, 1992 bu ¢alismlardir.

1.5.1. Sonlu Elemanlar Yonteminin Avantajlar1 ve Dezavantajlari

Oncelikli olarak sonlu elemanlar metodunun tanim bolgesi karmasik veya diizensiz
problemler i¢in uygulanabilmesi en 6énemli avantajlarindan birisidir. Buna ek olarak farkli
siir kosullarinda uygulama kolaylig1 saglamasi bu avantajlari arasinda yer alir. Problemin
tanim bolgesini alt bolgelere ayrilmasi ve bunun ile beraber probleme ait verinin artmasi
ayni zamanda sistem boyutunun biiylimesi en 6nde gelen dezavantajlar1 arasindadir. Fakat
elde edilen sistemin sparse (katsayr matris elemanlarinin pek ¢gogunun sifir olmasi) yapida
olmasi 6zel bir avantaj saglayabilir. Ayrica lizerinde calisilan problemin tanim kiimesi
sonsuz ise bu durumda sonlu elemanlar yonteminin kullanilamamas1 diger bir dezavantaj
olarak goriiliir. Boyle bir durumda problem ¢oziiciiniin yapay bir sinir tanimlamasi ve bu

siira uygun sinir kosullarin belirlemesi gerekir.


https://doi.org/10.1007/s00033-019-1113-3

1.4.2. Stabilize Edilmis Sonlu Elemanlar Yontemleri

MagnetoHidroDinamik veya Konveksiyon baskin ve simir katmanl bir diferensiyel
denklemin standart sayisal yontemler ile ¢oziimiinde salinimlar, kilitlenme, tekil matrisler
ile karsilasma gibi pek ¢ok sayisal kararsizlik sorunlari ile karsilagilir. Bu sorunlari
gidermek i¢in sayisal yontemde kullanilan ag iizerinde degisiklik yapilabilir (eleman ve
nokta sayisinin artirilmasi, problemin yapisina gore noktalarin sayilariin ve yerlerinin
degistirilmesi, vb.) veya sayisal formiilasyona ilave terimler eklenerek sayisal ¢oziimiin
kararlilig1 saglanmaya calisilir. The Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) yontemi
sonlu elemanlar yonteminde ilk olarak ortaya konulan ve halen daha etkin bir sekilde
kullanilan stabilizasyon yontemidir. SUPG yontemi ilk olarak Brooks ve Hughes (Ciftci,
2012) tarafindan konveksiyon baskin konveksiyon-difiizyon problemlerinin ¢éziimii igin
ortaya konulmus ve daha sonra pek ¢ok probleme uygulamasi gelistirilmistir. SUPG
yontemi, standart sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen sonuglarda olusan salinimlari ve
sayisal kararsizliklar azaltarak daha yakinsak bir ¢oziim elde edilmesini saglar. Yontemin
temel yaklagimi, standart sonlu elemanlar formiilasyonuna akim yoniinde ag bagiml
terimler ekleyerek denklemdeki kararsizliklart azaltmaktir. Bu terimler sayisal hatalari,
akis yoniinde yapay akiskan gibi davranarak iyilestirir. SUPG yontemi, Petrov-Galerkin
yonteminin gelistirilmesi ile elde edilen bir stabilizasyon tiirtidiir. SUPG haricinde, hemen
hemen SUPG ile ayni yapida olan Galerkin en kiigiik kareler yontemi (Galerkin Least
Squares — GLS), Douglas-Wang Galerkin yontemi (Dougles-Wang Galerkin Method —
DWG) de ozellikle yiiksek dereceli cebirsel polinomlar secildiginde kullanilan diger
stabilizasyon tiirleridir. Konveksiyon-difiizyon problemi haricinde, Stokes denklemleri,
Navier-Stokes denklemleri, Magnetohidrodinamik denklemleri gibi pek ¢ok dogrusal veya
dogrusal olmayan denklemlerin sayisal elemanlar yontemi ile ¢oziimlerinde asagidaki
stabilizasyon yontemleri pek ¢ok calismada kullanilmistir(Ciftci, 2012).

e ki asamali sonlu elemanlar yontemi (Two-levelfinite element method - TLFEM)
e Stabilize edilmis alt grid yontemi (Stabilized subgrid method — SSM)

e Streamline Diffusion Finite Element Method (SDFEM)

¢ Residual-Free Bubble Method (RFBM)

e Multiscale Finite Element Method (MFEM)



1.5. Sinir Elemanlar Yontemi ve Tarihsel Gelisimi

Sayisal yontemler icerisinde smir elemanlar1 yontemi temel olarak siir deger
problemlerinin ¢6ziimiinde siklikla kullanilan bir yontemdir. Sinir elemanlar1 yontemi
uygulama yoniinde soyle bir temele dayanir; {izerinde calisilan probleme karsilik gelen
integral denklemi elde edilir daha sonra ayriklastirma kullanilarak bu integral denklemi
¢Oziiliir.

Yontemin mevcut durumu, ¢ok sayida arastirmact ve yazilim uzmaninin
calismalarinin sonucunda elde edilmistir. Sinir elemanlar1 yonteminin baslangig tarihi 1978
olarak bilinir ve yontemle ilgili ilk konferans Southampton {iniversitesinde verilmistir.
Ayn1 zamanda yontem tizerine ilk kitap da o zaman yayimlanmistir.

Banerjee ve Butterfield (1981) tarafindan hazirlanan kitap Sinir Elemalar Yontemi
ile ilgili ilk olarak yontemin uygulama alani acisindan kapsamli bir referans olmustur.
Yontem ile ilgili bir baska temel referans kitap Brebbia, Telles, ve Wrobel (1984)
tarafindan olusturulmugtur. Sinir elemanlart yonteminin siklikla uygulandigi alanlar
elektromanyetikler ve manyetik alan etkisi altindaki akiskan problemleri, akiskanlar
mekanigi, elastik olmayan problemler, genel potansiyel teori, elastostatik, elastodinamik,
stireksiz 1s1 transferi, akismaz esneklik, esneklik, su dalgalari, akismaz akiskan akimi,
Navier-Stokes akimi, dalga yayilimi, termoelastik gibi miihendislik problemlerinin

¢Oziimiinii elde etmek i¢in kullanilir(Selvitopi, 2016).

1.5.1. Simir Elemanlar Yontemi Avantajlari ve Dezavantajlar

Sinir Eleman Yontemi (BEM) baglica avantajlari; sadece kiiclik boyutlu dogrusal
denklem sisteminin elde edilmesi, hesaplama siiresinin kisaligi, problem tanim kiimesi
yerine sadece bolge smirinin kesikli hale getirilmesine ihtiya¢ duymasidir. BEM'in bir
diger avantaji da sadece i¢ smir1 olan dis bolge problemlerine uygulanabilmesidir. Bu
avantajlarin yani sira, BEM'in uygulanmasi i¢in diferansiyel operatoriin birinci derecenden
¢Oziimiine ihtiya¢ duyulmasi, metodun ana dezavantajidir. Bilindigi Tlizere, 06zel
diferansiyel operator tipleri i¢in birinci dereceden ¢oziim elde etmek miimkiindiir. Genel
bir operatdriin ¢oziimiinii elde etmek teorik olarak zor veya miimkiin degildir. Yontemin
bir baska dezavantaji, formiilasyonlarda bazi tekillikler (Singiilerlik) bulunmaktadir. Baz1

durumlarda, bu tekillikler ortadan kaldirilabilir ve integral degerleri tam olarak
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hesaplanabilmektedir. Ancak, bu zorluklari iistesinden gelip hatasiz sonuglar1 elde etmek
her zaman miimkiin olmayabilir. Ayrica, problem tanim kiimelerinde kdseler(corner) veya
tekillikler mevcutsa, BEM ile elde edilen sayisal ¢6ziim yakinsak olmayabilir. Bu tiir

durumlar i¢in baz1 6zel islemlerin uygulanmasi gereklidir.



2. YAPILAN CALISMALAR

Bu boliimde, kullanilacak sayisal yontemler hakkinda bilgi verilecek olup
matematiksel modellemede ki diferensiyel denklemler gosterilecektir. Daha sonrasinda ise

sayisal yontemlerle diferensiyel denklemin formiilasyonu ve ¢oziimii sunulacaktir.

2.1. Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi denklemlere uygulanirken belli adimlar izlenir. Bu adimlar
sirastyla tanim bolgesinin sonlu elamanlara boliinmesi, zayif ya da agirlikli integral
formunun c¢ikarilmasi, sekil fonksiyonlarinin seg¢ilmesi, zayif formda sonlu elemanlarin
gelistirilmesi, alt eleman matrisi kullanilarak bulunan denklemlerin ana matrise

uygulanmasi, sinir sartlarinin kullanilmasi son olarak cebirsel denklem sistemini ¢oziimii.

2.1.1. Ayriklastirma

Sonlu elemanlar problemin de oncelikli olarak eleman tiirii belirlenir. Bu iki boyutlu
uzaylarda iiggen veya dortgen eleman olabilir. Ug boyutlu uzayda ise elamanlar iiggen
piramit olarak ayriklastirilir. Problemin elamanlara ayirma siireci 6nemi bir siirectir. Bu
ayriklagtirma ¢oziim yakinsakligi, bellek miktar1 ve islem siiresini etkiler. Bu
ayriklagtirmay: yaparken iki unsur iyi analiz edilmeli ve buna gore se¢imler yapilmalidir.
Birincisi eleman tiirii ikincisi ise eleman sayisidir. Eger bir bolge de ani degisimler s6z
konusu ise bu bolgeye yogun elaman atamak ¢6ziimiin basarisi i¢in daha isabetli olacaktir.
Eger secilen elemanlar tanim bdlgesini iyi temsil ederse yaklasik ¢oziim gergek sonuca
yaklasmis olacaktir. Yakimsakligi etkileyen diger bir faktor ise diiglim noktalarinin
konumlar1 ve numaralaridir.

Tanim bolgesinin SEY (Sonlu Elemanlar Yontemi) i¢in elemanlara ayriklastirilmasi
tizerinde caligilan bdlgenin daha basit alt bolgelere ayrilmasidir. Bu sayede her bir basit alt
bolgede elde edilen ¢oziimler gergek sonuca istenilen ol¢ilide yaklagmis olacaktir(Erdogan,

2014).
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:ﬂ‘u:‘b- Diigiim Noktas:

Sekil 1. Ayriklagtirma

2.1.2. Elemanlar

Sonlu elamanlar yontemi problemlere uygulanirken tanim bolgesine ayriklastirma
islemleri uygulanir. Yani tanim bolgesi daha basit alt bolgelere bdliiniir. Bu basit
bolgelerde ki her bir boliim eleman olarak adlandirilir. Elamanlar belli noktalarda birbirine
baglanir. Elemanlarin birbirine baglandigi noktalar diiglim noktast (node) olarak
adlandirilir. Bu diiglim noktalar1 haricinde eleman {izerinde veya kenarlarinda noktalar
secmek miimkiindiir. Bu segilecek noktalarin tamami ise ayriklastirma noktasi olarak

adlandirilir.

2.1.3. 2-D Elemanlar

Iki boyutlu uzayda SEY de siklikla dortgen veya iiggen tiirii elemanlar tercih
edilmektedir. Diizgiin olmayan tanim bdélgeleri i¢in en c¢ok tercih edilen elemanlar ise
ticgen elemanlardir. Ciinkii diizgiin olmayan bolgelerde bolgeyi daha diizgiin bir bicimde
ticgen elemanlar kullanilarak alt bolgelere ayristirmak daha basittir. Bu ayriklastirma da

genellikle ti¢ diigiimlii icgen eleman kullanilir. Dortgen elemanlar ise genellikle problemin
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geometrisi bu eleman i¢in uygun ise kullanilan eleman tiiriidiir. Asagidaki sekilde 2-D

SEY i¢in kullanilan eleman tiirleri geometrik olarak gosterilmistir.

/ .'\l_ J,-J \.
/ Y / \
o .
- .
Lineer tiggen eleman Kuadratk tggen eleman Jubik tiggen eleman
- r - -
o 3
. - L ]
[ »
. e 1
Bilineer dikdértgen eleman Biknadratik dikdorigen eleman kubik dikdorigen eleman

Sekil 2. 2-D Eleman tiirleri

Sekilde goriildiigii tizere liggen lizerinde iic, alti, dokuz veya daha fazla nokta segmek
mimkiindiir. Secilecek sekil fonksiyonunun derecesine gore ayriklastirma nokta sayisi

belirlenir.

2.1.4. 3-D Elemanlar

Ug boyutlu uzaylarda farkl: tipe elemanlar segilebilir. Bunlarm en yaygin olani iiggen
prizma ve dortgen prizmalardir. Uggen prizmalarda grubun temel elemani doért diigiimlii
iicgen prizmalardir. Uggen prizmalar iizerinde sekiz, on iki gibi ayristirma noktalar
secmek miimkiindiir. Burada secilecek ayristirma nokta sayisi, kullanilacak sekil
fonksiyonu derecesine gére belirlenir. Uzerinde g¢aligilan tanim bolgesi diizgiin olmasa
dahi alt bolgelere ayrildiginda sekilsel olarak daha diizgiin alt bolgelere ayristirilabilir.
Bundan dolay1 ayristirma yapilirken daha ¢ok tiggen prizmalar tercih edilir. Eger ayristirma
noktalar1 liggen prizmanin yalnizca kdse noktalarinda seg¢ilmis ise bu tiir elemanlara
dogrusal (lineer) eleman, ayriklastirma noktalar1 liggen prizmanin koselerinde ve her bir
ayritin orta noktasinda secilirse kuadratik (quadratic) eleman olarak isimlendirilir.

Dortgen prizmanin kullanimi problemin tanim bdlgesine gore belirlenebilir. Sayet

problem diizgiin yapida ise dortgen prizma seg¢ilebilir(Selvitopi, 2016).
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2B Eleman
—rme— [Hgiim okdan
Uggen Eleman Dortgen Eleman Prizma Eleman
3B Eleman ;
—me D oknis -/’,//'- j
- o
Uggen Piramit Dortgen Piramit Kiip Eleman |

Sekil 3. iki boyutlu ve ii¢ boyutlu elemanlar

2.1.5. Sekil Fonksiyonlari

Sonlu elemanlar yonteminde bilinmeyen fonksiyon, bolgenin ayriklastirilmast ile
elde edilen eleman {izerinde secilen ayriklastirma noktalarinda tanimlanan sekil
fonksiyonlarmin (N;) dogrusal (lineer) kombinasyonu olarak; Bilinmeyen fonksiyon u(x)
e elemani iizerinde yaklagik olarak ujf(x) olarak diigiim noktalarindaki uf degerleri

kullanilarak
u(x) =u, (x) :Zquf(x) (12)
i=1

formunda tamimlanir. U¢ boyutlu uzayda sekil fonksiyonlarinin dzellikleri, secimi ve bu

calismada kullanilan sekil fonksiyonlart agsagida tanitilmistir(Erdogan, 2014).
2.1.6. Ucgen Prizma Eleman Sekil Fonksiyonlar

Ucgen prizma elemanlarla modelleme oncelikle, tanim bdlgesi {iggen prizma

elemanlara ayriklastirilir. Bu islem sirasinda bazi hususlara 6zellikle dikkat edilmelidir
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bunlar; ayriklastirilan bolgede hi¢ bosluk kalmamasi ve iliggen prizmalar i¢ ige gegmeyecek
sekilde segilmesi gerekir. Ayriklastirmalarda {iggen prizmalar birbirlerine kdseden baglh
olarak secilmeli, bir ilicgen prizmanin kosesi diger bir {iggen prizmanin ayritina
gelmemelidir. Bu sartlar sayisal ¢oziimiin analitik ¢oziime yakinsakligini etkiler. Bunlarin
disinda ¢oziimii etkileyen baska faktorler de vardir. Bunlar liggen prizma es iiggen
prizmaya yakin olursa ¢éziimiin yakinsak olmasini saglar.

Uggen prizmalarin kdse noktalar1 yazilirken biitiin {icgen prizmalar i¢in ayni doniis
yonii kullanilmalidir. Bu doniis yonii ya saat yoniinde veya saat yoniiniin tersi yonde
olmalidir. Herhangi bir {iggen prizmanin kdse noktasi icin istenilen kdseden baslanabilir.
Burada Onemli husus baslanilan kosenin diger iki noktanin doniis yoOniine gore
secilmesidir. Bu sartlar altinda bdlge licgen prizmalara ayriklastirilir. Kullanilacak sekil

fonksiyonlar1 her bir iggen prizma {lizerinde kullanilacak noktalara gore belirlenir.

Bu bilgiler dogrultusunda dogrusal tiggen prizma i¢in &£,77,¢ boyutsuz uzayinda sekil

fonksiyonlar1
N,(@.n.8)=1=-E-n-¢
N,(&.n.¢)=¢ 13)
N3(é:’77’é/)=77
N, (S.m.6)=¢

esitlikleri ile tanimlanabilir(Erdogan, 2014).
2.2. Matematiksel Model

Fransiz matematik¢i Pierre-Simon Laplace tarafindan tiiretilen Laplace denklemi,
uygulamali matematik, fizik ve miihendislik uygulamalarinin kilometre taglarindan biridir.
Bu nedenle Laplace denkleminin ¢oziimiinii elde etmek bu uygulamalar agisindan 6nem
arz etmektedir. 3 boyutlu uzayda u=u(x,y,z)bilinmeyen U degiskeni icin Laplace

denklemi su sekilde gosterilebilir

2 2 2
8;+0124+6;:V2MZAM:O (14)
ox~ oy~ 0z

Laplace denklemi i¢in sinir kosullari;
1. Temel smir kosullart smirm bir bolgesi olan I, igin u=u bigiminde

tanimlanabilir. Bu tiir sinir kosulu Drichlet tiirii sinir kosulu olarak adlandirilir.
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2. Dogal sinir kosullart sinirin bir bolgesi olan I', ig¢in 2—u=§ bigiminde
n

tanimlanabilir. Bu tiir sinir kosulu Neuman tiirii sinir kosulu olarak adlandirilir.

3. Smnir kosullarini karisik bigimde g_u +ou = v tammlamak da miimkiindiir. Bu
n

tiir sinir kosulu Robin tiirii sinir kosulu olarak adlandirilir(Erdogan ve Aydin

2021).
2.3. Laplace Denklemi Sonlu Elemanlar Yontemi

3 boyutlu Laplace denklemi ve smir kosullarina Sonlu Elemanlar Yontemini

uygulamak i¢in Green 6zdesligi (14) denklemine uygularnirsa
[ vWPudQ =], v = = doQ— |, VwWudQ. (15)

elde edilir.
Sayisal hesaplamalara ge¢meden Once, asagidaki fonksiyon uzaylarini

tanimlayalim.

e C°(Q), kapali Q iizerinde siirekli fonksiyonlarin uzayi,

o [’(Q), Q bolgesindeki ikinci dereceden integrallenebilir fonksiyonlar uzayi,
o I5(Q), Q iizerinde [’ (Q) uzaymn sifir ortalamalarinin uzay:

e H'(Q), [’(Q)nin Sobolev alt uzayu,

e H)(Q), H,(Q) nin Sobolev alt uzayr,

Zay1f hal formiilasyonunda Sonlu elemanlar yonteminin standart Galerkin yontemi

kullanilarak dogrusal fonksiyonlarin uzayr L= (Hé (Q))* icin u € L sdyle bulunabilir:
ou
a(Vu,Vv)—l(a—,v)zo, VvelL (16)
n

Burada
ou 8v ou Ov 8u ov

ou
Vu,V S 5a0 =] (&
a(Vu, V) =[], oo o ay P az) ve l( ) Irz(ﬁnV)daQ

dir.
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(2 tanim bolgesinin ayriklastirilmasiyla tanimlanan dogrusal {iggen piramit
elemanlari, L, < Lnin son boyutlu alt uzay1 i¢in varyasyonel formiilasyonu su sekilde

yazilabilir;
ou,
a(Vuh,Vvh)—l(a—n,vh)zo, Vvh ELh (17)

Bu formiilasyon, kesikli bir sistem olarak ayriklastirma noktalarindaki z, nin

bilinmeyen degerler i¢in bir lineer denklem sistemi verir(Erdogan ve Aydin 2021).
2.4. Sinir Elemanlar Yontemi

Bu boliimde Sinir Elemanlar Yonteminin 3-Boyutlu uzaydaki formiilasyonu

verilecektir.
2.4.1. Ayriklastirma

3-Boyutlu uzayda bolgelerin smirlar1 yiizeyler olacagindan dolayi, smir
ayriklastirmasi ylizey ayriklagtirmasina karsilik gelecektir. Yiizeyler de 2-Boyutlu Sonlu
Elemanlar Yontemine benzer sekilde ticgenler veya dortgenler olarak ayristirilabilir. Bu
tezde dogrusal liggen elemanlar kullanilacaktir.

Ug boyutlu uzayda, iizerinde calisilan problemin ¢dziim bolgesinin smir1 N tane
elemana boliiniir. Burada diigiim noktasi (node) sinirlarda ki degeri bilinmeyen noktalardir.
Bu diiglim noktalarinin se¢ilme durumuna gore elemanlar adlandirilir. Eger 3 boyutlu
uzayda liggen eleman iizerinde diigiim noktasi iiggenin agirlik merkezi olarak secilirse
sabit (constant) eleman, diiglim noktalar1 tliggenin koseleri segilirse dogrusal (linear)
eleman, tiggenin hem kose noktalart hem de kenarlarinin orta noktasi se¢ilir kuadratik
(quadratic) eleman olarak adlandirilir. Bu tezde iiggen eleman {izerinde sabit ve dogrusal

elaman kullanilak ¢oziimler elde edilmistir(Selvitopi, 2016).
2.5. Laplace Denklemi icin Simir Elemanlar1 Yontemi

3 Boyutlu Laplace denklemini sinir elemanlar1 yontemini kullanarak ¢dzmek i¢in

temel ¢oziime ihtiyag vardir. Kiire koordinatlari kullanarak r, € ve ¢ i¢in burada
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x=rsingcos@, y=rsingsinf ve z=rcos@ olarak tanimlanirsa Laplace denklemi su

sekilde yazilabilir;
2
%Q(ﬂa—‘/’}u L v, 1 0G0 (18)
r- or Or ) r’sin" @06~ r sin” ¢ Op op

Daha sonra V’u" +A, =0 (burada A; Dirac delta fonksiyonu) kullanilarak
1
4a\(x=& +(y=1)" +(z=¢)’

temel ¢oziim elde edilir. Burada boyutsuz uzay koordinat sistem (&,77,4) kaynak (source)

D3, (X, y,2,8,77,¢) =~ (19)

noktasi ve (x,y,2) ise degisken (variable) noktalaridir.
Laplace denklemi i¢in sinir kosullari su sekilde verilmis olsun:
Viu=0, Q icinde
u= ; , I'| lizerinde (20)
g=gq, I, iizerinde
Hata fonksiyonlar ise su sekilde tanimlanabilir
e,=Vu=0, Q lizerinde
elzu—;;t(), I', iizerinde 21)
e,=q—q=0, I, iizerinde
Burada hatayr minimize etmek igin agirlik fonksiyonu #~ ve onun normal tiirevi
q" =0u"/0n ile bunlar carpilir ise su sekilde yazabiliriz
[Leaw'dQ+[ e q'dr ~[ e wdr,=0 (22)
ya da 6zdesi olarak
jg Viuu dQ+ jrl (u—u)g dl’, — jrz (g—qu'dl', =0 (23)

yazilabilir.

@ ve y fonksiyonlari i¢in Green 6zdesligi kullanilarak
2 — —
chDv wdQ = jOQVcDVdaQ IQVch wdQ (24)

Eger bu 6zdesligi (23) denklemine uygularsak
ou . . _ _—
erz S u'dr —[ Vuvuao+ jrl (u—1u)g"dr, _jrz (g—qu'dl’, =0 (25)

elde edilir. Daha sonra ikinci integral terimi i¢in ayn1 6zdesligi ikinci kez uygularsak
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[ adT+[ uViudQ—|  ug'dT+[ (u—wq'dl' ~[ (q-qu'dT,=0 (26)

elde edilir.
I uViu'dQ =—cu
Q
Burada
* * a
u =®,,(x,y,z,§,17,£) Ve ¢q =%[®3D(x,y,z,§,n,§)]
olup

c(&1,§u(S.1,6) —frl {g(x. 7, 9P, (x,7,2.6,1.) ~u(x, 7,2) a—i@w(x, ¥:2:6,1,6)1}dT,

0087001 (5,206, (3,2 (1. 2,67, N, =0

(27)
denklemi elde edilir.
L @noer
Burada c(&.7.{)=12 y
1 (&.77.6)eQ
olarak alinip N tane ayriklastirma noktasi igin
1 N N
Eui_'_ZHij(é:i’ni’é,i)uj:ZGij(é:i’ni’é/i)qj' i=12,..N (28)
= j=1
denklemi elde edilir. Burada
0
H (&.1,.¢) = Jrl_m,z@[@w(x, Y02, & 1, $)MT (%, 9, 2) (29)
ve
Gg(gi’ﬂi’gi) = Ir,<x,y,z)q)30(x’ Yy Zvé’ﬂi’gi)drj(x’ ¥, 2) (30)

dir. 3 boyutlu tanim bélgesi i¢in smir elemanlarinin ayriklastirmak i¢in dogrusal iiggen
elemanlar kullanirsak, hem A, hemde G, nin her terimi i¢in G¢ bilesen elde edilir.
Assembly islemi uygulandiktan sonra, verilen sinir kosullarina bagh olarak fonksiyon veya
normal tiirev degerlerinin bilinmeyen olarak tanimlandig1 dogrusal denklem sistemi elde
edilir. Smirin tizerindeki tiim u; ve g, degerleri elde edildikten sonra, tamm bolgesinin
herhangi bir noktasi i¢in denklem (27) ve c¢(&,n,¢) kullamlarak u(&,,n,¢)
hesaplanabilir(Brebbia, 1981; Brebbia ve Dominguez, 1998; Erdogan ve Aydin, 2021).
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2.6. Konveksiyon-Difiizyon Denklemi

Konveksiyon difiizyon denklemi
—5V2u+a-Vu:f(x,y,z) (31)
esitligi ile yazilabilir. Burada € >0 ve a=(a,,a,a,)ile u=u,, problem tamm bdlgesinin

sinir1 0€) tizerinde Drichle tipi sinir kosullaridir.

Standart Galerkin sonlu elemanlar yontemi i¢in zayif formu
8a(Vu,Vv)+b(a-Vu,v):b(f,v) (32)
olarak yazilabilir. Burada

b(u,v) = [[] wdQ (33)

seklinde gosterilebilir.

Varyasyonel hal ise
ga(Vuh,Vvh)+b(a-Vuh,vh):b(f,vh) (34)

formiilasyonu ile gosterilebilir[6, 7].
2.6.1 Konveksiyon-Difiizyon I¢in Stabilizasyon Formiilasyonu

Konveksiyon-Diflizyon denklemi i¢in SUPG stabilasyon formiilasyonu su sekilde

yazilabilir:
8a(Vuh,Vvh)+b(a-Vuh,vh)+ TK.[_UQ(a-Vuh —f)(a-Vvh)dQ = b(f,vh) 35)

Burada satabilizasyon parametresi

2h—k P =1
r =] (36)
h2
_k B{<1
12¢

seklinde alinir. Burada 5, tanim bolgesinde ki k. piramidin en uzun ayriti & difiizyon
katsayist @ konveksiyon teriminin katsayisi ve P, Pecklet sayisi

P - a, .h, (37)
6e

olarak tanimlanir[50].
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2.7. MHD Denklemleri

3 Dboyutlu wuzayda, Q= {—1 <X y,z< 1} kip veya Q= {x2 +y +7°< 1} kiire

bolgesinde MHD denklemlerinin yalitkan sinir kosullari altinda, disardan uygulanan
manyetik alanin yogunlugunun B,, & disardan uygulanan manyetik alan vektoriiniin Z -

ekseni ve S ise X -ekseni ile yaptig1 ag1 olmak iizere

VV + an—B+MV6—B+Mza—B =-1 (38)
ox oy 0z

A’B+ an—V+Mya—V+MZa—V =0 (39)
ox > Oy 0z

esitlikleri ile tamimlanabilir. Yalitkan simir Kkosullarindan dolayr 0€)  {izerinde

14 ()C, s Z) =B(x,y, z) =0 seklindedir. Denklemlerde M _=Hasinacos f3,

M, =Hasinasin 8 ve M =Hacosadir. V=V(x,y,z) akiskan hizi B=B(x,y,z)

fO'
indiiklenen manyetik alan ve HaHartmann sayisi olup Ha = By, [— olarak tanimlanir.
n

Burada a karakteristik uzunluk, O elektrik iletkenligi 7 vizkozite katsayisidir.

2.7.1. MHD Denklemleri i¢in Stabilizasyon Formiilasyonu

Mliskilendirilmis haldeki MHD denklemlerine SUPG stabilizasyonu uygulamak igin
(38-39), denklemler ayrigtirilmis haldeki konveksiyon-difiizyon tiirli denklemlere

dontistiiriilmelidir. Denklemleri ayirmak i¢in, U, =(x,y,z) ve U,=(x,y,z) yeni

degiskenler olmak tizere

U=V+B
(40)
U,=V-B
olarak alinirsa denklemler
VU, +M-VU, =-1
(41)

VU,-M -VU,=-1
haline doniislir. Burada M :(MX,M y,M Z) ve 0Q tizerindeki smir kosullar1 ise

U =U,=0 di.
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Standart Galerkin Sonlu Elemanlar Yontemi icin zayif hal {U U 2} € {Lx L} olmak
lizere
a(VU,,Vv,)=b(M VU,,v\)+a(VU,,Vv,)+b(M VU,,v,)=b(1,v,)+b(Lv,)

(42)

olarak yazilabilir.
Varyasyonel halde ise ' — L alt kiimesi ve {Ulh,U hz} € {Lh X Lh} olmak iizere
a(VUhl,Vvhl)—b(M VUhl,vhl)+a(VUh2,th2)+b(M VU"z,vhz):b(l,vhl)+b(1,vh2)
(43)

olarak yazilir.
SUPG stabilizasyon parametresi igin {U]h,U hz}e{L”xL” } icin dogrusal pramit
elemani kullanilarak

a(VU", . W' )=b(M VU" V" )+1b(-M VU" ~1,-M V") +a(VU",,V"V", )+

(44)

b(M VU,V )+ 7b(-M VU, -1,-M V", ) =b(1.v",)+b(11",)
seklinde yazilabilir. Burada V {vlh ; vhz} € {Lh X Lh} icin stabilizasyon parametresi

S gz
o= 20 (45)

-~ P, <1

12

- h Ha
olarak yazilip A, pramidin en uzun ayrit1 ve P, = Peclet sayisidir.
u' +U" u'-u'

Son olarak ters déniisiim yapilip yani V" = —1—2 ve B" = —1—2 yygulanip

{Vh,Bh} IS {Lh th} i¢cin

a(VV". VW' )=b(M VB" W' )+7,b(M VV".M W' )+a(VB".V'W,)

46
—b(M VV" W)+ 1b(M VB" .M W', ) =b(Lw" )+b(LM w',) (40

{wlh , wzh} € {Lh X Lh} olmak tizere denklem sistemi yukaridaki gibi verilebilir.
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2.8. Manyetik Ortam Icerisinde MHD Denklemleri

3 boyutlu uzayda, Q={-1<xyz<Il} kip veya Q= {x2 +y’+7° < 1} kiire
bolgesinde MHD denklemleri manyetik ortamda B, disardan uygulanan manyetik alanin
yogunlugu, « disardan uygulanan manyetik alan vektoriiniin 2 -ekseni ve £ ise X -
ekseni ile yaptigi ag1 olmak iizere, v/ =v/ (x, y,z) akiskan hiz1 , B’ =B’ (x,y,Z)
indiiklenen manyetik alan, Re, Rh, Rm,, Rm, sirasiyla, Reynolds sayisi, manyetik basing

(Rayleigh sayis1), akigkanin manyetik Reynolds sayist ve ortamin manyetik Reynolds

sayilar1 olmak tizere denklemler

! i £
V*V/ +ReRh sinozcosﬂai+sinozsinﬁai+cosozai =-1 47)
ox Oy 0z |
‘ f f I
V’B’ +Rm, sinacosﬂaL+sinasinﬂaLH:osaaL =0 (48)
: ox Oy 0z |

V’B" =0
esitlikleri ile tanimlanabilir. Manyetik dig ortamdan dolay1 bir 6nceki boliimde tanimlanan

denklemlere Laplace denklemi ilave edilmistir. Ayrica bir dnceki boliimiinde akigskan hizi
icin tanimlanan homojen sinir kosulu V(x, Y, Z) =0 denklemlerin bu hali i¢in halen daha

gecerli olmasina ragmen indiiklenen manyetik alan i¢in bdlge sinirlarinda asagidaki sinur
kosullar1 tanimlanir.
B’ = B"
1 oB’ 1 oB"

Rm, on Rm, oOn

Denklemlerde, HaHartmann sayis1 Ha :ﬂ/ReRhRmf olarak tanimlanir ise V =V’/ ve

ReRhB' e : .
B = ———— degisken doniisiimleri sonrasinda M, = Hasinacos , M , =Hasinasin

ve M, = Hacos a degerleri igin

oB . 0B GB}:_l 49)

VV+ M —+M —+M_ —
Ox ¥ Oy ° 0z
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oV oV av}zo (50)

AN’B+|M —+M —+M_—
ox oy 0z

V’B" =0
Sonlu elemanlar yontemi uygulayabilmek icin manyetik ortamin dis sinirlarinda  Saint-
Venant ozelligi geregi B" (x, y,z) =0 seklindedir(Sutevski ve Smolentsev,2011; Yea ve

Zhang, 2017; Caoa ve Wu, 2010; Fern"andez-Dalgo ve Jarrin, 2020).

2.8.1. Manyetik Ortam I¢erisindeki MHD Denklemleri icin Stabilizasyon
Formiilasyonu

Birlestirilmis MHD denklemlerine SUPG stabilizasyonu uygulamak i¢in (49-50),

denklemler ayristirllmis konveksiyon-difiizyon tipi denklemleri seklinde olmalidir.

Denklemleri ayirmak i¢in, U, = (x, y,z) ve U, =(x, y,z) yeni degiskenler olmak iizere

U=V+B
(5D
U,=V-B
olarak alinirsa denklemler
VU +M-VU, =-1
(52)

VU,-M -VU,=-1
haline doniistir. Burada M = (M oM M Z) ve 0Q Tlzerindeki sinir kosullar1 ise
U =U,=0 dir.

Standart Galerkin Sonlu Elemanlar Yontemi i¢in zayif hal {Ul,Uz, B’"} IS {Lx Lx L}

olmak iizere

a(VU,.Vv,)=b(M VU,.v,)+a(VU,.Vv,)+b(M VU,,v,)+a(VB",Vv,) 5
—b(Ly,)+b(Lv,)
olarak yazilabilir.

Varyasyonel halde ise I' — L alt kiimesi ve {Ulh,U hz} € {Lh th} olmak iizere
a(VU" " )=b(M VU" "\ )+a(VU", V', )+b(M Vth,vh2)+a(VB’"hz,th3)
=b(l,vhl)+b(l,vh2)

43)

olarak yazilir.
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SUPG stabilizasyon parametresi igin {Ulh,U hz} € {Lh th} icin lineer tetrahedron

elemani kullanilarak

c(44)

seklinde yazilabilir. Burada V {vlh , vhz} € {L” X Lh} icin stabilizasyon parametresi

h
CERE
a

=) (54)

£ P <1

12¢
olarak yazilip A, tetrahedronun en uzun ayrit1 ve P, = hHa Peclet sayisidir.

u' +u' u' -u'

Son olarak ters doniisiim yapilip yani V" =—1—-2 ve B" = f uygulanip

{Vh,Bh,B’"h} € {Lh x ! th} i¢in
a(VV", VW' )=b(M VB".Ww" )+7b(M VV".M W' )+a(VB" ,V'W',)

,, (55)
(M VV' W)+ 7,b(M VB" M wh2)+a(VBm Vi) =b(Lw)+b (1M W)

{ w,w,", w3h} € {Lh x L' x Lh} olmak {lizere denklem sistemi yukaridaki gibi

verilebilir(Erdogan ve Aydin, 2020).



3.BULGULAR

Bulgular boliimiinde, daha 6nce matematiksel modelleri verilen kismi diferensiyel
denklemlerin sayisal ¢ozliimleri sunulacaktir. Analitik ¢6ziimiin oldugu durumlarda elde

edilen sayisal ¢oziim ile sayisal ¢oziimiin karsilagtirmasi da yapilacaktir.

2.5. Laplace Denkleminin BEM ve FEM Yontem ile Coziimii ve
Karsilastirilmasi

Manyetik ortamda MHD kanal akim probleminin modellemesinde, dis ortamda,
manyetik alanca iletken cisim {lizerinde ve MHD denklemlerinde Laplace denklemi
bulunmaktadir. Bundan dolay1, Laplace denkleminin BEM ve FEM ile elde edilen
¢Oziimlerin karsilagtirmasi i¢in bazi test sonuglarini sunulacaktir. BEM formiilasyonunda
hem sabit hem de dogrusal eleman tiirleri ve FEM formiilasyonu i¢in ise dogrusal eleman
tiiri kullanilacaktir. Sonuglarin karsilastirmasinda L, normu

1 N ) 172

el = 3500 |
esitligi ile tanimlanir. Esitlikte N ayriklastirma nokta sayisi, x=(x,Yy,z) ayriklagtirma
noktasinin koordinat vektorii, u,(x;) ve u,(x;) sirasiyla gergek ve sayisal ¢oziimlerdir. Ayrica

elde edilen sonuglar, 3-boyutlu ¢oziimiin 2 boyutlu kesitleri alinarak grafikler ile de gdsterilecektir.
Ornek 1.

Ik 6rnek olarak, problem tanim bdlgesini birim kiip veya birim kiire olarak
sececegiz. Drichlet tipi smir kosullari, Laplace denkleminin iki farkli ¢6ziimii i¢in
incelenecektir. Birinci tip ¢oziimler polinom formunda (56), ikincisi (57) ise tistel ve
trigonometrik fonksiyonlarin birlesimi olarak alinacaktir.

u,(x,y,z)= X+ y2 -2z (56)

u,(x,y,2) = ™ sin(v/2z) (57)
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Tablo 1. Ornek 1 igin ||L,| normuda farkli sinir kosullari, ydntemler, eleman tiirleri ve

ayriklastirmalar i¢in degerler

BEM B.EM ITEM
. Lineer Lineer
Sabit eleman
Problem Mesh eleman eleman
4L, UL 9L, U, Ur
u,(x,y,z)= X+ y2 —27*
N=1459 4| 2.12x107° 4| 2.52%x107 s
E=7079 4.61x10 7.56x10 9.17x10
Kiire N=12728 5| 2.38x10° L | 224x10° P
E=69752 6.47x10 1.26x10 7.62x10
N=96494 5 | 2.44x1077 5| 2.12x107 .
Eosa7860 | 1-01x10 2.20x10 7.46x10
N=1665 -3 -6 ) -5
" 3.29x107 | 2.73x10°° |1.02x10 8 14x10°° 3.03x10
Kiip N=12000 |1.17x10° |3.74x107 |3.60x107 |9.66x10” |2.70x10°®
E=64044
N=99364
E=566393 | 4.13x107* | 3.73x10™ |1.25x107° |9.14x10°* |2.28x10”’
u,(x,y,2) =" sin(v/2z)
N=1459 4 -5 4 -5
i 5.53x10™ [2.39x107° | 7.50x10 5 00x10° 8.47x10
N=12728 | 755x107° [ 2.65x107° |1.08x10™* [1.94x10° |8.06x10°°
Kiire E=69752
N=95364 |1.18x107° |[2.70x107 |1.81x10° [1.89x107 |7.41x107’
E=547860
N=1665 | 425x107 [5.19x10° |[1.84x10% [9.56x10° | 5.61x107
E=7855
Kup N=12000 - -6 -6
A 149 10" 6.04x10 6.39x 10" 1.12x10° | 5.24x10
N=99364 4 -7
bceenos |0 T 0sx10 | 221x107 | 1.0ax107 | #3010




27

Tablo 1'den su sonuclar ¢ikarabiliriz:

||Lz|| normu dislniildiiglinde ag(mesh) inceldikge sonuglarin yakinsadigi

gozlemlenmektedir.

Kose tekillikleri nedeniyle, kiip alandaki sonuglar kiire olana kiyasla daha az iyi
gelmektedir. BEM icin dogrusal eleman kullaniminin sabit elemana gore
sonuglarda ¢ok fazla iyilestirme yapmadigi da gézlemlenmektedir.

Her iki formdaki ¢oziimler i¢in tim sayisal yontemlerde hemen hemen ayni
mertebeden ¢oziimler elde edilmistir.

FEM ¢oOzlimlerinin BEM ¢oziimlerine oranla daha yakinsak oldugu

gbzlemlenmektedir.

Tablo 2. Farkli alanlar, yontemler, eleman tiirleri ve ayriklagtirmalar i¢in saniye
cinsinden hesaplama siireleri

Problem Mesh BEM Sabit | BEM  Lineer | FEM Lineer
Eleman Eleman eleman
N=12728 191 362 1
E=69752
Kiire N=95494 2251 3357 53
E=547860
N=12000 169 349 1
E=64044
Kiip N=99364 3080 3932 48
E=566393

Ayrica Tablo 2'den sunu sdyleyebiliriz;

Hesaplanan terim sayis1 nedeniyle, BEM'deki dogrusal elemanlardaki hesaplama
siiresi, sabit elemanlara gore daha fazladir. Bu fark, ag incelendikc¢e daha acik bir
sekilde goriilmiistiir.

Hesaplama siiresi agisindan FEM'in BEM'e gore daha verimli oldugu ¢ok agik bir
sekilde goriilmektedir. FEM integrallerinin polinom cinsinden oldugu ve kesin
degerlerinin daha az Gauss quadrature noktasi ile sayisal olarak kolayca
degerlendirilebilecegi bilinmektedir. Ancak BEM integrallerini sayisal olarak

hesaplamak FEM e gore ¢ok daha zordur.
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e Hem sabit hem de dogrusal eleman durumlarinda tekillikler mevcuttur. Ayrica
degisken elemana ¢ok yakin olan kaynak (source) noktalari i¢in integrallerin
hesaplanmasinda bazi1 sayisal zorluklar goriilmiistir. Bu nedenle, hesaplama
zamaninda bir artiga neden olan ¢ok sayida Gauss quadrature noktast kullanmamiz

gerekmektedir.

Bulunan sonuglarin grafiksel olarak gdsteriminde, tiim sayisal sonuglar hemen hemen

ayni oldugu i¢in sekillerden sadece biri verilmistir.

(b) y=10.5 (¢) z=0.5

Sekil 4. Kesin ¢oziimiin u,(x,y,z) = x> +y’> =2z oldugu birim kiip iizerindeki 3 boyutlu

¢Oziim dilimleri

(a) x=0 (byy=0 (¢) z=—0.5and z = 0.5

Sekil 5. Kesin ¢dziimiin u,(x,y,z) = x* +y° —2z oldugu birim kiip tizerindeki 3 boyutlu

¢0ziim dilimleri
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Ornek 2.

Bu 6rnekte Neumann tiirii sinir kosulunun etkisini gérmek i¢in farkli sinir kosul
tiirlerini ele alacagiz. Bu nedenle, bu ornekte, Laplace denklemi, asagidaki Drichlet ve
Neumann tipi sinir kosullari ile birim kiip lizerinde su sekilde tanimlanmistir.

u(x,y,0)=0, u(x, y,1)=1
u(x,0,z2)=0, u(x,1,0)=0

q(0,y,2)=0, ¢(1,y,2) =0

Bu simir kosullart i¢in Laplace denkleminin analitik ¢oziimiiniin, degiskenlerin

ayristirilmasi yontemi kullanilarak (58) ile verilen formiil de elde edilmistir.

4 ) 1 e(2n71)7rz _ef(anl)lrz
u(x,y,z)=— sin[2n—-1Drx 58
( Y ) T ; (2n _1) e(2n—1)7z 4 e—(2n—1)7r [( ) )’] ( )

Coziimiim her iki taraftaki Neumann tiirii sinir kosullarindan dolay1 x'ten bagimsiz oldugu
goriilmektedir. Bu davramig Sekil 3-b'de acikca goriilmektedir. Ayrica sinir kosullarimin  uyumlu

oldugu Sekil 3-a ve Sekil 3-c'de gosterilmektedir.

(b) y=10.5

(a) 2=0.5

Sekil 6. Ornek 2'nin 3 boyutlu ¢dziimlerinin dilimleri

Ornek 3.
Onceki 6rnege benzer sekilde, bu 6rnekte, Laplace denklemi, asagidaki Drichlet ve
Neumann tiirii sinir kosullart ile birim kiip tizerinde tekrar tanimlanmastir.
u(x,y,0)=0,u(x,y,1)=1
u(x,0,2)=0, u(x,1,0)=0
u(x,0,2)=0, ¢(1,y,2) =0
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Yine bu smir kosullart i¢in Laplace denkleminin analitik ¢oziimii, degiskenlerin

ayristirilmast yontemi kullanilarak (59) ile verilen formiil de elde edilmistir.

CTZ —CZ

u(x, y, z)zgii ! {e - }sin[(2n—1)ﬂy]sin[@x} (59)

g Cm=D2n-1)| 7 —e

2
olup burada ¢ = \/(Zn —1)> + (?) dir.

Un

095
065
03s
005

(b) y=0.5 (¢) 2=0.5

Sekil 7. Ornek 3'iin 3 Boyutlu ¢dziimlerinin dilimleri

Onceki 6rnekten farkli olarak ¢dziim, x degiskenine de baghdir ve bu, Sekil 4-b'den
gozlemlenebilir. Sekil 3 ve Sekil 4'i karsilastirirsak, x degiskeninin sabit kabul edildigi y-z
degiskenlerine gore sonuglarin hemen hemen ayni oldugu (bkz. Sekil 3-a ve Sekil 4-a)
fakat diger iki degiskenin sabit tutuldugu durumlarin (bkz. Sekil 3-b ve Sekil 4-b ve Sekil

3-c ve Sekil 4-c) ise farkliliklar oldugu gozlemlenmektedir.

Tablo 3. Ornek 2 ve 3 icin ||L2|| normuda farkli sinir kosullari, yontemler, eleman tiirleri
ve ayriklastirmalar i¢in degerler

BEM Linner Eleman FEM Lineer Eleman
Problem Mesh AL, Uy Y
N=12000 2.17x107°
Ornek 2 E=64044 8 68x1072 2.70%x107°
N=99364 3.50x107°
E=566393 5.98x107 4.36x10°°
] N=12000 2.24x107°
Ornek 3 E=64044 1.03x107" 3.01x10°°
N=99364 7.20%x107> 6 w
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Son olarak Tablo 3'ten Neumann tipi sinir kosuluna sahip sinir kosullar1 sayisi
arttikca sayisal sonuglarin dogrulugunun azaldigir goriilmektedir. Ayrica bu tip smur

kosullar1 icin FEM'in BEM'e kiyasla 6nemli 6l¢lide verimli oldugunu sdyleyebiliriz.
3.2. Konveksiyon Difiizyon Denklemi

3 Boyutlu konveksiyon difiizyon denkleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile
¢Ozlimiinii ele alinacaktir. Sonrasinda sonlu elmanlar yontemine stabilizasyon terimi

eklenerek bulunan sonuglar karsilastirilacaktir.
~Vlu+a-Vu=f(x,y,z)
esitligi ile verilen konveksiyon difiizyon denklemi a =(-z,0,x), f (x, v, Z) =0 ve farkli &

degerleri icin de bu sonuclar elde edilecek ve grafikler ilizerinde karsilastirmali olarak

gosterilecektir.

Ik 6nce £=0.1 degeri i¢in olan sonuglari inceleyelim:

Sekil 8. L shape akis problemi i¢in i¢in £=0.1 ve a =(-z,0,x) degeri i¢in sonuglar
sagdaki grafikte stabile FEM, solda standart FEM kullanilmistir

Grafikte goriildiigi lizere & degeri ¢ok kiiciilmedik¢e standart Sonlu Elemanlar
Yontemi ile Stabilize Sonlu Elemanlar Yoéntemi ¢6ziimleri arasinda bir fark

goriilmemektedir.
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Simdi de £=0.0001 degeri igin Stabile FEM ve Standart FEM igin elde edilen

sonuglar1 grafikte gosterelim

c
=1

MLo—=NwsO

=
-

Sekil 9. L shape akis problemi igin i¢in &€ =0.0001 ve a =(-z,0,x) degeri igin sonuglar
sagdaki grafikte stabile FEM, solda ise standart FEM kullanilmistir.

Grafikte goriildiigii iizere epsilon degeri kiigiildilkgce standart FEM (Sonlu

Elemanlar Ydntemi) i¢in sonuglar bozuldugu goriilmektedir. Stabile FEM i¢in ise sonuglar

daha kararli hale geldigi gozlenmektedir.

3.3. MHD Probleminin Sonlu Elemanlar Yontemi ile Coziimii

Bu boliimde daha once (Boliim 2.7) sonlu elemanlar ve stabilize sonlu elemanlar
yontemleri ile formiilasyonu verilen MHD kanal probleminin ¢oziimleri incelenecektir.

Problem bolgesi olarak kiire ve kiip olmak tizere iki farkli durum incelenecektir.

3.3.1. Kiire Bolge icerisinde bolgede MHD Probleminin Sonlu Elemanlar
Yontemi ile Coziimii

Ik olarak problemin kiire bdlge icerisindeki ¢oziimii incelenecektir. ilk olarak

=7 ve p= z oldugu durum

disardan uygulanan manyetik alanin uygulama agisinin o

goz oniinde bulundurulacak daha sonra ise aginin etkisi incelenecektir.
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0.07
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0.03
001

Sekil 10. Kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =1, o = Z ve yij =% degerleri i¢in elde edilen sonuclarin x -

eksenine gore kesitleri

B \%
0012
001 - 013
0.008 1 0.1

0.008
0.004
0.002

0.09
0.07
{ 0.05
-0.002 o
0004 :
-0.006
-0.008
201
0012

Sekil 11. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =1, « =% ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 12. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak Ha =1, « =% ve f = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 10-12’da Ha=1 i¢in manyetik alan (B) ve hiz (V) ¢6ziimlerinin sirasi ile
x,y ve Z eksenlerine gore kesitlerinin grafikleri verilmistir. Her {li¢ grafikten goriilecegi
lizere, elde edilen ¢oziimlerin son derece kararl oldugu, eksenlerin durumlarina gore
simetrilerin gozlemlendigi ve sinirlara yaklastikea izole sinir kosullarindan dolay: her

iki ¢6ziimin de sifira yaklastigi acik bir sekilde vurgulanmaktadir.

B \
0.04 0075
003 0.065
0.02 = 0055

z z

A~ A

Sekil 13. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 14. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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0.018
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-0.008
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Sekil 15. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 13-15’de ayni problemin Ha=10 icin c¢oziimleri elde edilmistir.
Grafiklerden gorilecegi lizere, Ha=1 durumu ile karsilastirildiginda en yiiksek deger
olarak B’nin arttig1 fakat V’'nin azaldigl, B'nin en yiiksek/en diisiik degerlerini bolge

sinirlarina yakin noktalarda, V'nin ise bolgenin merkezinde aldig1 gozlemlenmektedir.
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Ha degerinin ¢ok fazla olmamasindan dolayi, ¢éziimlerin halen daha kararli ve ¢6ziim

egrilerinin diizglin yapida oldugu gozlemlenmektedir.

0.03 0.04
0.02 0,035
001 003
o 0.025
0.01 0.02
.02 P 0015

-0.03

Sekil 16. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =20, « =% ve [ =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri

Sekil 17. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha = 20, « =% ve [ =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 18. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =20, « =% ve f =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

0.014
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Sekil 19. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =50, o = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 20. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =50, o = % ve f =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri

0.013 0.018
0.009 0.0186
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Sekil 21. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =50, a = Z ve p =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 16-18'de Ha=20 ve Sekil 19-21'de ise Ha=50 icin c¢oziimler elde
edilmistir. Her ne kadar ozellikle sinirlara yakin boélgelerde az da olsa sayisal
coziimden kaynaklanan bozukluklar (kararsizliklar) oldugu gozlemlense dahi, az
sayida eleman kullanilmasina ragmen stabilize formiliin avantaji ile bu

kararsizliklarin minimize edildigi gozlemlenmektedir. Ayrica Hartmann sayisinin
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artmasi ile MHD problemlerinin karakteristik davranisi olan sinir katmanlarinin

olusumu ¢ok agikca gozlemlenmektedir.

Sekil 22-42 arasindaki grafiklerde Hartmann sayis1 Ha=10 sabit tutularak, disardan

uygulanan manyetik alanin uygulama acilar1 & ve £ ’nin degisimleri incelenecektir.

Sekil 22. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri

Sekil 23. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 24. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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0.005

Sekil 25. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 26. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 27. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 28. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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-0.01
-0.02
-0.03
-0.04

Sekil 29. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve f =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 30. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 31. Kiire bolge tlizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, o = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 32. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 33. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 34. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri

0.075
0.065
0.055
0.045
0.035
0.025
0.015
0.005

Sekil 35. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 36. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 37. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 38. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve B = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 39. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 40. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 41. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, o = % ve [ =0 degerleri i¢gin elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 42. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
Sekil 22-24 arasinda a =0, =—, Sekil 25-27 arasinda « —% =—, Sekil
28-30 arasinda « _% £ =0, Sekil 21-33 arasinda « _% ﬁ:%, Sekil 34-36

arasinda o = ﬁ:%, Sekil 37-39 arasinda « =O,ﬂ=% ve Sekil 40-42 arasinda

z
4
az%, P =0degerleri icin c¢oziimler elde edilmistir. Biitlin grafiklerden

gozlemlenecegi lizere, uygulanan acinin dogrultusuna gore simetrik davranislarin
bozuldugu, sinir katmanlarinin olusumunun disardan uygulanan manyetik alan
acisinin yonu ile paralellik gosterdigi fakat en yiliksek/en diisiik degerler olarak

sonuglarin ¢cok da degismedigi gozlemlenmektedir.
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Sekil 43. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 44. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « = % ve [ = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 45. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, o = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 46. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

X

kullanilarak Ha =100, « = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 47. Kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « =% ve =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 48. Kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « =% ve [ =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Son olarak Sekil 43-48 arasindaki grafiklerde yiiksek Hartmann sayis1 degeri
Ha=100 icin stabilize sonlu elemanlar formiilasyonunun etkisi gosterilmistir. Sekil
43-45 standart sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen sonuglar, Sekil 46-48 arasinda
ise stabilize sonlu elemanlar yontemi ile elde edilen sonuclar verilmistir.

Stabilizasyonun ne kadar etkin oldugu, her iki yontemle elde edilen grafiklerin
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karsilastirilmasindan acgikc¢a gézlemlenmektedir. Ayrica, stabilize sonuglardan ytliksek
Hartmann sayisi degeri i¢in smir katman olusumunun yogunlugu da

gozlemlenmektedir.

3.3.2. Kiip Bélge icerisinde MHD Probleminin Sonlu Elemanlar Yéntemi ile
Coziimii

Bu boliimde, bir onceki boliimde kiire bolge lizerinde elde edilen sonuglarin kiip
bolge durumundaki sonuglari ve karsilastirilmalar1 yapilacaktir. Kiire bolgede yapilan
siralamadaki gibi Oncelikle Hartmann sayisindaki degisim, daha sonra agidaki degisim ve
son olarak stabilizasyon etkileri incelenecektir. Bu nedenle, Hartmann sayisindaki

degisimde ag1 degerleri o = % p= % olarak sabit tutulacaktir.

0.018
0.014
‘ 0.01
0.006
0.002
-0.002
-0.008
= -0.01
-0.014
-0.018

Sekil 49. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =1, « =% ve ff= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 50. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =1, « =% ve f = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 51. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =1, « =% ve ff= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 49-51 arasindaki grafiklerde Ha=1 i¢in sonuglar elde edilmistir. Her ne
kadar kiip boélge yapisindan dolay1 boélge sinirlarinda koseler olmasina ragmen,
Hartman sayisinin kiigiik degerleri i¢in sayisal ¢oziimlerde herhangi bir sorun
yasanmamaktadir. Kiire ¢oziimle Kkarsilastirildiginda ise en yiiksek/en diisiik

degerlerde artislar oldugu da gézlemlenmektedir.
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Sekil 52. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 53. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 54. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, o = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 52-54 arasindaki grafiklerde ayni problemin Ha=10 i¢in ¢oztimleri elde
edilmis ve farki boyutlardaki kesitleri verilmistir. Coziim egrilerindeki diizgiin
davranisin devam ettigi, eksenlerin durumuna simetrik davranislarin oldugu ve

sinirlara yaklastikca degerlerin azalarak sifira yaklastig1 goziikmektedir.
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Sekil 55. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =20, a = 7 ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 56. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =20, o = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri

Sekil 57. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =20, a = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 58. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =50, a = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 59. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =50, a = % ve f = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 60. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =50, a = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 55-57 arasindaki grafiklerde Ha=20 ve Sekil 58-60 arasindaki grafiklerde
ise Ha=50 i¢in ¢oziimler elde edilmistir. Hartman sayisi yiikseldikce 6zellikle sinirlara
ve koselere yakin bolgelerde sayisal ¢oziimden kaynaklanan kiigiik kararsizlarin
olusmaya bagsladigi goriulmektedir. Ayrica Hartmann sayist arttikca sinir

katmanlarinin olustugu da gézlemlenmektedir.

A b

Sekil 61. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, « =% ve [ =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 62. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri

Sekil 63. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 64. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 65. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 66. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve B = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 67. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = 7 ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 68. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 69. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve [ = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri



64

Sekil 70. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri

A

Sekil 71. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, o = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 72. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 73. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 74. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri

Sekil 75. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a =0 ve g = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 76. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, « =% ve [ =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 77. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, a = % ve f =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 78. Kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =10, o = % ve [ =0 degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 61-63 arasinda «a = %,ﬁ = %, Sekil 64-66 arasinda a =0, = %, Sekil

67-69 arasinda a:%’ﬂ:%’ Sekil 70-72 arasinda a==—,4=0, Sekil 73-75

SRR

arasinda a =0,/ :% ve Sekil 75-78 arasinda o = %,ﬂ =0 degerleri i¢in ¢oziimler

elde edilmistir. Kiire duruma benzer sekilde biitiin grafiklerden, uygulanan ag¢inin
dogrultusuna gore simetrik davraniglarin bozuldugu, siir katmanlarinin
olusumunun disardan uygulanan manyetik alan agisinin yonii ile paralellik gosterdigi
fakat en yiliksek/en diisiik degerler olarak sonuglarin ¢ok da degismedigi

gozlemlenmektedir.
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Sekil 79. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « = % ve = % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 80. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « = Z ve p= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 81. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « =% ve f =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Sekil 82. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, o = % ve f= % degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

x -eksenine gore kesitleri
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A

Sekil 83. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, « =% ve =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 84. Kiip bolge iizerinde MHD probleminin stabilize sonlu elemanlar yontemi

kullanilarak Ha =100, o = Z ve p =% degerleri i¢in elde edilen sonuglarin

z -eksenine gore kesitleri

Son olarak Sekil 79-84 arasindaki grafiklerde yliksek Hartmann sayis1 degeri
Ha=100 icin stabilize sonlu elemanlar formiilasyonunun kiip problem bdélgesi icin
etkisi gosterilmistir. Kiire bolgedeki probleme benzer sekilde yliksek Hartmann sayisi

degerleri icin stabilizasyonun ne kadar dnemli ve etkin oldugu cok acik sekilde

goziikmektedir.
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3.4. Manyetik Ortam Icerisinde MHD Probleminin Sonlu Elemanlar Yéntemi
ile Coziilmesi

Bu boliimde Sonlu Elemanlar Yontemi ve Stabilize Sonlu Elemanlar Yo6ntemi kullanilarak
manyetik ortam icerisinde MHD denklemleri sayisal c¢oziimleri elde edilecektir. MHD
akiminin igteki kiire veya kiip bolgede olmasina ragmen sonsuz boyutlu manyetik ortamin
da kiire kesiti alinmaktadir. Sonlu Elemanlar Yontemini uygulayabilmek igin sonsuz
bolgenin disinda sanal bir siir tanimlanmakta ve sinir lizerinde manyetik alanin sifir
oldugu kabul edilmektedir. Denklemlerde V hiz, B manyetik alan (B) ve
Re, Rh, Rm,, Rm, sirasiyla, Reynolds sayisi, manyetik basing (Rayleigh sayisi),
akiskanin manyetik Reynolds sayist ve ortamimn manyetik Reynolds sayilarim
gostermektedir. Denklemlerin ¢oziimleri elde edilirken Rh=1 ve Rm, =1 degerleri sabit

tutulacaktir. Problemin sirasiyla Re,Rm,/Rm, ve «, B parametre degerlerinin

degisimleri incelenecektir.

3.4.1 Manyetik Ortam Icerisindeki Kiire Bolgede MHD Probleminin Sonlu
Elemanlar Yontemi ile Coziilmesi

Bu boliimde Sonlu Elemanlar Yontemi ve Stabilize Sonlu Elemanlar Yontemi
kullanilarak i¢ ice kiire bolgeler icerisinde MHD denklemleri sayisal ¢oziimleri elde

edilecektir.

3.4.1.1. Re Degisimi

Ik olarak Rm_ =1 degeri sabit tutulacaktir. Bu durumda problem Béliim 3.3.1 deki
problem ile ayni yapida olacaktir. Bu nedenle elde edilen sonuglar bu baglamda
kargilastirilip yorumlanacaktir. Akigkanin manyetik Reynolds sayismin( Rm, ) ve ortamin
manyetik Reynolds sayisinin( Rm, ) esit olmasi, manyetik alan (B) ¢oziimlerinde bolgeler

aras1 gecislerde siirekliligi saglayacaktir.
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Sekil 85. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge itizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm = 1,

T T oo y. . Ny .
a=—ve ff= 0 degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 86. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm ;= 1,

a== ve p =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 87. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm = 1,

T T oo y. . Ny . Al
a=—ve ff= 0 degerleri igin z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 88. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =2500, Rm =1

a== ve p =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 89. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar ydntemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =2500, Rm, =1,

a="= ve p= % degerleri igin y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 90. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =2500, Rm c =1,

a== ve p= % degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

Sekil 85 ile Sekil 87 arasinda parametre degeri olarak Hartmann sayisi( Ha)
hesaplandiginda Re=1, Rm, =ligin Hazﬂ/ReRhRmf esitliginden Ha=1degeri elde

edilir. Bu durumda elde edilen sonuglar Sekil 10 ile Sekil 12 arasindaki sonuglar ile

karsilastirilabilir. Grafiklerden goriilecegi lizere yapisal olarak her iki degiskene gore de
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hemen hemen ayni davranis gozleniyor olmasa dahi, hiz (V') degerleri incelendiginde en
yiiksek deger olarak ayni oldugu goziikmektedir. Manyetik alan ( B ) degerleri i¢in ise en
yiiksek/en diisiik degerleri arasinda hemen 2 kat fark olusmaktadir. Benzer sekilde Sekil 88
ile Sekil 90 arasindaki grafiklerde ise parametre degerlerinden Ha =50 elde edileceginden
bulunan sonuglar Sekil 19 ile Sekil 21 de elde edilen sonuglar ile karsilagtirilabilir.
Sonuglardan goriilecegi ilizere hiz degerlerinin yine bir birine yakin olmasina ragmen

manyetik alan degerlerindeki farkliligin azaldig1 gézikkmektedir.

3.4.1.2. Rm, Degisimi
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Sekil 91. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm = 10,

V/d T . . , o
a=—ve ff= By degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 92. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm =10,

a=" ve p =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 93. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm =10,

T T . o o
a=—ve ff= 5 degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 94. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge iizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1, Rmf =20,

a =% ve [ = % degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 95. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm =20,

a =% ve f= % degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 96. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm = 20,

a =% ve f =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

Sekil 91 ile Sekil 96 arasindaki grafiklerde Re=1 sabit tutularak Rm , degerinin
degisimi incelenmistir. Sonuglardan goriilecegi lizere, manyetik alan degerleri i¢in Rm,

degeri arttikga akimm oldugu bolgeden manyetik ortama gecisin oldugu 0Q sinirinda

¢6zim egrilerindeki kiriklik daha belirginlesmektedir. Bunun nedeni Rm, / Rm,, oraninin
artmasindan kaynaklanmaktadir. Hiz degerlerinde ise Rm, arttikca en yiiksek degerin

diismeye basladig1 goriilmektedir.
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3.4.1.3. Re ve Rm, Degisimi
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Sekil 97. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10, Rmf =10,

a== ve p =% degerleri i¢cin x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 98. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=10, Rm . =10,

a :% ve [ = % degerleri igin y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 99. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10, Rmf =10,

a =% ve f= % degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 100. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm

=10, a =§ ve f= % degerleri igin x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 101. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm, =10,a = Z ve p =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri

0.0125
0.011
0.0085
0.008
5 0.0065
~| 0.005
| 0.0035
0.002
0.0005

0.022
0.018
0.014
0.01
0.006
= 0.002
= -0.002
= -0.006
-0.01

-0.014
-0.018
-0.022

Sekil 102. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm, =10, « :% ve [ = % degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri



83

0.0018
0.0015
0.0013
0.0011
= 0.0009
1 0.0007
0.0005
0.0003
0.0001

7 7

A A

X X

Sekil 103. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1000),

Rm, =10, « =% ve [ =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

0.0015
0.0013
00011
0.0008
0.0007
0.0005
0.0003
0.0001

7

A

X

Sekil 104. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1000,

Rm

=10, a =% ve f =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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0.0085 0.0015
0.0085 0.0013

E 0.004 —| 0.0011
[ 00025 0.0009
[ 0.001 0.0007
] -0.0008 0.0005
0.0003

0.0001

Sekil 105. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1000,

Rm, =10, a = % ve f = % degerleri icin z -eksenine gore kesitleri

Sekil 97 ile Sekil 105 arasindaki grafiklerde ise hem Rehem de Rm, degiskeninin

degisimleri incelenmektedir. Her iki degiskenin degerlerinin artmasi ile yliksek Hartmann
sayist elde edileceginden, ¢oziimlerden MHD akiminin bilindik karakteristigi olan sir
katman olusumu gozlemlenmektedir. Degiskenlerin en yiiksek ve en diisiik degerleri sinir

bodlgesine yakin oldugu, Reve Rm, degerler arttikga en yiiksek ve en diisiik degerlerin

azaldig1 gézlemlenmektedir.

3.4.14. a, f Degisimi

b b

Sekil 106. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100, Rm =1,

V4 T . . , o
a=—ve ff= 7 degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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0.0
0.04
0.02
0.006

0.034
0.03

0.026
0.022
1 0018
0,014
.01

0.008
0.002

a
-0.006
-0.02
-0.04
-0.08

Sekil 107. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm, =1, a =% ve f = % degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri

0.034
0.03

0.026
0.022
0.018
0.014
0.01

0.008
0.002

A b

x

Sekil 108. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarim Re=100,

Rm, =1, a =% ve [ =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri
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B \%
0.05 0.06
0.04 0.055
0.03 0.05
0.02 0.045

0.01
0.003
0.001

0.03%
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

-0.001
-0.003
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

Sekil 109. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10,

Rm, =10, a == ve yij =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

f

B \%
0.05 0.06
0.04 0.055
0.03 0.05
0.02 0.045

0.03%
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

Sekil 110. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=10,

Rm

=10, a= Z ve p =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 111. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10,

Rm

=10, a =% ve =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

0.034
0.03
0.026
0.022
£ 0.018

o 0.014
0.01
0.008
0.002

Sekil 112. Manyetik ortam igerisinde kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm

=1, a =% ve f =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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0.055
0.04
0.025
0.01
0.003
Q

-0.003
-0.015
-0.03
-0.045
-0.08

Sekil 113. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarn Re =100,

Rm, =1, a = Z ve p =% degerleri igin y -eksenine gore kesitleri

0.034
0.03

0.026
0.022
= 0.018
0,014
0.01

0.008
0.002

0.055
0.04

0.025
0.009
0.003

-0.007
-0.015
-0.03
-0.045
-0.08

Sekil 114. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm, =1, a= Z ve p =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri
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0.045
0.035
0.025
0.015
0.005

-0.005
-0.015
-0.025
-0.035
-0.045

Sekil 115. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10,

Rm, =10, a =2 ve p= % degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

Sekil 116. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm

=1, a= Z ve yij =% degerleri igin y -eksenine gore kesitleri
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0.055
0.045
0.035
0.025
0.015
0.005

Sekil 117. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm, =1, o =% ve =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

0.034
0.03
0.026
o 0.022
0.018
= 0,014
0.01
0.006
0.002

Sekil 118. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm, =1, « =% ve [ =% degerleri igin x -eksenine gore kesitleri
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b A

Sekil 119. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

X

Rm

=1, a= Z ve Jij =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri

0.06

0.045
0.035
0.025
0.015
0.005
0.002

Q
-0.002
-0.005
-0.015
-0.025
-0.035
-0.045
-0.06

Sekil 120. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm

=1, a= Z ve yij =% degerleri igin z -eksenine gore kesitleri
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0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.003
0.001

-0.001
-0.003
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

Sekil 121. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=10,

Rm, =10, a = Z ve yij =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.003
0.001

Q
-0.001
-0.003
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

Sekil 122. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=10,

Rm, =10, a = Z ve p= % degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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0.08

0.045
0.035
0.025
0.015
0.005

Sekil 123. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10,

Rm, =10, a = 7 ve p =% degerleri igin z -eksenine gore kesitleri

Sekil 106 ile Sekil 123 arasindaki grafiklerde «, f acilarinin degisimi Re =100,
Rm, =1 ve Re=10, Rm, =10 durumlari i¢in 3 farkh @,f segimi (a:% ve ﬂ:%,

a =% ve f= % , Ve o =% ve f= %) ayr1 ayr1 incelenmistir. Goriilecegi tizere her iki

durumda da Hartmann sayisi Ha=10olmaktadir. Bu nedenle o ve / degerlerinin

degismesiyle, manyetik alan ve hiz degiskenlerinin en yiiksek/en diigiik degerlerinin

degismedigi, sadece uygulanan a¢inin yoniinde gore konumlarinin degistigi, daha 6nceki

sonuclarda o = % ve f= % degerleri icin kesitlere gore gozlemlenen ¢6ziim egrilerindeki

simetrin kayboldugu agikca gézlemlenmektedir.
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3.4.1.5. Stabilizasyon Etkisi

0.025
0.02
0.015
0.01
0.005
(4]

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02

b A

xf

Sekil 124. Manyetik ortam icerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1,

Rm, =10000, a = Z ve p =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

0.025

0015
001
0,005

-0.005
-0.01
-0.015
-0.02

b A

xf

Sekil 125. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1, Rm; =10000,

o =% ve f =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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B \Y
0.08 0.025
0.055 0.02
0.03 0.015
0.005 0.01
-0.02 0.005
-0.045 (]
-0.07 -0.005
-0.095 -0.01

-0.015

b A

xf X

Sekil 126. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge tizerinde MHD probleminin sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1, Rm, = 10000,

V4 T o 4l . o
a =— ve f# == degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

B \
0.0075 0.025
0.008 0.02
0.0045 0.015
0.003 0.01
0.0015 0.005
-0.0005 0
-0.002 -0.005
-0.0035 -0.01
-0.005 -0.015
00065 -0.02

b A

xf

Sekil 127. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1,

Rm, =10000, a = Z ve p =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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-0.002
-0.004

£.008 0.025
0.005 ™ oo
0.003 ;

0015
0.001 B 601
-0.008

A A

Sekil 128. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1,

Rm, =10000, a = Z ve p= % degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri

B \
0.0075 0.025
0.008 - 0.02
0.0045 | o015
0.003 — 0.01
00015 0,005
-0.0005 4]

-0.005

Sekil 129. Manyetik ortam igerisindeki kiire bolge lizerinde MHD probleminin stabilize

sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1,

Rm, =10000, a = Z ve p =% degerleri igin z -eksenine gore kesitleri

Bu béliimde son olarak S$ekil 124 ile Sekil 129 arasindaki grafiklerde kullanilan
stabilize sonlu elemanlar yonteminin etkisi ¢ok yilksek Reynolds sayist (Re=10000)
dolayisi ile ¢ok yiiksek Hartmann sayisi ( Ha=100) i¢in incelenmektedir. Sonug¢lardan
goriilecedi iizere, standart sonlu elemanlar yontemi ile stabilizasyon uygulanmadan elde

edilen sonuglarda belirgin sekilde kararsizlarin oldugu ¢6ziim egrilerindeki bozukluklardan
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gozlemlenmektedir.  Stabilizasyon uygulandiginda ise ¢oziim egrilerindeki bu

bozukluklarin ortadan kayboldugu ve kararli ¢éziimler elde edilebildigi gdziikmektedir.

3.5.1. Manyetik Ortam Icerisinde Kiip Bolgede MHD Probleminin Sonlu
Elemanlar Yontemi ile Coziilmesi

Bu boliimde, daha once kiire bolge iizerinde elde edilen ¢oziimlerin kiip bolge

tizerindeki durumu incelenecektir. Yine ilk durum olarak Rm,, =1 degeri sabit tutulacaktir.

Bu durumda problem Boliim 3.3.2 deki problem ile ayni yapida olacaktir.

3.5.1.1. Re Degisimi

0.026
0.028 g.:g
1 0.02
| 0012 0.13
0.1
0.004
-0.004 0.07
0.012 0.04

-0.02
-0.028
0.036

Sekil 130. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm = 1,

o =% ve [ =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri



Sekil 131. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarm Re=1, Rm,

a== ve e % degerleri i¢cin y -eksenine gore kesitleri

2

0.036
0.028
0.02

0.012
0.004
-0.004
-0.012
-0.02

-0.0z8
0.036

b

X

Sekil 132. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm = 1,

a=2ve p= % degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri



99

0.0013
0.00115
0.001
0.00085
0.C0065
0.0005
0.00035
0.0002
5E-05

Sekil 133. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize,
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=10000,

Rm

=1, a= 7 ve p =% degerleri igin x -eksenine gore kesitleri

Y

0.00135
0.0012
0.00105
0.0009
0.0007
0.00055
0.0004
0.0002
5E-05

Sekil 134. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10000,

Rm, =1, a =% ve f =% degerleri igin y -eksenine gore kesitleri
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B \%

0.0085 0.00135
7] 0.0065 0.0012
= 0.0045 0.00105
I 0.0025 0.0009
= 0.00055
0.0004
0.0002
SE-0§

A b

Sekil 135. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10000,

Rm, =1, o =% ve =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

Kiire bolge problemine benzer sekilde Sekil 130 ile Sekil 135 arasindaki grafiklerde

Rm, =1 sabit tutularak Re sayisinin degisimi incelenmektedir. Sekil 127 ile Sekil 129

¢ozlimlerinde Ha=1olacagindan dolayi, elde edilen sonuglar Sekil 49 ile Sekil 51
arasindaki grafiklerde elde edilen sonuglar ile karsilastirilabilir. Kiire bolge problemine
benzer sekilde yapisal olarak her iki degiskene gore de hemen hemen aymi davranig
gbzleniyor olmasa dahi, hiz bilesenin en yiiksek degerinin hemen hemen ayni oldugu,
manyetik alan i¢in ise en yliksek/en diisiik degerlerin yine hemen 2 kat degistigi
gozilkmektedir. Re sayisi artikga uygulanan manyetik alanin  yoniine goére siir

katmanlarinin olustugu goézlemlenmektedir.
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3.5.1.2. Rm, Degisimi

0.17

0.055
0.15

0.045
0.035 0.13

011
| 0.00
0.07
005
003
0.01

0.025
0.015
0.005
0.001
-0.001
-0.005
-0.015
-0.025
-0.025
-0.045
-0.055

Sekil 136. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1, Rmf =10,

a== ve p =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

0.17
0.15
0.13
011
0.09
0.07
0.05
003
0.01

Sekil 137. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarm Re=1, Rm, =10,

a=2 ve p= % degerleri igin y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 138. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=1, Rm = 10,

a==ve p =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

Sekil 136 ile Sekil 138 arasindaki grafiklerde, yukaridaki boliimiin tersi sekilde

Re=1 sabit tutularak Rm, sayisimnin degisimi incelenmektedir. Kiire bdlgenin yapisindan
dolayr sadece Rm, =10degeri i¢in diizgiin sonuglar elde edinilmis, yiiksek degerlerde
¢oziimlerde yer alan sorunlardan dolay: grafikleri verilmemistir. Yine Rm, / Rm,, oraninin

artmasindan dolayi, manyetik alan ¢oziim egrilerinde bolge gecis sinirinda kirikliklarin
olustugu goriilmektedir. Hiz bileseni i¢in kiire bolgeye benzer sekilde en yliksek degerin

diistiigli gdzlemlenmektedir.



103

3.5.1.3. Re ve Rm, Degisimi

B Vv

B o085

o =] 00ss
2 — 0.045

b A

Sekil 139. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=10, Rm, =10,

a== ve p= % degerleri igin x -eksenine gore kesitleri

0.085
0.05
0.035
0.02

0.0z
-0.035
0,05
-0.065

Sekil 140. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize

sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10,

Rm, =10, a = % ve f= % degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri
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0.08
0.05
0.035
0.025
0.015
0.005

Sekil 141. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10,

Rm, =10, a = Z ve yij =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

0.024
0.018
0.012
0.006

-0.008
0.012
-0.018
-0.026
-0.022
-0.038

A A

Sekil 142. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm, =10, a = Z ve p =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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B \

0.014
0.0125
] 0011
0.0095
1 0.002
0.0065
0.005
0.0035
0.002
0.0005

0.028
0.02
0.014
0.008
-0.006
-0.012
-0.018
-0.026
-0.032
-0.028

Sekil 143. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =100,

Rm, =10, a = Z ve p =% degerleri i¢in y -eksenine gore kesitleri

B \

0.03
0.0z22
0.016
0.01
0.004
-0.002
-0.008
0.014
-0.02
-0.026
-0.032
0.038

0.014
0.0125
] 0011
0.0095
1 0.002
0.0065
0.005
0.0035
0.002
0.0005

A A

Sekil 144. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm

=10, a= Z ve p =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri
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00085 ,

0.007 1 00z

g-ggj-" 0.0024
. { 0.002

g gg:-s 0.0018

= 0.0012

3-8‘325 0.0005

- 0.0001

-0.0035
0,005

00075
0011

Sekil 145. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1000,

Rm

=10, a= Z ve yij =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

0.0034
0.003

0.0028
0.0022
=1 0.0018
0.0014
0.0005
0.0001

A

Sekil 146. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1000),

Rm

=10, a= Z ve p =% degerleri igin y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 147. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =1000,

Rm, =10, a =% ve f =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

Sekil 139 ile Sekil 147 arasindaki grafiklerde her iki degiskeninin (Re ve Rm )

degisimleri incelenmektedir. Kiire bolge ile karsilastirildiginda, degiskenlerin yiiksek
degerleri icin her ne kadar stabilize yontemin etkisi ile nispeten kararli ¢oziimler elde
edilmesine ragmen oOzellikle koselere ve bolge sinirlarina yakin yerlerde bazi sorunlar
oldugu gozlemlenmektedir. Ayrica degiskenlerin artmasi ile hiz ve manyetik alan

bilesenlerinin en yiiksek ve en diisiik degerlerin azaldig1 gézlemlenmektedir

0.07
0.05 0.045
0.05 0.0
0.01 0.035
0.01 0.03
— .03 0.025
.05 0.02
0.07 0.0%5

3.5.14. o,  Degisimi

Sekil 148. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100, Rm = 1,

a :% ve [ = % degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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0.07
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0.03
0.01
0.002
-0.002
-0.01
-0.03
-0.05
-0.07

Sekil 149. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm, =1, o =% ve f =% degerleri igin y -eksenine gore kesitleri

B Vv
0.07 0.044
0.05 0,038
0.03 0.032
0.01 0.026

0.003 0.02
0 0.014
0.008

0.002

-0.002
-0.01
-0.03
-0.05
-0.07

Sekil 150. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm

=1, a =% ve =% degerleri igin z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 151. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm

=1, a =% ve =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

0.042
0.038
0.034
0.026
0.022
0.018
0.4
g 0.01

0.006
0.002

0.07
0.058
0.03
0.01
0.003
0.001
-0.001
-0.0G3
-0.01
-0.03

-0.05
-0.07

, A

Sekil 152. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm

=1, a =% ve f =% degerleri igin y -eksenine gore kesitleri
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Sekil 153. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm, =1, a = Z ve yij =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri

0.042
0.038
0.034
0.026
0.022
0.018
0.4
g 0.01

0.006
0.002

Sekil 154. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge lizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm, =1, a= Z ve p= % degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri
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Sekil 155. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm

=1, a= Z ve Jij =% degerleri igin y -eksenine gore kesitleri

0.04
0.036
0.03
0.024
0018
0,014
0.01
0.006
0.002

Sekil 156. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re=100,

Rm

=1, a= Z ve yij =% degerleri i¢in z -eksenine gore kesitleri
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Sekil 157. Manyetik ortam igerisindeki kiip bolge tizerinde MHD probleminin stabilize
sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarin Re =10,

Rm, =10, & =% ve =% degerleri i¢in x -eksenine gore kesitleri

Son olarak Sekil 148 ile Sekil 157 arasindaki grafiklerde ., £ agilarinin degisimi

kiire bolge probleminde oldugu gibi 3 farkli durum ic¢in incelenmistir. Kiire bélge
problemi ile karsilastirildiginda a¢1 degisiminin etkisi 6zellikle manyetik alan ¢6ziim
egrilerinde daha belirgin bir sekilde gozlemlenmektedir. Yine uygulanan acinin yoniine

gore en yiiksek/en diisiik degerlerin konumlarmin degismesine ragmen degerlerinin

korundugu ve « :% ve f= %durumunda gbozlemlenen simetrinin kayboldugu

goriilmektedir.



4. SONUCLAR

Bu tezde 6zellikle 3-Boyutlu problemlerin sayisal ¢oziimleri incelenmistir. Laplace
problemi i¢in Sinir Elemanlar Yontemi ve Sonlu Elemanlar Yontemi olmak tizere iki farkli
yontem test edilmis ve sonuglar karsilagtirllmigtir. Yontemlerin verimliligi ve bilgisayar
hesaplama maliyeti karsilastirildiginda Sonlu Elemanlar Yonteminin sinirlt  bolge
problemleri i¢in daha uygun oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle tezin geri kalan kisminda

sayisal yontem olarak sadece Sonlu Elemanlar Y 6ntemi kullanilmistir.

Bir sonraki asamada Sonlu Elemanlar Yontemi ile Konveksiyon-Difiizyon
denklemlerinin formiilasyonu elde edilmistir. Fakat konveksiyon baskin durumlarda
standart Galerkin Sonlu Elemanlar Yonteminin yetersiz kaldigi gozlemlenmistir. Bu
nedenle Stabilize Sonlu Elemanlar Yontemlerinden en bilindik olan Streamline-
Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG) yonteminin 3-Boyutlu uyarlamasi yapilmistir. Elde
edilen stabilize yontemle sayisal ¢ozlimlerin kararli oldugu 6rnek test problemi iizerinde
gozlemlenmistir. Uygulan yontem, MHD denklemlerine genisletilerek yalitkan duvar
kosullarina sahip sinirl bolge tizerinde ve manyetik ortam igerisinde olmak {izere iki farkli
durumda MHD denklemlerinin yiiksek Hartmann sayisi degerleri icin ¢oziimleri elde
edilmis, ve bulunan sonuglarin yorumlar1 ve literatiirdeki sonuglarla karsilastirmalar

gergeklestirilmistir.



5. ONERILER

Bu tezde en temel calisma olarak 3-Boyutlu problemlerin Stabilize Sonlu Elemanlar
Yontemi ile ¢oziimleri incelenmistir. Elde edilen sonuglardan yontemin verimliligi ve

kararlilig1 gézlemlenmistir.

Tezin son bolimiinde c¢oziimleri elde edilen manyetik ortamdaki MHD
denklemlerinin ¢Ozlimleri, sonraki asamalarda uzun vadeli bir calisma olarak Sinir
Elemanlar-Sonlu Elemanlar Yontemlerinin birlesimi ile tam anlami ile sonsuz bolge
tizerinde daha etkin bir sekilde elde edilebilir. Ayrica 6zellikle Hartmann say1 degerine
bagli olarak smir bolgelerine yakin yerlerde adaptif ag yaklasimi ile elde edilecek

sonuclarin karsilagtirmalar1 gergeklestirilebilir.
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