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Doktora Tezi

OZET

'3 VE G5 HECKE GRUPLARININ ALT YORUNGESEL GRAFLARI

Yavuz KESICIOGLU

Karadeniz Teknik Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2011, 75 Sayfa

Bu tezde, esas ama¢ modular grubun I’ := {(: Z) €l:ab + cd = 0 (mod 3)} alt
grubunun ve A = LS olmak iizere (2 _01) , (é /11) elemanlar tarafindan iiretilen G5 Hecke

grubunun sirasiyla Q U {0} ve Q[A] U {0} fizerindeki hareketleriyle olusan altyoriingesel
graflarinin devre uzunluklar ile bu gruplarn iiretici eliptik elamanlar1 arasindaki iliskiyi
incelemektir.

Birinci boliimde Oklid olmayan kristalize gruplarm yapisi irdelendi. PSL(2,R), T’
Modiiler grubu, kongriians alt gruplarmin bazi 6zellikleri, imprimitif hareket, graf teori, Hecke
gruplar1 ve cebirsel say1 cisimleri hakkinda ihtiya¢ duydugumuz temel kavramlar verildi.

ikinci bolimde iki farkli problem ele almmustir. Birinci problemde, I'® modular alt
grubunun olusturdugu alt yoriingesel graflar incelendi. Bu graflardaki kenar ve devre sartlari
belirlendi ve bu sartlar altinda graflarin baglantililig: incelendi. ikinci problemde ise, Gs Hecke
grubunun olusturdugu alt yoriingesel graflar incelendi ve bazi 6zel durumlarda bu graflardaki
kenar sartlar1 bulundu.

Anahtar Kelimeler: Modular Grup, Hecke Grubu, Alt Yoriingesel Graf, Baglantililik
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PhD. Thesis
SUMMARY

SUBORBITAL GRAPHS OF HECKE GROUPS I'* AND Gs

Yavuz KESICIOGLU

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet AKBAS
2011, 75 Pages

In this thesis, the main object is to examine the relationships between the lengths of circuits

of suborbital graphs arising from the action of the subgroup I'? := {(i g

0 (mod 3) of modular group I' and Hecke group G5 generated by 0—110and1A01 on QUoo and

)eF:ab+ch

Q[A] U {0} respectively and orders of generating elliptic elements of these groups. And

furthermore connectedness of suborbital graphs for the group I'? is presented.

In Chapter 1, the structure of Non-Euclidean crystalllographic groups is discussed and
some properties of PSL(2,R), the modular group I', congruence subgroups of I' and also the
preliminary definitions we require for imprimitive action, graph theory, Hecke groups and
algebraic number fields are given.

In Chapter 2, two different problems are discussed. Firstly, suborbital graphs arising from
modular subgroup I'® are examined. And then edge and circuit conditions on these graphs are
determined and the connectedness of graphs are examined under these conditions. Secondly,
suborbital graphs arising from Hecke group Gg are examined and edge conditions of these graphs

are obtained under some certain conditions.

Key Words: Modular Group, Hecke Group, Suborbital Graph, Connectedness
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: Euler fonksiyonu
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1. GENEL BILGILER
1.1. Giris

19. ylizyilin sonlarina dogru ayrik gruplar teorisine temel teskil edebilecek bazi
onemli sonuglar ilk defa Henry Poincare tarafindan goz Oniine getirilmis ve eliptik
fonksiyonlar teorisinin genellestirilmesi i¢in kullanilmistir. Fuchsian gruplar1 ad1 verilen ve
sistematik c¢alismasim1 Henry Poincare’nin gelistirdigi bu ayrik gruplarin invaryant
biraktig1 fonksiyonlar iizerinde bircok bilim adami ¢alismalar yapmustir. Lineer kesirli
doniisiimler grubu dzellikle 19. yiizyilda Oklid olmayan geometriler ve Invaryant teorinin
kesfiyle birlikte biliylik 6nem kazanmis, topolojik grup yapisina uygun olmasi nedeniyle
gerek analiz, gerekse cebirsel yontemlerle derinlemesine incelenmistir. Eliptik egrilerin

aritmetigi, integral kuadratik formlar ve eliptik modiiler fonksiyonlar teorilerindeki 6nemi
nedeniyle en ¢ok I' modiiler grubunun kongriians alt gruplari olan T'(N), T,(N),
FO(N), F](N) gruplar1 {izerinde caligilmistir. Son yillarda sayilar teorisinde de I

modiiler grubunun kongriians alt gruplar1 Pierre de Fermat’in 1637 yilinda ifade ettigi son

teoreminin ispatinda olduk¢a dnemli bir yer teskil ettigi goriilmektedir.

Erich Hecke, 1936 yilinda “Uber die Bestimmung Dirichletcher Reichen durch ihre

Funktionalgleichungen™ adli ¢alismasinda, A sabit bir pozitif say1 olmak tizere,
T(z) = —ive U(z)=z+2
kesirli dogrusal doniisiimleri ile tiretilen ve H(A) ile gosterilen gruplari tanmitmustir [8].

Burada S = T. U alinirsa

S(z) = ——

z+A

elde edilir. Bu gruplar, H(A) bir Fuchsian grup oldugunda Dirichlet serilerinin

calisilmasinda kullanilir.

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda yayinlanan “Graphs and Finite

Permutation Groups” adli makalede ve Gareth A. Jones, David Singerman ve K. Wicks’ in,



1991 yilinda yaymlanan “The Modular Group and Generalized Farey Graphs” adli
calismasinda altyoriingesel graflar ve bu graflardaki devre uzunluklart incelenmistir. S.P.
Chan, M.L. Lang, C.H. Lim 1994 yilinda “The invariants of the Congruence Subgroups
Go(B) of the Hecke Group Gs” adli galismada B < Z[A] sifirdan farkli bir ideal olmak

. 0 -1\ (1 Ag .
lizere ( 1 0 ),( 0 1) elemanlar1 tarafindan iretilen Gs Hecke grubunda I' modular

grubunun [H(n) alt grubuna karsilik gelen Go(B) kongriians alt grubun simgesindeki
invaryantlar bulunmus ve Gy(f) grubunun iretici eliptik elemanlarinin mertebelerinin 2
veya 5 oldugu gosterilmistir. M. Akbas’ in 2001 yilindaki “On Suborbital Graphs For The
Modular Group” adli ¢alismasinda devre uzunluklar ile ayrik gruplarin {iretici eliptik

elemanlarinin mertebeleri arasindaki iliski ortaya konmustur.
Birinci boliimde ¢alismamiz i¢in gerekli bazi temel tanim ve sonuglar verilmistir.

Ikinci boliimde iki problem ele alinmustir. Birinci problemde ' modular grubunun

r3:= {(Ccl Z) €Ilab+ cd =0 (mod 3)} alt grubunun Q = QU {0} iizerindeki

altyoriingesel graflari, bu graflarin baglantililigi ve bunlarin sonucu olarakta bu graflarin
orman olma durumlart ele alinmistir. ikinci problemde ise G5 Hecke grubunun Q[A] =
Q[A] U {oo} tizerindeki altyoriingesel graflari incelenmis ve alt yoriingesel graflardaki
devre uzunluklarinin 2 veya 5 olup olmayacagi sorusuna cevap aranmistir. Burada problem
tam olarak c¢oOziimlenememesine ragmen, belli sartlarda graflarda 3 ve 4 uzunluklu

devrelerin olamayacag: gosterildi.

1.2. Topolojik Gruplar

Tanmm 1.1. (G,-) bir grup ve ayni zamanda bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde her

g,h € G igin

) mGXG—G
(gh) - g.h

i) i:6— G
g-g!

dontisiimleri siirekli ise G ye bir topolojik grup denir.



Tanmm 1.2. G bir topolojik grup ve X bir topolojik uzay olsun. Bu taktirde

AGXX — X
A(g,x) = gAx =: gx
stirekli bir doniigiim ve her g,, g, € G ve her x € X i¢in
) g19.x = g1(g2%)
ii) ex = x (e G’ nin birimi)
sartlar1 saglamyorsa [G, X, A] lgliisiine veya [G, X] ikilisine bir topolojik doniisiim grubu

adi verilir. Bu durumda G ye X {izerinde bir hareket grubu denir.

Tanim 1.3. A bir topolojik uzayin alt kiimesi olsun. Eger her x € A icin UNA =

{x} olacak sekilde bir U komsulugu varsa A ya ayriktir denir.

Omegin, Z tamsayilar kiimesi R nin bir ayrik alt kiimesidir. R nin her bir sonlu alt

kiimesi de R nin bir ayrik alt kiimesidir. {%| neEZ n+ O} kiimesi R nin ayrik bir alt

kiimesidir. Ancak A = {%l nNeEZ n#* 0} U {0} kiimesi R nin ayrik bir alt kiimesi degildir.

Lemma 1.1 [18]. [G, X] bir topolojik doniisiim grubu ve x,y € X olsun. Bu taktirde

x=y:=>3Jdg€ElG:gx =y

seklinde tanimlanan " = " bagintis1 X lizerinde bir denklik bagintisidir.

Tamim 1.4. " = " bagintisinin denklik siniflarina hareketin yoriingeleri denir. Ayrica x € X

noktasini igeren yoriingeye x in yoriingesi denir ve bu Gx = {gx|g € G} kiimesidir.

Tamm 1.5. G, X {izerinde hareket etsin ve x,y € X keyfi olsun. gx = y olacak bi¢gimde bir
g € G elemani varsa G ye X lizerinde transitif olarak hareket ediyor denir. Bu tanima gore
hareket transitif ise Vx € X i¢cin Gx = X elde edilir. Yani bir tek yoriinge vardir. Yoriinge

grubun transitif olarak hareket ettigi kiimedir.

Tamim 1.6. G bir grup ve H < G olsun. H alt grubuna gore sag ve sol denklik siniflarinin
sayist aynidir. Bu saytya H alt grubunun G igerisindeki indeksi denir ve |G:H]| ile

gosterilir.



Tanmm 1.7. G, X tizerinde hareket etsin ve x € X olsun. G, = {g € G|gx = x} kiimesine x

noktasinin sabitleyeni denir.
Simdi genel anlamda yoriinge ile sabitleyen arasindaki iliskiyi inceleyelim.

Lemma 1.2 [18]. G, X tizerinde hareket etsin ve x € X olsun. Bu durumda |Gx| = |G: G|

dir.

Ispat: Gx = {gx|g € G} ve G, ={g € G|Vx € Xigin gx = x} oldugunu biliyoruz.
Y = {gGy: g € G} igin a: Gx — Y, a(gx) = gG, seklinde tanimlansin.

i) «a nin iyi tanimli oldugunu gésterelim. g,, g, € G ve x € X olsun. Eger g;x = g,x
ise a(g,x) = a(g,x ) midir?
91X = g2X = g7 g1x = g7 (91X) = 9271 g2x = x = g7 g1 € Gy

dir. Simdi g, 1g, € G, = 9,G, = g,G, yani g,"1g, € G, = g, 191G, = G, oldugunu

gosterelim. h € G, olsun.
9271 g1hx = g7 g1x = x = 9,71 916G © Gy (%)

gzhx = gox = g1x = g7 g2hx = x = g7'g:h € Gy = h € g,7'91Gx = G, ©

927916 €]
olup () ve (x*) dan g, *g,G, = G, dir. Boylece
91X = g2X = g1Gx = 926G, = a(g1x) = a(g,x)
bulunur.
ii) @ nm birebir oldugunu gosterelim. g4, g, € G ve x € X i¢in a(g,x) = a(g,x)

olsun. a(g1x) = a(gyx) = g1Gy = §,G, = g, 191 € G, = g, g1 x = x dir.

g1X = 929> tg1x = g2(g271g1x) = g,x olup «a birebirdir.
ili) a nin orten oldugunu gosterelim. v € Y olsun. Buna gore v = gG, olacak sekilde

bir g € G vardir. Buradan a(gx) = gG, = v olup « ortendir.



Dolayisiyla |Gx| = |Y] = |G: G| elde edilir.

Tanmm 1.8. G bir grup olsun. C = {g € G|Vx € G i¢cin gx = xg} kiimesine G nin merkezi

denir.

Tanmm 1.9. Geometride iki noktayi birlestiren minimal uzunluklu egrilere geodezik adi

verilir.

Tamm 1.10. Bir T doniisiimiiniin periyodu (veya mertebesi) T™ = [ esitligini saglayan en

kiiciik pozitif tam sayidir. Boyle bir m sayis1 yoksa T’ ye sonsuz periyotludur denir.

Tanmm 1.11. n €N igin 1 < a <n ve (a,n) =1 olan a tamsayilarinin sayist @(n) ile

gosterilir. Bu fonksiyona Euler fonksiyonu denir.

m = p,;"1p,"2 -+ ps’s ise bu taktirde

1 1 1
o) =m(1-2)(1-5)(1-5)
dir.
1.3. Oklid Olmayan Kristalize Gruplar
1) G ile C,, = C U {00} genisletilmis kompleks diizleminin

(4) {z—>%|a,b,c,d € Rvead — bc = 1}

(B) {z—>af_+b|a,b,c,dE]Rvead—bc=—1}
cz+d
bi¢cimindeki doniisiimlerinin grubunu gosterelim. G grubunun her bir eleman1 U :=

{z€ C|Imz >0} ist yar1 diizlemin kendi lizerine bir konform veya ters konform

homeomorfizmasidir.

(A) bi¢imindeki dontigiimlerin grubu PSL(2,R) ile gosterilir. Bu grup G de 2
indeksli bir alt gruptur. U ist yar1 diizlemin her konform homeomorfizmi PSL(2, R)’ dedir

[9].



G lizerinde bir topolojik yap1 asagidaki bicimde olusturulabilir:

K ={(a,b,c,d):ad — bc = +1} c R* alt kiimesini alalim. K kiimesi R* ten indirgenen
Oklid metrigi ile bir metrik uzaydir. Bu alt kiime iizerinde R* deki Oklid topolojisinin
olusturdugu alt uzay topolojisini géz Oniine alalim. K alt uzayinda (a,b,c,d) ile
(—a, —b, —c, —d) noktalarim 6zdeslestirelim.6: K — K, 6(a, b, c,d) == (—a,—b,—c,—d)
ile tamimlanirsa § bir homeomorfizmdir ve 6zdeslikle beraber §, K iizerinde 2. mertebeden

bir devirli grup olarak hareket eder.

Simdi K / (5) kiimesi iizerine bdliim topolojisi koyalim. G ile K / (5) arasinda birebir
ve Orten bir dontisim vardir. Dolayisiyla p: K — K /< 5)’ p(a,b,c,d) = [(a,b,c,d)] ile
tanimlanan projeksiyon siirekli bir doniisiimdiir. G grubunun iizerindeki topolojiyi K / (5)

tizerindeki topoloji olarak alabiliriz. Boylece G grubunun bir topolojik yapisi olusturulur.
Ayrica G,U lizerinde bir hareket grubu ve G nin de her doniisiimii U tizerinde siirekli
oldugundan [G, U] bir topolojik doniisiim grubudur. Ustelik G, U iizerinde transitif olarak

hareket eder.
G topolojik grubu PSL(2,R) ve G\PSL(2, R) olmak iizere iki bilesene sahiptir.

G’ nin ayrik alt gruplarma Oklid olmayan kristalize gruplar, kisaca NEC gruplari,
ad1 verilir. PSL(2,R) deki bir NEC grubuna ise bir Fuchsian grup denir. Eger bir NEC
grubu (B) tiiriindeki elemanlar1 yani ters yonlendirilmis elemanlari igeriyorsa buna 6zel bir
NEC grubu diyecegiz. U {ist yar1 diizlemi, Oklid olmayan (hiperbolik) diizlemin bir

modeline agagidaki bicimde doniistiiriilebilir:

Bir yay elemaninin ds hiperbolik uzunlugu

2 _ dx?+dy? _ |dz|?
y? vz’

ds zZ=x+1iy

ile tamimlanir. Boylece pargali, siirekli, diferansiyellenebilir bir € egrisinin hiperbolik

uzunlugu

£(C):= f, ds = f,



ve Ol¢iilebilir bir E' kiimesinin hiperbolik alan1

o dxd
u(E) = [l =3

olarak tanimlanir. Yukaridaki metrigin geodezikleri, reel eksene dik yar1 cemberler ve yari

dogrulardir. Bunlar hiperbolik dogrular olarak adlandirilir.

Sekil 1. Hiperbolik dogrular

U ist yant diizlemde iki nokta arasindaki hiperbolik uzaklik, bu iki noktay1
birlestiren bir tek hiperbolik dogru pargasinin uzunlugudur. Bu metrikle tanimlanan
topoloji, bilinen Oklid topolojisine es degerdir. Yani bir topolojideki agik kiime, diger
topolojide de agiktir. Hiperbolik uzaklik ve alan PSL(2,R)’ nin dontisiimleri altinda
invaryant kalir [9].

2) Simdi G grubunun elemanlarmi yon durumlarina ve sabit nokta kiimelerine gore

siiflandiralim:

(A*) T € PSL(2,R)\{I} doniisiimiiniin sabit noktalarin1 bulalim. Bunun igin, Z:Z =z

yazilirsa,

cz?+(d—a)z—b=0 (D

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri T nin sabit noktalaridir. T nin en fazla iki sabit

noktas1 vardir. (1) denkleminin kokleri ise,

_ -~ @rar—

2c

Z1,2



olarak bulunur. Burada ii¢ durum s6z konusudur;

i) |a+ d| > 2 ise, iki farkl1 sabit nokta vardir ve bunlar R U {oo} {izerindedirler. Bu
durumda T ye bir hiperbolik doniisiim ad1 verilir.

ii) |a + d| = 2 ise, birbirine esit iki sabit nokta vardir ve bunlar R U {co} tizerindedir-
ler. Bu durumda T ye bir parabolik doniistim ad1 verilir.

iii) |a + d| < 2 ise, birbirinin eslenigi olan iki kompleks sabit nokta vardir. Bu sabit

noktalardan sadece biri acik¢a U kiimesindedir. Bu durumda T ye bir eliptik dontisiim adi

verilir.
(B*) Simdide T € G\PSL(2, R) olsun. Bu durumda z = 22D vazilirsa
cz+d Y

czz+dz—az—b=0 (2)

denklemi elde edilir. (2) denkleminde z =x 4 iy ve Z = x — iy ifadeleri yerlerine

yazilirsa,
cx+iy)x—iy)+dx+iy)—alx—iy)—b=0
c(x?+y*)+dx—ax+i(dy+ay)—b=0

c(x2+y2)+(d—a)x—b=0}
d+a)yy=0

bi¢ciminde iki denklem elde edilir. Bu iki denklemi inceleyelim:
i) a+d # 0ise y = 0 dir. Budurumda cx? + (d — a)x — b = 0 denklemi elde
edilir. Bu denklemin diskriminanti
A= (d—a)?+4bc =d?— 2ad + a? + 4bc

dir. Buradan ad — bc = —1 esitligi kullanilirsa A= (a+d)?+4 >0 elde edilir.
Dolayisiyla T nin iki farkli sabit noktasi vardir ve bunlar R U {oo} iizerindedirler. Bu

durumda T ye bir kayan-yansima denir.

i) a+d = 0ise (a+d)y = 0 esitligi 6zdes olarak ger¢ekleseceginden



c(x? +y?) + (d — a)x — b = 0 esitligi geregi T nin sabit noktalar1 kiimesi ¢ # 0 igin bir

cemberdir. a +d =0 ve ad — bc = —1 esitlikleri yardimiyla bu ¢emberin merkezinin
(%, 0) ve yarigapinin % oldugu goriiliir. Eger ¢ = 0 ise (d — a)x — b = 0 diisey dogrusu
elde edilir. Bu durumda T doniisiimiine bir yansima adi verilir.

Buna gore G grubunun hiperbolik, parabolik, eliptik, kayan-yansima ve yansima diye

adlandirilan bes tip eleman1 vardir [9].

Tamm 1.12. T; ve T,, G grubunun herhangi iki elemanm olsun. T; = TT,T~! olacak

sekilde bir T € G varsa T; ve T, birbirinin eslenigidir denir.
Lemma 1.3 [9]. T; ve T, birbirinin eslenigi ise ayni tiptendirler.m

G nin elemanlarint izleri (trace) denilen a +d ye ve determinantlarina gore
siiflandirabiliriz. G nin eslenik elemanlarin ayni tip oldugu gercegi kullanildiginda,

dontisiimlerin her biri bir dogal gosterime sahiptir. Dogal gdsterimler asagidaki sekilde

siiflandirilir:
Eleman Tiirii Dogal Gosterim
Hiperbolik z— Az (A>1)
Eliptik Z—>W,$—:= eiez—:, 0 + 2nm
Parabolik z—z*x1
Kayan-yansima z— 1z (A< -1)
Yansima zZ— —Z

1.4. Modiiler Grup

Tanim 1.13. PSL(2, R) grubunun

az+b

[ = PSL(2,Z) = {z — 2

|a,b,c,d € Zvead — bc = 1}

alt grubuna Modiiler Grup adi verilir. Bu grup asagidaki gibi 2 X 2 lik tam sayilar

matrisleriyle de temsil edilebilir:
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A ve — A ayn1 doniisiimii temsil ettiginden s6z konusu matris negatifi ile es alinir. Boylece
matris ve donilislim arasinda bir ayrim yapilmayacaktir. Ayrica

(¢ vl g k=0

matrisleri yine ayni doniisiimii temsil ettiginden matris hesaplamalarinda uygun oldugu

yerde bu matrisler esit olarak yazilabilir. (Burada determinantin 1 olma sarti
aranmayacaktir.) Asagidaki teorem I' modiler grubunun T(z) =z+1 ve U(z) = —i

doniistimleri ile tretildigini gostermektedir.

Teorem 1.1 [22]. T modiiler grubu T = ((1) i) velU = ((1’ ‘01) matrisleriyle iiretilir. m

1.5.T nin @ = Q U {0} Uzerindeki Hareketi

Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesinin her elemani x,y € Z ve
(x,y) = 1 olmak tizere bir x/y indirgenmis kesri olarak gosterilebilir. x/y =—x/—y
oldugundan bu gosterim tek degildir. oo u 1/0 =—1/0 olarak gosterelim. I' nmn Q
tizerindeki hareketi

(a b) x ax+by
==
c d/ vy cx+dy

dir. T € T olmak tizere
X
x astb  gx+p —x
)=t e )
y c;+d cx+dy -y

oldugundan T' grubunun @ iizerindeki hareketi iyi tanimhidir. Eger (x,y) =1 ve ad —

—ax—-by __ ax+by __7,(x)

—cx—dy _-cx+dy ;

. ax+by . .. . T
bc = 1 ise =—2 indirgenmis kesirdir.
cx+dy

.. ax+by . .. . .
Aksini varsayalim; Cx+d;’ indirgenmis formda olmasin. Buna gore n|ax + by ve

n|cx + dy olacak sekilde bir n € Z vardir. Bu durumda k, [ € Z igin
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ax + by = kn (3)
ve

cx +dy =4n (4)
dir. (3) esitliginin her iki tarafi d ile (4) esitliginin ise - b ile ¢arpildiginda

(ad — bc)x = (kd — bf)n (5)
ve benzer sekilde (3) esitliginin her iki tarafi —c ile (4) esitliginin ise a ile ¢arpildiginda

(ad — bc)y = (af — ck)n (6)
elde edilir. (5) ve (6) dan n|x, n|y ¢eliskisi elde edilir [10].

Teorem 1.2 [10]. I' nin @ uzerindeki hareketi transitiftir.

Ispat. %,2 € Q: % #* 2 ve (a,b) = (c,d) =1 olsun. Bu durumda aa—bB =1 ve
cd —dy =1 olacak sekilde @, 3,6,y € Z tam sayilar1 vardir. Burada T(z) = % ve

S(z) = Z—J:; seklinde tanimlanirsa T () = % ve S(0) = % olacak sekilde bir ¢ :== ST 1 €

I" doniisiimii vardir. Dolayisiyla T, Q iizerinde transitif olarak hareket eder. m
Teorem 1.3 [10]. @ nin herhangi bir noktasinin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

Ispat. Teorem 1.2 den @ nin herhangi iki elemaninin sabitleyenlerinin T' da eslenik

olduklar1 agiktir. Gergekten:

p,q € Q olsun. Sy ={T, €:Tip =p},Sq ={T, €ET:T,q =q}ise S, ve S; I’ da
eslenik dir. T, Q iizerinde transitif oldugundan bir T €T i¢in T(p) = q dur. Simdi
S, =T1S,T oldugunu gdsterelim. T~1S,T :={T"ST:S€S,}. N €S, keyfi olsun.
N € T"lqu oldugunu gosterelim. Bir A € §; artyoruz oOyle ki N = T~ AT olacak.
A=TNT 1dir. TNT *(q) = TN(p) = T(p) = q = A = TNT ! dir. Boylece

T~IAT = N € T1S,T = S, ¢ T~1S,T 7
M € T~'S,T keyfi olsun. 3B € S;: M = T~'BT dir. Buradan

M) =T 'BT(p) =T 'B(q) =T '(q)=p=>M€eS,=T"'S,TcS, (8)
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dir. Boylece (7) ve (8) den S, = T~'S,T oldugu goriiliir.
Sp ve Sq I’ da esleniktirler. Yani izomorfturlar. S, = S, = I}, = I, dur.

Bu ylizden o0’ un I, sabitleyenini diisiinmek yeterlidir. ['.,,” u b € Z olmak iizere
((1) I;) seklindeki elemanlarin olusturdugu kolaylikla goriiliir. Gergekten T = (Ccl Z) €

I ve T(o0) = oo olsun. Bu taktirde

(¢ D0 ==0)=7=( Do =T

dur. Boylece [, Z = ((1) 1) elemanlar ile tretilen sonsuz devirli bir gruptur. T, =
-1 _ 1 1\ ,-1\ 4
LTI = (L (0 1)L ) dir. m

1.6. Modiiler Grubun Kongriians Alt Gruplan

Tanim 1.14. n pozitif tamsay1 olmak {izere I grubunun temel kongriians alt grubu
— a b = = = =
I'(n) -—{(C d)EF|a_d_1(modn), b = c_O(modn)}

ile tanimlanir. I’ grubunun I'(n) temel kongriians alt gruplarini igeren herhangi bir alt

grubuna kongriians alt grubu denir. Uzerinde en ¢ok calisilan bazi kongriians alt gruplar
— a b = = =
L(n):= {(c d) € F| a=d=1(modn), c =0 (mod n)}

I(n) = {(Ccl Z) € F| ¢ =0 (mod n)}; r’tn) == {(Z Z) € F| b =0 (mod n)}

gruplaridir. n € Z olmak tizere I'(n) < I (n) < I(n) < T bigimindedir.

Ayrica I'(n), I grubunun normal bir alt grubudur, dolayisiyla I'(n) grubu Iy(n) ve
[ (n) gruplarinin da normal alt grubudur. Diger taraftan I;(n) < I[(n) dir. Buna gore
indeksler n > 2 i¢in

P Iy = 1 i (1+2) 11 R0 = STy (1-35)
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3 1
Ir: T = 5T (1 - 5)
dir.

n =2 durumunda [T:1(2)| =3, [T (2)] =3,|I:T(2)] =6 dir. n> 2 igin yukarida

verilen indekslerden asagidaki sonuglar kolayca elde edilir;

. _ I _n _1 . _rrm)| _
o) G| = o= STl (1= 2) L GG T = o =

Iy(n), I;(n) ve I'(n) gruplarmin cusp kiimesi de Q dir. Ciinkii bu gruplar I' grubunun sonlu
indeksli alt gruplaridir ve bir /A Fuchsian grubunun sonlu indeksli herhangi bir alt grubu da

A ile ayn1 cusp kiimesine sahiptir [16].
Teorem 1.4. n > 1 olmak iizere I (n) grubunun Q iizerindeki hareketi transitif degildir.

ispat. Aksini varsayalim ve 0,0 € Q secelim. Bu taktirde

(o @) =0)

olacak sekilde (CC; Z) € I(n) vardir. Bu esitlikten b =1 ve d =0 elde edilir.

Determinant goéz oniine alindiginda bunun ¢ = —1 ve n = 1 olmasiyla, diger bir ifadeyle
a b 1 C ot

ancak (cn d) € I' olmas1 durumunda miimkiin oldugu goriiliir. m

1.7. imprimitif Hareket

Tamm 1.15. i) X # @ bir kiime olsun. £: X — X birebir ve Orten ise £ ye X in bir

permiitasyonu denir. X in tiim permiitasyonlarinin kiimesi S¥ ile gosterilir.

ii) £,,&, € SX ise & 0 &, € SX oldugu agiktir. S¥ grubuna X iizerinde simetrik grup denir.

S¥ grubunun alt gruplarma da X {izerinde permiitasyon gruplar1 denir.

Tamm 1.16. G, X iizerinde bir permiitasyon grubu olsun. Bu taktirde G, X {izerinde hareket

eder. Gergekten g € G ise g:G — G birebir ve Orten bir doniisiimdiir. Bu durumda
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gx = g(x) olarak alinirsa (g;9,)x = g,1(g,x) ve 1x = x oldugu agiktir. Bu harekete G
grubunun X iizerindeki dogal hareketi denir ve “(G,X) permiitasyon grubu” ifadesi
kullanilir. Ayrica G, X tizerinde transitif olarak hareket ediyorsa (G,X) ikilisine transitif

permiitasyon grubu adi verilir.

Tanmm 1.17. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu ve "=" X iizerinde bir denklik bagintisi
olsun. Eger @, f € X i¢in @ = f§ oldugunda Vg € G i¢in g(a) = g(B) oluyorsa =~ denklik
bagintisina X iizerinde G — invaryanttir denir. Bu bagintinin denklik smiflarina da

bloklar denir. Burada iki tane G — invaryant denklik bagintis1 verelim:
i) Ozdeslik Bagmtis: a ~ f © a=f
ii) Evrensel Baginti: Va,f € Xigina = f§

Eger X tlizerinde 1) ve ii) den farkli bir G — invaryant denklik bagintis1 daha varsa

(G,X)’e imprimitif aksi halde primitif denir.

Lemma 1.4 [10]. (G,X) transitif olsun. Bu taktirde (G,X) primitiftir & bir a € X

noktasinin sabitleyeni G, her bir @ € X i¢in G nin bir maksimal alt grubudur.m

Teorem 1.5 [10]. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G, < H < G ise

g@) ~g(a)e g egH

ile verilen " = " bagmtisi X iizerinde iyi tanimli bir G — invaryant denklik bagintisi olup

Ozdeslik veya Evrensel bagimtis1 degildir. Yani bu " ~ " bagintisina gére G,X iizerinde

imprimitif olarak hareket eder.m

1.8. Graf Teori

Tanmm 1.18. X # @ bir kiime, A € X X X bir bagint1 olsun. G = (X, A) ikilisine bir graf
denir. X in elemanlarina grafin koseleri ve A nin elemanlaria grafin kenarlar1 ad1 verilir.
(a,b) € A ise bu durumda a — b ile gosterilir. Eger (a,b) € A veya (b,a) € Aise aile b

bir kenar ile baglanmistir. Bu durumda a ve b ye komsu koseler denir.
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Tanmm 1.19. G = (X, A) bir graf ve A € X olsun. G' = (4,A N A X A) grafina kose kiimesi

A olan G’ nin bir alt grafi ad1 verilir.

Tamm 1.20. a = ay, a4, ...,a, = b bir G grafinin kdselerinin bir dizisi olsun. Eger her
1 <i<nicin a;_; ve a; bir kenar ile baglanmislarsa a dan b ye n uzunlugunda bir yol
vardir denir. Eger a = b ve ag, a4, ..., @,_1 koselerinin tiimii farkli ise bu yola n kenarl bir
devre (circuit) denir. Ayrica a;, a;44 ikilileri i¢in a; — a; 44 ise bu devreye yonlenmis bir
devre denir. Ug kenarl1 bir devreye bir iicgen, dort kenarli bir devreye bir dortgen ve alt1

kenarli bir devreye bir altigen denir.

Tanmm 1.21. n > 3 olmak {izere n kenarl bir devre icermeyen grafa orman denir. Graf

hiperbolik dogrularin bir birlesimidir.

A A e

Ikigen H-Uggen H -Doértgen H -Altigen

Ornek 1.1.

Sekil 2. Devreler

Tanmm 1.22. G = (X, A) bir graf olsun. X {izerinde bir " = " bagintisin1 soyle tanimlayalim:
"a = b: & a = b veya a#b ise a dan b ye bir yol vardir".
Acik olarak " = " bir denklik bagintisidir.

Tamm 1.23. i) X in kendisi bu " = " bagintis1 altinda bir denklik sinifi ise G grafina

baglantilidir denir.

ii) Eger X; " = " bagintis1 altinda bir denklik smifi ise (X;,A N X; X X;) baglantili bir

graftir ve bu grafa G grafinin baglantili bileseni denir.

Iki grafin koseleri arasinda birebir ve drten bir déniisiim mevcut ve bu doniisiim

komsu kdseleri, komsu koselere génderiyorsa bu iki grafa izomorf graflar denir.
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1.9. Alt Yoriingesel Graflar

Tamm 1.24. x € X noktasinin G(x) yoriingesi (veya G- yoriingesi) X in bir alt kiimesidir

veE

G(x) ={g(x) €X:g € G}
ile tanimlanir.

Tammm 1.25 [10]. (G, X) bir transitif permiitasyon grubu olsun. G nin X X X {izerindeki

hareketini g € G olmak iizere

g:(@,B) — (9(e), g(B)), (@, p) € X x X

ile tanimlayalim. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri denir. (a, ) y1 igeren

alt yoriingeyi O (a, B) ile gosterelim.
O(a, B) alt yoriingesinden G (a, B) alt yoriingesel grafini olusturabiliriz:

Bu grafin késeleri X in elemanlaridir ve eger ¥, 6 € X noktalari i¢in (y,6) € O(a, B) ise y
dan § ya y —» 6 ile gosterilen bir yonlendirilmis kenar vardir. Bu kenar1 U = {z €
C:Imz > 0} iist yan1 diizlemde bir hiperbolik geodezik olarak ¢izebiliriz. Agik olarak
O(B,a)’ da alt yoriingedir ve ya O(a,B) # 0(B,a) yada O(a,B) = O(B,a) dir. Eger
O(a,B) + 0(B,a) ise G(B,a), G(a,B) nin oklarinin ters yonlendirilmisidir ve G(a, )
ile G(B, a) ya eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Eger O(a, ) = 0(B,a) ve (y,6) €
O(a, B) ise bu taktirde y dan § ya kenar1 y — § (y < § nin yerine) ile gosterilecektir. Bu
durumda G (e, ) yonlendirilmemis bir kenar olarak diisiiniilebilir ve G(a, ) ya kendisiyle

eslesmis denir.

O(a,a) = {(x,x):x € X},X X X’ in bir kosegenidir. G(a, a) alt yoriingesel grafi
her bir kosesi @ € X olan bir diiglim noktasindan olusur. Bu grafa trivial alt yoriingesel

graf denir.

Simdi G =T ve X = Q alalm. T, Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden her

bir alt yoriinge v € Q olmak iizere bir (oo, v) ¢iftini icerir. Eger n > 0 ve (u,n) = 1 olmak
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lizere v = % ise bu alt yoriingeyi O, ,, ile ve buna karsilik gelen G (oo, v) alt yoriingesel

grafin1 da G, ,, ile gosterecegiz.

Eger v = o ise Gy = G_, asikar alt yoriingesel graftir. Bundan dolay1 v € Q

oldugunu farz edebiliriz. Eger v’ € Q ise bu taktirde 0(o0,v) = 0(o0,v') © vvev' Ty’

un ayni yoriingesindedir. I',, grubu z: v — v + 1 ile iretildiginden z (%) = unﬁ = Z—: diir.
Buradan n = n’ ve u = u'(mod n) bulunur. Yani

Gun = Gy © n=n"veu = u'(modn)
dir.

Eger (g, %) € Oy ise Gy, de g — gyazacaglz.

Teorem 1.6 [10]. G, ,, deg - gkenarl meveuttur &

i) x = ur (modn),y = us (modn) ve ry — sx = n veya

ii) x = —ur (modn),y = —us (modn) very —sx = —n.m

1.10. Farey Grafi

m>1 ve m €N olsun. Biitiin 5, |y|] < m rasyonel sayilarindan olusan kesin

monoton artan diziye m. mertebeden Farey dizisi denir. Farey dizisi F, ile gosterilir,

Ornegin F, dizisi,

bigimindedir. A¢ik olarak F; € F, € F3 C -+ ve Upy»1 E, = Q dur. Gy 4 , Farey dizileri ile

olan iligkisinden dolay1 Farey grafi olarak adlandirilir ve F ile gosterilir.
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Sekil 3. Farey Grafi
Farey grafi ile Farey dizileri arasindaki baglantiy1 veren asagidaki teoremi verelim:

Teorem 1.7 [10]. 2,% € Q olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) g ve %, F de koselerdir.
ii) ry—sx = =+1

iii) E ve g bir m dogal sayis1 i¢in F, nin ardisik terimleridir. m

F nin komsu iki kosesini U {ist yar1 diizlemde bulunan ve bu iki kdseden gecen
merkezi reel eksende ve reel eksene dik yar1 cemberlerle baglayalim. Bu durumda F nin

kenarlaryla ilgili asagidaki 6nemli sonucu verebiliriz:
Teorem 1.8 [10]. F nin kenarlar1 U = {z € C: Im(z) > 0} iist yar1 diizlemde kesismezler.

Ispat. £—> 5 € F kenarmni alalim. Burada ry — sx = *1 dir. Kabul edelim ki 0 ile co’u
birlestiren Rez = 0 dogrusu E’ yi 5’ ye birlestiren dogruyu {ist yar1 diizlemde kessin. Bu
taktirde § <0< g alinabilir. Buna gore ry — sx = 1 olur. x < 0 ve 7, 5,y > 0 oldugundan

1 =ry—sx =2 geliskisi elde edilir. Bu ¢eliskiden F nin kenarlarinin U {ist yari

diizleminde kesismedikleri bulunur. m
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Sekil 4. U st yar1 diizleminde kesisen dogrular

1.11. Hecke Gruplar

T:z— —i ve U=2z+ A4, (1 €R) elemanlar1 ile ftretilen PSL(2,R) nin alt

gruplariin ayrik olmast durumu 6zel bir 6nem tasir. Bu durumda karsimiza "A nin hangi

degerleri i¢in bu gruplar ayrik olur? " sorusu ¢ikmaktadir. A nin 4 = A, = ZCOSE, q=2
degerleri i¢in yukarida verilen gruplarin ayrik oldugu Hecke tarafindan gosterilmistir.

Tanim 1.26. Yukarida tanimlanan ve ayrik olduklar1t Hecke tarafindan verilmis gruplara
ozel olarak Hecke gruplari denir ve A=A, = 2605% degerine karsilik gelen Hecke

grubunu G, ile gosterelim. T ve U doniisiimlerinin PSL(2,R) deki matris gosterimlerini

kullanirsak,

= =3 5 1)

olur. ¢ = 3 olmasi durumunda U = (1 D olur. Bu durumda G3; Hecke grubu, I' modular

0

grubu olarak kargimiza ¢ikar. Herhangi bir G, Hecke grubu i¢in

. /0 —1\/1 )\q)_ (0 —1)
S'_TU_(l 0)(0 1) \1 A
tanimlansin. Bu durumda

G, = (T, U) = (T,S)
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olur. G, Hecke gruplari T ve S ile tiretilen devirli gruplarin serbest ¢arpimidir. Dolayisiyla
Gqg =(T,S) =L, L,
olur.

Gq,” nun kongriians alt gruplarmm asagidaki gibi tammlayabiliriz: 8, Z[A]’ mn bir ideali

olmak tizere

Go(8) = {(“ Z) € Ggceplao) ={(° Z) € Gy:b € p)

c

¢p ={(“ Z) €Gpa—1,cd-1€p)

a) ={(¢ Z) €Gpa—1bcd—1€p)

dir. Hecke gruplariyla ¢alismanin baslica giicliiklerinden biri

a b

PSL,(Z[1]) = {(C d) :ad — be = 1,a,b,¢,d € Z[2]}

min herhangi bir elemaninin G, Hecke grubuna ait olup olmadigina karar vermekteki
zorluktur. Gergekten I’ dan baska sadece G, ve Gy Hecke gruplarim1 kolayca

tanimlayabiliriz. G,’ lin elemanlar1 asagidaki matrislerden olusmaktadir:

{(C\C;E bf),ad — 2bc = 1} ve {(a::/i di)/§>'2ad —bc = 1}

ve benzer sekilde G4’ nin elemanlart:

{(cf;? bf),ad — 3bc = 1} ve {(axc/g d%)ﬁad — bc = 1}

seklindedir. G4 ve G nin bu iki tip elamanlarina sirasiyla ¢ift ve tek elemanlar denir.

Peki G5 in elemanlart nelerdir? Bu problemi ¢ozmek i¢in 1952 yilinda David
Rosen, doktora tezinde, siirekli kesirlerin yeni bir ¢esidi olan 4,- kesirlerini ortaya atmigtir.

Aq -kesirleri nelerdir? /1q -kesirleri
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=. [ro; &1 7‘1/1, &yt 7‘2/1, ...]

seklindeki siirekli kesirlerdir. Burada, genellikle, sabit bir q i¢in A = 2C osg, q=3,¢&=

+1 ve r; €Z*,i = 1,1y € Z dir. Bu siirekli kesir bir en yakin tamsay1 algortimasi ile

gelistirilmistir. Eger & bir reel say1 ise biz ¢ ye en yakin A nin bir tamsayr katini

aragtirtyoruz. Yani, eger "{}" en yakin tamsayiyr gosteriyorsa bu taktirde {%} =1

yazacagiz. Burada —% <1y— % < % yani 1y esitsizlikte tek tiirlii belirlenir.

rA—2<E<rd+] 9
Boylece & =r1yh +§—1 dir. Burada eger rpd <& ise & >0 ve rpd > €& ise & <0
1
oldugundan &; = : gi >0 oldugu goriliir. Eger ¢ =nad+ % =(n+ 1A —% ise bu
—To

taktirde (9) esitsizliginden 1y =n ve & =1 dir. Bu taktirde 74 —% < &<y +§
ifadesi &; > % > 1 >% oldugunu vurgular ve boylece r; = {%} > 1. Bu sckilde devam

edersek &, > %oldugunu buluruz ki bur,, = 1 (m = 1) oldugunu vurgular [19].
Bundan sonra A- kesri A5- kesrini gosterecektir. Simdi A- kesrine bir 6rnek verelim.
Ornek 1.2. 1 € Z nin A-kesirlerine ayrilmis seklinin A — % oldugunu gosterelim.

En yakin tamsay1 algoritmasini uygulayalim. ¢ = 1 olsun. ¢ ye en yakin A nin bir tam say1

katin1 arastiracagiz. Bu tamsayi 1 olsun. Bu taktirde

o= =) =) =100
dir. ipA = 1= 1,618 > £ = 1 oldugundan &; = —1 dir. Boylece £ = ryd + %,51 = fjﬁ
esitliklerinden
F=21— l & = it
& 1-21
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elde edilir. Simdi &; e en yakin tamsay1 algoritmasini uygulayalim. A nin &; e en yakin

tamsay kati 7y olsun. Bu taktirde

= b

dir. Burada 12 = 1 + 1 olduguna dikkat edelim. ;A = 1 = 1,61803 < ¢, = 1%1/1 =6

1,61812 oldugundan &, = 1 dir. Boylece

AR S S 1 1
1= +g'fz— -1 T -1-21+2+1" 0

i1 4 T=1

= 00

olupé; =1+ i = A bulunur. Buradan § = 1 — /11 dir. Yani 1 in A-kesirlerine ayrilmig sekli

1
A —zdll’.l

A-kesirlerine ayirma islemi her zaman ¢ok kolay degildir. Bunu asagidaki 6rnekte

gorebiliriz.
Ornek 1.3. % ifadesini A-kesirlerine ayiralim.

: g 3+71 )
En yakin tamsay1 algoritmasini kullanacagiz. & = % olsun. Buna gore A nin ¢ ye en

yakin bir tamsay1 katini arastiracagiz. Bu tamsay1 7 olsun. Bu taktirde

3+71

E} [y { 3+72 } {3+7/1} {14,632}
=== = = = ={5127}=5
o {A p) si—21-2)  Ba-2) " lzsse) ~ 127}
dir. 7pd =51 =8,09 < & =2 = 8294 oldugundan & =1 dir. Boylece &=rod+
8_1 — &1 o 1. .
Z & Tl esitliklerinden

_51+1 _ 1 _ 5—21 _ 5-22

o ﬁ'ﬁ_3+7A_mf3+71—%1+um+10_1&—&

5— 21

bulunur. Simdi &; e en yakin tamsay1 algoritmasin1 uygulayalim.

_ {51} _ { 5-21 } _ {5 - ZA} _ {1,764} _ (19,820 = 20
AT W31-81-85 5a—8) loogo) V7O T
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dir. 7,4 = 204 = 32,36 > & = —— = 31,5 oldugundan £, = —1 dir. Boylece
_ 501 1 _ -1 _ 81— 13 _ 81-13
$ = % $2=T 73 202 ~ 5—-21—2601+ 1601+ 160 —1021+ 165
13-81
elde edilir. Buna gore
§=51+——7
201 — =
$2

dir. Simdi &, ye en yakin tamsay1 algoritmasini uygulayalim.

_{52}_{ 81— 13 }_{ 81 —13 }—{_0'056}—{0861}—1
T\ T Z1022a—102 + 1654 631 —102) —0,065) B

81-13 _ —0,056

olup mA=21=1618>¢, = —102A+165  —0,036

= 1,55 oldugundan &;=-1 dir.

Boylece
_ 3 1 B -1 B 10214 — 165 _ 1022 — 165
$2= 53’53 ©_8A-13 " 81-13+1024+102—-1651 —551+89
—1024 + 165
elde edilir. Buna gore
§=51+ 1
200 ——
21— =
$3

bulunur. Simdi &3 ye en yakin tamsay1 algoritmasini uygulayalim.

r = {5_3} 3 { 1021 — 165 } _ {102/1 - 165} _ {0,036}

1) |-=551—55+ 891 341 — 55 0,012

_102A-165 _ 0,036
T _551+89 0,009

olup 134 = 34 = 4,854 > &; = 4 oldugundan ¢, = —1 dir. Boylece

1 -1 -1 -1
§=31-4 = 1024165, 1022-165+165A+165—2674 0
—551 + 89 —551 + 89

olup &3 = 31 — é = 34 bulunur. Boylece ¢ nin A- kesirlerine ayrilmis sekli
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dir. m
Teorem 1.9 [19]. Her reel say1 bir tek A- kesir gosterimine sahiptir. m

Gs Hecke grubunun elamanlarini belirlemek i¢in asagidaki teorem yardimci

olabilir.
_(a b _
Teorem 1.10 [20]. V = (C d), ad —bc =1,a,b,c,d € Z[A] olsun. V € Gg <
i b _ g S P P
i) g oA+ =t o= (10)
T a_ g En Endr _ Pnta B Pn
ll) c r0/1 + + A + Tn+1d Qn+1 "d Qn’ (11)

an—l Pn
in—l Qn

seklindedir. Burada v = +1, detV = 1 olacak sekilde secilir.m

an+1 Pn)

, 1i) saglamiyor ise V:<
) ) s Y in+1 Qn

Eger i) saglamyor ise V :(

Teorem 1.11 [20]. V = (2 3

Aq-kesir gosterimine sahip oldugunu varsayalim. Bu taktirde V € Gq < V, (10) veya (11)

), ad —bc =1,a,b,c,d € Z[A,] olsun ve S nin sonlu bir

seklindedir. m

351+24
un. R =
131+6

y1 en yakin tamsayi

Ornek 1.4 [20]. V = (—(9/'1 +4) 351+ 24) i

—-(2A+3) 131+6

algoritmasin1 kullanarak A-kesirleri cinsinden yazarsak R = 24 — 2/1+1 — elde edilir.
1

A=32
Buradan P; = 354 + 24 ve Q3 = 134 + 6 bulunur. Bdylece b ve d Teorem 1.11° i saglar.
Sondan bir 6nceki yakinsaklik 24 — 2;+1 = Z;:: diir. Teorem 1.11’ in sartlarin1 saglamak
2

icin  a=-(9414+4)=—-P,, c=—(21+3)=—-0Q, scgilebilir. Buna gore V,

(10) seklinde oldugundan V € Gg dir.

—(224+13) 1121+13
—(7A+5) 7A—-1

seklinde olmadigindan A & G5 dir.

Ornek 1.5 [20]. A= ( >, detA=1 olup (10)veya (11)
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1.12. indirgenmis Form

Tamim 1.27 [12]. x, G5 in bir cusp noktasi yani x € Q(4) olsun. Eger asagidaki sartlar
saglaniyorsa x = %’ ye bir indirgenmis formdur denir:

i) (Z 2) € Gs olacak sekilde ¢,d € Z[A] vardur.

ii) b=>0

- . . . . 1 1 o
iii) Eger x = oo ise, indirgenmis form — Sveyas dir. Eger oo, siralanmis cusp

D . 1 . .1
noktalarinin solunda ise indirgenmis form — 5 saginda ise 5 olarak alinir.

!

Acik¢a (a,b) =1 dir. Buradan eger (a’,b’) =1 olmak lizere x = 2 ise bu taktirde

bl

a = ua',b = ub' diir. Burada u, Z[A] da bir birimdir.

Indirgenmis form, genelde, oldukca karmasik olabilir. Ornegin 1 ve % in indirgenmis

formlar1 sirasiyla

A 193776765+3135373924 _ 21236

ve =
A 313733810+5076319681 34436

dir.

Lemma 1.5 [12]. Bir x # oo cusp noktasinin indirgenmis formu tektir. m

. a a; a a
Ispat: 2 ve 2 =2
by b, by by

Q[A] vardir oyle ki

(o @)y )€

olacak sekilde indirgenmis formda olsunlar. Bu taktirde ;—1,;—2 €
1 2

dir.

(b a)(0)=5=5=Gy o))

oldugundan



26

-1
(o @) (b a)===

olup bir m € Z i¢in

-1
(b @) G a)=( ™)
dir. Buradan

(o &)=G )G =0 nimat a)

dir. Bu son esitlikten a; = *a,, b; = b, dir. %,% indirgenmis formda oldugundan
1 2

by, b, > 0 dir. Béylece a; = a, ve by = b, dir. m

Sonug 1.1 [12]. Eger 2 ye 22 21 = 22 ()an iki indir enmis form ise bu taktirde a; = a, ve
& Ve, b by &

bl = b2 dir. m

Lemma 1.6 [12]. % > 0 (b > 0) bir indirgenmis form olsun. Bu taktirde b e N <= b =1

dir. m

Sonug 1.2 [12]. Eger x # oo bir cusp noktas1 ve x = % indirgenmis formda ise bu taktirde

b=1<birme€Zicinx =mAdr. m

. (1 b _ . 1 0 _
Bu sonuca gore (0 1) € G5 © b = mA,m € Z ve benzer sekilde (c 1) EG; & c=

nA,n € Z dir.

Tamm 1.28. Eger (xi, xj) bir ¢ift dogru (even line) ise bu taktirde

G Q=% )=
olacak sekilde bir (Z fl) € Gs vardir (b #0, d # 0).

Lemma 1.7 [12]. Varsayalim ki x; =% ve Xj = % indirgenmis formda olmak iizere
J

i

x;, xi € Q[A] ve x; < x; dir. Bu taktirde asagidaki ifadeler birbirine esittir:
g ]
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i 7 Neg
D b )€l

ii) (xi, xj) bir ¢ift dogrudur.

iii) ajb; — a;b; =1 dir.
Ispat: i) = ii) ve i) = iii) agiktir.
ii) = i) Eger x; = o ise indirgenmis form —% dir ve (xl-,xj) bir ¢ift dogru oldugundan
bir m € Z i¢in mT)lq indirgenmis formunda olan x; = mA, vardir. Agikga

(mxlq —1) cG,
1 0

. o . .. . . . 1
dur. Benzer sekilde, eger x; = o ise x; ve x; i¢cin indirgenmis form sirasiyla 5 ve

mT)lq (m € Z) dir. Agik¢a

(1 m/lq) c Gq
0 1

Simdi x;, x; # o oldugunu varsayalim. (xl-, xj) bir ¢ift dogru oldugundan o’ u x;’
ye ve 0’ 1 x; ye gotiiren

(Z Z)EGq,(b;tO, d+0)

vardir. Eger gerekirse —1 ile carparak, b > 0 oldugunu farz edebiliriz. Simdi g <% ve
ad —bc=1>0 dan d >0 dir. Boylece % ve 2 sirastyla x; ve x; i¢in indirgenmis

formlardir. Lemma 1.5 den
QG a; a ¢
<bj bi) - (b d) € Gq
bulunur.

iii) = i) % indirgenmis form oldugundan c,d € Z[Aq] vardir dyle ki
J
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aj ¢ aj e\t a; _ aid - bic _ Clid — biC
dir. % indirgenmis form oldugundan @ de bir indirgenmis formdur. Sonug 1.2 den bir

m € Zi¢in a;d — b;c = mA, dur. Boylece

= eEG
(bj b; bj dJ\o 1 a

dur. m

1.13. Cebirsel Say1 Cisimleri

Tanim 1.29 [3]. Sifir bélensiz, birimli, degismeli halkaya bir tamlik bolgesi denir.

Ornek 1.6. m tam kare olmayan bir tam say1 olsun. Bu taktirde Z + Zvm = {a +
bvm:a, b € 7} kiimesi bir tamlik bolgesidir. Burada vm sayist x> — m = 0 denkleminin
bir kokiidiir. Dolayisiyla Z + Zy/m’ ye “Kuadratik Bolge” denir.

Ornek 1.7. m tam kare olmayan bir tam say1 ve m = 1 (mod 4) olsun. Bu taktirde

1+V/m

z+z( .

) bir tamlik bolgesidir. Sayet m % 1 (mod 4) ise verilen kiime bir tamlik

bolgesi degildir. Gergekten;

¢ 7L

(57) (1 - 25) = (247) (7)1

2 2 2 2 4

1+Vm
2

dir. Bu tamlik bolgesi de kuadratik bir tamlik bolgesidir. Clinkii ( ) sayist x2 — x +

1_Tm kuadratik polinomunun (indirgenemez) bir kokiidiir.

Ornek 1.8. F bir cisim olsun. F[x] := {p(x) polinomu : katsayilar: F'de} kiimesi bir

tamlik bolgesidir.

Tanmm 1.30 [3]. D bir tamlik bélgesi, a € D olsun. a|l ise a’ ya D tamlik bolgesinin

“birimi” (unit) ad1 verilir. D’ nin birimlerinin kiimesini U(D) ile gosterecegiz.
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Tamm 1.31 [3]. D bir tamlik bolgesi, I < D olsun. Bu taktirde

i) Va,beligina+b€elve
ii) VaelveVreDiginra €l

ise I’ ya D’ nin bir ideali ad1 verilir.

Tamim 1.32 [3]. D bir tamlik bolgesi ve a € D olsun. {(a) = {ra:r € D} idealine bir Esas
ideal denir. Buna gore (0) = {0} ve (1) = D esas ideallerdir.

Tamm 1.33 [3]. D tamlik bdlgesine bir esas ideal bolgesi adi verilir < D’ nin her ideali

esas idealdir.

1+V5

Teorem 1.12 [3]. Z[A] bir esas ideal bolgesidir. Burada A = dir. m

Tanim 1.34 [3]. A ve B, A C B olan tamlik bolgeleri olsun. b € B elemanina A iizerinde

“tam”dir denir:& ag, aq, ..., ap—1 € A olmak iizere b elemani bir
X"+ ap x4+ tax+ag=0
monik polinom denklemini saglar.
Her a € A elemani A {izerinde tamdir. Ciinkii a, x — a € A[x] in bir kokiidiir.
Tanim 1.35 [3]. Z {izerinde tam olan bir kompleks sayiya bir “Cebirsel Tamsay1 ” denir.

Ornek 1.9. v/2 bir cebirsel tamsayidir. Ciinkii V2, x? — 2 = 0 denklemini saglar.

Ornek 1.10. % bir cebirsel tamsay1 degildir. Tersine, iz nin bir cebirsel tamsay1 oldugunu

kabul edelim. Bu taktirde

1\" 1\ 1 1
() +taa(p) +oral(p)+ra=0
olacak sekilde bir pozitif n tamsayisi ve ag, aq, ..., a,_1 tamsayilart vardir. Bu esitligin her

iki yaninm (\/E)n ile ¢arparsak

14 ap V2 + - +a;(¥V2)" +ag =0

elde edilir. Boylece
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(1 + zan_z + 4‘an_4 + ) + \/E(an—l + zan_g + ) = 0
dir. Eger a,,_1 + 2a,_3 + --- # 0 ise bu taktirde

\/E _ —(+2ap_p+4ap_s4+-)

(ap-1t2anp—3z+-)

iki tamsaymin boliimiidiir. Bdylece v/2 bir rasyonel sayidir. Bu ise bir ¢eliskidir. Buradan
an_1 +2a,_3 + -+ =0 ve boylece 1 + 2a,,_, + 4a,_4, + --- = 0 dir. Bu da bir ¢eligkidir.

Ciinkii 1 + 2a,,_, + 4a,,_4 + --- agikca tek olan bir tamsayidir.

Tamm 1.36 [3]. A ve B, A c B olan tamlik bolgeleri olsun. Farz edelim ki A bir cisim ve

b € B de A iizerinde tamdir. Bu taktirde b ye “A cismi iizerinde cebirsel” denir.
Tanim 1.37 [3]. Q iizerinde cebirsel olan bir kompleks sayiya “cebirsel say1” denir.

Teorem 1.13 [3]. Tiim cebirsel tamsayilarin kiimesi bir tamlik bolgesidir. m

Ornek 1.11. iz bir cebirsel sayidir. Ciinkii x* — % = 0 denklemini saglar.

5
. .. _ . 1+V/m .

Ornek 1.12. m karesiz bir tamsay1 ve m = 1(mod4) olmak tizere Z + 7Z ( . ) kuadratik
bolgesi Z lizerinde tamdir. Gergekten, Va = u + v (1+m) EZ+Z (12%) eleman1 Z

iizerinde tamdir. Ciinkii, —(2u+v) €Z ve u?®+uv + i (1 —m)v? € Z olmak iizere

a,x* — Qu+v)x+ (uz +uv + i 1- m)v2> = 0 polinom denklemini saglar.

1.13.1. Bir Kuadratik Cisim Uzerindeki Cebirsel Tamsayilar

Burada bir x? + ax + b € Q[x] indirgenemez kuadratik polinomunun bir a € C
kokii ile @ nun birlesmesinden elde edilen Q(«) cismindeki cebirsel tamsayilari
belirleyecegiz. Yani Q(a), C nin Q ve a y1 iceren en kiigiik cismidir. x2 + ax + b, Q[x]
de indirgenemez oldugundan a € Q olduguna dikkat edelim. a? + aa + b = 0 olmak

luzere

Q(a) = {x + ya|x,y € Q}

cismine bir “kuadratik cisim” veya “Q nun bir kuadratik geniglemesi” denir.
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Teorem 1.14 [3]. K bir kuadratik cisim olsun. Bu taktirde K = @(\/ﬁ) olacak sekilde bir

tek karesiz m tamsayisi vardir.

Simdi m karesiz bir tamsayr olmak iizere K = Q(v/m) = {a + bvm|a,b € Q}
kuadratik cismindeki cebirsel tamsayilar1 belirleyecegiz. K daki cebirsel tamsayilarin

kiimesi “Og” ile gosterilir.

Teorem 1.15 [3]. K kuadratik bir cisim ve m, K = Q(vm) olacak sekilde birtek karesiz

tamsay1 olsun. Bu taktirde K daki cebirsel tamsayilarin Oy kiimesi

Z+ In'm ,eger m £ 1(mod4)

7+1Z (12%) , egerm = 1(mod4)

0K=

dir.m

1.13.2. Bir Kuadratik Elemanin Normu ve izi

Tanmm 1.38 [3]. Eger K bir kuadratik cisim ise bu taktirde bir m karesiz tam sayis1 i¢in

K = (@(\/ﬁ) dir. & € K olsun. Bu taktirde 37, s € Q icin @ = r + sv/m dir.

a’ nin izi:
tr(a) =a+a’ =2r

ve @’ nin normu:
N(@) =aa’' =12 —s’m

dir. Eger a € Oy ise bu taktirde tr(a) € Z ve N(a) € Z dir.

Teorem 1.16 [3]. K n. dereceden bir cebirsel say1 cismi @, § € K olsun. Bu taktirde
tr(a+ B) = tr(a) + tr(B) ve N(aB) = N(a)N(B)

dir. m

Asagidaki teorem bir birimin normu hakkindadir.
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Teorem 1.17 [3]. K n. dereceden bir cebirsel say1 cismi olsun.

i) Eger a O’ nin bir birimi ise bu taktirde N(a) = +1 dir.

ii) Eger a € Ok ve N(a) = %1 ise bu taktirde @ O’ nin bir birimidir.m

Teorem 1.18 [3]. K bir cebirsel say1 cismi olsun. Eger @ € Ok, N(a) = *p olacak sekilde

ise bu taktirde a bir indirgenemezdir. Burada p bir rasyonel asal sayidir.m

Teorem 1.19 [3]. K n. dereceden bir cebirsel say1 cismi, Ox K’ nin tamsayilar halkasi ve

a € Ok olsun. Bu taktirde N({a)) = |[N(a)| dir. m

Asagidaki teoremde (@) esas idelinin normunu @’ nin Q tizerindeki minimal polinomunun

sabit terimi cinsinden belirleyecegiz.

Teorem 1.20 [3]. K n. dereceden bir cebirsel say1 cismi, a € K ve irrg(a) =x™ +

by_1x™ 1 + -+ by € Q[x] olsun. Bu taktirde ~ N((a)) = |by|"/m  dir. m



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. '3 Modular Alt Grubunun Alt Yériingesel Graflar:
2.1.1. T'3 Modular Alt Grubu

'3 grubu ile T modular grubunun elemanlarinin kiipleri alinarak elde edilen grubu

gosterecegiz. [17] den goriilecegi gibi '3 := {(Ccl Z

Buradan kolaylikla I'® grubunun herhangi bir elemans, a, b, ¢, d € Z olmak iizere,
3a b a 3b a b
( c 3d)’(30 d )ve (c d)

seklindeki ii¢ tipten biridir. 1k iki tipin I'® te oldugu asikardir. Uciincii tipin I'® te oldugunu

) €Ilab+ cd = 0 (mod 3)} dir.

asagida gdsterelim.

Lemma 2.1. a,b,c,d Z 0 (mod 3) olmak iizere T = (Ccl Z) € I'® ancak ve ancak T € T

dir.

Ispat: T € T oldugu aciktir.

a b

Tersine a, b, c,d Z 0 (mod 3) olmak lizere T = (c d) € I" olsun. Buradan

(-D)*+3t (-1)Y + 3k
r= (Ccl Z) - ((—1)u i 3§ (=1)¥ -:_3m>

olacak sekilde x, y, u, v tamsayilar1 vardir. detT = 1 oldugundan
((—D)*+3) (1) +3m) — ((-D*+3D((-1)Y+3k) =1
olup

(—=1)** — (=1)**Y = 1 (mod 3)
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tiir. Bu ise ancak x + v nin tek, u + y nin ¢ift olmasiyla miimkiindiir. Yanix +y +u + v

tektir. Boylece
x+y+u+v=1(mod?2) (12)
elde edilir.
Simdi I'® tanimindan, T € T3 < ab + c¢d = 0 (mod 3) oldugundan,
(1D)*+30)((=1)Y + 3k) + ((=1D)* + 3D((-1)? + 3m) = 0 (mod 3)
olup buradan
(=D)**Y + (=1)¥ = 0 (mod 3)

bulunur. Bu ise ancak x + y, u + v sayilarinin sadece birinin ¢ift olmasiyla miimkiindiir.

Yani x + y + u + v tektir. Boylece
x+y+u+v=1(mod?2)
dir. Bu ise (12)’ den dolay1 her zaman saglanir. Bdylece T € I'3 olup I' © T'3 tiir.
Boylece Lemmanin ispat1 tamamlanir.
Teorem 2.1 [14]. '3 grubu 2. mertebeden 3 devirli grubun serbest carprmidir ve

IT:T3| = 3,1 =T3 + yI'3 + y2I3,T3 = {x, yxy?, y2xy}

dir. Burada x = ((1) _01) Y = (2 _11> dir.

2.1.2. T3 Grubunun Q = Q U o Uzerindeki Hareketi

Lemma 2.2. i) I'® grubu Q iizerinde transitif olarak hareket eder.
ii) Bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirli bir gruptur.
Ispat: i) % € Q (a,3b) =1 alahm. Bu taktirde 3x,y, € Z:ay, — 3bxy =1 dir.

a x
Buradan T = (3 b }’2) € I' dir. ayy — 3bxy = 1 denkleminin genel ¢éziimii n € Z i¢in

X =xy+an,y =y, +3bn dir. Burada x, =0 (mod 3) ise problem yok. x,=
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1 (mod 3) veya xy = 2 (mod 3) ise a = 1,2 (mod 3) i¢in n = 1,2 (mod 3) den uygun
olani secilirse x = 0 (mod 3) olur. Bu taktirde x, = 0 (mod 3) olarak segilebilir. Boylece

T € T'3 olur.

>2€Q ve (3a,b) =1 olsun. Bu taktirde 3x,y; € Z:3ay; — bx; =1 dir. Buradan

3 . .
T = ( ba ;1) €' dir. 3ay; — bx; =1 denkleminin genel ¢oziimii x = x; + 3an,y =
1

y, + bn dir. Burada y; = 0 (mod 3) ise problem yok. y; = 1,2 (mod 3) ise b =
1,2 (mod 3) i¢in n = 1,2 (mod 3) den uygun olani segilirse x = 0 (mod 3) olur. Bu

taktirde x; = 0 (mod 3) olarak segilebilir. Boylece T € I'® olup T() = %a dir. Yani

3a _ ~ o . :
— € @Q, o’ un yoriingesindedir.

%E Q ve (a,b) =1 olsun. (a,b Z 0 (mod 3)). Bu taktirde 3x,,y, € Z:ay, — bx, = 1

) a x;
dir. Buradan T = (b ¥,

T & T olur.) x,,y, # 0 (mod 3) ise T € I'* olup problem yoktur. Varsayalim ki x, = 31

) €I' dir. Burada x,,y, = 0 (mod 3) olamaz. (Bu taktirde

ve y, # 0 (mod 3) olsun. ay, — bx, = 1 denkleminin genel ¢oziimii n € Z olmak iizere
x =3l+an,y =y, + (—=b)n dir. n = 3k alamiyoruz. Ciinkii bu taktirde x = 0 (mod 3)
oldugundan x, Z 0 (mod 3) olacak sekilde bir x, € Z secemeyiz. Dolayisiylan = 3k + 1
veya n=3k—1dir. n=3k+1 ise x=3l+3ak+a,a#0(mod3) ve y =y, —
3bk — b dir. Burada y, — b # 0 (mod 3) olmasm istiyoruz. Varsayallm y, —b =
0 (mod 3) tiir. Bu taktirde n =3k — 1 aliwsak x = 30+ 3ak —a,a # 0 (mod 3) ve
y =y, — 3bk + b elde edilir. Acaba y, +b =0 (mod 3) mii? y, —b =0 (mod 3) =
Y2 =b (mod3) =y, + b =2b % 0(mod3)(b # 0 (mod 3)). Yani n =3k +1 igin
y=0(@mod3)isen=3k—1i¢iny Z 0 (mod 3) tiir. n =3k £ 1 i¢in a Z 0 (mod 3)
oldugundan x % 0 (mod 3) tiir. Boylece x, 0 (mod 3) olarak secilebilir. Dolayistyla
T(o0) = % olacak sekilde T € I'3 vardir.

ii) T3 grubu Q iizerinde transitif olarak hareket ettiginden @ daki herhangi iki noktanin

sabitleyeni I'® de esleniktir. Bu yiizden co un sabitleyeni olan '3, grubunu goz 6niine almak

yeterlidir. Buradan I'3 = ((1 3)) oldugu agiktir. Gergekten:

(¢ D=0



36

esitliginden a=1,c=0,d =1 elde edilir. Ayrica ab+cd =0 (mod3) den b=

1 3

0 (mod 3) diir. Bu ise I3 = ((; ]

)) oldugunu gosterir. Dolayisiyla IS grubu sonsuz

devirli bir gruptur. m

n € Z olmak iizere I§(n):= {(? Z

[$(n), T® iin bir alt grubudur. Burada n € N icin T3 < T§(n) <T3 oldugu agiktir.

) €I3:c = 0(mod n)} olsun. Bu taktirde

Ayrican > 1ise I3 < I$(n) < I'? tiir. Gergekten:

1 1

— : 1 1
n:O(mod3)1se(n n+l n+

T n+2)EF3fakat(

,) ET(m)

n=1(nod3)ise Jlr . ) ers faka Jlr . )erm
_ . 0\ s 1 0\, s
n = 2(mod 3) ise (n i1 1) € I'3 fakat (n+ . 1) ¢ [3(n)

dir.
Lemma 2.3. |[I,(n): I3 (n)| = 3 diir.

Ispat: T,(n) =T3(n) U ((1) }) Ig(n)u ((1) i) I$(n) oldugunu gosterelim. Burada

1 1 (1 2 3. 3 . 3
(O 1)$F,(0 1)$F tir. Ayrica aH = bH < ab™" € H oldugundan

G D= Drm=@ DG D evw=( DG )=

(5 ) erse din Yani (; )8 ve (5 %)) aynkur

b

Simdi (C‘; d) € Ty(n) ve ab + cnd % 0 (mod 3) olsun. Buradan (C‘; Z) ¢ [3(n) dir.

Dolayisiyla (CC; Z) € (é 1) Ig(n) veya (CC; Z) € ((1) i) [$(n) dir. Bu taktirde

((1) 1)—1 (CC; Z) € I$(n) veya ((1) i)_l (60;1 Z) € I3 (n) dir. Boylece

((1) _11) (cil Z) = (a ;ncn b 4 d) € I3 (n)

veya
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G D& = P~ enm

dir. Buradan (a —cn)(b —d) + cnd = 0 (mod 3) veya (a — 2cn)(b —2d) + cnd
0 (mod 3) tir. Yani ab —ad — bcn — cnd = 0 (mod 3) veya ab + ad + ben — den =
0(mod 3) tiir.

Varsayalim ki ab — ad — bcn — cnd % 0 (mod 3) olsun. Bu taktirde ab + ad + bcn —

b
d

a

den = 0(mod 3) midiir? (c(il )E [' fakat (cn Z) ¢ I'* oldugundan a,b,c,d den

sadece biri = 0 (mmod 3) tiir.

i) a = 0 (mod 3) olsun. Bu taktirde ad — bcn = 1 (mod 3) = ben = —1 (mod 3) tiir.
ab + dcn # 0 (mod 3) = dcn # 0(mod 3) = cn # 0(mod 3),d # 0 (mod 3) tiir.

ab —ad — becn —cnd £ 0 (mod 3) = —bcn —cnd # 0 (mod 3) = 1 —cnd #
0 (mod 3) = cnd # 1 (mod 3). cn,d # 0 (mod 3) oldugundan cnd = —1 (mod 3) tiir.
Buna gore ab + ad + ben —den = ben —den = —1 — (—1) = 0 (mod 3) tiir.

ii) b =0 (mod 3) olsun. Bu taktirde ad — bcn = 1 (mod 3) = ad = 1 (mod 3) tiir.
ab + dcn # 0 (mod 3) = dcn # 0(mod 3) = cn % 0(mod 3),d # 0 (mod 3) tiir.

ab—ad —bcn—cnd £ 0 (mod 3) = —ad —cnd £0 (mod 3) = —1 —cnd #
0 (mod 3) = cnd # —1 (mod 3). d,cn # 0 (nod 3) oldugundan cnd = 1 (mod 3) tiir.
Buna gore ab + ad + ben —dcn = ad —den =1 — 1 = 0 (mod 3) tiir.

iii) cn = 0 (mod 3) olsun. Bu taktirde ad — bcn = 1 (mod 3) = ad = 1 (mod 3) tiir.
ab + dcn # 0 (mod 3) = ab # 0(mod 3) = a # 0(mod 3),b % 0 (mod 3) tiir.

ab —ad — bcn — cnd £ 0 (mod 3) = ab — ad Z 0 (mod 3) = ab # 1 (mod 3).
a,b # 0 (mod 3) oldugundan ab = —1 (mod 3) tiir. Buna gore ab + ad + bcn — dcn =
ab+ad =-1+1= 0 (mod 3) tiir.

iv) d = 0 (mod 3) olsun. Bu taktirde ad — bcn = 1 (mod 3) = bcn = —1 (mod 3) tiir.
ab + dcn # 0 (mod 3) = ab # 0(mod 3) = a # 0(mod 3),b % 0 (mod 3) tiir.

ab —ad — ben — cnd Z 0 (mod 3) = ab — ben # 0 (mod 3) = ab # —1 (mod 3).
a,b # 0 (mod 3) oldugundan ab = 1 (mod 3) tiir. Buna gore ab + ad + bcn —dcn =
ab+ bcn =1 -1 = 0 (mod 3) tiir.
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Béylece |Ty(n):Tg (n)| = 3 tiir.m

Teorem 1.5 den biliyoruz ki I'* grubunun Q iizerindeki hareketi imprimitiftir. Simdi " ~ '
ile T3(n) grubuyla Q iizerine indirgenmis olan TI'3- invaryant denklik bagintisini

gosterelim:

V= Eve w == € Q olsun. I'3 iin transitifliginden v = g(0) ve w = g'(0) olacak sekilde

<

g, g’ € I'® vardir. Bu taktirde g = (r *) g = (x *) dir. Boylece Teorem 1.5’ den
) . s %)’ y % . .«

vew e g lg el(n)
oldugundan

vew e ry—sx =0 (modn)
elde edilir.

Acgikea oo blogunu [oo] ile gosterirsek
x &l
[oo] = {; e Q|y = 0 (mod m)}

dir. Bu durumda bloklarm sayis1 (n) = |I'3:T§(n)| dir.

2.1.3. T3 Grubunun Q Uzerindeki Alt Yériingesel Graflar

Lemma 24. G, , = G,/ v © n=n'veu = u' (mod 3n) dir.

Ispat: G, =G, &0 (00, %) =0 (00, Z—:) S 3IAT €T3 T(0) =00 ve T (%) = < tiir.

n

1 3
01

1 3k

T(0) = o oldugundan T € (( 0 1

)) =T2 tir. Buradan T =< ) dir. Ayrica

T (%) = Z—: oldugundan (é 31k) (Z) = (Z:) = u+zkn = Z—: olup (u',n") = 1 oldugundan

n=n' ve u' =u+3kn = u' =u (mod 3n) dir. Béylece G, = G,y & n=n" ve

u = u' (mod 3n) dir.
Sonug 2.1. n keyfi sabit olmak tizere 3¢(n) tane farkh G, ,, alt yoriingesel grafi vardir.

Teorem2.2. - — = ¢ Gyun &
s y ’
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1) r = 0 (mod 3) ise x = ur (mod n),y = tus (mod 3n) very — sx = tn
2) s = 0 (mod 3) ise x = tur (mod 3n),y = tus (mod n) very —sx = tn

3) r,s £ 0 (mod 3) ise x = tur (mod n),x # tur (mod 3n), y = tus (mod n),y %

tus (mod 3n) ve ry — sx = tn dir.

Ispat: E — % € Gy, oldugunu varsayalim.

1) r = 0 (mod 3) olsun. Genellikten bir sey kaybetmeden E < 5 oldugunu farzedebiliriz.

Bu taktirde ry —sx < 0 dir. (r,s,x,y > 0 alinabilir.) E — 5 € Gy oldugundan 3T =

(Ccl Z) ers. T ((1) Z) = (: ;) dir. Boylece ry — sx < 0 oldugundan

a b\(l1 w\_ (T X r o —x
(c d) (0 n) - (—S y) veya (s —y)

. L. f(a by(1 w\_ (T X\. _ _ _ —
d1r.Eger(C d)(O n)_(—S y)lsea— r,c=—=s,au+bn=xvecu+dn=y
dir. Buradan a=-r ve r =0 (mod3) oldugundan a =0 (mod3) ve T €T3
oldugundan d = 0 (mod 3) tir. Boylece x = —ur (modn),y = —us (mod 3n) ve
ry — sx = —n dir.

r

2) s = 0 (mod 3) olsun. 1) deki gibi T ((1) Z) = (s

X .
y) olacak sekilde T € I'® vardir.

Buradan (Z Z)((l) Z):(:Z ;>=>a=—r,c=—s,x=au+bn ve y=cu+dn

dir. ¢ =—s ve s =0 (mod3) oldugundan ¢ =0 (mod3) ve T €T? oldugundan

b = 0 (mod 3) tiir. Boylece x = —ur (mod 3n),y = —us (mod n) ve ry — sx = —n dir.

3) r,s # 0 (mod 3) olsun. Bu taktirde T (1 u) = <_T x) olacak sekilde T € I'3
’ ' 0 n -s ¥

vardir.  Buradan (Z 2) (é z> = (:Z ;C,) =>a=-1rc=-S,x=au+bn ve

y=cu+dn dir. r,s#Z0(mod3),a=-r,c=—-s ve T€E€T? oldugundan b,d #
0 (mod 3)tir. Bu taktirde x = —ur (mod n),x # —ur (mod 3n),y = —us (mod n),

y # —us (mod 3n) ve ry — sx = —n dir.

Tersine,
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1) r = 0 (mod 3) olsun. x = —ur (mod n),y = —us (mod 3n) ve ry — sx = —n olsun.

Bu taktirde 3k, t € Z: x = —ur + kn,y = —us + 3tn dir. Buradan (—7’ k ) (1 u) _

—s 3t/\0 n
(—r x) dir. r = 0 (mod 3) ve —3rt + ks = 1 oldugundan (—r k) € I'3 tiir. Boylece
—-s y —-s 3t
g — i € Gy, dir.
2) s = 0 (mod 3) olsun. x = —ur (mod 3n),y = —us (mod n) ve ry — sx = —n olsun.

Bu taktirde 3k,t € Z:x = —ur + 3kn,y = —us + tn dir. Buradan (—7’ 3k) (1 u) _
-s t/\0 n

Xy L _ _ 9 -r 3k 3 .
(_S y) dir. s = 0 (mod 3) ve —rt + 3ks = 1 oldugundan (—s ] ) € I'° tir.

3)r,s # 0 (mod 3) olsun. x = —ur (mod n),x # —ur (mod 3n), y = —us (mod n),

y # —us (mod 3n) ve ry — sx = —n olsun. Bu taktirde 3k,t € Z:x = —ur + kn,y =
. —-r k\(1 w\ _ (T X\ . _ _

—us + tn dir. Buradan (—s t) (0 n) = (—s y) dir. x = —ur + kn,y = —us + tn,

x # —ur (mod 3n),y # —us (mod 3n) oldugundan k,t # 0 (mod 3) tiir. Ayrica

1,5 # 0 (mod 3) ve -rt + ks = 1 oldugundan (:Z ]Z) € I'3 tiir.
Teorem 2.3. G,, kendisiyle eslesmistir ancak ve ancak n % 0 (mod3) ve u? =
—1 (mod n) dir.
Ispat: Farz edelim ki Gy, kendisiyle eslesmis olsun. Bu taktirde 3T €T3:
a b\/1 wy_(-u 1 u —1
(c d) (0 n) N (—n O) veya (n 0 )
dir. Buna gore

(Ccl Z)((l) Z):(:z (1)):>a=—u,c=—n,—u2+bn=1,d=u

dur. Eger n =0 (mod3) ise —u?+bn=1 den —u? =1 (modn) olamaz. Yani

kendisiyle eslesmis degildir. Bu taktirde n Z 0 (mod 3) ve u? = —1 (mod n) dir.

Tersine, n 0 (mod 3) ve u? = —1 (mod n) olsun. Bu taktirde 3k € Z:u? = —1 + kn

. " -u kK\/1 w\_(u 1 _uP+1 - - .
dir. Buna gore (—n u) (0 n) = (—n 0) dir. k = — € Z oldugundan eger 3|k ise
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3lu+1 olup u?+1=0(mod3) = u?=-1(mod 3) celiskisi bulunur. Boylece

k,n % 0 (mod 3) tiir. Buradan (% ﬁ)eﬁﬁm

Teorem 2.4. I§(n) grubu F,, grafinin kselerini ve kenarlarimi transitif olarak permiite

eder.

Ispat: i) v,w E,, nin kdseleri olsun. T'® grubu Q iizerinde transitif oldugundan 3T €
. b

r*:T(v) = .T=(¢
(v) =w dir (c J

k+bl t ] B ' ‘
:k+dz: = — olup n|ck dir. (k,n) =1 oldugundan ¢ = 0 (mod n) dir. Bu ise T € [§(n)

) olmak fiizere v = %,W = i alirsak (Ccl Z) (ll;) =

oldugunu yani [§(n) nin F,, nin kdseleri iizerinde transitif oldugunu gdsterir. Bdylece

[§(n) E,, nin koselerini permiite eder.

X

. T (o}
ll) hl:;_)y_n

EF,, ve hziﬁ_’ae FE,, iki kenar olsun. Bu taktirde 3Ty, T, €

3. (00 ) BT %) (0,9 2(2 Y dir. T () = = oldus (T K
I (oo, n) - (sn'yn) ! (oo, n) - (bn' dn) dir. Ty (0) " sn oldugundan T, = (sn l1> ve
. _(a ky\ . 1 _ (aly —k,sn —aky + kzr)
benzer sekilde T, = (bn lz) dir. Budurumda T, o Ty * = (blln —lysn —bkn + Lr
oldugundan T :=T, o T7 ! € I$(n) dir. Acikca T (ﬁ) = %, T (yin) = ﬁ dir. Bdylece

T € T§(n) doniisiimii h; kenarmi h, kenarma resmeder. Dolayisiyla I3 (n) kenarlari

permiite eder.

T,

v
/N

a C
" @)

(6=5)

T,oT7!

v
(=)
R
sn yn

Sekil 5. T, o Ty Doniisiimii
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h

Lemma 2.5. vF,, de bir kose olmak lizere F,, >F_,,, v — —v donisimi bir

izomorfizmadir.

Ispat: h doniisiimiiniin 1 — 1 ve 6rten oldugu agiktir. Simdi A doniisiimiiniin yap1 koruyan

<

oldugunu yani a — b € F,, ise —a — —b € F_,;, oldugunu gosterelim. E—)% € Fyn

olsun.

i) r = 0 (mod 3) olsun. Bu taktirde x = —ur (mod n),y = —us (mod 3n) very — sx =
. - . > o . —

—n dir. £<§ oldugundan —E > —5 dir. Buradan —£—> —5 € F_,,, olmasi i¢in —x =

(—uw)(—r) (mod n),y = (—u)s (mod 3n) ve -ry + sx = n olmahdir.

ii) s=0(mod3) olsun. Bu taktirde x = —ur (mod 3n),y = —us (modn) ve
Ty —SX = —n dir.—gi —% €F,, olmast i¢cin —x=(-u)(—r)(mod3n)y=
(—u)s (mod n) ve -ry + sx = n olmalidir.

iii) r,s # 0 (mod 3) olsun. Bu taktirde x = —ur (mod n),x # —ur (mod 3n), y =
—us (mod n),y # —us (mod 3n) ve ry — sx = —n dir. —Ei —% € F_,,, olmasi i¢in
—x = (—u)(—r) (mod n),x # (—u)(—r) (mod 3n), y = (—u)s (mod n),y %

(—u)s (mod 3n) ve -ry + sx = n olmaldir.

h
Lemma 2.6. m|n olmak tizere F,, — F,,, doniisiimii bir homomorfizmadir.

n
vV——V

m
. r < x
Ispat: i on € F, ,, olsun.
i) =0 (mod 3) ise x = —ur (mod n),yn = —usn (mod 3n) ve ry —sx = —1 dir.
m|n oldugundan x = —ur (mod m),ym = —usm (mod 3m) ve ry — sx = —1 dir. Bu

. < .

taktirde # - )% € F p dir.
ii) s =0 (mod3) ise x = —ur (mod 3n),yn = —usn (mod n) ve ry —sx = —1dir.
m|n oldugundan x = —ur (mod 3m),ym = —usm (mod m) ve ry — sx = —1 dir. Bu

taktirde - S X € F._ dir
sm ym um )
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iii)r,s # 0 (mod 3) ise x = —ur (mod n),x £ —ur (mod 3n), yn = —usn(mod n),
yn # —us n(mod 3n) ve ry —sx = —1 dir. m|n oldugundan x = —ur (mod m),x #
—ur (mod 3m), ym = —usm(mod m),ym # —us m(mod 3m) ve ry —sx = —1 dir.

Bu taktirde — > 2= € E, ,, di
u taktirde == — == € F py dir.
Ayrica h(v,) = h(v,) = %vl = %vz = v; = v, oldugundan h doniisiimii 1 — 1 dir.

h
Lemma 2.7. m|n olmak iizere F,, — F, ;;, doniisiimii bir izomorfizmadir ancak ve ancak

o« . n
Vp|n asali i¢in p|m ise. v——v

Ispat: h bir izomorfizma olsun. Aksini farzedelim. Yani 3p,|n asal 6yle ki p, + m olsun.

Ortenlikten % € F, n icin % = Z:n_o olacak sekilde v € F,,, vardir. Buradan v = % =

%,po > 1 olup % ¢ F, ,, dir. Boylece po|m bulunur.
Po Po

Tersine, bir dnceki lemmadan h bir homomorfizmadir. Simdi h nin 6rtenligini gosterelim.
X . . nv X X .
= w_Xx ? - x

" € F,,m keyfi olsun. Bu taktirde ; olan v € F, , var m1? Evet. v o € F,, dir.

Ciinkii (x,m) =1 ise (x,n) = 1 dir. Gergekten: (x,n) = a > 1 olsun. Ip asali i¢in p|a

dir. Buradan p|x ve p|n dir. p|n igin p|m oldugundan p|(x, m) ¢eliskisi elde edilir.
Teorem 2.5. F, ,, yonlenmis iicgen igermez.

Ispat: Varsayalim ki F,n yonlenmis bir iiggen igersin. I§ (n) E,, nin kdselerini transitif

, e . 1 < e
olarak permiite ettiginden bu liggeni P % —>£ — % olarak alabiliriz.

<
i) u=0(mod3) olsun. Bu taktirde n Z 0 (mod 3) tiir. %—> oldugundan r =

r
n
—u? (modn), n = —un (mod3n) ve u—7r=—1 dir. n+un =0 (mod 3n) > n =

0(mod3n) = 3n|n celiskisi elde edilir.

<
ii) n=0 (mod 3) olsun. %—ﬁ oldugundan r = —u? (mod 3n), ve r=u+1 dir.
= u?+u+1=0(mod3n) dir. Ayrica n =0 (mod3) oldugundan u?+u+1=
0 (mod 9) dur. Fakat boyle bir u € Z olmadigindan bu bir ¢eliskidir.
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<
iii) u,n %0 (mod3) olsun. Bu taktirde (u,n)=(u,3)=m,3)=1 dir. %—>

S =

oldugundan 7 = —u? (mod n),r # —u?(mod 3n),n = —un (mod n),n # —un
(mod3n) ve u—r =1 dir. n(lu+1) =0(modn) ve n(u+1) £ 0 (mod 3n) =
n(u+ 1) # 0(mod 3) tir. Buradan u+ 1 # 0 (mod 3) = u # —1 (mod 3) tir. Bu
taktirde u = 0 (mod 3) veya u = 1 (mod 3) tiir. (u,3) = 1 oldugundan u = 0 (mod 3)
olamaz. Boylece u = 1 (mod 3) olsun. Ayricau? +u+1=0 (modn) veu? +u+1#
0 (mod 3n) oldugundan u? +u + 1 # 0 (mod 3) tiir. Buradan u # 1 (mod 3) olup
u = 1 (mod 3) ile ¢gelisir.

Teorem 2.6. I'3 de 3. mertebeden eliptik eleman yoktur.

Ispat: Varsayalim T = (Ccl Z

a+d=1veyaa+d = —1dir.

) € I'* 3. mertebeden bir eliptik elemandir. Bu taktirde

i) a+d=1 olsun. ad — bc =1 oldugundan a(1—a)—bc =1 dir, ve dolayisi ile

-a’+a-1 L
dir. Boylece T = <a f) € I'? tir. Buradan a( a4 Jcra 1) +
c 1—a

—a?+a-1

b=

c(1 —a) = 0 (mod 3). Ve dolayistile -a® + a? — a + ¢? — ac? = 0 (mod 3). Yani,
a’(1—a)+c*(1—a) —a =0 (mod 3) (H5)

elde edilir. T € '3 oldugundan a = 0(mod 3) ise 1 — a = 0 (mod 3) celiskisi elde edilir.
Dolayisiyla a # 0(mod 3) ve 1 —a Z 0 (mod 3) den a = 2(mod 3) elde edilir. Eger

-a?+a-1

¢ = 0(mod 3) ise = 0(mod 3) tiir. Buradan —a? + a — 1 = 0(mod 9) ¢eliskisi

Cc

elde edilir. Boylece ¢ # 0(mod 3) olup ¢ = 1(mod 3) veya ¢ = 2(mod 3) tiir.
Bu degerler (***) da yerine yazilirsa

a) a =2(mod3),c =1(mod 3)ise 5(—1) — 2 = 0 (mod 3) = —7 = 0 (mod 3)
celiskisi bulunur.

b) a = 2(mod 3), ¢ = 2(mod 3) ise 8(—1) — 2 = 0 (mod 3) = —10 = 0 (mod 3)
celigkisi bulunur.

ii) i) ye benzer sekilde yapilir.
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Teorem 2.7. F, ,, iki gen igerir & n # 0 (mod 3) olmak iizere u* = —1 (mod n) dir.

Ispat: F, , nin bir iki gen igerdigini farzedelim. rg(n) F, » nin koselerini transitif olarak

permiite ettiginden bu iki geni % — % — % olarak alabiliriz.

i) u=0(mod3) olsun. Bu taktirde n # 0 (mod 3) tiir. %j% oldugundan 1=
—u?(mod n),0 = —un (mod 3n) dir. Buradan u? = —1 (mod n) dir.
ii) n =0 (mod 3) olsun. %:% oldugundan 1 = —u?(mod 3n) dir. n =0 (mod 3)

oldugundan u? = —1 (mod 9) ¢eliskisi elde edilir.
iii) u,n # 0 (mod 3) olsun. % — % = u = u (mod 3n),n = 0 (mod n) olup saglanr.

u
-—
n

olr

oldugundan 1= —u?(modn),1 % —u?(mod 3n),0 = —un (mod n),0 %

—un (mod 3n) olup saglanir.

Dolay1s1y1a% — % — % = n # 0 (mod 3) ve u? = —1 (mod n) dir.

<
Tersine, n £ 0 (mod 3) ve u? = —1 (mod n) olsun. Bu taktirde %—>% dir. Boylece
£ — 2 — 2 F,, debir iki gendir.

Teorem 2.8. F,, , iki gen igerir & T (n) 2. mertebeden bir eliptik eleman igerir.

Ispat: F,, bir iki gen igeriyor ise n % 0 (mod 3) olmak iizere u? = —1 (mod n) dir.
u?+1
Buradan ¢ = <—u n > € I¢(n) olup 2. mertebeden bir eliptik elemandir. Gergekten
-n u

2 2
@ € Tg(n) dir. Ciinkii uTH € Z olup 3|uT+1 ise 3lu?+1 olup u?+ 1= 0 (mod 3)

2
eliskisi elde edilir. Buradan n # 0 (mod 3) ve “== # 0 (mod 3) tiir.

b
d

taktirde d = —a ve ad —bcn =1 oldugundan a? = —1(modn) dir. (a,n) =1

Tersine, varsayalim ki ¢ = (CC; ) € I§(n) 2. mertebeden bir eliptik elemandir. Bu

oldugundan u = a (mod n) olacak sekilde u € U, vardir. Buradan u?> = —1 (mod n) dir.
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n # 0 (mod 3) tiir. Ciinkii 3|n ise u? = —1 (mod n) oldugundan u? = —1 (mod 3)
celiskisi elde edilir.

Dolayisiyla n # 0 (mod 3) ve u?> = —1 (mod n) oldugundan F, ,, iki gen igerir.
Teorem 2.9. G,, ,, ormandr.

Ispat: Teorem 2.5. ve [2] den agiktir.

2.1.4. T3 Grubunun Alt Yériingesel Graflarinda Baglantihlik

Tamm 2.1. G,y nin bir K alt grafina baglantilidir denir : & K daki herhangi iki kose K da
bir geodezik yolla birlestirilebilir.

Ornek 2.1.

L

Sekil 6. Baglantilt K grafi
{ai, a,, as, a,} elemanlarimi koseler kabul eden K grafi baglantilidir.

Ornek 2.2.

9 o ek} Qs Q

Sekil 7. Baglantisiz K grafi
{ai, ay, as, a4, as} kiimesinin elemanlarini kose kabul eden K grafi baglantili degildir.

Teorem 2.10. F; ; grafi baglantisizdir.
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Ispat: % S % & a = 0 (mod 3) oldugundan [0,3] araliginda oo ile komsu koseler sadece 0
; 12 ir. ik & 1 4 % % ke O
ve 3 tir. Ayrica TS TE Fo, dir. Ilk Once T 0, T Dy — Dees —

seklindeki bir yol ile co’a ulastifimizi disiinelim. (F; kendisiyle eslesmis oldugundan

baz1 oklarin ters yonlii olmasi dnemli degildir.) Burada % S % © aq, by # 0 (mod 3) tiir.
1

Bu taktirde Z— S ‘;— & a,, b, # 0 (mod 3) olup bu sekilde devam edilirse % o Lett o
1 2 k k+1

Ax+1, brs1 E 0 (mod 3) tiir. Bu ise %:’ Tt

ile ¢elisir. Dolayisiyla bu sekilde bir yol

k+1

yoktur.

Benzer sekilde lsliglg T gt o3 glacak sekilde de bir yol yoktur. Boylece
1 Y1 V2 Yk Yk+1 1

Fy 1 baglantili degildir. m

(Ea)] (]

rF 3 rF 3

w v

Padia Padh N L e N sl Sl
F I b A LY /  f \
£ II I| | I|I 1 i .' I|I .

0 By+1 G Gy 1 2 Xy Xy !

1 brer By by 1 1 Y1 Vi Vi+1

Sekil 8. Fy ; Alt yoriingesel grafi

Teorem 2.11. F; ,, F3, ve F5, graflar1 baglantisizdir.

Ispat: Burada sadece F;, ve F3, graflarinin karakterlerini belirlemek yeterlidir. Ciinkii
Lemma 2.5’e gore F;, ile F_;, izomorf olduklarindan aymidir. Ayrica Lemma 2.4 den
F_;, = Fs, dir. Boylece F; , grafinin cinsi ile F5, grafinin cinsi aynidir. Agik¢a asagidaki

durum s6z konusudur:
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k]

F 3

o]
Lal oo

[Wh]
Lo~

1
2

Sekil 9. F; , Alt yoriingesel grafi

Sayet F;, baglantili ise her bir v = % kosesi oo ile birlestirilebilir. Simdi gdsterelim ki

2 < v < 3 olan bir v kosesi oo ile birlestirilemez. Burada [%,%] araliginda oo ile komsu

koselerin sadece % ve % olduguna dikkat edelim. Varsayalim ki % < % <2< i < 3 olsun.
Buradan % <4< 2 olup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Benzer sekilde 2 < % <

m

3<—<

NN

olsa §< 6 <% ve xn —my = —1 olur ki bu ise bir ¢eligkidir. Bu ¢eliski

N

n
2 <t <3 seridinde hi¢bir kosenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani Fj,

baglantili degildir. Benzer durum Fs , i¢in de dogrudur.

Simdi F3, nin durumunu goz Oniine alalim. Teorem 2.2° den asagidaki sekil soz

konusudur:
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o0 o0
L J L J

A ! *
3 2 g 3 9
2 2 2

Sekil 10. F3 , Alt yoriingesel grafi

F, , alt grafinda yapildig: gibi (2,3) araliginda F; , alt grafinin higbir kdsesinin bu araligin
disinda F3, nin bagka bir kosesine gitmedigi goriilir. Sonu¢ olarak F3;, baglantili

degildir.m
Teorem 2.12. F, 3, F, 3, Fy 3, F5 3, F7 3 ve Fg 3 graflan baglantisizdir.

Ispat: Fy 3 alt grafi F_;5; = Fg3 ile F,3 alt grafi F_,3 =F;3 ile ve de F,3 alt grafi
F_43 = Fs3 ile izomorf olduklarindan sadece F; 3, F,3, Fy3 alt graflarini durumlarm

incelemek yeterlidir. Teorem 2.2° den asagidaki sekli kolaylikla ¢izebiliriz:
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v

L d

[y

Wl
s8]

(AN sl

1
3
Sekil 11. F; 3 Alt yoriingesel grafi

Sayet F; 3 baglantili ise her bir v = % kosesi oo ile birlestirilebilir. Simdi gdsterelim ki

1 < v < 2 olan bir v kdsesi o ile birlestirilemez. Burada [g,?] araliginda oo ile komsu

koselerin sadece g,g ve ? olduguna dikkat edelim. Varsayalim ki % < % <1< i <2

olsun. Buradan % <3< 2 olup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. Benzer sekilde

1<Xc2<B<®olaZ<6<2vexn—my=—1 olur ki bu ise bir celiskidir. Bu
3y 3n 3 y n

celiski 1 < t < 2 seridinde higbir kdsenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani Fj 3

baglantili degildir. Benzer durum Fg 5 i¢in de dogrudur.

Simdi F,3 nin durumunu goéz Oniine alalim. Teorem 2.2° den asagidaki sekil soz

konusudur:
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[l ) )
F

L J L J

2 4 2 7 g 3 11

3 3 3 3 3

Sekil 12. F, 3 Alt yoriingesel grafi

F, 5 alt grafinda yapildig: gibi (2,3) araliginda F, 3 alt grafinin higbir kdsesinin bu araligin
disinda F; 3 iin bagka bir kosesine gitmedigi goriiliir. Sonug olarak F 3 baglantili degildir.

Benzer durum F; 3 i¢in de dogrudur.

Son olarak Fy3 iin durumunu goz 6niine alalim. Teorem 2.2 den asagidaki sekil soz

konusudur:
(] (] (]
F 3
w L J
« } >
2 7 3 I 4 13
3 3 3

Sekil 13. F, 3 Alt yoriingesel grafi



52

F, 5 alt grafinda yapildig: gibi (2,3) araliginda F, 3 alt grafinin higbir kosesinin bu araligin
disinda F, 3 iin baska bir kosesine gitmedigi goriiliir. Sonug olarak F, ;3 baglantili degildir.

Benzer durum F5 3 i¢in de dogrudur. m
Teorem 2.13. Fy 4, F3 4, F5 4, F7 4, Fy 4 ve Fy1 4 graflar1 baglantisizdir.

Ispat: Fy 4 alt grafi F_; 4 = Fyq14 ile F3, alt grafi F_3, = Fy, ile ve de Fs, alt grafi
F_s, = F;, ile izomorf olduklarindan sadece Fj 4, Fj34,Fs 4 alt graflarinin durumlarm

incelemek yeterlidir. Teorem 2.2’ den asagidaki sekli kolaylikla ¢izebiliriz:

(] (] (]
9
L J L 3
< } »
1 7 2 9 3 13
4 4 4 4

Sekil 14. F; , Alt yoriingesel grafi

Sayet F; 4 baglantili ise her bir v = % kosesi oo ile birlestirilebilir. Simdi gdsterelim ki
2 < v < 3 olan bir v kdsesi oo ile birlestirilemez. Burada [i,%] araliginda oo ile komsu
koselerin sadece 27 ve olduguna dikkat edelim. Varsayalim ki T<lc2<t<3
4’4 4 4= 4b 4d
olsun. Buradan % <8< 2 olup ad — bc = —1 dir. Bu ise bir geligkidir. Benzer sekilde
2<X <3< <Boat<12<Bvexn— my = —1 olur ki bu ise bir ¢eligkidir. Bu
4y an " 4 y n
celiski 2 < t < 3 seridinde higbir kdsenin oo ile birlestirilemeyecegini gosterir. Yani F; 4

baglantili degildir. Benzer durum F 4 i¢in de dogrudur.

Simdi F3 4 nin durumunu g6z oniine alalim. Teorem 2.2 den asagidaki sekil s6z konusudur:
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(] (s ] (]
F 3
L 2 v
< : | : *
3 1 5 2 ? 15
4 4 4

Sekil 15. F3 4 Alt yoriingesel grafi

F, 4 alt grafinda yapildig: gibi (1,2) araliginda F3 4 alt grafinin higbir kdsesinin bu araligin
disinda F; 4 lin baska bir kosesine gitmedigi goriiliir. Sonug olarak F3 4 baglantili degildir.

Benzer durum Fj 4 i¢in de dogrudur.

Son olarak Fs, {in durumunu goz Oniine alalim. Teorem 2.2° den asagidaki sekil soz

konusudur:
[a] [ ]
w L
5 2 5 3 17
4 4 4

Sekil 16. Fs 4 Alt yoriingesel grafi
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F, 4 alt grafinda yapildig: gibi (2,3) araliginda Fj 4 alt grafinin higbir kosesinin bu araligin
disinda Fs 4 lin bagka bir kosesine gitmedigi goriiliir. Sonug olarak Fs 4 baglantili degildir.

Benzer durum F; 4 i¢in de dogrudur. m

Burada, dikkat edilirse, F;; in baglantili olup olmadigi problemi hala agiktir. Ancak

hesaplamalar bizi asagidaki konjektiire getirmektedir.
Konjektiir: F; ; alt grafi baglantilidir.
Teorem 2.14. n = 5 i¢in F, ,, baglantisizdur.

Ispat: [10] dan aciktir. m

2.2. G5 Hecke Grubunun Q(HT\/E) Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflar
2.2.1. PSL,(Z[A])’ nin Q[1] = Q[A] U {0} Uzerindeki Hareketi

Q[A] nin her eleman: x,y € Z[A] ve (x,y) = 1 olmak iizere bir % indirgenmis kesri

olarak gosterilebilir. Eger k € Q[A] ise m,n € Z[A],n > 0 olmak ilizere k = m/n dir.
x/y = (=x)/(—y) oldugundan bu gosterim tek degildir. Simdi PSL,(Z[A])’ nin Q[A]

uzerindeki hareketi

(Cl b) :f N ax+by

c d/ vy cx+dy
dir. Burada
c(ax+ by) —a(cx +dy) = —yved(ax + by) — b(cx +dy) = x (13)

olup (ax + by, cx + dy) = 1 dir. Gergekten:

Varsayalim ki (ax + by,cx + dy) = [,1 € Z[A] olsun. Bu taktirde (13)’ den [|x vel|y

ax+

olup |(x,y) = 1 dir. Boylece

by . . . .. . g
Y bir indirgenmis kesirdir.
cx+dy

PSL,(Z[A])’ nin Q[A] iizerindeki hareketi iyi tanimlidir. Yani T € PSL,(Z[A]) olmak

iizere = = = olmak iizere T (E) =T (_—x) dir. Gergekten:
y -y y -y
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x ax+b —ax—b —-X
()=t = s =T (5)
y cx+dy —cx—dy

dir.
Lemma 2.8. PSL,(Z[A])’ nin Q[A] iizerindeki hareketi transitiftir.
Ispat: oo = %’1 Q[A] ya resmeden bir T € PSL,(Z[A]) bulalim. Eger %E Q[A] ise bu

taktirde (x,y) = 1 oldugundan ux — vy = 1 olmak tizere u, v € Z[A] vardir. Bu taktirde

X u
PSL,(Z[A]) nin (y v) elemani OO’ug ye gotiiriir. m

Bundan sonra G ile PSL,(Z[A])’ y1 gosterecegiz.

~" ile Go(B) nmin Q[A] iizerinde indirgenmis G — invaryant denklik bagmtisin

gosterelim. Eger v =§ ve w =§ Q[A] nin elemanlar1 ise bu taktirde G’ nin

transitifliginden v = g(o) ve w = g'() olacak sekilde g,g’' € G vardir. Bu taktirde

Teorem 1.5’ den

vew e gTlg € Gy(B)

. _(r k P (X My
dlr.Yamg—(s l),g—(y t)lg:m

X Ix —ky Im — kt
~;@<—sx+ry —sm+rt)EG°('8)®ry_Sxeﬁ

[0 B

dir. Z[A] bir esas ideal bolgesi oldugundan B = (n) olacak sekilde n € Z[A] vardir.

Buradan

0N B

zi(:)ry—sx = 0(mod n)
elde edilir.
Agikg¢a oo blogunu [oo] ile gosterirsek
x N —
[00] = {; € (@[)l]|y = 0 (mod n)}

dir.
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—_

Teorem 2.15. G, de

[0 B

kenari mevcuttur © g,x = g ur (modn), g, y =

RIR

g us (modn) ve g1&,(ry — sx) = n olacak sekilde Jg,, &, € U(Z[A]).

Ispat: “="Gy n de bir £—>§ kenar1 mevcut olsun. Dolayisiyla (E,g) €0 (00, %) dir. Bu

taktirde T'(o0) = E, T (%) = golacak sekilde bir T € PSL,(Z[A]) vardir. Buradan
a b\(1 w)_ (&l &X
(c d) (0 n) N (815 szy)
olacak sekilde g, &, € U(Z[A]) vardir. Buradan

(& Guran) = (s o)

olup a = g1, ¢ = &S, €X = au + bn, g,y = cu + dn,g,6,(ry — sx) = n dir. Boylece
€,Xx = gyur (modn), &, y = g us (modn) ve g6, (ry — sx) = n elde edilir.

“&7g,x = gyur (modn), &, y = g,us (modn) ve g,6,(ry — sx) = n olsun. Bu taktirde

€,X = gur + bn, &, y = g;us + dn olacak sekilde b, d € Z[A] vardir. Buradan
gr b\ 1 w\ _ (&l X
(815 d) (O n) N (815 82}’)
er b

olup & (rd —bs).n = ndeng;(rd —bs)=1 bulunur. Boylece (8 o d) € PSL,(Z[A])
1

olup Gy , deg - % dir.m

Teorem 2.16. G,, kendisiyle eslesmistir & u® = —e%(modn) olacak sekilde Je €

UZ[AD.

Ispat: “=>"G, ,, kendisiyle eslesmis olsun. Bu taktirde O <00, %) =0 (%, 00) dur. Buradan

3T € PSLy(Z[A)): T(e0) =2, T (g) = oo dur. Bu taktirde

(D6 D=(n 0= Gia)=(n o

olupa=¢u, c=¢gn, cu+dn=0=¢gun+dn=0=d = —gu bulunur. Bdylece
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€U b
= ( 1 ) = —g2u? —bgin =1 > u? = —£2(modn)
81n —81u
dir.
4 bn
“’u? = —e?(modn) = —u? +bn = g? > — — +— = 1dir. Buradan

~
Il
I |
msm|s
mlesm]|oT

)0 = () = 0= 0= 0= 0

Bmlc

Jo-(3)-0-r-0

'ﬂ

Il

I I
msmlc
mlcsm|T

dir. Boylece O (00, %) =0 (%, 00) olup G, ,, kendisiyle eslesmistir. m

Gy bir alt yoriingesel graf olsun. F,, ile koseleri [o] =[1/0] ={x/y € Q[Al:y =

0 (modf)} blogunu olusturan G, ,, nin bir alt grafin1 gésterelim.

r X
Teorem 2.17. F, , de 575 kenar1 meveuttur & g,x = g;ur (modn) ve g,6,(ry — sx) =

n olacak sekilde 3¢, &, € U(Z[A]).m

1+/5

1L+ Z ( ) de 5 - = - —> - = b1r iicgen olsun. Bu taktirde Teorem 2.17’ den

o1
i) i % = g6U = &su (Mmodn) ve gsg6 = 1
ii) % - % = &1 = gu® (modn) ve g1e,(u —1) = 1

1
iii) % Do e = gzur(modn) ve e3¢, = —1
dir. Burada &4, €, &3, &4, €5, € € U(Z[A]) dur.

Simdi bu durumla ilgili ¢esitli 6rnekler verelim.

wro(2E)  ras(22E)

2

s s

Ornek 2.3. Z+Z(22) de 1o ~ 1 olacak sekilde bir iiggen

yoktur.



58

(59

1 . e _ 1+V5
N kenarin1 géz Oniine alalim. &3 = x +y (T) olsun. Bu

Coziim: Ilk 6nce

taktirde 36, = —1 oldugundan ¢, = x + y (%g) veya—x—y (1_7‘5) dir.

E,=x+Yy (%g) olsun. Boylece £, = e;ur(mod V/5) den

ey (58) = ey () o o (D) r 5 (5] moa

2 2 2
8x + 4y — 4yV5 = [2x + y + yV5][2u + v + vV5][2r + s + sV5]| mod V5
42x +y) = 2x + ¥v)Qu + v)(2r + s) mod V5 (14)
bulunur. Simdi (Zx +y, \/§) = 1 oldugunu gosterelim. Varsayalim ki (Zx +y, \/E) =c

1+v5
2

olsun. Bu taktirde c|2x +y,c|V5 dir. & =x + y( ) = 2¢e; = (2x +y) + yV/5.
cl2x +y,c|V5 oldugundan c|2e; olup c|2 veya c|es tiir. c|es ise ¢ birimdir. c|2 ise

cl(2, \/E) = 1 oldugundan ¢ birim olup (2x + y, \/ﬁ) = 1 dir. Boylece (14) den

4 = Qu +v)(2r + s) mod V5 (15)

dir. (15) de (2u + v) ve (2r + s) nin alabilecegi degerler 0,1,2,3,4 tir. Buradan (2u +
v,2r +5) = (1,4),(2,2),(3,3),(41) dir

(u+v)+vV5 (2r+5)+sV5
N 2 N 2

1
0 NG NG

1
ﬁ e

0
licgeninde

(u+v)+vV/5 (2r+5)+sV5

2 2
= —= (16)

kenarin1 goz oniine alalim.

i) (2,2) i¢in (16)’ dan

e 2+vV5 _ 2+sV5 :1:}5(v_s)2=i1:>5(17—5)2:i4’

birim

celiskisi elde edilir. Benzer sekilde (3,3) iginde ¢eliski elde edilir.
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ii) (1,4) igin (16)’ dan

1+vV/5 4455

2 2

NN

1
-
0

Slr

bulunur. Buradan

V5(v-5)
2
birim

8182 _+ = 1 (17)

9 (v-s)2 2 ..
=>Z—5 =41 = 9 — 5(v — 5)* = 14 bulunur. Buna gore

9—5(w—s)? =—4 = —5(v —s)? = —13 celiskisi elde edilir.
9-5(r—5)2=4=-5w—-5)’=-5=v—-—s=+1=v=s+1 s—1dir.

v =5+ 1 olsun. (17)’ den

1- -3 5 1+5 )
£1& ( > \/_(SJZF s)) =1= &g¢& (7 + g) =l.g=x+y (+T\/—) olsun. Bu taktirde
-3 V5 -3 V5 -3 Vs Y\_ws
8182 = —\/_ = _2__7 — 82 = 7_7 \/_ = [2 2 ][(x+2)
—3,¥5 +1 PATRAL] +1
272 T i[("+5)+7 -

= &= [ [(e+3) -2 veva [+ ] [ +5) - 27 aie
= [_3 \/_] [( ) ] olsun. (16)’ dan &,7 = £;u? mod V/5 dir. Buradan
F -2 ) = e R 5 oS
olup her iki tarafin 8 ile ¢arparsak
[-3 — V5][2x + y — yV5][4 + sV5] = [2x + y + yV5][1 + V5] mod V5

—3(2x+y)4E(2x+y)m0d\/5_:>—1251m0d\/5_:>—11£0m0d\/§

celiskisi elde edilir.

&y = [E + E] [(x + %) — yTﬁ] olsun. (16)’ dan

2 2
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[3 +V5][2x +y — yV5][4 + sv5] = [2x +y + yV5][1 + vV5] mod V5

32x + y)4 = (2x+y)m0d\/§=> 12 = 1mod V5 = 11 = 0 mod V5
celiskisi elde edilir.

v =5 — 1 olsun.

£182 (_?3 + \/3(5;1—5)) =l=asas (?3 - g) =leg=x+ y( 2\/—) olsun. Bu taktirde
-3, -3, ERE yx/E
£16y = ﬁ = zi+12 =e¢, = +[(x2 zy\/_] [ ][(i 2 ]
2 2 +

olup yukaridakine benzer sekilde yapilir.

iii) (4,1) i¢in (16) dan

4+v\5 1+5v5

1, =, =1
0 V5 V5 0
bulunur. Buradan
gep | 2+ 0D = (18)
birim

—_o)2
=>%—5(v:) =+1 = 9 — 5(v — 5)? = +4 bulunur.

9 -5 —s5)%=—-4 = —5(v —5)? = —13 celiskisi elde edilir.
9-5w—-5)2=4=-5v—-5)2=-5=v—s=+1=v=s+1 s—1dir.

v =5 + 1 olsun. (18)’ den

€1€2 (2 + \/—(542-1 S)) =1= ¢g¢, (S + \/z_g) =l.g=x+y (1 \/—) olsun. Bu taktirde
e 3_V5 _ 3_V5 [E_E”(,Hz)_y_ﬁ]
R =~ -ha

=& =[5 = [(r+3) =5 vera [5+ 5 [(x+3) -] aie
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&y = E - g] [(x + %) — yTﬁ olsun. (16)’ dan &, = &u? mod V/5 dir. Buradan

L e s L

2 2 2
olup her iki tarafi 8 ile carparsak
[3 = V5][2x +y — yV5][1 + sV5] = [2x + y + yV5][4 + vV5] mod V5

32x +y) = (2x + y)16 mod V5 = 13 = 0 mod /5 celiskisi elde edilir.

&= [ 2+ [(x+2) -2 ise —3(2x+y) = (2x+3)16mod V5 olup 19 =

0 mod /5 celiskisi elde edilir.

E4=—X—Y (%g) durumu 6nceki duruma benzer sekilde yapilir.

u+v 145 r+s 15
) de %_> (2 2 )—> (2 2 )—>% olacak sekilde bir iiggen

1++/5

2

Ornek 24. Z+ 7 (

yoktur.

wra(1EE) (1)

- . 1+V5
Coziim: 5 - 5 2 kenarini gbz Oniine alalim. Buradan &, (r + s( > ))

2
&1 (u +v (12\/§)> mod 2 dir. Her iki tarafi da 4 ile carparsak

2¢, (Zr +s(1+ \/§)> =g (u +v(1+ \/g))z mod 2 =
2
&1 (u + v(l + \/E)) = 0 mod 2 (21)
elde edilir. (2,&; ) = 1, 2|1 + /5 oldugundan (21)’ den

(u+v(1+\/§))250m0d2=>u2EOm0d2=>uEOm0d2,uEZ (22)

elde edilir.
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res(225)

2

5 —>% kenarindan &, = e3ur mod 2 dir. (22)’ den &, = 0mod 2 elde edilir.

(2,&, ) = 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir.

145

u+v
Ornek 2.5.Z + Z (1+\/—) de % - # - % olacak sekilde bir iki gen vardir.

u+v 145 2
Coziim: % - M - % = <u + v (12\/§)> = —&2 mod 7 dir.

7

(u +v (12\/§)>2 = — (12\/3)271 mod 7 oldugundan

u? + 2uv (12\/3) + v? (1”3)2 = — (1+2\/§)2n mod 7

2

a+bA
Ww? +v?) + Quv + v?) (1+\/_) =—a-b»b (1”_) mod 7
u>+v2+a=0mod7,2uv+v?+b=0mod?7 (23)

bulunur. a + b ( 2\/—) birim oldugundan normu a? + ab — b? = +1 dir. a = 1,b = 0 i¢in

1+/5

2
(23)'denu=2,v=3olsun.u=2,v=3,e = 1igin<2+3( )) = —1 mod 7 dir.

1+V5

4+12(”f)+9(”f) = -1mod7 = 4+9+(12+9) (*2%) = ~1mod 7

1+/5

)_Omod7=>14+21(1+‘r

=>4+9+1+(12+9)( )_Omod7

Budenklema = 1,b = 0 u = —2,v = —3 i¢inde saglanir.

Not: x +y (12\/—

)_0m0d7<=)7|x 7]y.
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2.2.2. G5 Hecke Grubunun Alt Yoriingesel Graflari

Simdi PSL,(Z[A]) nn <(2 _01)((1) ’11)) ile firetilen G alt grubunu ele alahm. G,, <

Go(B) < Gs dir. Burada G,, = {((1) "1’1) :m € Z} ve §,Z[A] nn bir ideali olmak iizere
6B ={(* ")eGscepveabeden)dr

Lemma 2.9 [7 ]. G5’ in Q[A] tizerindeki hareketi transitiftir.m

Tamm 2.1. u,n € Z[A] ve (u,n) =1 olsun. x;,x; € Q[A] U {00} olmak iizere, (xi,xj)
ikilisine bir n-dogru denir : & 3T € Gg: T (00,2) = (x;, 3;) dir.

Bu tanim yardimiyla asagidaki teoremleri kolaylikla verebiliriz:

Teorem 2.18. (g, 3) bir n-dogru olmak iizere G, ,, de E - % bir kenardir ancak ve ancak

€,X = gyur (modn), &, y = g us (modn) ve g,&,(ry — sx) = n olacak sekilde 3¢, ¢, €

UZAD.

. . r X r X u .
Ispat: G, , de bir 575 kenar1 mevcut olsun. Dolayisiyla (;,;) €0 (00,;) dir. Bu

. _r u\ _x . . _(a b
taktirde T (o0) = = T (n) =7 olacak sekilde bir T = (c J

D6 =G a)

olacak sekilde €, €, € U(Z[A]) vardir. Buradan

) € G5 vardir. Buradan

(a au + bn) _ (811' 82X)
c cu-+dn €1S &Yy

olup a = g1, ¢ =g;S, &X = au + bn, e,y = cu + dn,g,6,(ry — sx) = n dir. Bdylece
€,X = g ur (modn), &, y = g us (modn) ve g,,(ry — sx) = n elde edilir.

Tersine, (:,5) bir n-dogru oldugundan 3T € G5: T (1) = (Z),T (E) = G) dir. Boylece

s’y 0 s n

T X .
G,,de ——>=dir. m
un s y
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Teorem 2.19. r,s,x,y € Z[A],T € G5 ve 5 bir indirgenmis form olmak tizere T (%) = E

olsun. Bu taktirde E veya :—: indirgenmis formdur.

Ispat: T = (Ccl Z

sekilde z, t € Z[A] vardir. Buradan

b b
D6 D=(ia ara)ets

X z
) € Gs olsun. § bir indirgenmis form oldugundan (y t) € G5 olacak

dir. Eger cx +dy >0 ise Z;C:Z;} bir indirgenmis formdur. Eger cx +dy <0 ise
-ax—by —az—bt) Gs oldugundan =22 bir indirgenmis formdur. Béylece
—cx—dy —cy—dt —cx—dy

ax+by -ax—by
—— véya ————
cx+dy —-cx—dy

indirgenmis formdur.

indirgenmis form, (g, g) bir n - dogru olmak iizere G, ,, de g - g bir

1=

17
T e

Teorem 2.20. -,

)

ERES

kenardir ancak ve ancak

i) x =ur (modn),y = us (modn) ve ry — sx = n veya

ii) x = —ur (modn),y = —us (modn) ve ry — sx = —n dir.

Ispat: Farzedelim ki Gy n de bir g - § kenar1 vardir. Dolayisiyla G,i) €0 (00, %) dir. Bu

taktirde T(o0) = 2, T (%) = jZ:Z: =§ olacak sekilde bir T = (Z Z) € Gg vardir.
T € Gs, Zove ¥ indirgenmis form oldugundan Teorem 2.19. a gore 2 veya T4 e Lutbm
0 n c —C cut+dn

- n . . .
indirgenmis formdur.
—cu—dn

veya

+bn

[lk olarak farzedelim ki % ve C:u indirgenmis form olsun. Bu taktirde

u+dn

T(o0) =2 = E' T(E) _autbn _ x

c cu+dn y

olup Lemma l.5.dena =1, c =s, x = au + bn, y = cu + dn bulunur. Buradan



65

x = ur (modn),y = us (modn) very —sx =n

dir.

Ikinci olarak farzedelim ki % ve — u:zz indirgenmis form olsun. Bu taktirde

e =$ot 7(H) -t

olup Lemma 1.5.dena =71, ¢ =s, x =-au — bn, y = —cu — dn bulunur. Buradan
x = —ur (modn),y = —us (modn) very — sx = —n

dir.

Y . . . -a au+bn
indirgenmis form ise birinci durum, —ve

. -a -au—bn
Benzer sekilde — ve
-c - cu+dn

indirgenmi
u—dn g $

form ise ikinci durum elde edilir.
Tersine, (g,;) bir n-dogru oldugundan T (%) = g , T (%) = § olacak sekilde bir T € G5
vardir. Boylece G, ,, de g - %bir kenardir. m

r

Teorem 2.21. u,n,r,s € Z[A1] ve

SI:

X
55 indirgenmis form olmak iizere F, , de - = i

g - % olacak sekilde bir liggen yoktur.

Ispat. Varsayalim ki boyle bir liggen vardir. Bu taktirde

1u I r1 u 1 u\T fur 1 u\ S r1
_) _l_ ) _l_ ﬁ _)_ ) _)_ ﬁ
0 n 0'n 0'n n's 0'n s 0

olacak sekilde I(birim), T, S € Gs matrisleri vardir. Bu taktirde S = (JZC }t] ) igin
X N/ uwy_(r -1 _
(z t)(o n)_(s 0):”_"
dir. Boylece N iicgeni elde edilir.
0 n n 0
a b ..
Slmdl 3 kenarlm g6z oniine alalim. Buna gore T = (C d) € G5 i¢in

(CCI Z)((ll Z)=(Z rrl):n(u—r)=n=r=u_1
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> -
bulunur. Bu taktirde % - % - uTl - %,n € Z[A] tggeni elde edilir. Boylece

¢ D6 =G "2)=C aim=06 ")
dir. Buradana =u, c=n, au+ bn=u—1, cu + dn = n bulunur.

un+dn=n=—=u+d=1=d=1—u

2_
w+bn=u—-1=h=—= :H
u?-u+1
ﬁT=(u T >,detT=1

n 1—u

dir.

Gs, W = ((1) _01) (2. mertebeden) ve UW = (é ’11) ((1) _01) — (/11 —01)

(5. mertebeden) elemanlari ile iiretildiginden G5 de herhangi bir eliptik eleman ya W nun

u?-u+1
bir kuvvetine yada UW nun bir kuvvetine esleniktir. Oysa elde edilen T = <u T )
n 1—-u

elemant 3. mertebeden bir eliptik eleman olup hicbirinin kuvvetine eslenik degildir.

_ u?-u+1
Boylece T = (“ n > ¢ G dir.m
n 1—u

Teorem 2.22. G, ,, de tiggen yoktur.

a b

Teorem 2.23. T = (C d) € Gsise a+d # +1 dir.

. . o 0 1 \0 -1\_ -1
Ispat: G5 de her eliptik eleman ya (1 0 ) n veya (0 1) (1 0 ) = (1 0 ) € G5
in bir kuvvetine eslenik oldugundan G5 deki eliptik elemanlar 2. veya 5. mertebedendir.

Boylece a + d = 1 ise T 3. mertebeden bir eliptik elemandir. Bu ise bir ¢eligkidir.

Teorem 2.24 u,n,r,s, k € Z[A] ve %,

“ 13
S |=

. : . . 1 u
indirgenmis form olmak lizere F, ,, de P

b

g - S - % olacak sekilde bir dortgen yoktur.

. < :
Ispat: % - g kenarini goz oniine alalim. Bu taktirde
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(e )G =G =)

a x
olacak sekilde ( c y) € G vardir. Buradan a = u, ¢ = n dir. Boylece
U Xyl owy_(u T u uf4+xn)_mu -r
(n y) (0 n) - (n —s) = (n un + yn) - (n —s)
den u? + xn = —r,un + yn = —s bulunur. uy — nx = 1 oldugundan
uy = 1 (mod n) (24)

dir. Boylece

1 u —u?-xn u+xn k 1
e = > -5 =
0 n -un-yn  un+yn n 0
bulunur.
u < uZ4xn
-
n  untyn
kenarindan
wtuy—ut—-xn=-1=>xn=uy+1>=>uy=-1(modn) (25)

elde edilir. (24) ve (25)’ den —1 = 1 (mod n) = 2 = 0 (mod n) elde edilir. xn = uy +

1 oldugundan dortgenimiz

1 u  ul+xn  ultuy+1 k1
- - = - =5 =
0 n un+yn n(u+y) n 0
2 <
. . . uftuy+1 k
dir. Simdi 227 X kenarini ele alalim. Buradan
n(u+y) n

wWtuy+l-ku—-ky=—1=u(u+y)—k(u+y)=-2=u+y|2

dir. 2,Z[A] da asal oldugundan u +y = 2A% veya A™ dir. Burada k,m € Z olmak iizere

u?+uy+2

Ak ve A™ birimdir. Ayrica u(u+y)—k(u+y)=-2=k= dir. Buradan

dortgenimiz
u+uy+2
1 u  ultuy+1 uty 1
- -5 - - =
0 n n(u+y) n 0
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seklindedir.
i) Eger u +y = 24 ise 2 = 0 (mod n) oldugundan
u+y=0(modn)=y=—-u(modn)

dir. Ayricauy = +1 (mod n) = u? = +1(mod n) dir. Buradan

22Ky 42
1 u  22ku+1 22K 1
SN N - - =
0 n 22kn n 0

elde edilir. Bu taktirde

20k u42
G @G H=-(= 7

n 0

. Ao Co 22ku+2 e
olacak sekilde b d.) € Gg vardir. Buradan a, = —gk Ve b, = n dir. Boylece
o Qo
22ku+2 22k u+2 aaku?ou
- = e sre % on -1
un n
n do n n 0 0
elde edilir. Buradan
22%u2 420 22%u2 420
I — = — S — = —
gk TCtn 1 T 1 (mod n)
22kq2

dir.

2 _ .
TRk % =—1(modn) > u?+ul™®=—-1(modn) dir. u?=+1(modn)
oldugundan uA™* =0 (modn) veya ul™®=-2(modn) elde edilir. ul™® =
—2 (modn) ise n|2 oldugundan uA ™% =0 (modn) dir.(u,n) =A% n)=1

oldugundan bu imkansizdir. Dolayisiyla u + y = 24 olamaz.

ii) u+y=A"Misey =A"—u.uy = t1 (mod n) = u(A™ —u) = +1 (mod n) =

u? = uA™ + 1 (mod n) dir. u + y = 2™ oldugundan ddrtgenimiz

AMyu42
1 u _ AMu+1 m 1
-5 -5 - - =
0 n AMn n 0

seklindedir. Bu taktirde

AMu+2 AMyu42 AMy242y
Tm Co (1 U) _ ;:n -1 — Jm—tCon -1
n dO 0 n n 0 un+don 0
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elde edilir. Buradan

AMu? 4+ 2u AMu? 4+ 2u

T tGn= -1= T = —1(modn) = A™u? + 2u = —A™ (mod n)

dir. n|2 oldugundan A™u? = —A™ (mod n) = A™(u? + 1) = 0 (mod n). (1™, 1) =1
oldugundan u? = —1(modn) elde edilir. u? =uA™+1(modn) den ui™+1 =
—1(mod n) = uA™ =0,—2(modn). n|2 den uAd™ =0(modn) olup (u,n) =

(A™,n) = 1 oldugundan bu bir ¢eliskidir.

u

Teorem 2.25. (;,%) bir n-dogru olsun. Bu taktirde G, kendisiyle eslesmistir & u?

—&2(modn) olacak sekilde 3¢ € U(Z[A]).

Ispat: Farz edelim ki G, n kendisiyle eslesmis olsun. Bu taktirde O (00, %) =0 (%, 00) dur.

Buradan 3T € G5: T () = %, T (%) = oo dur. Bu taktirde

(¢ D6 D= o)=C Gia)=Cn o

olupa=-¢u, c=¢gn, cu+dn=0=¢gun+dn=0=d = —gu bulunur. Bdylece
b
= <81u > = —c?u? —bgn =1 = u? = —?(modn)
gn  —gqu
dir.

Tersine, (5,5) bir n-dogru oldugundan 3T € G5: T (%) = (Z) , T (E) = (%) dir. Boylece
Gyn de g - gdir. n

b
d

(k) =1L o) =m,o(m) =n,on) =v,9(v) = k olacak sekilde F, ., de bir k > [ —

Teorem 2.26. ¢ = (C?l ) , Gs de 5. mertebeden bir eliptik eleman olsun. Bu taktirde

m — n — v — k besgeni vardir.

Ispat: ¢, Gs de 5. mertebeden bir eliptik eleman oldugundan |a + d| < 2 dir. Varsayalim
ki u € Z[A] olmak tizere a + d = u dir. Bu taktirde

a b _ a?-au+1
¢ = ( ) = a cn
th p—a —cn a—u
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—1+au u(—1+a) a—u .
- — —— — oo bir besgen ve
cnu cnu cn

dir. Boylece F, o, de o0 — % -

(p(oo) _ ﬁ ) (i) _ —1+a/.L,(p (—1+au) _ /.L(—1+a)’(p (,u(—1+a)) _ ﬂ,(,o (ﬂ) — o

cn cnp cnu cnp cny cn cn
dur.m

9A+4 —-22)2-15

Ornek 2.6. ¢ = (2}\ +3  —8A—4

) € G5, 5. mertebeden bir eliptik elemandir ve

9A+4  132+8 12449  8A+4 1
- - - - >3

1
0 243 5142 5A+2  2A+3

besgeni i¢in

(l) __ 94+4 (9l+4) __131+8 (13l+8) __1224+9 (12/1+9) __8A+4 (8&+4) _ 1

0 a2+3 P i sarz P oz sarz P Gz ) T3P a3 T

dir.



3. IRDELEME

Charles C. Sims tarafindan 1967 yilinda yayimnlanan “Graphs and Finite
Permutation Groups” adli makalede ve Gareth A. Jones, David Singerman ve K. Wicks’ in,
1991 yilinda yaymlanan “The Modular Group and Generalized Farey Graphs” adl
caligmasinda altyoriingesel graflar ve bu graflardaki devre uzunluklar1 incelenmistir. S.P.
Chan, M.L. Lang, C.H. Lim 1994 yilinda “The invariants of the Congruence Subgroups
Go(B) of the Hecke Group Gs” adli galismada < Z[A] sifirdan farkli bir ideal olmak

.. 0 -1\ /1 Ag .
uzere ( 1 0 ),( 0 1) elemanlar1 tarafindan iiretilen Gs Hecke grubunda I' modular

grubunun [H(n) alt grubuna karsilik gelen Gy() kongriians alt grubun simgesindeki
invaryantlar bulunmus ve Go(B) grubunun {iretici eliptik elemanlarinin mertebelerinin 2
veya 5 oldugu gosterilmistir. M. Akbas’ in 2001 yilindaki “On Suborbital Graphs For The
Modular Group” adli ¢alismasinda devre uzunluklari ile ayrik gruplarin iretici eliptik

elemanlarinin mertebeleri arasindaki iligki ortaya konmustur.

Bu tez calismasinda iki problem ele alinmistir. Birinci problemde I' modular

grubunun T3 := {(2 3

tizerindeki altyoriingesel graflari, bu graflarin baglantilili§i ve bunlarin sonucu olarakta bu

) €Tl:ab+ cd = 0 (mod 3)} alt  grubunun Q = Q U {oo}

graflarin orman olma durumlari ele almmustir. Ikinci problemde ise Gg Hecke grubunun
Q[A] = Q[A] U {=} lizerindeki altydriingesel graflar1 incelenmis ve alt ydriingesel
graflardaki devre uzunluklarmin 2 veya 5 olup olmayacagi sorusuna cevap aranmistir.
Burada problem tam olarak ¢oziimlenememesine ragmen, belli sartlarda graflarda 3 ve 4

uzunluklu devrelerin olamayacag1 gosterildi.



4. SONUCLAR

Yaptigimiz calismada elde edilen baslica sonuglar sunlardir:

1. 13 grubunun Q@ = Q U {eo} iizerindeki hareketi incelendi ve transitif olarak hareket

ettigi gosterildi (Lemma 2.2).

2. T3 grubunun Q= QU {0} iizerindeki hareketinden olusan alt ydriingesel
graflardaki kenar sart1 elde edilmistir (Teorem 2.2).

3. I3 grubunun Q= QU {0} iizerindeki hareketinden olusan alt ydriingesel
graflardaki devrelerle ilgili sonuglar bulunmustur (Teorem 2.5, Teorem 2.7 ve Teorem
2.8).

4. T3 grubunun Q = QU {0} iizerindeki hareketinden olusan alt ydriingesel
graflarindaki baglantililik incelenmis ve F;; hari¢ tiim alt yoriingesel yoriingesel
graflarin baglantisiz oldugu gosterilmistir. F; ; inde baglantisiz oldugu tahmin
edilmektedir.

5. PSL,(Z[A]) nin @[A] = Q[A] U {oo} iizerindeki hareketi transitiftir (Lemma 2.8).

6. PSL,(Z[A]) nin Q[A] = Q[A] U {0} iizerindeki hareketinden olusan alt yoriingesel
graflardaki kenar sart1 elde edilmistir (Teorem 2.15).

7. Baz1 06zel durumlar ig¢in Gs Hecke grubunun @ = Q[A]U {0} iizerindeki
hareketinden olusan alt yoriingesel graflardaki kenar sarti elde edilmistir (Teorem
2.20).

8. G; Hecke grubunun Q[A] = Q[A] U {oo}iizerindeki hareketinden olusan alt
yoriingesel graflardaki devrelerle ilgili sonuglar bulunmustur (Teorem 2.21 ve Teorem

2.24).



5. ONERILER

1. F;; alt yoriingesel grafinin baglantisiz oldugu tahmin edilmekte olup heniiz
¢oziilememistir. Yapilan ¢alismalar sirasinda buradan elde edilecek sonuglarin sayilar
teorisi agisindan onemli sonuglar verecegi goriilmiistiir.

2. Gs Hecke grubunun Q[A] = Q[A] U {0} iizerindeki hareketinden olusan alt
yorlingesel graflarda ki devrelerin liggen ve dortgen icermedigi gosterilmis fakat
orman olma durumu sonuglandirilamamaistir. Bu agik problemle de ugrasilabilir.

3. Gg Hecke grubunun Q[A] = Q[A] U {=} {izerindeki alt yoriingesel graflarinin
devrelerle olan iligkisi tam olarak ¢oziimlenememistir. Bu nedenle bu alt yoriingesel

graflardaki devre uzunluklarin 2 veya 5 olup olmayacagi sorusu arastirilabilir.

Bu 3 problemde oldukca diisiindiiricii problemler olup ¢oziilmeleri halinde

literatiire onemli katkilar1 olacaktir.
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