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4. ANLAMDA s -KONVEKS FONKSİYONLAR İÇİN KESİRLİ MERTEBEDEN

İNTEGRALLER ARACILIĞIYLA KOORDİNATLARDA ÇEŞİTLİ

EŞİTSİZLİKLER

Jüri: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

Doç. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU

Doç. Dr. Merve AVCI ARDIÇ

Bu tezde, dikdörtgensel bölge üzerinde konveks fonksiyonlar incelenmiş ve bu fonksiyon-

lar için koordinatlarda çeşitli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. Birinci bölümde, konveks

fonksiyonlar ve eşitsizlik teorisinin tarihinden kısaca bahsedilmiş olup, literatürde bulunan

çalışmalar ile ilgili bilgiler verilmiştir. İkinci bölümde, konveks fonksiyonlar için temel

tanım ve kavramlar yer almış, devamında konveks fonksiyon sınıfları arasındaki ilişkiye

değinilmiştir. Koordinatlarda konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanım ve kavramlar, bu

konveks fonksiyon sınıfları için önceden elde edilmiş çeşitli integral eşitsizlikleri ve bu eşit-

sizliklerin ispat yöntemleri üçüncü bölümde verilmiştir. Daha sonra bu bölümde koordinat-

larda integral eşitsizlikleri için detaylı bir literatür bilgisi sunulmuştur. Dördüncü bölümde

ise öncelikle yeni bir koordinatlarda konveks fonksiyon sınıfı tanımlanmış ve bu sınıf için

daha önceden literatürde olan eşitlikler kullanılarak dikdörtgensel bölge üzerinde 4. anlamda

s -konveks fonksiyonlar için yeni integral eşitsizliklere ilişkin sonuçlar elde edilmiştir.

2023, 85 sayfa

Anahtar Kelimeler: Eşitsizlikler, koordinatlarda integral eşitsizlikler, konveks fonksiyon,

s-konveks fonksiyon, 4. anlamda s-konveks fonksiyon.
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ABSTRACT

MASTER’S THESIS

VARIOUS INEQUALITIES IN COORDINATES VIA FRACTIONAL INTEGRALS

FOR s-CONVEX FUNCTIONS IN THE FOURTH SENSE

Jury: Prof. Dr. Ahmet Ocak AKDEMİR

Assoc. Prof. Dr. Mustafa Ali DOKUYUCU

Assoc. Prof. Dr. Merve AVCI ARDIÇ

In this thesis, convex functions on the rectangular region are investigated and various integral

inequalities are obtained for these functions in coordinates. In the first chapter, the history of

convex functions and inequality theory is briefly mentioned, and information about the ex-

isting studies in the literature is given. In the second chapter, basic definitions and concepts

for convex functions are included, and then the relationship between convex function classes

is mentioned. Basic definitions and concepts related to convex functions in coordinates, var-

ious integral inequalities and proof methods for these function classes are given in the third

chapter. Then, in this section, a detailed literature information for integral inequalities in

coordinates is presented. In the fourth chapter, firstly, a new integral equation is introduced,

and then, with the help of this equation, results regarding new integral inequalities for convex

functions on the rectangular region are obtained.

2023, 85 pages

Key Words: Inequalities, integral inequalities on the coordinates, convex function, s- convex

function, s- convex function in the fourth sense.
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii
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Fonksiyonların Kümesi

ς ′′ : ς Fonksiyonunun İkinci Mertebeden Türevi
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1. GİRİŞ

Matematiğin tüm alanlarında olduğu gibi, eşitsizlikler mühendisliğin çeşitli alan-

larında, sayısal entegrasyonda, istatistikte ve yaklaşım teorisinde önemli bir rol oynar. Bu

haliyle eşitsizlik kuramı birçok araştırmacının ilgisini çekmiş ve diğer birçok alanla bağlan-

tılı olarak tarihsel bir gelişim göstermiştir. Eşitsizlik teorisi üzerine ilk çalışma; Hardy, Lit-

tlewood ve Pólya’nın 1934 tarihli “Inequalities” kitabıdır. Bu kitapta araştırmacılar birçok

yeni eşitsizliği ve bunlarla ilgili uygulamaları tanıtarak eşitsizlik konusunu ayrıntılı olarak

araştırmışlardır. Beckenbach and Bellman (1961) yılında yazılan "Inequalities" adlı ikinci

kitap, 1934-1960 döneminde eşitsizlik hakkında bazı ilginç bulgular içermiştir. Daha sonra,

Mitrinovic and Vasic (1970) yılında, bu iki kitapta bulunmayan yeni temalar içeren “Ana-

lytic Inequalities” adlı bir kitap yazmışlardır. Bu çalışmalara ek olarak, Mitrinovic et al.

(1993) yılında yazılan "Classical and New Inequalities in Analysis" ve Pachpatte (2005)

yılındaki "Mathematical Inequalities" adlı eseri eşitsizlikler konusunda yeni sonuçlar ortaya

koymakta ve konu ile ilgili literatüre katkı sağlayan eserler arasında yer almaktadır. Son yıl-

larda Dragomir, Lakshmikantham ve Agarwal gibi araştırmacılar bu konuda çok fazla kitap,

makale ve monografi yazmışlardır.

Günümüzde, Hadamard (veya Hermite-Hadamard) integral eşitsizliği, en önemli in-

tegral eşitsizliklerinden biridir. Hermite (1822-1901) bu eşitsizliği kanıtsız olarak Ekim

1881’de Mathesis dergisine sunmuştur. Bu çalışmadan neredeyse yirmi yıl sonra, Jensen

eşitsizliği J.L.W.V. Jensen tarafından tanıtılmıştır (1905-1906). Konveks fonksiyonlar için

integral eşitsizlikler konusu bu iki eserle ünlenmiştir ve bugüne kadar pek çok araştırma-

cının ilgisini çekmeye devam etmiştir.

20. yüzyılın başlarından günümüze kadar, bu alandaki araştırmacılar çeşitli tipte kon-

veks fonksiyon sınıfları elde etmişler, bu fonksiyon sınıflarının özelliklerini incelemişler ve

birçok integral eşitsizliği keşfetmişlerdir. Beckenbach and Bellman (1961) ve Mitrinovic

and Vasic (1970) gibi birçok araştırmacı, araştırmalarında konveks eşitsizlikler sorununu ele

almıştır. Yalnızca konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler içeren ilk kaynak, Pečarić and Bee-

sack (1987) yazdıkları "Convex Functions: Inequalities" dir. Ek olarak, Roberts and Varberg

(1973), Pečarić and Tong (1992), Niculescu and Persson (2006) dahil birçok araştırmacı

konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler üzerine çok fazla çalışma yapmışlardır.
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Herhangi bir keyfi reel veya kompleks mertebeden türev ve integral hesabı, kesirli kal-

külüs olarak bilinir. Kesirli kalkülüs son zamanlarda çok önemli hale gelmiştir. Ancak ke-

sirli kalkülüsün temelleri 1695 yılına dayanmaktadır, bu nedenle çok yeni bir konu değildir.

Liouville’nin ismi, matematik literatüründe etkili türev ve integral kavramlarıyla bağlan-

tılıdır. Bununla birlikte, diferansiyel ve integral kalkülüsün yaratıcıları genellikle hem tam

mertebeden hem de kesirli mertebeden türevlerini düşünmüşlerdir. Samko et al. (1993) yılın-

daki kitabından, kesirli türevlerin Leibniz’in çalışmalarının konusu olduğunu öğreniyoruz.

Aynı zamanda Euler de kesirli türevler konusuyla ilgilenmiştir. Kesirli integral-türev kavram-

ları Liouville, Abel, Riemann, Letnikov, Weyl, Hadamard ve matematiksel analizde önemli

konularda gelişimi olan bu konunun ilerlemesini etkileyen geçmişten bugüne, iyi bilinen

birçok matematikçinin de üstüne çalıştığı bir araştırma konusu olmuştur Loverro (2004);

Ross (1977). Kesirli hesap tekniğinin matematik uygulamalarının çoğu 20. yüzyılda başlamış

olsa da, mühendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici başarılar elde etmesi ancak

son yüzyılda gerçekleşebilmiştir.

Kesirli türevin literatürde birçok tanımı vardır. Kesirli türev tanımını yapmak için

bu tanımların birçoğu integral formundan yararlanır. Bu tür tanımlar arasında Riemann-

Liouville ve Caputo en ünlüleridir. Grünwald-Letnikov’un tanımı, kesirli türevin tanımı için

bir sınır formundan yararlanır. Bu kesirli türevlerin tanımlarıyla ilgili olarak çok sayıda

çalışma yapılmıştır. Yukarıda adı geçen kesirli türev tanımları da dahil olmak üzere, literatür-

deki çok sayıda kesirli türev tanımının klasik türev tanımından ortak bir özelliği vardır: lineer

olma Khalil et al. (2014). Bunun dışında bir uyum tipik olarak söz konusu değildir. Örneğin,

kesirli türevin Riemann-Liouville tanımında sabitin kesirli türevi sıfır değildir. Yine klasik

türevdeki iki fonksiyonun çarpımı ve bölümü için türev formülü birçok kesirli türev için

geçerli değildir. Benzer şekilde, kesirli türevlerin birçok tanımı, klasik türevdeki zincir ku-

ralını sağlamaz. Bu tür zorlukların üstesinden gelmek için, Khalil et al. (2014) yılında kesirli

türevlere ve integral teorisine dayanan uyumlu kesirli türev tanımını sunmuşlardır.

Set (2010), “Bazı Farklı Türden Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral Eşitsizlikleri”

adlı doktora tezinde, E−konveks ve E −m−konveks fonksiyonlar için Hermite-Hadamard

tipli eşitsizlikler elde etmiştir. Daha sonra m−konveks, (α,m)− konveks, h−konveks ve

s−konveks gibi birçok farklı konveks fonksiyon sınıfı için bazı genellemeler ve yeni integral

eşitsizlikleri vermiştir.

Alomari (2011), “Several Inequalities Of Hermite-Hadamard, Ostrowski And Simp-

son Type For Convex, Quasi Convex And Convex Mappings And Applications” adlı dok-

tora tezinde, quasi -konveks ve konveks fonksiyon sınıflarını kullanarak Hermite-Hadamard,
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Ostrowski ve Simpson tipli integral eşitsizlikleri elde etmiş ve bu eşitsizlikler için uygula-

malar vermiştir .

Akdemir (2012)’in, "Farklı türden konveks fonksiyonlar için koordinatlarda integral

eşitsizlikler" adlı doktora tezinde, koordinatlarda bazı konveks fonksiyon sınıfları incelenmiş

ve bu fonksiyonlar için koordinatlarda çeşitli integral eşitsizlikleri bulunmuştur. Bununla bir-

likte, (α,m)-konveks, s−konveks, p- fonksiyon gibi birçok konveks fonksiyonların çarpım-

larına ait koordinatlarda integral eşitsizlikleri bulunmuştur.

Avcı Ardıç (2013), "Konveks fonksiyonların çeşitli sınıfları için integral eşitsizlikler"

isimli doktora tezinde ϕh,m-konveks fonksiyon tanımını yapmış ve bu sınıf için eşitsizlikler

oluşturmuştur. Buna ek, literatürdeki lemmalar kullanılarak konveks fonksiyonlar için Os-

trowski tipli eşitsizlikler bulmuştur. s-konveks fonksiyonlarda ise Hermite-Hadamard, Os-

trowski ve Simpson tipli eşitsizlikler elde etmiştir.

Onay (2021), "Riemann integraller yardımıyla koordinatlarda çeşitli integral eşitsiz-

likler" adlı tez çalışmasında bir integral eşitliği ve ispatı verilmiş olup bu eşitlik yardımıyla

konveks fonksiyonlar için koordinatlarda integral eşitsizliklere erişilmiştir. Sonuçların kanıt-

lanmasında çift katlı integraller için Hölder ve Power mean eşitsizlikleri ve konveks fonksiyon

tanımı kullanılmıştır .

Eken (2022) "Fejer inequality for s-convex functions in the fourth sense" adlı makale-

sinde, 4. anlamda s-konveks fonksiyon adında yeni bir sınıf tanımlamış ve 4. anlamda s-

konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler kurmuştur. Ayrıca bu eşitsizliklerin bazı uygulama

örneklerini sunmuştur. Bu uygulamaları, Gauss hata fonksiyonu, Gama fonksiyonu ve Fres-

nel integralleri için sınır fonksiyonları ile sonuçlanmıştır .

Kemali (2021), "Hermite-Hadamard Type Inequality for s-Convex Functions in the

Fourth Sense" adlı çalışmasında 4. anlamda s-konveks fonksiyon için Hermite-Hadamard

eşitsizliğini bulmuştur. Ayrıca, Digamma fonksiyonlarını içeren bazı uygulama örneklerini

sunmuştur .

Akdemir et al. (2022a), "Simpson’s type inequalities for s-convex functions in the

fourth sense" adlı çalışmada 4. anlamda s-konveks fonksiyonlar için Simpson tipli eşitsiz-

likler elde edilmiştir. Hölder ve Young eşitsizlikleri kullanılarak yeni eşitsizlikler oluşturul-

muştur .

Akdemir et al. (2022b), "New Approaches for Differentiable s-Convex Functions in

the Fourth Sense via Fractional Integral Operators" adlı çalışmada türevlenebilir 4. anlamda

s-konveks fonksiyonlar için kesirli mertebeden integral operatörleri kullanılarak yeni yak-

laşımlar elde edilmiştir. Ayrıca Hölder ve Young eşitsizlikleri kullanılarak yeni eşitsizlikler
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elde edilmiştir .

Aslan and Akdemir (2022), "Exponentialy convex functions on the co-ordinates and

related integral inequalities" adlı çalışmada, koordinatlar üzerinde üstel konveks fonksiyonlar

tanıtılmış ve Hadamard tipi temel bir integral eşitsizliği koordinatlar üzerinde üstel konveks

fonksiyonlar için kanıtlanmıştır .

Bayrak (2022), " Koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar için Ostrowski tipli integral

eşitsizlikleri" adlı tezinde koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar için Ostrowski tipli integral

eşitsizlikleri bulmuştur .

Bu çalışmanın ilk kısmında, koordinatlarda konveks fonksiyonların birçoğu ayrıntılı

şekilde incelenmiştir. Çalışmanın ikinci kısmında, konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanım

ve özelliklerin bazıları ile farklı türden konveks fonksiyon sınıflarının bazıları için integral

eşitsizlikler verilmiştir. Üçüncü kısımda, koordinatlarda konveks fonksiyonlara ilişik tanım-

lamalar yapılmış ve bu fonksiyon sınıflarına ait bazı integral eşitsizlikler verilmiştir.

Çalışmanın dördüncü kısmında ise çalışmanın önceki bölümünde verilen integral

eşitlikler yardımıyla 4. anlamda s-konveks fonksiyonlar için koordinatlarda integral eşitsiz-

likler ispatlanmıştır. Bulguların kanıtlarında, çift katlı integraller için Hölder, Power mean

ve Young eşitsizlikleri ve 4. anlamda s-konveks fonksiyon tanımı kullanılmıştır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu bölümde, çalışmanın dayanağı olan kavramlar verilecektir.

Tanım 2.1 (Konveks Küme): L bir lineer uzay B ⊆ L ve µ1, µ2 ∈ B keyfi elemanlar olmak

üzere

C = {w ∈ L : w = λµ1 + (1− λ)µ2, 0 ≤ λ ≤ 1} ⊆ B

oluyorsa B kümesine konveks küme denir.

Şekil 2.1. Konveks Küme ve Konveks Olmayan Küme

Eşitsizlik teorisi için büyük önem taşıyan ve özellikle bu alanda sıklıkla kullanılan konvekslik

kavramından birçok bilim insanı büyük ölçüde yararlanmaktadır.

Tanım 2.2 (J-konveks fonksiyon): U,R’de bir aralık olsun. Bütün µ1, µ2 ∈ U için

ς

(

µ1 + µ2

2

)

≤
ς(µ1) + ς(µ2)

2

5



koşulunu gerçekleştiren ς fonksiyonuna U üzerinde Jensen anlamında konveks veya J -

konveks fonksiyon denir (Mitrinovic and Vasic, 1970).

Tanım 2.3 (Konveks fonksiyon): U,R’de bir aralık ve ς : U → R bir fonksiyon olmak üzere

bütün µ1, µ2 ∈ U ve γ ∈ [0, 1] için

ς(γµ1 + (1− γ)µ2) ≤ γς(µ1) + (1− γ)ς(µ2)

şartını sağlayan ς fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pečarić and Tong, 1992).

U üzerinde tanımlanan bir ς fonksiyonunun konveks olması demek geometrik olarak (ε, ς(ε))

ve (̟, ς(̟)) noktalarını içeren U üzerindeki doğru parçasının ς’nin grafiğinin üst kısmında

yer almasıdır (Bakınız 2.2).

Şekil 2.2. Aralık üzerinde konveks fonksiyon

Tanım 2.4 (m -konveks fonksiyon): ς : [0, w] → R ve w > 0 olsun. Her µ1, µ2 ∈

[0, w], ρ ∈ [0, 1] ve m ∈ [0, 1] için

ς(ρµ1 +m(1− ρ)µ2) ≤ ρς(µ1) +m(1− ρ)ς(µ2)

şartı sağlanıyorsa ς fonksiyonuna m -konvekstir denir (Toader, 1988).

Tanım 2.5 ((α,m) -konveks fonksiyon): ς : [0, w] → R ve w > 0 olsun. Her µ1, µ2 ∈

[0, w], ρ ∈ [0, 1] ve (α,m) ∈ [0, 1]2 için

ς(ρµ1 +m(1− ρ)µ2) ≤ ρας(µ1) +m(1− ρα)ς(µ2)
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şartı sağlanıyorsa ς fonksiyonuna (α,m) -konvekstir denir (Mihesan, 1993).

Burada (α,m) ∈ (0, 0) için artan fonksiyon, (α,m) ∈ (1,m) için m -konveks fonksiyon,

(α,m) ∈ (1, 1) için konveks fonksiyon sınıflarına ulaşılır.

Tanım 2.6 (Godunova-Levin fonksiyonu): Negatif olmayan ς : U → R fonksiyonu µ1, µ2 ∈

U, β ∈ (0, 1) olmak üzere

ς(βµ1 + (1− β)µ2) ≤
ς(µ1)

β
+
ς(µ2)

1− β

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ya Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(U) sınıfına aittir denir.

ς ∈ Q(U) ve µ, ν, η ∈ U ise,

ς(µ)(µ− ν)(µ− η) + ς(ν)(ν − µ)(ν − η) + ς(η)(η − µ)(η − ν) ≥ 0

eşitsizliği gerçeklenir (Godunova and Levin, 1985).

Tanım 2.7 (P -Fonksiyon): Negatif olmayan ς : U → R fonksiyonu µ1, µ2 ∈ U, β ∈ (0, 1)

olmak üzere;

ς(βµ1 + (1− β)µ2) ≤ ς(µ1) + ς(µ2)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ya P -fonksiyon veya P(U) sınıfına aittir denir (Dragomir et al.,

1995).

Tanımlardan görüldüğü üzere, bütün negatif olmayan monoton ve konveks fonksiyonlar

Q(U) sınıfına aittir. Ek olarak, Q(U) ⊃ P (U) ve P (U) sınıfından fonksiyonlar negatif

olmayan monoton, konveks ve quasi -konveks fonksiyonlardan oluşmaktadır.

Tanım 2.8 (Birinci anlamda s -konveks fonksiyon): α, β ≥ 0, αs + βs = 1 ve s ∈ (0, 1]

olmak üzere her µ, ν ∈ R+ için ς : R+ → R fonksiyonu;

ς(αµ+ βν) ≤ αsς(µ) + βsς(ν)
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eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonların sınıfı K1
s ile gösterilir (Hudzik and Maligranda, 1994).

Tanım 2.9 (İkinci anlamda s -konveks fonksiyon): ρ ∈ [0, 1] ve s ∈ (0, 1] olmak üzere her

u, v ∈ [0,∞) için ς : [0,∞) → R fonksiyonu eğer

ς(ρu+ (1− ρ)v) ≤ ρsς(u) + (1− ρ)sς(v).

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye ikinci anlamda s− konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonların sınıfı K2
s ile gösterilir (Breckner, 1978).

Uyarı 2.1 Eğer yukarıdaki tanımda s = 1 seçilirse; klasik konveks fonksiyon tanımına

eşdeğer olur.

Tanım 2.10 (Dördüncü anlamda s -konveks fonksiyon): U ⊆ R
n bir konveks küme ve

s ∈ (0, 1] olmak üzere her u, v ∈ U ve ρ ∈ [0, 1] için ς : U → R fonksiyonu eğer

ς(ρu+ (1− ρ)v) ≤ ρ
1

s ς(u) + (1− ρ)
1

s ς(v)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye dördüncü anlamda s− konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonların sınıfı K4
s ile gösterilir (Eken, 2022).

Örnek 2.1 a, b ∈ R olmak üzere ς : L+
1

s

[a, b] → R ve c > 0 için ς(x) = c
∫ b

a
|x(t)|

1

s dt

şeklinde tanımlansın. Bu fonksiyon 4. anlamda s- konvekstir. Burada;

L+
1

s

[a, b] =
{

x ∈ L+
1

s

[a, b]|x : [a, b] → R+

}

biçimindedir.

x, y ∈ L+
1

s

[a, b] ve 0 < λ < 1 olsun. O halde;
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ς(λx+ (1− λ)y) = c

∫ b

a

|λx(t) + (1− λ)y(t)|
1

s dt

≤ c

∫ b

a

λ
1

s |x(t)|
1

s + (1− λ)
1

s |y(t)|
1

s dt

= λ
1

s c

∫ b

a

|x(t)|
1

s dt+ (1− λ)
1

s c

∫ b

a

|y(t)|
1

s dt

= λ
1

s ς(x) + (1− λ)
1

s ς(y).

Böylece, ς ∈ K4
s (Eken et al., 2021).

Örnek 2.2 U ⊂ R
n ve k ∈ R+ olsun. ς : U → R olmak üzere ς(x) = −k şeklinde tanım-

lansın. O halde ς 4. anlamda s -konveks bir fonksiyondur.

λ ∈ [0, 1] için;

ς(λx+ (1− λ)y) = −k

= −(λ+ (1− λ))k

= −λk − (1− λ)k

≤ −λ
1

sk − (1− λ)
1

sk

= λ
1

s ς(x) + (1− λ)
1

s ς(y).

Böylece ς ∈ K4
s (Eken et al., 2021) .

Tanım 2.11 (Quasi-konveks fonksiyon): ς : U → R bir fonksiyon ve B ⊂ R en az bir

elemana sahip konveks küme olsun. ∀µ1, µ2 ∈ B ve θ ∈ [0, 1] iken

ς(θµ1 + (1− θ)µ2) ≤ max{ς(µ1), ς(µ2)}
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ise ς’ya quasi- konveks fonksiyon denir.

Eşit koşullarda;

ς(θµ1 + (1− θ)µ2) < max{ς(µ1), ς(µ2)}

ise ς’ye strictly quasi- konveks fonksiyon,

ς(θµ1 + (1− θ)µ2) ≥ max{ς(µ1), ς(µ2)}

ise ς’ye quasi -konkav fonksiyon ve

ς(θµ1 + (1− θ)µ2) > max{ς(µ1), ς(µ2)}

ise ς’ye strictly quasi -konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce, 1998).

Sonuç 2.1 Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon konveks değildir (Bakınız 2.3).

Şekil 2.3. Quasi-konveks olmayan fonksiyon

Şekil 2.3’te fonksiyonun tanım kümesinde, kesikli kırmızı çizginin altındaki değerlere sahip

noktaların oluşturduğu aralıkların birleşiminde fonksiyon konveks değildir.
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Sonuç 2.2 Herhangi bir konveks fonksiyon quasi -konvekstir fakat quasi -konveks her fonksiyon

konveks olmak zorunda değildir.

Örneğin;

ς(x) = 3
√

(x− 1)2 + 1

quasi-konvekstir çünkü fonksiyonun grafiğindeki iki noktayı birleştiren herhangi bir yatay

doğru parçası, fonksiyonun grafiğinin altında kalan hiçbir nokta içermez. Diğer yandan,

konveks değildir çünkü grafikte iki noktayı birleştiren ve doğru parçasının bazı noktalarının

fonksiyonun grafiğinin altında kaldığı doğru parçaları (yatay değil) vardır. Yani, uç nokta-

larından biri (1, 1) olan ve diğer uç noktası eğri üzerindeki farklı herhangi bir nokta olan

doğru parçası, uç noktalar dışında tamamen eğrinin altında yer alır. (Bakınız 2.4).

Şekil 2.4. Quasi konveks olmasına rağmen konveks olmayan fonksiyon

Tanım 2.12 (Quasi -monotonik fonksiyon): ς hem quasi -konveks hem de quasi -konkav ise

ς’ya quasi -monotonik fonksiyon denir (Greenberg and Pierskalla, 1971).

Daha genel olarak, bir noktaya kadar azalan ve bu noktadan sonra artan bir fonksiyon quasi

-monotoniktir (Bakınız 2.5).
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Şekil 2.5. Quasi-monotonik fonksiyon

Tanım 2.13 (Beta Fonksiyonu):

β(µ1, µ2) =

∫ 1

0

tµ1−1(1− t)µ2−1dt, µ1, µ2 > 0 (2.1)

şeklinde tanımlanır. (2.1) ya Euler tipi Beta fonksiyonu ya da birinci çeşit Euler integrali

olarak ifade edilir (Dragomir et al., 1999).

Tanım 2.14 (Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden İntegrali): ς ∈ L1 [ν1, ν2] olsun.

ν1 ≥ 0 iken α > 0 için Riemann-Liouville kesirli mertebeden integrali aşağıdaki gibi tanım-

lanır:

Jα
ν+
1

ς(u1) =
1

Γ(α)

∫ u1

ν1

(u1 − γ)α−1ς(γ)dγ, u1 > ν1,

Jα
ν−
2

ς(u1) =
1

Γ(α)

∫ ν2

u1

(γ − u1)
α−1ς(γ)dγ, u1 < ν2. (2.2)

Burada, Γ(α) =
∫

∞

0
e−uuα−1du şeklinde tanımlı Gama fonksiyonudur ve J0

µ+

1

ς(u1) =

J0
µ−

2

ς(u1) = ς(u1) eşitliği sağlanır (Miller and Ross, 1993).

Tanım 2.15 (Koordinatlarda Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden İntegrali):

ς ∈ L1 ([ν1, ν2]× [ν3, ν4]) olsun. ν1, ν3 ≥ 0 iken α, β > 0 için Riemann-Liouville kesirli

mertebeden integrali aşağıdaki gibi tanımlanır:
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u1 > ν1, u2 > ν3 iken;

Jα,β

ν+
1
,ν+

3

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ u1

ν1

∫ u2

ν3

(u1 − γ)α−1(u2 − λ)β−1ς(γ, λ)dλdγ,

u1 > ν1, u2 < ν4 iken;

Jα,β

ν+
1
,ν−

4

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ u1

ν1

∫ ν4

u2

(u1 − γ)α−1(λ− u2)
β−1ς(γ, λ)dλdγ,

u1 < ν2, u2 > ν3 iken;

Jα,β

ν−
2
,ν+

3

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ν2

u1

∫ u2

ν3

(γ − u1)
α−1(u2 − λ)β−1ς(γ, λ)dλdγ,

u1 < ν2, u2 < ν4 iken;

Jα,β

ν−
2
,ν−

4

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ν2

u1

∫ ν4

u2

(γ − u1)
α−1(λ− u2)

β−1ς(γ, λ)dλdγ.

(2.3)

Burada, Γ Gama fonksiyonudur ayrıca;

J0,0

ν+
1
,ν+

3

ς(u1, u2) = J0,0

ν+
1
,ν−

4

ς(u1, u2) = J0,0

ν−
2
,ν+

3

ς(u1, u2)

= J0,0

ν−
2
,ν−

4

ς(u1, u2) = ς(u1, u2) (2.4)

ve
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J1,1

ν+
1
,ν+

3

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ u1

ν1

∫ u2

ν3

ς(Θ1, Θ2)dΘ2dΘ1,

J1,1

ν+
1
,ν−

4

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ u1

ν1

∫ ν4

u2

ς(Θ1, Θ2)dΘ2dΘ1

J1,1

ν−
2
,ν+

3

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ν2

u1

∫ u2

ν3

ς(Θ1, Θ2)dΘ2dΘ1

J1,1

ν−
2
,ν−

4

ς(u1, u2) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ ν2

u1

∫ ν4

u2

ς(Θ1, Θ2)dΘ2dΘ1 (2.5)

eşitlikleri sağlanır (Sarıkaya, 2014).

Teorem 2.1 (Young Eşitsizliği): ς, c > 0 için [0, c] üzerinde tanımlı reel değerli, sürekli

ve artan fonksiyon olsun. ς(0) = 0, ι1 ∈ [0, c], ve ι2 ∈ [0, ς(c)] için ünlü Young eşitsizliği

aşağıdaki gibidir:
∫ ι1

0

ς(x)dx+

∫ ι2

0

ς−1(x)dx ≥ ι1ι2.

Burada ς−1, ς fonksiyonunun tersidir. Eğer ς(ι2) = ς(ι1) ise eşitsizlik eşitliğe dönüşür.

ς kuvvet fonksiyonu olan ς(w) = wp−1 seçilirse:

ιp1
p
+

(

p− 1

p

)

ι
p/p−1
2 ≥ ι1ι2,

benzer şekilde;

ιp1
p
+
ιq2
q
≥ ι1ι2,

dir. Burada ι1, ι2 ≥ 0, p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.2 (İntegraller için Hölder Eşitsizliği): p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. ς1 ve

ς2, [ι1, ι2] aralığında tanımlı reel fonksiyonlar, |ς1|
p ve |ς2|

q, [ι1, ι2] aralığında integral-

lenebilir fonksiyonlar ise;

∫ ι2

ι1

|ς1(µ)ς2(µ)|dµ ≤

(∫ ι2

ι1

|ς1(µ)|
pdµ

) 1

p

(∫ ι2

ι1

|ς2(µ)|
qdµ

) 1

q
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eşitsizliği gerçeklenir (Mitrinovic et al., 1993).

Benzer şekilde, çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği aşağıdaki gibi verilebilir:

∫ ι2

ι1

∫ ι2

ι1

|ς1(µ1, µ2)ς2(µ1, µ2)|dµ1dµ2 ≤

(∫ ι2

ι1

∫ ι2

ι1

|ς1(µ1, µ2)|
pdµ1dµ2

) 1

p

×

(∫ ι2

ι1

∫ ι2

ι1

|ς2(µ1, µ2)|
qdµ1dµ2

) 1

q

.

Ayrıca; Power mean eşitsizliği, Hölder eşitsizliğinin bir sonucudur:

Sonuç 2.3 (Power Mean Eşitsizliği): q ≤ 1 olsun. ς1 ve ς2, [ι1, ι2] aralığında tanımlı reel

fonksiyonlar, |ς1| ve |ς2|
q, [ι1, ι2] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar ise

∫ ι2

ι1

|ς1(µ)ς2(µ)|dµ ≤

(∫ ι2

ι1

|ς1(µ)|dµ

)1− 1

q

(∫ ι2

ι1

|ς1(µ)||ς2(µ)|
qdµ

) 1

q

eşitsizliği gerçeklenir.

Benzer şekilde, çift katlı integraller için Power mean eşitsizliği;

∫ ι2

ι1

∫ ι2

ι1

|ς1(µ1, µ2)ς2(µ1, µ2)|dµ1dµ2

≤

(∫ ι2

ι1

∫ ι2

ι1

|ς1(µ1, µ2)|dµ1dµ2

)1− 1

q

(∫ ι2

ι1

∫ ι2

ι1

|ς1(µ1, µ2)||ς2(µ1, µ2)|
qdµ1dµ2

) 1

q

şeklindedir. Reel sayılarda bir diğer temel eşitsizlik de üçgen eşitsizliğidir.

Teorem 2.3 (Üçgen Eşitsizliği): Herhangi κ1,κ2 reel sayıları için

|κ1 + κ2| ≤ |κ1|+ |κ2|,

||κ1| − |κ2|| ≤ |κ1 − κ2|,

||κ1| − |κ2|| ≤ |κ1 + κ2|,

ve tümevarım metoduyla

|κ1 + . . .+ κn| ≤ |κ1|+ . . .+ |κn|

eşitsizlikleri gerçeklenir (Mitrinovic et al., 1993).
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Teorem 2.4 (Üçgen Eşitsizliğinin İntegral Versiyonu): ς, [ι1, ι2] aralığında sürekli reel

değerli fonksiyon olsun.

∣

∣

∣

∣

∫ ι2

ι1

ς(µ)dµ

∣

∣

∣

∣

≤

∫ ι2

ι1

|ς(µ)|dµ (ι1 < ι2)

eşitsizliği sağlanır (Mitrinovic et al., 1993).

2.2. Farklı Türden Bazı Konveks Fonksiyonlar İçin İntegral

Eşitsizlikler

Teorem 2.5 U, R’de bir aralık, µ1, µ2 ∈ U ve µ1 < µ2 olmak üzere ς : U ⊂ R → R konveks

fonksiyon olsun.

ς

(

µ1 + µ2

2

)

≤
1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

ς(z)dz ≤
ς(µ1) + ς(µ2)

2
(2.6)

eşitsizliği sağlanır. Konveks fonksiyonlar için (2.6) literatürde Hermite-Hadamard eşitsizliği

olarak ünlenmiştir (Pečarić and Tong, 1992).

Teorem 2.6 ς : [0,∞) → R fonksiyonu m ∈ (0, 1] olmak üzere m -konveks fonksiyon olsun.

Eğer 0 ≤ µ1 < µ2 ve ς ∈ L1[µ1m,µ2] ise;

1

m+ 1

[∫ mµ2

µ1

ς(z)dz +
mµ2 − µ1

µ2 −mµ1

∫ µ2

mµ1

ς(z)dz

]

≤ (mµ2 − µ1)
ς(µ1) + ς(µ2)

2

eşitsizliği geçerlidir (Dragomir, 2001).

Teorem 2.7 ς ∈ Q(U), ι1, ι2 ∈ U, ι1 < ι2 ve ς ∈ L1[ι1, ι2] olsun. O halde;

p(k) =
(ι2 − k)(k − ι1)

(ι2 − ι1)2
, k ∈ U

olmak üzere

ς

(

ι1 + ι2
2

)

≤
4

ι2 − ι1

∫ ι2

ι1

ς(k)dk
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ve

1

ι2 − ι1

∫ ι2

ι1

p(k)ς(k)dk ≤
ς(ι1) + ς(ι2)

2

eşitsizlikleri gerçeklenir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 2.8 ς ∈ P (U), ̟1, ̟2 ∈ U, ̟1 < ̟2 ve ς ∈ L1[̟1, ̟2] olsun. O halde;

ς

(

̟1 +̟2

2

)

≤
2

̟2 −̟1

∫ ̟2

̟1

ς(z)dz ≤ 2[ς(̟1) + ς(̟2)]

eşitsizliği gerçeklenir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 2.9 c pozitif bir sayı, ς1, ς2 ∈ SX(ch, U), µ1, µ2 ∈ U, µ1 < µ2 ve ς1ς2 ∈ L1[µ1, µ2]

olsun. O halde;

1

2ch
(

1
2

)(ς1ς2)

(

µ1 + µ2

2

)

≤
1

µ2 − µ1

∫ µ2

µ1

(ς1ς2)(z)dz ≤ c[(ς1ς2)(µ1)+(ς1ς2)(µ2)]

∫ 1

0

h(θ)dθ

eşitsizliği geçerlidir (Sarıkaya et al., 2010).

Teorem 2.10 ς : [0,∞) → R fonksiyonu (α,m) ∈ (0, 1]2 olmak üzere (α,m) -konveks

fonksiyon olsun. Eğer 0 ≤ µ1 < µ2 ve ς ∈ L1[µ1m,µ2] ise;

1

mµ2 − µ1

∫ mµ2

µ1

ς(w)dw +
1

µ2 −mµ1

∫ µ2

mµ1

ς(w)dw ≤
1

α + 1
[(1 + αm)(ς(µ1) + ς(µ2))]

eşitsizliği geçerlidir (Set et al., 2012).

Hermite-Hadamard eşitsizliği ikinci anlamda s -konveks fonksiyonlar için ise aşağıdaki gibi

bulunmuştur:

Teorem 2.11 s ∈ (0, 1) olmak üzere ς : [0,∞) → [0,∞) ikinci anlamda s -konveks bir

fonksiyon, ̟1, ̟2 ∈ [0,∞) ve ̟1 < ̟2 olsun. ς ∈ L1[̟1, ̟2] ise

2s−1ς

(

̟1 +̟2

2

)

≤
1

̟2 −̟1

∫ ̟2

̟1

ς(w)dw ≤
ς(̟1) + ς(̟2)

s+ 1
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olur. Eşitsizliğin sağ tarafında mümkün olan en iyi sabit k = 1/(s + 1) ’dir (Dragomir and

Fitzpatrick, 1999).

Teorem 2.12 [̟1, ̟2] ⊂ R, ̟1 < ̟2 ve ς1, ς2 : [̟1, ̟2] → [0,∞) iki konveks fonksiyon

olsun.

Ξ(µ1, µ2) = ς1(̟1)ς2(̟1) + ς1(̟1)ς2(̟2)

ve

Ω(̟1, ̟2) = ς1(̟1)ς2(̟2) + ς1(̟2)ς2(̟1)

olmak üzere

1

̟2 −̟1

∫ ̟2

̟1

ς(w)g(w)dw ≤
1

3
Ξ(̟1, ̟2) +

1

6
Ω(̟1, ̟2)

dir (Pachpatte, 2003).

Teorem 2.13 ς : [0,∞) → [0,∞) 4. anlamda s -konveks fonksiyon olsun. s ∈ (0, 1),

ǫ1, ǫ2 ∈ [0,∞) ve ǫ1 < ǫ2 olmak üzere ς ∈ L[ǫ1, ǫ2] ise,

2
1

s
−1ς

(

ǫ1 + ǫ2
2

)

≤
1

ǫ2 − ǫ1

∫ ǫ2

ǫ1

ς(t)dt ≤
s

s+ 1
[ς(ǫ1) + ς(ǫ2)]

dir. Burada, k = s
s+1

mümkün olan en iyi sabittir (Kemali, 2021).

Teorem 2.14 ς : U ⊂ [0,∞) → (0,∞), U◦ üzerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

ς ′ ∈ L[ι1, ι2] olsun. Burada, ι1, ι2 ∈ U ve ι1 < ι2 ’dir. Eğer, ι2 ≥ 1, ve s ∈ (0, 1] için |ς ′ (x)|,

[ι1, ι2] üzerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:
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∣

∣

∣

∣

1

6

[

ς (ι1) + 4ς

(

ι1 + ι2
2

)

+ ς (ι2)

]

−
1

ι2 − ι1

∫ ι2

ι1

ς (x) dx

∣

∣

∣

∣

≤ (ι2 − ι1)
1 + s

6
+ s2

[

2
(

5
6

)
2s+1

s +
(

1
6

)
2s+1

s −
(

1
2

)
s+1

s − 2
3

]

(2s+ 1) (s+ 1)

× [|ς ′(ι1)|+ |ς ′(ι2)|]

(Akdemir et al., 2022a).

Teorem 2.15 ς : U ⊂ [0,∞) → R, U◦ üzerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve ς ′ ∈

L[ι1, ι2] olsun. Burada, ι1, ι2 ∈ U ve ι1 < ι2’dir. Eğer, s ∈ (0, 1] ve p > 1 için [ι1, ι2]

üzerinde |ς ′ (x)|
p

p−1 4. anlamda s -konveks bir fonksiyon ise, aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:

∣

∣

∣

∣

1

6

[

ς (ι1) + 4ς

(

ι1 + ι2
2

)

+ ς (ι2)

]

−
1

ι2 − ι1

∫ ι2

ι1

ς (x) dx

∣

∣

∣

∣

≤ (ι2 − ι1)
[

2
p+1

p + 1
]

[

(

1
6

)p+1

p+ 1

]
1

p
(

s

q + s

) 1

q

× [|ς ′(ι1)|+ |ς ′(ι2)|] .

Burada, 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Akdemir et al., 2022a).

Teorem 2.16 ς : U ⊂ [0,∞) → R, U◦ üzerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve ς ′ ∈

L[ι1, ι2] olsun. Burada, ι1, ι2 ∈ U ve ι1 < ι2’dir. Eğer, s ∈ (0, 1] ve p > 1 için [ι1, ι2]

üzerinde |ς ′ (x)|q 4. anlamda s -konveks fonksiyon ise aşağıdaki eşitsizlik geçerlidir:

∣

∣

∣

∣

1

6

[

ς (ι1) + 4ς

(

ι1 + ι2
2

)

+ ς (ι2)

]

−
1

ι2 − ι1

∫ ι2

ι1

ς (x) dx

∣

∣

∣

∣

≤ (ι2 − ι1)

{

2

(

1

6

)p+1 [
1 + 2p+1

p(p+ 1)

]

+

(

s

q(q + s)

)

[|ς ′(ι1)|
q + |ς ′(ι2)|

q]

}

.

Burada, 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Akdemir et al., 2022a).
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Teorem 2.17 ς : R+ → R
+ 4. anlamda s -konveks bir fonksiyon olsun. s ∈ (0, 1] ve ι1 < ι2

koşulunu sağlayan ι1, ι2 ∈ R
+ olmak üzere ς ∈ L[ι1, ι2] olduğunda her α ∈ (0, 1] aralığın-

daki bir eşitsizlik aşağıdaki gibidir :

2
1

s

ς
(

ι1+ι2
2

)

B(α)Γ(α)
+

1− α

(ι2 − ι1)α

[

ς(ι1) + ς(ι2)

B(α)

]

≤
1

(ι2 − ι1)α
[

AB
ι1
Iαι2{ς(ι2)}+

AB Iαι2{ς(ι1)}
]

≤

[

ς(ι1) + ς(ι2)

B(α)

] [

α

Γ(α)(α + 1
s
)
+

1− α

(ι2 − ι1)α
+
αβ(α, 1 + 1

s
)

Γ(α)

]

(Akdemir et al., 2022b).

Bundan sonraki Teoremlerde;

F =
1

ι2 − ι1

[

(ABIαι1+ι2
2

){ς(ι1)}+
AB
ι1+ι2

2

Iαι2{ς(ι2)}
]

−
1− α

(ι2 − ι1)B(α)
[ς(ι1) + ς(ι2)]−

(ι2 − ι1)
α−1

2α−1B(α)Γ(α)
ς

(

ι1 + ι2
2

)

olarak kabul edilecektir.

Teorem 2.18 ι1 < ι2 iken ι1, ι2 ∈ U0 ve ς : U ⊂ [0,∞) → R, U0 üzerinde diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve ς ′′ ∈ L(ι1, ι2) olsun. Eğer s ∈ (0, 1] için |ς ′′|, [ι1, ι2] üzerinde 4.

anlamda s -konveks bir fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatörleri için aşağıdaki

eşitsizlik geçerlidir:

|F | ≤
(ι2 − ι1)

α+1

(α + 1)B(α)Γ(α)

(

(1
2
)α+

1

s
+2

α + 1
s
+ 2

+ β 1

2

(α + 2,
1

s
+ 1)

)

(|ς ′′(ι1)|+ |ς ′′(ι2)|).

Burada, α ∈ (0, 1] dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.19 ι1 < ι2 iken ι1, ι2 ∈ U0 ve ς : U ⊂ [0,∞) → R, U0 üzerinde diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve ς ′′ ∈ L[ι1, ι2] olsun. Eğer, s ∈ (0, 1] için |ς ′′|q, [ι1, ι2] üzerinde 4.

anlamda s -konveks bir fonksiyon olsun. Atangana-Baleanu integral operatörleri için aşağı-

daki eşitsizlik geçerlidir:
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|F | ≤
(ι2 − ι1)

α+1

(α + 1)B(α)Γ(α)

(

(1
2
)αp+p

αp+ p+ 1

)

1

p 1

(1
s
+ 1)

1

q

(|ς ′′(ι1)|+ |ς ′′(ι2)|)

burada, α ∈ (0, 1], q > 1, ve 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.20 ι1 < ι2 iken ι1, ι2 ∈ U0 ve ς : U ⊂ [0,∞) → R, U0 üzerinde diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve ς ′′ ∈ L[ι1, ι2] olsun. Eğer, s ∈ (0, 1] için |ς ′′|q, [ι1, ι2] üzerinde 4.

anlamda s -konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatörleri için (2.7) eşitsi-

zliği elde edilir :

|F | ≤
(ι2 − ι1)

α+1

(α + 1)B(α)Γ(α)

(

(1
2
)(α+1)( q−p

q−1
)(q − 1)

(α + 1)(q − p) + q − 1

)1− 1

q

(|ς ′′(ι1)|
q + |ς ′′(ι2)|

q)
1

q

×

(

(1
2
)(α+1)p+ 1

s
+1

(α + 1)p+ 1
s
+ 1

+ β 1

2

((α + 1)p+ 1,
1

s
+ 1)

) 1

q

.

(2.7)

Burada, α ∈ (0, 1], q ≥ p > 1 dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.21 ι1 < ι2, ι1, ι2 ∈ U0 ve ς : U ⊂ [0,∞) → R, U0 üzerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon ve ς ′′ ∈ L[ι1, ι2] olsun. Eğer s ∈ (0, 1] için |ς ′′|q, [ι1, ι2] üzerinde 4. an-

lamda s -konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatörleri için (2.8) eşitsizliği

geçerlidir:

|F | ≤
(ι2 − ι1)

α+1

(α + 1)B(α)Γ(α)

(

(1
2
)(α+1)p

((α + 1)p+ 1)p
+

|ς ′′(ι1)|
q + |ς ′′(ι2)|

q

(1
s
+ 1)q

)

. (2.8)

Burada, α ∈ (0, 1], q > 1 dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.22 ι1 < ι2 iken ι1, ι2 ∈ U0 ve ς : U ⊂ [0,∞) → R, U0 üzerinde diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve ς ′′ ∈ L[ι1, ι2] olsun. Eğer, s ∈ (0, 1] için |ς ′′|q, [ι1, ι2] üzerinde

4. anlamda s -konkav bir fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatörleri için (2.9)

eşitsizliği geçerlidir:

|F | ≤
(ι2 − ι1)

α+1

(α + 1)B(α)Γ(α)

(

(1
2
)(α+1)p

((α + 1)p+ 1)

) 1

p

2
1
s
−1

q

∣

∣

∣

∣

ς ′′
(

ι1 + ι2
2

)∣

∣

∣

∣

. (2.9)
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Burada α ∈ (0, 1], q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Akdemir et al., 2022b).
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

3.1. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlarla İlgili Genel Kavramlar

Çalışma süresince ∆ = [κ1,κ2]× [κ3,κ4] ⊂ R
2 ve κ1 < κ2,κ3 < κ4 olarak alınacaktır.

Tanım 3.1 (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): ς : ∆ → R fonksiyonu ∀(p, r), (s, t) ∈ ∆

ve ε ∈ [0, 1] olmak üzere eğer

ς(εp+ (1− ε)s, εr + (1− ε)t) ≤ ες(p, r) + (1− ε)ς(s, t)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye ∆ üzerinde konvekstir denir (Dragomir, 2001).

∀p ∈ [κ1,κ2] ve ∀r ∈ [κ3,κ4] için;

ςr : [κ1,κ2] → R, ςr(w) = ς(w, r)

ve

ςp : [κ3,κ4] → R, ςp(z) = ς(p, z)

dönüşümleri konveks olduğu sürece ς : ∆ → R fonksiyonu koordinatlarda konvekstir.

Lemma 3.1 ς : ∆ → R şeklinde tanımlanan bütün konveks fonksiyonlar koordinatlarda

konvekstir, diğer yandan tersi genel olarak doğru değildir (Dragomir, 2001).

Örnek 3.1 ς : [0, 1]2 → R fonksiyonu ς(u, v) = uv şeklinde tanımlı olsun. ς fonksiyonu

koordinatlarda konvekstir fakat konveks değildir (Dragomir, 2001).

Koordinatlarda konveks fonksiyon tanımının emsali bir tanım şu şekilde verilebilir:

Tanım 3.2 (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): ς : ∆ → R fonksiyonu verilsin.
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ς(αx+ (1− α)y, βp+ (1− β)r) ≤ αβς(x, p) + β(1− α)ς(y, p)

+ α(1− β)ς(x, r) + (1− α)(1− β)ς(y, r)

eşitsizliği her α, β ∈ [0, 1] ve (x, p), (x, r), (y, p), (y, r) ∈ ∆ için sağlanır ise ς’ye ∆

üzerinde koordinatlarda konveks fonksiyon denir (Latif and Alomari, 2009).

Lemma 3.2 ς : ∆ → R+ şeklinde tanımlı ve ς ikinci mertebeden diferansiyellenebilir ise

ς’nin koordinatlarda konveks olması için gerek ve yeter koşul

ςr : [x, y] → R, ςr(u) = ς(u, r)

ve

ςp : [z, w] → R, ςp(v) = ς(p, v)

dönüşümleri için ς ′′p ≥ 0 ve ς ′′r ≥ 0 koşulunu gerçekleştirmesidir (Latif and Alomari, 2009).

Şekil 3.1. ς1(s, t) = s2 + t2 ve ς2(s, t) = es + t4 konveks fonksiyonları

Lemma 3.3 ς1, ς2 : ∆ → R şeklinde tanımlı koordinatlarda konveks fonksiyonlar ve k ≥ 0

olsun. Bu taktirde ς1 + ς2 ve kς1 koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari, 2009).

Lemma 3.4 ς1, ς2 : ∆ → R şeklinde tanımlı koordinatlarda konveks fonksiyonlar olsunlar.

O halde ς1ς2 koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari, 2009).
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Tanım 3.3 (Koordinatlardam -konveks Fonksiyon): ς : ∆1 → R fonksiyonu ∀(p.r), (s, t) ∈

∆1 ve m, θ ∈ [0, 1] için

ς(θp+ (1− θ)s, θr + (1− θ)t) ≤ θς(p, r) +m(1− θ)ς(s, t)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye ∆1 üzerinde m -konvekstir denir.

∀p ∈ [0,κ1] ve ∀r ∈ [0,κ2] için eğer

ςr : [0,κ1] → R, ςr(α) = ς(α, r)

ve

ςp : [0,κ2] → R, ςp(β) = ς(p, β)

dönüşümlerim -konveks olduğu sürece ς : ∆1 → R fonksiyonu koordinatlardam -konvekstir

(Ozdemir and Set, 2011).

Lemma 3.5 ς : ∆1 → R şeklinde tanımlı m -konveks fonksiyonların tamamı m ∈ [0, 1]

olduğu durumda koordinatlarda m -konvekstir (Ozdemir and Set, 2011).

Tanım 3.4 (Koordinatlarda (α,m) -Konveks Fonksiyon): ς : ∆1 → R fonksiyonu

∀(a, b), (c, d) ∈ ∆1 ve (α,m) ∈ [0, 1]2, θ ∈ [0, 1] için

ς(θa+ (1− θ)c, θb+m(1− θ)d) ≤ θας(a, b) +m(1− θα)ς(c, d) (3.1)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ya ∆1 üzerinde (α,m) -konvekstir denir (Ozdemir and Set, 2011).

(3.1)’de (α,m) = (1,m) olması halinde koordinatlardam -konveks fonksiyon (α,m) = (1, 1)

olması halinde ise koordinatlarda konveks fonksiyon sonucuna ulaşılır.

Lemma 3.6 ς : ∆1 → R şeklinde tanımlanan (α,m) -konveks fonksiyonların tamamı

(α,m) ∈ [0, 1]2 olduğu durumda koordinatlarda (α,m) -konvekstir (Ozdemir and Set, 2011).

Tanım 3.5 (Koordinatlarda Birinci Anlamda s -Konveks fonksiyon): ς : ∆ → R fonksiyonu

∀(a, b), (c, d) ∈ ∆, ts + us = 1, s ∈ (0, 1] ve t, u ≥ 0 için
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ς(ta+ uc, tb+ ud) ≤ tsς(a, b) + usς(c, d)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye ∆ üzerinde birinci anlamda s -konvekstir denir (Alomari and

Darus, 2008a).

Tanım 3.6 (Koordinatlarda İkinci Anlamda s -Konveks Fonksiyon): ς : ∆ → R fonksiyonu

∀(a, b), (c, d) ∈ ∆, s ∈ (0, 1] ve ϕ ∈ [0, 1] için

ς(ϕa+ (1− ϕ)c, ϕb+ (1− ϕ)d) ≤ ϕsς(a, b) + (1− ϕ)sς(c, d)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye ∆ üzerinde ikinci anlamda s -konvekstir denir (Alomari and

Darus, 2008a).

Tanım 3.7 (∆ üzerinde Quasi-Konveks Fonksiyon): ∀(a, b), (c, d) ∈ ∆, ϕ ∈ [0, 1] olmak

üzere ς : ∆ → R fonksiyonu eğer

ς(ϕa+ (1− ϕ)c, ϕb+ (1− ϕ)d) ≤ max ς(a, b), ς(c, d)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye ∆ üzerinde quasi -konvekstir denir. Bu fonksiyonların sınıfının

gösterimi QC(∆) dir (Ozdemir et al., 2010).

Lemma 3.7 ς : ∆ → R quasi -konveks fonksiyonların tamamı koordinatlarda quasi -

konvekstir (Ozdemir et al., 2010).

Tanım 3.8 (∆ üzerinde Godunova-Levin Sınıfına ait Fonksiyon): Negatif olmayan ς :

∆ → R fonksiyonu ∀(p, r), (s, t) ∈ ∆ ve ϕ ∈ (0, 1) için

ς(ϕp+ (1− ϕ)s, ϕr + (1− ϕ)t) ≤
ς(p, r)

ϕ
+

ς(s, t)

(1− ϕ)

eşitsizliği gerçekleniyorsa ς’ye ∆ üzerinde Godunova-Levin sınıfından fonksiyon denir (Akdemir

and Ozdemir, 2010).

Lemma 3.8 ς : ∆ → R şeklinde tanımlı Godunova-Levin sınıfından fonksiyonların tamamı

aynı zamanda koordinatlarda Godunova-Levin sınıfına aittir (Akdemir and Ozdemir, 2010).
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Tanım 3.9 (∆ üzerinde P -Fonksiyon): Negatif olmayan ς : ∆ → R fonksiyonu

∀(p, r), (s, t) ∈ ∆ ve ϕ ∈ (0, 1) için

ς(ϕp+ (1− ϕ)s, ϕr + (1− ϕ)t) ≤ ς(p, r) + ς(s, t)

eşitsizliği gerçekleniyorsa ς’ye ∆ üzerinde P -Fonksiyon denir (Akdemir and Ozdemir, 2010).

Lemma 3.9 ς : ∆ → R şeklinde tanımlı P -fonksiyonların tamamı aynı zamanda koordi-

natlarda P -fonksiyondur (Akdemir and Ozdemir, 2010).

3.2. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar İçin Bazı İntegral

Eşitsizlikler

Koordinatlarda konveks fonksiyonlar için iyi bilinen bazı eşitsizlikler bu bölümde verilmiştir.

Teorem 3.1 ς : ∆ = [κ1,κ2]× [κ3,κ4] → R fonksiyonu koordinatlarda konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda;

ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤
1

2

[

1

(κ2 − κ1)

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx+
1

(κ4 − κ3)

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

]

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
1

4

[

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ1)dx+
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ2)dx

+
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ3, y)dy +
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ4, y)dy

]

≤
ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
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eşitsizliği sağlanır (Dragomir, 2001).

Koordinatlarda s -konveks fonksiyonlar için aşağıdaki eşitsizlikler ispatlanmıştır.

Teorem 3.2 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → [0,∞) fonksiyonu koordinatlarda s -konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda;

ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤ 2s−2

[

1

(κ2 − κ1)

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx

+
1

(κ4 − κ3)

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

]

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
1

2(s+ 1)

[

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ1)dx+
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ2)dx

+
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ3, y)dy +
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ4, y)dy

]

≤
ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

(s+ 1)2

eşitsizliği gerçeklenir (Alomari and Darus, 2008a).
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Teorem 3.3 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → [0,∞) fonksiyonu koordinatlarda birinci an-

lamda s -konveks fonksiyon olsun. Bu durumda;

ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤
1

2

[

1

(κ2 − κ1)

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx

+
1

(κ4 − κ3)

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

]

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
1

2(s+ 1)

[

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ1)dx+
s

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ2)dx

+
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy +
s

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ2, y)dy

]

≤
ς(κ1,κ3) + sς(κ1,κ4) + sς(κ2,κ3) + s2ς(κ2,κ4)

(s+ 1)2

eşitsizliği sağlanır (Alomari and Darus, 2008b).

Ozdemir and Set (2011) çalışmalarındaki koordinatlarda m -konveks ve (α,m) -

konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler aşağıdadır:

Teorem 3.4 ς : ∆1 → R koordinatlarda m -konveks fonksiyon olsun. m ∈ (0, 1] olmak

üzere 0 ≤ κ1 < κ2 <∞ ve 0 ≤ κ3 < κ4 <∞ iken;

1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
1

4(κ2 − κ1)
min{η1, η2}+

1

4(κ4 − κ3)
min{η3, η4}

eşitsizliği geçerlidir. Burada;

η1 =

∫

κ2

κ1

ς(x,κ3)dx+m

∫

κ2

κ1

ς
(

x,
κ4

m

)

dx, η2 =

∫

κ2

κ1

ς(x,κ4)dx+m

∫

κ2

κ1

ς
(

x,
κ3

m

)

dx,
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η3 =

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy+m

∫

κ4

κ3

ς
(

κ2

m
, y

)

dy, η4 =

∫

κ4

κ3

ς(κ2, y)dy+m

∫

κ4

κ3

ς
(

κ1

m
, y

)

dy

şeklindedir (Ozdemir and Set, 2011).

Teorem 3.5 ς : ∆1 → R koordinatlarda m -konveks fonksiyon olsun. m ∈ (0, 1], 0 ≤ κ1 <

κ2 <∞ ve 0 ≤ κ3 < κ4 <∞ olmak üzere ςx ∈ L1[0,κ4], ςy ∈ L1[0,κ2] iken;

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx+
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

[

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y) +mς
(

x, y
m

)

2
dydx

+

∫

κ4

κ3

∫

κ2

κ1

f(x, y) +mς
(

x
m
, y

)

2
dxdy

]

eşitsizliği geçerlidir (Ozdemir and Set, 2011).

Teorem 3.6 ς : ∆1 → R koordinatlarda (α,m) -konveks fonksiyon olsun. (α,m) ∈ [0, 1]2,

0 ≤ κ1 < κ2 <∞ ve 0 ≤ κ3 < κ4 <∞ olmak üzere ςx ∈ L1[0,κ4], ςy ∈ L1[0,κ2] iken;

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx+
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

[

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

2ς(x, y) +m(2α − 1)
(

ς
(

x, y
m

)

+ ς
(

x
m
, y

))

2α
dxdy

]

ve

1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
1

2(α + 1)(κ2 − κ1)
min{ψ1, ψ2}+

1

2(α + 1)(κ4 − κ3)
min{ψ3, ψ4}

eşitsizlikleri geçerlidir. Burada;
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ψ1 =

∫

κ2

κ1

ς(x,κ3)dx+ αm

∫

κ2

κ1

ς
(

x,
κ4

m

)

dx,

ψ2 =

∫

κ2

κ1

ς(x,κ4)dx+ αm

∫

κ2

κ1

ς
(

x,
κ3

m

)

dx,

ψ3 =

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy + αm

∫

κ4

κ3

ς
(

κ2

m
, y

)

dy,

ψ4 =

∫

κ4

κ3

ς(κ2, y)dy + αm

∫

κ4

κ3

ς
(

κ1

m
, y

)

dy

şeklindedir (Ozdemir and Set, 2011).

Teorem 3.7 ς : ∆1 → R koordinatlarda (α,m) -konveks fonksiyon olsun. (α,m) ∈ [0, 1]2,

0 ≤ κ1 < κ2 <∞ ve 0 ≤ κ3 < κ4 <∞ olmak üzere ςx ∈ L1[0,κ4], ςy ∈ L1[0,κ2] iken;

1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
1

4(α + 1)

[

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ3)dx+
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ4)dx

+
mα

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς
(

x,
κ3

m

)

dx+
mα

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς
(

x,
κ4

m

)

dx

+
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy +
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ2, y)dy

+
mα

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς
(

κ1

m
, y

)

dy +
mα

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς
(

κ2

m
, y

)

dy

]

eşitsizliği geçerlidir (Ozdemir and Set, 2011).

Sarıkaya et al. (2010) yaptıkları çalışmalarında aşağıdaki lemmayı bulmuşlardır:

Lemma 3.10 ς : ∆ → R, ∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. Eğer, ∂2ς
∂t∂s

∈ L2(∆) ise;
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ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+

1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

−
1

2

[

1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ4, y)dy +
1

κ2 − κ1

ς(x,κ1)dx+
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ2)dx

]

=
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− 2t)(1− 2s)
∂2ς

∂t∂s
(tκ1 + (1− t)κ2, sκ3 + (1− s)κ4)dtds

eşitsizliği geçerlidir (Sarıkaya et al., 2010).

Sarıkaya et al. (2010) yaptıkları çalışmalarında Lemma 3.10 ile koordinatlarda birçok

eşitsizlik elde etmişlerdir.

Teorem 3.8 ς : ∆ → R, ∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
koordinatlarda konveks ise;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy − A

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4





∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ1,κ3) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ1,κ4) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ2,κ3) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ2,κ4)

4





eşitsizliği gerçeklenir ve burada

A =
1

2

[

1

(κ4 − κ3)

∫

κ4

κ3

ς(κ3, y)dy +
1

(κ4 − κ3)

∫

κ4

κ3

ς(κ4, y)dy

+
1

(κ2 − κ1)

∫

κ2

κ1

ς(x,κ1)dx+
1

(κ2 − κ1)

∫

κ2

κ1

ς(x,κ2)dx

]

dir (Sarıkaya et al., 2010).

Teorem 3.9 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olduğu sürece

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣ koordinatlarda konveks ise;
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∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy − A

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(p+ 1)
2

p

×





∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

[(κ1,κ3) + (κ1,κ4) + (κ2,κ3) + (κ2,κ4)]

4





1

q

eşitsizliği geçerlidir ve burada A, Teorem 3.8’daki A ile aynıdır (Sarıkaya et al., 2010).

Teorem 3.10 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. q ≥ 1 olduğu sürece

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
koordinatlarda konveks ise;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy − A

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

×





∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

[(κ1,κ3) + (κ1,κ4) + (κ2,κ3) + (κ2,κ4)]

4





1

q

eşitsizliği gerçeklenir ve burada A, Teorem 3.8’daki A ile aynıdır (Sarıkaya et al., 2010).

Ozdemir et al. (2021) bir lemmaya ulaşmış ve koordinatlarda konveks fonksiyon için

Hadamard-tipi eşitsizlikler elde etmiştir. Bu Lemma 3.11 ve buna bağlı eşitsizlikler aşağı-

dakiler gibidir:

Lemma 3.11 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. Eğer ∂2ς
∂t∂s

∈ L2[∆] ise;
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R = ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

−
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

−
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

=
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

[

∫ 1

0

∫ 1

0

ts
∂2ς

∂t∂s

(

t
κ1 + κ2

2
+ (1− t)κ1, s

κ3 + κ4

2
+ (1− s)κ3

)

dtds

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(t− 1)(s− 1)
∂2ς

∂t∂s

(

tκ2 + (1− t)
κ3 + κ4

2
, sκ4 + (1− s)

κ3 + κ4

2

)

dtds

+

∫ 1

0

∫ 1

0

t(s− 1)
∂2ς

∂t∂s

(

t
κ1 + κ2

2
+ (1− t)κ1, sκ4 + (1− s)

κ3 + κ4

2

)

dtds

+

∫ 1

0

∫ 1

0

s(t− 1)
∂2ς

∂t∂s

(

tκ2 + (1− t)
κ1 + κ2

2
, s

κ3 + κ4

2
+ (1− s)κ3

)

dtds

]

eşitliği geçerlidir ve burada t, s ∈ [0, 1]’dir (Ozdemir et al., 2021).

Teorem 3.11 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks veR, Lemma 3.11 de tanımlandığı

gibiyse;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

144

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ1,κ3) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ1,κ4) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ2,κ3) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
(κ2,κ4)

4

+ 4

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

(

κ1 + κ2

2
,κ3

)∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

(

κ1 + κ2

2
,κ4

)∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

(

κ1,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

(

κ2,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

]

eşitsizliği gerçeklenir (Ozdemir et al., 2021).
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Teorem 3.12 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eğer,

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

p

p−1

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ve R, Lemma 3.11’de

verildiği üzere, q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 için;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16(p+ 1)
2

p

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

4

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

(

κ1+κ2

2
,κ3

)

∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

(

κ1+κ2

2
,κ4

)

∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

(

κ1,
κ3+κ4

2

)

∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

(

κ2,
κ3+κ4

2

)

∣

∣

∣

q

2

] 1

q

,

eşitsizliği gerçeklenir (Ozdemir et al., 2021).

Teorem 3.13 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ve R, Lemma 3.11’de tanım-

landığı gibiyse ve q ≥ 1 iken;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

36

+
4
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

(

κ1+κ2

2
, κ3+κ4

2

)

∣

∣

∣

q

9

+

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q
(

κ1+κ2

2
,κ3

)

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q
(

κ1+κ2

2
,κ4

)

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q
(

κ1,
κ3+κ4

2

)

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q
(

κ2,
κ3+κ4

2

)

9

] 1

q

,

eşitsizliği gerçeklenir (Ozdemir et al., 2021).
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Ozdemir et al. (2012a) çalışmada bir lemma ve bu lemmaya bağlı eşitsizlikler elde

etmişlerdir. Bunlar aşağıdakiler gibidir:

Lemma 3.12 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. Eğer, ∂2ς
∂t∂s

∈ L2[∆] ise;

M = ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

−
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

−
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

=
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

q(x, t)q(y, s)

×
∂2ς

∂t∂s

(

κ2 − t

κ2 − κ1

κ1 +
t− κ1

κ2 − κ1

κ2,
κ4 − s

κ4 − κ3

κ3 +
s− κ3

κ4 − κ3

κ4

)

dxdy

eşitliği geçerlidir ve burada

p(x, t) =











t− κ1, x ∈
[

κ1,
κ1+κ2

2

)

t− κ2, x ∈
[

κ1+κ2

2
,κ2

]

ve

q(y, s) =











s− κ3, y ∈
[

κ3,
κ3+κ4

2

)

s− κ4, y ∈
[

κ3+κ4

2
,κ4

]

dir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.14 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ve M , Lemma 3.12,’te tanım-

landığı gibiyse;
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|M | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

64

×

(∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

∣

∣

∣

∣

(κ1,κ3) +

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

∣

∣

∣

∣

(κ1,κ4) +

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

∣

∣

∣

∣

(κ2,κ3) +

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂s

∣

∣

∣

∣

(κ2,κ4)

)

eşitsizliği gerçeklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.15 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

p

p−1

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ve M , Lemma 3.12’te tanım-

landığı gibiyse ve q > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 iken;

|M | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(p+ 1)
2

p

×





∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

4





1

q

eşitsizliği gerçeklenir(Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.16 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks ve M , Lemma 3.12’te tanım-

landığı gibiyse ve q ≥ 1 iken;

|M | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

×

(

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂s

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

4

) 1

q

eşitsizliği gerçeklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Ozdemir et al. (2012a) çalışmalarında bir lemma daha bulup koordinatlarda s -konveks

fonksiyonlar için eşitsizlikler ispatlamışlardır. Bunlar aşağıdaki gibidir:

Lemma 3.13 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. t, δ ∈ [0, 1] olmak üzere eğer, ∂2ς
∂t∂δ

∈ L2[∆] ise;
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N =
ς(κ1,κ3) + ω2ς(κ1,κ4) + ω1ς(κ2,κ3) + ω1ω2ς(κ2,κ4)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

−

(

ω2

ω2 + 1

)

1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ2, y)dy

−

(

1

ω1 + 1

)

1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy −

(

ω2

ω2 + 1

)

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ4)dx

−

(

1

ω1 + 1

)

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ3)dx+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

=
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

×

[

∫ 1

0

∫ 1

0

((ω1 + 1)t− 1)((ω2 + 1)δ − 1)
∂2ς

∂t∂δ
(tκ2 + (1− t)κ1, sκ4 + (1− s)κ3)dtds

]

eşitliği ω1, ω2 ∈ [0, 1] için gerçeklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.17 ς : ∆ → [0,∞),∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda s -konveks ve N , Lemma 3.13’te tanım-

landığı gibi olmak üzere;

|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)(s+ 1)2(s+ 2)2

×

(

ΛΦ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂δ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ΥΦ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂δ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+ΨΛ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂δ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ΨΥ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂t∂δ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

)

eşitsizliği geçerlidir ve burada

Λ =

(

s+ 1 + 2(ω1 + 1)

(

1

ω1 + 1

)s+2

− ω1

)
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Φ =

(

s+ 1 + 2(ω2 + 1)

(

1

ω2 + 1

)s+2

− ω2

)

Υ =

(

ω2(s+ 1) + 2

(

1

ω2 + 1

)s+1

− 1

)

Ψ =

(

ω2(s+ 1) + 2

(

1

ω2 + 1

)s+1

− 1

)

dir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.18 ς : ∆ → [0,∞),∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun. p > 1 iken

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

p

p−1

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda s -konveks ve N , Lemma

3.13’te tanımlandığı gibiyken;

|N | ≤

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(

1 + ω
p+1

p

1

)(

1 + ω
p+1

p

2

)

(ω1 + 1)
p+1

p (ω2 + 1)
p+1

p (p+ 1)
2

p

×

(

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

(s+ 1)2

) 1

q

eşitsizliği ω1, ω2 ∈ [0, 1], s ∈ (0, 1] ve q = p
p−1

için gerçeklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.19 ς : ∆ → [0,∞),∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun. p ≤ 1 iken

∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda s -konveks ve N , Lemma

3.13’te tanımlandığı gibiyken;

|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

(

(1 + ω2
1)(1 + ω2

2)

4(ω1 + 1)(ω2 + 1)

)1− 1

q

×

(

ΛΦ
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) + ΥΦ
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) + ΨΛ
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) + ΨΥ
∣

∣

∣

∂2ς
∂t∂δ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

(s+ 1)2(s+ 2)2

) 1

q

eşitsizliği ω1, ω2 ∈ [0, 1], s ∈ (0, 1] için gerçeklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Ozdemir et al. (2012b) çalışmalarında bu kez koordinatlarda konveks fonksiyonların

çarpımlarıyla ilgili birtakım eşitsizlikler ispatlamışlardır.
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Teorem 3.20 ς1, ς2 ve ς1ς2 ∈ L2(∆) olmak üzere ς1, ς2 : ∆ → R fonksiyonları verilsin.

Negatif olmayan ς1 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks fonksiyon, t = t1+t2
2

,

t1, t2 ∈ (0, 1] ve ς2 fonksiyonu koordinatlarda ikinci anlamda s -konveks fonksiyon iken;

1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς1(x, y)ς2(x, y)dydx

≤
1

2
(a2 + c2)Ψ(κ1,κ2,κ3,κ4) +

1

2
(ab+ cd)Φ(κ1,κ2,κ3,κ4)

+
1

2
(b2 + d2)Λ(κ1,κ2,κ3,κ4)

eşitsizliği geçerlidir ve burada

Ψ(κ1,κ2,κ3,κ4) = ς1(κ1,κ3)ς2(κ1,κ3)

+ ς1(κ2,κ3)ς2(κ2,κ3) + ς1(κ1,κ4)ς2(κ1,κ4) + ς1(κ2,κ4)ς2(κ2,κ4),

Φ(κ1,κ2,κ3,κ4) = ς1(κ1,κ4)ς2(κ1,κ3)

+ ς1(κ2,κ3)g(κ2,κ4) + ς1(κ2,κ4)ς2(κ2,κ3) + ς1(κ2,κ3)ς2(κ1,κ3)

+ ς1(κ2,κ4)ς2(κ1,κ4) + ς1(κ1,κ3)ς2(κ2,κ3) + ς1(κ1,κ4)ς2(κ2,κ4),

Λ(κ1,κ2,κ3,κ4) = ς1(κ2,κ3)ς2(κ1,κ4)

+ ς1(κ2,κ4)ς2(κ1,κ3) + ς1(κ1,κ3)ς2(κ2,κ4) + ς1(κ1,κ4)ς2(κ2,κ3)

ve

a =
1

t2 + 2
, b =

1

(t2 + 1)(t2 + 2)
, c =

1

t2 + 2
, d =

1

(t1 + 1)(t1 + 2)

şeklindedir (Ozdemir et al., 2012b).
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Teorem 3.21 ς1, ς2 ve ς1ς2 ∈ L2(∆) olmak üzere ς1, ς2 : ∆ → R fonksiyonları verilsin.

Negatif olmayan ς1 fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda konveks fonksiyon, t = t1+t2
2

,

t1, t2 ∈ (0, 1] ve ς2 fonksiyonu koordinatlarda ikinci anlamda s -konveks fonksiyon ise;

2t1+t2ς1

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

ς2

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς1(x, y)dydx

+
1

2
(b2 + d2 + 2ad+ 2bc)Ψ(κ1,κ2,κ3,κ4)

+
1

2
(ab+ cd+ 2bd+ 2ca)Φ(κ1,κ2,κ3,κ4)

+
1

2
(a2 + c2 + 2ad+ 2cb)Λ(κ1,κ2,κ3,κ4)

eşitsizliği geçerlidir ve burada Ψ(κ1,κ2,κ3,κ4),Φ(κ1,κ2,κ3,κ4),Λ(κ1,κ2,κ3,κ4), a, b, c

ve d Teorem 3.20’teki gibi tanımlanmıştır (Ozdemir et al., 2012b).

Teorem 3.22 ς : ∆ → [0,∞) fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda α -star s -konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda;

[

22s

(1 + αs)2

]

ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
ς(κ1,κ3) + αsς(κ1,κ4) + αsς(κ2,κ3) + α2sς(κ2,κ4)

(s+ 1)2

olur (Akdemir, 2012).

Lemma 3.14 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → R koordinatlarda ikinci mertebeden diferan-

siyellenebilen bir fonksiyon olsun. α, β > 0 ve κ1,κ3 ≥ 0 iken ∂2ς
∂γ∂λ

∈ L(∆) fonksiyonu

için;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣
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=
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

∫ 1

0

∫ 1

0

γαλβ
∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)dγdλ

−

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− γ)αλβ
∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)dγdλ

−

∫ 1

0

∫ 1

0

γα(1− λ)β
∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)dγdλ

−

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− γ)α(1− λ)β
∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)dγdλ

]

(3.2)

eşitliği geçerlidir. Burada

A =
Γ(α + 1)Γ(β + 1)

4(κ2 − κ1)α(κ4 − κ3)β

[

Jα,β

κ
+

1
,κ+

3

ς(ϑ, y) + Jα,β

κ
+

1
,κ−

4

ς(x, y)

+Jα,β

κ
−

2
,κ+

3

ς(ϑ, y) + Jα,β

κ
−

2
,κ−

4

ς(ϑ, y)

]

−
Γ(β + 1)

4(κ4 − κ3)β

[

Jβ

κ
−

4

ς(κ1,κ3) + Jβ

κ
−

4

ς(κ2,κ3) + Jβ

κ
+

3

ς(κ2,κ4) + Jβ

κ
+

3

ς(κ1,κ4)
]

−
Γ(α + 1)

4(κ2 − κ1)α

[

Jα
κ
−

2

ς(κ1,κ3) + Jβ

κ
−

2

ς(κ2,κ3) + Jβ

κ
+

1

ς(κ2,κ4) + Jβ

κ
+

1

ς(κ1,κ4)
]

(3.3)

ve

Jα,β

κ
+

1
,κ+

3

ς(ϑ, η) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

(κ2 − ϑ)α−1(κ4 − η)β−1ς(ϑ, η)dηdϑ,

Jα,β

κ
+

1
,κ−

4

ς(ϑ, η) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

(ϑ− κ1)
α−1(κ4 − η)β−1ς(ϑ, η)dηdϑ,

Jα,β

κ
−

2
,κ+

3

ς(ϑ, η) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

(κ2 − ϑ)α−1(η − κ3)
β−1ς(ϑ, η)dηdϑ,

Jα,β

κ
−

2
,κ−

4

ς(ϑ, η) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

(κ2 − ϑ)α−1(κ4 − η)β−1ς(ϑ, η)dηdϑ,

(3.4)

şeklinde tanımlanmıştır (Sarıkaya, 2014).
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Teorem 3.23 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyon ve ∂2ς
∂γ∂λ

∈ L(∆), α, β > 0 ve α1 ∈ R olsun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣
fonksiyonu ∆ üzerinde koordi-

natlarda üstel konveks fonksiyon ise;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(α + 1)(β + 1)
×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

eα1(κ1+κ3)

+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

eα1(κ1+κ4)
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

eα1(κ2+κ3)
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

eα1(κ2+κ4)

]

.

(3.5)

eşitsizliği sağlanır (Akdemir et al., 2023).

Teorem 3.24 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyon ve ∂2ς
∂γ∂λ

∈ L(∆), α, β ∈ (0, 1] olsun. q > 1 ve α1 ∈ R için

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆

üzerinde koordinatlarda üstel konveks fonksiyon ise;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

41+
1

q (αp+ 1)
1

p (βp+ 1)
1

p

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

q

eα1(κ1+κ3)

+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

q

eα1(κ1+κ4)
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

eα1(κ2+κ3)
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

eα1(κ2+κ4)

] 1

q

,

(3.6)

eşitsizliği sağlanır. Burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Akdemir et al., 2023).

Teorem 3.25 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve ∂2ς
∂γ∂λ

∈ L(∆), α, β ∈ (0, 1] olsun. q > 1 ve α1 ∈ R için

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆

üzerinde koordinatlarda üstel konveks fonksiyon ise;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣
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≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

4

p(α + 1)p(β + 1)p

+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

q

qeα1(κ1+κ3)
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

q

qeα1(κ1+κ4)

+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

qeα1(κ2+κ3)
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

qeα1(κ2+κ4)

]

(3.7)

eşitsizliği sağlanır. Burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir (Akdemir et al., 2023).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde, koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon tanımlanacak ve bu fonksiyon

için yeni integral eşitsizlikleri elde edilecektir.

4.1. Koordinatlarda 4. Anlamda s -Konveks Fonksiyon

Tanım 4.1 (Dikdörtgensel Bölge Üzerinde 4. Anlamda s -Konveks Fonksiyon): ς : ∆ =

[κ1,κ3]× [κ2,κ4] → R bir fonksiyon olsun. Eğer γ ∈ [0, 1], (κ1,κ2), (κ3,κ4) ∈ ∆ ise;

ς(γκ1 + (1− γ)κ3, γκ2, (1− γ)κ4) ≤ γ
1

s ς(κ1,κ2) + (1− γ)
1

s ς(κ3,κ4)

eşitsizliği sağlanıyorsa ς’ye ∆ üzerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon denir.

ς : ∆ → [0,∞) 4. anlamda s -konveks fonksiyonu için eğer;

ςy : [κ1,κ3] → R, ςy(p) = ς(p, y)

ve

ςx : [κ2,κ4] → R, ςx(r) = ς(x, r)

kısmi dönüşümleri ∀x ∈ [κ1,κ3] ve ∀y ∈ [κ2,κ4] için 4. anlamda s -konveks fonksiyon ise

ς’ye ∆ üzerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Lemma 4.1 ς : ∆ → R şeklinde tanımlı her 4. anlamda s -konveks fonksiyon koordinat-

larda 4. anlamda s -konvekstir.

İspat ς : ∆ → R,∆ üzerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,

ςy : [κ1,κ3] → R, ςy(p) = ς(p, y) kısmi dönüşümünü için. ∀p1, p2 ∈ [κ1,κ3] ve γ ∈ [0, 1]
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ise;

ςy(γp1 + (1− γ)p2) = ς((γp1 + (1− γ)p2), y)

= ς((γp1 + (1− γ)p2), γy + (1− γ)y)

≤ γ
1

s ς(p1, y) + (1− γ)
1

s ς(p2, y)

= γ
1

s ςy(p1) + (1− γ)
1

s ςy(p2)

yazılır. Dolayısıyla ςy(p) = ς(p, y) kısmi dönüşümü [κ1,κ3] üzerinde 4. anlamda s -

konvekstir.

Benzer şekilde ςx : [κ2,κ4]→ R, ςx(r) = ς(x, r) dönüşümü içinde ∀r1, r2 ∈ [κ2,κ4]

ve γ ∈ [0, 1] için;

ςx(γr1 + (1− γ)r2) = ς(x, (γr1 + (1− γ)r2))

= ς((γx+ (1− γ)x), γr1 + (1− γ)r2)

≤ γ
1

s ς(x, r1) + (1− γ)
1

s ς(x, r2)

= γ
1

s ςx(r1) + (1− γ)
1

s ςx(r2)

yazılır. Dolayısıyla ςx(r) = ς(x, r) kısmi dönüşümünün de [κ2,κ4] üzerinde 4. anlamda s

-konvekstir.

4. anlamda s -konveks fonksiyon tanımına denk bir tanım aşağıdaki gibidir:

Tanım 4.2 (Koordinatlarda 4. Anlamda s -Konveks Fonksiyon): ς : ∆ → [0,∞) fonksiyonu

∀(x, z), (x, w), (y, z), (y, w) ∈ ∆ ve s ∈ (0, 1], δ1, δ2 ∈ [0, 1] için;
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ς(δ1x+ (1− δ1)y, δ2z + (1− δ2)w)

≤ δ
1

s

1 δ
1

s

2 ς(x, z) + δ
1

s

1 (1− δ2)
1

s ς(x, w) + δ
1

s

2 (1− δ1)
1

s ς(y, z)

+ (1− δ1)
1

s (1− δ2)
1

s ς(y, w)

eşitsizliğini sağlıyorsa ς’ye koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Teorem 4.1 ς : ∆ → [0,∞) fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda;

4
1

s ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

≤
ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

(

1
s
+ 1

)2

(4.1)

olur.

İspat Koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon tanımında x = δ1κ1 + (1− δ1)κ2,

y = δ1κ2 + (1 − δ1)κ1, z = δ2κ3 + (1 − δ2)κ4, w = δ2κ4 + (1 − δ2)κ3 ve δ1 = δ2 = 1
2

olarak alınırsa;

ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤

(

1

2

) 2

s

[

ς(δ1κ1 + (1− δ1)κ2, δ2κ3 + (1− δ2)κ4)

+ ς(δ1κ1 + (1− δ1)κ2, δ2κ4 + (1− δ2)κ3)

+ ς(δ1κ2 + (1− δ1)κ1, δ2κ3 + (1− δ2)κ4)

+ ς(δ1κ2 + (1− δ1)κ1, δ2κ4 + (1− δ2)κ3)

]
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yazılır. Bu eşitsizliğin her iki tarafının δ1, δ2’ye göre [0, 1]×[0, 1] üzerinden integrali alınırsa;

ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

≤

(

1

2

) 2

s

[

∫ 1

0

∫ 1

0

ς(δ1κ1 + (1− δ1)κ2, δ2κ3 + (1− δ2)κ4)dδ1dδ2

+

∫ 1

0

∫ 1

0

ς(δ1κ1 + (1− δ1)κ2, δ2κ4 + (1− δ2)κ3)dδ1dδ2

+

∫ 1

0

∫ 1

0

ς(δ1κ2 + (1− δ1)κ1, δ2κ3 + (1− δ2)κ4)dδ1dδ2

+

∫ 1

0

∫ 1

0

ς(δ1κ2 + (1− δ1)κ1, δ2κ4 + (1− δ2)κ3)dδ1dδ2

]

olur. Gerekli değişken değiştirmeleri yapıldığında (4.1)’in sol tarafı elde edilir.

(4.1)’in sağ tarafının ispatı için yine koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

tanımında x = κ1, y = κ2, z = κ3 ve w = κ4 olarak alınırsa;

ς(t1κ1 + (1− t1)κ2, t2κ3 + (1− t2)κ4)

≤ t
1

s

1 t
1

s

2 ς(κ1,κ3) + t
1

s

1 (1− t2)
1

s ς(κ1,κ4)

+ t
1

s

2 (1− t1)
1

s ς(κ2,κ3) + (1− t1)
1

s (1− t2)
1

s ς(κ2,κ4)

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafının t1, t2’ye göre [0, 1] × [0, 1] üzerinden integrali

alınırsa;
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∫ 1

0

∫ 1

0

ς(t1κ1 + (1− t1)κ2, t2κ3 + (1− t2)κ4)dt1dt2

≤ ς(κ1,κ3)

∫ 1

0

∫ 1

0

t
1

s

1 t
1

s

2 dt1dt2 + ς(κ1,κ4)

∫ 1

0

∫ 1

0

t
1

s

1 (1− t2)
1

sdt1dt2

+ ς(κ2,κ3)

∫ 1

0

∫ 1

0

t
1

s

2 (1− t1)
1

sdt1dt2

+ ς(κ2,κ4)

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− t1)
1

s (1− t2)
1

sdt1dt2

olur. Gerekli işlemler yapılırsa (4.1)’in sağ tarafı kanıtlanmış olur.

Uyarı 4.1 Teorem 4.1’deki (4.1) eşitsizliğinde s = 1 olarak alınırsa; Teorem 3.1’deki eşitsizlik

elde edilir.

Teorem 4.2 ς : ∆ → [0,∞) fonksiyonu ∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen

bir fonksiyon olsun. Eğer

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣
fonksiyonu koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

ve s ∈ (0, 1] için;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

×

(

4

(1
s
+ 2)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+
2β(2, 1

s
+ 1)

1
s
+ 2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1 + κ2

2
,κ3

)∣

∣

∣

∣

+
2

(

1
s
+ 1

) (

1
s
+ 2

)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1 + κ2

2
,κ4

)∣

∣

∣

∣

+
2β

(

2, 1
s
+ 1

)

1
s
+ 2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+
2

(

1
s
+ 1

) (

1
s
+ 2

)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+

(

β

(

2,
1

s
+ 1

))2 ∣
∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+
β
(

2, 1
s
+ 1

)

(

1
s
+ 1

) (

1
s
+ 2

)

(∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

)

+
2

(

1
s
+ 1

)2 (1
s
+ 2

)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

)
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burada β(x, y) Euler Beta Fonksiyonudur.

İspat Lemma 3.11’den ve modülün özelliğinden;

|R| =

∣

∣

∣

∣

∣

ς

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)

−
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς

(

κ1 + κ2

2
, y

)

dy

−
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς

(

x,
κ3 + κ4

2

)

dx+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

×

[

∫ 1

0

∫ 1

0

λγ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

λ
κ1 + κ2

2
+ (1− λ)κ1, γ

κ3 + κ4

2
+ (1− γ)κ3

)∣

∣

∣

∣

dλdγ

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− λ)(1− γ)

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

λκ2 + (1− λ)
κ1 + κ2

2
, γκ4 + (1− γ)

κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

dλdγ

+

∫ 1

0

∫ 1

0

λ(1− γ)

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

λ
κ1 + κ2

2
+ (1− λ)κ1, γκ4 + (1− γ)

κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

dλdγ

+

∫ 1

0

∫ 1

0

γ(1− λ)

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

λκ2 + (1− λ)
κ1 + κ2

2
, γ

κ3 + κ4

2
+ (1− γ)κ3

)∣

∣

∣

∣

dλdγ

]

yazılır.
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣ fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olduğu kul-

lanılıp integraller bulunup gerekli işlemler yapılırsa;
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|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

(

4

(1
s
+ 2)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1 + κ2

2
,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+
2β(2, 1

s
+ 1)

1
s
+ 2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1 + κ2

2
,κ3

)∣

∣

∣

∣

+
2

(

1
s
+ 1

) (

1
s
+ 2

)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1 + κ2

2
,κ4

)∣

∣

∣

∣

+
2β

(

2, 1
s
+ 1

)

1
s
+ 2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+
2

(

1
s
+ 1

) (

1
s
+ 2

)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2,
κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

+

(

β

(

2,
1

s
+ 1

))2 ∣
∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+
β
(

2, 1
s
+ 1

)

(

1
s
+ 1

) (

1
s
+ 2

)

(∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

)

+
2

(

1
s
+ 1

)2 (1
s
+ 2

)2

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

)

bulunur ve Teorem 4.2 kanıtlanmış olur.

Sonuç 4.1 Teorem 4.2’nin şartları altında ∂2ς
∂λ∂γ

fonksiyonu eğer;

∥

∥

∥

∥

∂2ς

∂λ∂γ

∥

∥

∥

∥

∞

= sup

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

<∞

şartını sağlar ve s = 1 seçilirse;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

∥

∥

∥

∥

∂2ς

∂λ∂γ

∥

∥

∥

∥

∞

elde edilir.

Uyarı 4.2 Teorem 4.2’de s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.11’teki eşitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3 ς : ∆ → [0,∞),∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun. Eğer,

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

p

p−1

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak
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üzere, q > 1, s ∈ (0, 1] ve 1
p
+ 1

q
= 1 için;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16(p+ 1)
2

p

×

{(

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1+κ2

2
, κ3+κ4

2
) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1+κ2

2
,κ3) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,
κ3+κ4

2
) +

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3)
(

1
s
+ 1

)2

) 1
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∣

∣

∣
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(

1
s
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)2





1

q}

.

İspat Lemma 3.11 ve çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılarak;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)
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(λγ)pdγdλ
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∣
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)

1

p

×

(∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

λκ2 + (1− λ)
κ1 + κ2

2
, γκ4 + (1− γ)

κ3 + κ4

2

)∣

∣

∣

∣

q

dγdλ

)

1

q
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+
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κ3 + κ4

2
+ (1− γ)κ3

)∣

∣

∣

∣

q
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)

1

q

yazılır. Burada
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

olduğu kullanılıp gerekli hesaplamalar yapılırsa;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)
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∣
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∣

∣
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∣

∣
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∣

∣

q

(

1
s
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



1

q}

bulunur ve Teorem 4.3 kanıtlanmış olur.

Uyarı 4.3 Teorem 4.3’te s = 1 olarak alınırsa; Teorem 3.12’daki eşitsizlik elde edilir.
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Teorem 4.4 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eğer,

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

üzere, q ≥ 1 ve s ∈ (0, 1] için;

|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)
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∣
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∣
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q

.

İspat Lemma 3.11 ve çift katlı integrallerde Power mean eşitsizliği kullanılarak;
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|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)
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yazılır. Burada
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∣

∣
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∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

olduğu kullanılıp gerekli hesaplamalar yapılırsa;
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|R| ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)
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bulunur ve Teorem 4.4 kanıtlanmış olur.

Uyarı 4.4 Teorem 4.4’te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.13’deki eşitsizlik elde edilir.

Teorem 4.5 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eğer

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

üzere, s ∈ (0, 1] için;
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İspat Lemma 3.12 ve modülün özelliğinden;
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(

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

]

dλ

+

∫

κ2

κ1+κ2
2

(κ2 − λ)

[

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

]

dλ

+

∫

κ2

κ1+κ2
2

(κ2 − λ)

[

(

λ− κ1

κ2 − κ1

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

]

dλ

}

dγ

dir. Gerekli işlemler yapıldığında;

|M | ≤
(2s2 − 2−

1

s )(κ2 − κ1)

2(s+ 1)(2s+ 1)(κ4 − κ3)

[

∫

κ4

κ3

|q(y, γ)|

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ1,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

+

∫

κ4

κ3

|q(y, γ)|

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

]

dγ
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bulunur.
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣
koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olduğu tekrar kullanılırsa;

|M | ≤
(2s2 − 2−

1

s )(κ2 − κ1)

2(s+ 1)(2s+ 1)(κ4 − κ3)

×

{

∫
κ3+κ4

2

κ3

(γ − κ3)

[

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

+

∫
κ3+κ4

2

κ3

(γ − κ3)

[

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

+

∫

κ4

κ3+κ4
2

(κ4 − γ)

[

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

+

∫

κ4

κ3+κ4
2

(κ4 − γ)

[

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

+

∫
κ3+κ4

2

κ3

(γ − κ3)

[

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

+

∫
κ3+κ4

2

κ3

(γ − κ3)

[

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

+

∫

κ4

κ3+κ4
2

(κ4 − γ)

[

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

+

∫

κ4

κ3+κ4
2

(κ4 − γ)

[

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

dγ

}

dir. Gerekli hesaplamalar yapıldığında sonuca ulaşılır.

Uyarı 4.5 Teorem 4.5’te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.14’deki eşitsizlik elde edilir.

Teorem 4.6 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eğer,

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

p

p−1

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak
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üzere, q > 1, s ∈ (0, 1] ve 1
p
+ 1

q
= 1 için;

|M | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(p+ 1)
2

p

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

(

1
s
+ 1

)2

] 1

q

eşitsizliği sağlanır.

İspat Lemma 3.12’ten ;

|M | ≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

×

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

|p(x, λ)q(y, γ)|

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

κ1 +
λ− κ1

κ2 − κ1

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

dγdλ

eşitsizliği yazılır. Çift katlı integrallerde Hölder eşitsizliği kullanılırsa;

|M | ≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

{

(∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

|p(x, t)q(y, γ)|pdλdγ

) 1

p

×

(∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

κ1 +
λ− κ1

κ2 − κ1

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

q

dγdλ

)
1

q

}

(4.2)

dir.
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olduğundan;

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

κ1 +
λ− κ1

κ2 − κ1

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

q

≤

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

) 1

s

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

) 1

s

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

q
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+

(

λ− κ1

κ2 − κ1

) 1

s

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

(

λ− κ1

κ2 − κ1

) 1

s

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

(4.3)

elde edilir ve (4.2) ve (4.3) eşitsizlikleri kullanılırsa;

|M | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(p+ 1)
2

p

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

(

1
s
+ 1

)2

] 1

q

bulunur ve burada;

(∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

|p(x, λ)q(y, γ)|pdλdγ

) 1

p

=
[(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)]

1+ 1

p

4(p+ 1)
2

p

dir ve Teorem 4.6 kanıtlanmış olur.

Uyarı 4.6 Teorem 4.6’te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.15’deki eşitsizlik elde edilir.

Teorem 4.7 ς : ∆ → R,∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eğer,

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

üzere, q ≥ 1 ve s ∈ (0, 1] için;

|M | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

(

1
s
+ 1

)2

] 1

q

eşitsizliği sağlanır.

İspat Lemma 3.12 ve çift katlı integraller için Power mean eşitsizliği kullanılarak;
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|M | ≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

×

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

|p(x, λ)q(y, γ)|

×

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

κ1 +
λ− κ1

κ2 − κ1

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

dγdλ

≤
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

|p(x, λ)q(y, γ)|pdλdγ

)1− 1

q

×

[

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

|p(x, λ)q(y, γ)|

×

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

κ1 +
λ− κ1

κ2 − κ1

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

q

dγdλ

] 1

q

(4.4)

bulunur.
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olduğu için;

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

κ1 +
λ− κ1

κ2 − κ1

κ2,
κ4 − γ

κ4 − κ3

κ3 +
γ − κ3

κ4 − κ3

κ4

)∣

∣

∣

∣

q

≤

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

) 1

s

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

(

κ2 − λ

κ2 − κ1

) 1

s

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

+

(

λ− κ1

κ2 − κ1

) 1

s

(

κ4 − γ

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

(

λ− κ1

κ2 − κ1

) 1

s

(

γ − κ3

κ4 − κ3

) 1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

(4.5)
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dir. (4.4) ve (4.5) eşitsizlikleri kullanılırsa;

|M | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

16

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

(

1
s
+ 1

)2

] 1

q

dir. Burada;

(∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

|p(x, λ)q(y, γ)|pdλdγ

)1− 1

q

=

(

(κ2 − κ1)
2(κ4 − κ3)

2

16

)1− 1

q

dir ve Teorem 4.7 kanıtlanmış olur.

Uyarı 4.7 Teorem 4.7’te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.16’deki eşitsizlik elde edilir.

Teorem 4.8 ς : ∆ → [0,∞),∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eğer,

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

üzere;

|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)(1
s
+ 1)2(1

s
+ 2)2

×

(

ΛΦ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ΥΦ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+ΨΛ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ΨΥ

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

)

(4.6)

eşitsizliği geçerlidir ve burada

Λ =

(

1

s
+ 1 + 2(ω1 + 1)

(

1

ω1 + 1

) 1

s
+2

− ω1

)

Φ =

(

1

s
+ 1 + 2(ω2 + 1)

(

1

ω2 + 1

) 1

s
+2

− ω2

)

Υ =

(

ω2(
1

s
+ 1) + 2

(

1

ω2 + 1

) 1

s
+1

− 1

)
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Ψ =

(

ω2(
1

s
+ 1) + 2

(

1

ω2 + 1

) 1

s
+1

− 1

)

şeklindedir.

İspat
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣
koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon olduğu kullanılarak;

|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

×

∫ 1

0

∫ 1

0

| ((ω1 + 1)λ− 1) ((ω2 + 1)γ − 1) |

×

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(λκ2 + (1− λ)κ1), γκ4 + (1− γ)κ3

∣

∣

∣

∣

dλdγ

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

∫ 1

0

[

∫ 1

0

| ((ω1 + 1)λ− 1) ((ω2 + 1)γ − 1) |

×

{

λ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

+ (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

}

dλ

]

dγ

bulunur. İntegraler hesaplandığında;
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∫ 1

0

|((ω1 + 1)λ− 1)|

{

λ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

+ (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

}

dλ

=

∫ 1

ω1+1

0

(1− (ω1 + 1)λ)

{

λ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

+ (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

}

dλ

+

∫ 1

1

ω1+1

|((ω1 + 1)λ− 1)|

{

λ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

+ (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

}

dλ

=
1

(1
s
+ 1)(1

s
+ 2)

[(

ω1(
1

s
+ 1) + 2

(

1

ω1 + 1

) 1

s
+1

− 1

)

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

+

(

1

s
+ 1 + 2(ω1 + 1)

(

ω1

ω1 + 1

) 1

s
+2

− ω1

)

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

]

(4.7)

dir. Diğer integraller içinde benzer işlemler ve
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣
koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

fonksiyon olduğu kullanılırsa;
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∫ 1

0

|((ω2 + 1)γ − 1)|

{

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

}

dγ

≤

∫ 1

ω2+1

0

(1− (ω2 + 1)γ)

{

γ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

+ (1− γ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

}

dγ

+

∫ 1

1

ω2+1

((ω2 + 1)γ − 1)

{

γ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+ (1− γ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

}

dγ

=
1

(1
s
+ 1)(1

s
+ 2)

{

1

(ω2 + 1)
1

s
+1

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

+

[

ω2

(

1

s
+ 1

)

+
1

(ω2 + 1)
1

s
+1

− 1

]

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+

[

1

s
− ω2 + 1 + ω2

(

ω2

ω2 + 1

) 1

s
+1

]

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ ω2

(

ω2

ω2 + 1

) 1

s
+1 ∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

}

elde edilir ve bu eşitsizlik ile (4.7) eşitsizliği kullanılarak (4.6) ispatlanmış olur.

Sonuç 4.2 ω’ların farklı değerleriyle iki ayrı sonuç elde edilir:

• Teorem 4.8’deki (4.6) eşitsizliğinde ω1 = ω2 = 1 seçilirse;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ2) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
−

1

2

[

1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

[ς(κ2, y) + ς(κ1, y)]dy

]

−
1

2

[

1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

[ς(x,κ4) + ς(x,κ3)]dx

]

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣
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≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4
(

1
s
+ 1

)2 (1
s
+ 2

)2

(

1

s
+

1

2
1

s

)2

×

[

1

2
1

s + 1

(

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

)

+

(

1

s
+

1

2
1

s
+1

)

(

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

)]

bulunur.

• Teorem 4.8’deki (4.6) eşitsizliğinde ω1 = ω2 = 0 seçilirse;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3)−
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy −
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ3)dx

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)
(

1
s
+ 1

)2 (1
s
+ 2

)2

×

[(

1

s
+ 1

) ∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

bulunur.

Teorem 4.9 ς : ∆ → [0,∞),∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. p > 1 olmak üzere

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

p

p−1

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -

konveks olmak üzere;

|N | ≤

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(

1 + ω
p+1

p

1

)(

1 + ω
p+1

p

2

)

(ω1 + 1)
p+1

p (ω2 + 1)
p+1

p (p+ 1)
2

p

×

(

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

(1
s
+ 1)2

) 1

q

eşitsizliği ω1, ω2 ∈ [0, 1], s ∈ (0, 1] ve q = p
p−1

için geçerlidir.
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İspat Lemma 3.13 ve çift katlı integraller için Hölder eşitsizliği kullanılırsa;

|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

(∫ 1

0

∫ 1

0

|((ω1 + 1)λ− 1)((ω2 + 1)γ − 1)|p dλdγ

)

1

p

×

(∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(λκ2 + (1− λ)κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

)

1

q

dir.
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

olduğu kullanılıp integraller hesaplanırsa istenen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.3 ω’ların farklı değerleriyle iki ayrı sonuç elde edilir:

• Teorem 4.9’da ω1 = ω2 = 1 seçilirse;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ2) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4

−
1

2

[

1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

[ς(κ2, y) + ς(κ1, y)]dy +
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

[ς(x,κ4) + ς(x,κ3)]dx

]

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(p+ 1)
2

p

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)
(

1
s
+ 1

)2

] 1

q

(4.8)

bulunur.
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• Teorem 4.9’da ω1 = ω2 = 0 seçilirse;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3)−
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy −
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ3)dx

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(p+ 1)
2

p

×

[

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)
(

1
s
+ 1

)2

] 1

q

bulunur.

Uyarı 4.8 (4.8) eşitsizliğinde s = 1 tercih edilirse; Teorem 3.15 elde edilir.

Teorem 4.10 ς : ∆ → [0,∞),∆ üzerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. p ≤ 1 olmak üzere

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -

konveks olmak üzere;

|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

(

(1 + ω2
1)(1 + ω2

2)

4(ω1 + 1)(ω2 + 1)

)1− 1

q

×

(

ΛΦ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) + ΥΦ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) + ΨΛ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) + ΨΥ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

(1
s
+ 1)2(1

s
+ 2)2

) 1

q

eşitsizliği ω1, ω2 ∈ [0, 1], s ∈ (0, 1] için geçerlidir.

İspat Lemma 3.13 ve iyi bilinen Power mean eşitsizliği kullanırsa;
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|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

(∫ 1

0

∫ 1

0

|((ω1 + 1)λ− 1)((ω2 + 1)γ − 1)| dλdγ

)1− 1

q

×

[

∫ 1

0

∫ 1

0

|((ω1 + 1)λ− 1)((ω2 + 1)γ − 1)|

×

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(λκ2 + (1− λ)κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

] 1

q

bulunur.
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

olduğu kullanılırsa;

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(λκ2 + (1− λ)κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

q

≤ λ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ2, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+ (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

q

ve

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ
(λκ2 + (1− λ)κ1, γκ4 + (1− γ)κ3)

∣

∣

∣

∣

q

≤ λ
1

sγ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4) + λ
1

s (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3)

+ γ
1

s (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) + (1− γ)
1

s (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3)

bulunur. Buradan;
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|N | ≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(ω1 + 1)(ω2 + 1)

(

(1 + ω2
1)(1 + ω2

2)

4(ω1 + 1)(ω2 + 1)

)1− 1

q

×

(

∫ 1

0

∫ 1

0

|((ω1 + 1)λ− 1)((ω2 + 1)γ − 1)|

{

λ
1

sγ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

+ λ
1

s (1− γ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) + (1− λ)
1

sγ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4)

+ (1− λ)
1

s (1− γ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3)

}

dλdγ

) 1

q

olur ve gerekli hesaplamalar yapıldığında;

(

∫ 1

0

∫ 1

0

|((ω1 + 1)λ− 1)((ω2 + 1)γ − 1)|

{

λ
1

sγ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

+ λ
1

s (1− γ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) + (1− λ)
1

sγ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4)

+ (1− λ)
1

s (1− γ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂λ∂γ

∣

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3)

}

dλdγ

) 1

q

=

(

ΛΦ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) + ΥΦ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) + ΨΛ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) + ΨΥ
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)

(1
s
+ 1)2(1

s
+ 2)2

) 1

q

dir ve Teorem 4.10 kanıtlanmış olur. Burada Ψ,Υ,Λ ve Φ, Teorem 4.8’te tanımlanmış

fonksiyonlardır.

Sonuç 4.4 ω’ların farklı değerleriyle iki ayrı sonuç elde edilir:
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• Teorem 4.10’da ω1 = ω2 = 1 seçilirse;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ2) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4

−
1

2

[

1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

[ς(κ2, y) + ς(κ1, y)]dy +
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

[ς(x,κ4) + ς(x,κ3)]dx

]

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

(

1

4

)1− 1

q

(

1

s
+

1

2
1

s

) 1

q

×

[ 1

2
1
s
+1

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ3) +
(

1
s
+ 1

2
1
s
+1

) ∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ1,κ4) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ3) +
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

∣

∣

∣

q

(κ2,κ4)
(

1
s
+ 1

)2 (1
s
+ 2

)2

] 1

q

dir.

• Teorem 4.10’da ω1 = ω2 = 0 seçilirse;

∣

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3)−
1

κ4 − κ3

∫

κ4

κ3

ς(κ1, y)dy −
1

κ2 − κ1

∫

κ2

κ1

ς(x,κ3)dx

+
1

(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

∫

κ2

κ1

∫

κ4

κ3

ς(x, y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣

≤ (κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

(

1

4

)1− 1

q

×

[

(

1
s
+ 1

)

∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

+
∣

∣

∣

∂2ς
∂λ∂γ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

(

1
s
+ 1

)2 (1
s
+ 2

)2

] 1

q

dir.

Uyarı 4.9 Teorem 4.10’da ω1 = ω2 = 1 ve s = 1 tercih edilirse; Teorem 3.16 elde edilir.
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Teorem 4.11 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyon, ∂2ς
∂γ∂λ

∈ L(∆) ve α, β > 0 olsun.

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣
fonksiyonu ∆ üzerinde koordinatlarda 4.

anlamda s− konveks fonksiyon ise;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

1
(

β + 1
s
+ 1

) (

α + 1
s
+ 1

) +
Γ(α + 1)Γ

(

1 + 1
s

)

Γ
(

α + 1
s
+ 2

) (

β + 1
s
+ 1

)

+
Γ(β + 1)Γ

(

1 + 1
s

)

Γ
(

β + 1
s
+ 2

) (

α + 1
s
+ 1

) +
Γ(β + 1)Γ(α + 1)Γ2

(

1 + 1
s

)

Γ
(

β + 1
s
+ 2

)

Γ
(

α + 1
s
+ 2

)

]

×

[

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

(4.9)

eşitsizliği sağlanır. Burada Γ(x) Euler Gamma Fonksiyonudur.

İspat Lemma 3.14 ve integraller için üçgen eşitsizliği kullanılırsa;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

∫ 1

0

∫ 1

0

γαλβ
∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

dλdγ

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− γ)αλβ
∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

dλdγ

+

∫ 1

0

∫ 1

0

γα(1− λ)β
∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

dλdγ

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− γ)α(1− λ)β
∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

dλdγ

]

(4.10)

bulunur.
∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣
fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s− konveks olduğu

kullanılırsa;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣
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≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

∫ 1

0

∫ 1

0

[

γαλβ + (1− γ)αλβ + γα(1− λ)β + (1− γ)α(1− λ)β

]

×

[

γ
1

sλ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ γ
1

s (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+ (1− γ)
1

sλ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ (1− γ)
1

s (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

dλdγ

]

(4.11)

elde edilir. Gerekli integral alma işlemleri yapılırsa Teorem 4.11 kanıtlanmış olur.

Sonuç 4.5 Teorem 4.11’de s = 1 tercih edilirse;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4 (β + 1) (α + 1)

×

[

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

(4.12)

eşitsizliği sağlanır.

Teorem 4.12 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyon, ∂2ς
∂γ∂λ

∈ L(∆) ve α, β ∈ (0, 1] olsun. q > 1 ve

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde

koordinatlarda 4.anlamda s-konveks fonksiyon ise;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4
(

1
s
+ 1

) 2

q (αp+ 1)
1

p (βp+ 1)
1

p

×

[

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

q ∣
∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

q
] 1

q

(4.13)

eşitsizliği sağlanır, burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir.
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İspat Lemma 3.14 ve çift katlı integrallerde Hölder eşitsizliği kullanılırsa;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4
×

[

(∫ 1

0

∫ 1

0

[

γαλβ
]p
dλdγ

)

1

p

+

(∫ 1

0

∫ 1

0

[

(1− γ)αλβ
]p
dλdγ

)

1

p

+

(∫ 1

0

∫ 1

0

[

γα(1− λ)β
]p
dλdγ

)

1

p

+

(∫ 1

0

∫ 1

0

[

(1− γ)α(1− λ)β
]p
dλdγ

)

1

p

]

×

(∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

)

1

q

(4.14)

bulunur. Gerekli işlemler yapıldığında;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(αp+ 1)
1

p (βp+ 1)
1

p

×

(∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

)

1

q

(4.15)

elde edilir.
∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣
fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s− konveks olduğu

kullanılırsa;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4(αp+ 1)
1

p (βp+ 1)
1

p

×

[

γ
1

sλ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ γ
1

s (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

+(1− γ)
1

sλ
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

+ (1− γ)
1

s (1− λ)
1

s

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

]

dλdγ

(4.16)
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bulunur. İntegraller hesaplandığında;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4
(

1
s
+ 1

) 2

q (αp+ 1)
1

p (βp+ 1)
1

p

×

[

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

q ∣
∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

q
] 1

q

(4.17)

elde edilir ve Teorem 4.12 kanıtlanmış olur.

Sonuç 4.6 Teorem 4.12’de s = 1 tercih edilirse;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

41+
1

q (αp+ 1)
1

p (βp+ 1)
1

p

×

[

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

q ∣
∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

q
] 1

q

(4.18)

eşitsizliği sağlanır, burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir.

Teorem 4.13 ς : ∆ = [κ1,κ2] × [κ3,κ4] → R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyon, ∂2ς
∂γ∂λ

∈ L(∆) ve α, β ∈ (0, 1] olsun. q > 1 ve

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣

q

fonksiyonu ∆ üzerinde

koordinatlarda 4. anlamda s-konveks fonksiyon ise;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

4

p(α + 1)p(β + 1)p
+

(

4

q
(

1
s
+ 1

)2

)

×

[

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

q
]]

(4.19)

eşitsizliği sağlanır, burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir.
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İspat Lemma 3.14 ve Young eşitsizliği kullanılırsa;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4
×

[

1

p

∫ 1

0

∫ 1

0

(

γαλβ
)p
dλdγ

+
1

q

∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

+
1

p

∫ 1

0

∫ 1

0

(

(1− γ)αλβ
)p
dλdγ

+
1

q

∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

+
1

p

∫ 1

0

∫ 1

0

(

γα(1− λ)β
)p
dλdγ

+
1

q

∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

+
1

p

∫ 1

0

∫ 1

0

(

(1− γ)α(1− λ)β
)p
dλdγ

+
1

q

∫ 1

0

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(γκ1 + (1− γ)κ2, λκ3 + (1− λ)κ4)

∣

∣

∣

∣

q

dλdγ

]

(4.20)

bulunur. Ayrıca,
∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

∣

∣

∣
fonksiyonunun ∆ üzerinde koordinatlarda 4. anlamda s− konveks

olduğu kullanılırsa;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

4

p(α + 1)p(β + 1)p
+

(

4

q
(

1
s
+ 1

)2

)

×

[

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ1,κ4)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ3)

∣

∣

∣

∣

q

+

∣

∣

∣

∣

∂2ς

∂γ∂λ
(κ2,κ4)

∣

∣

∣

∣

q
]]

(4.21)

sonucuna ulaşılır ve Teorem 4.13 kanıtlanmış olur.
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Sonuç 4.7 Teorem 4.13’de s = 1 tercih edilirse;

∣

∣

∣

∣

ς(κ1,κ3) + ς(κ1,κ4) + ς(κ2,κ3) + ς(κ2,κ4)

4
+ A

∣

∣

∣

∣

≤
(κ2 − κ1)(κ4 − κ3)

4

[

4

p(α + 1)p(β + 1)p
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ3)
∣

∣

∣

q

q

+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ1,κ4)
∣

∣

∣

q

q
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ3)
∣

∣

∣

q

q
+

∣

∣

∣

∂2ς
∂γ∂λ

(κ2,κ4)
∣

∣

∣

q

q

]

(4.22)

eşitsizliği sağlanır, burada 1
p
+ 1

q
= 1 dir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Çalışmanın dördüncü bölümü olan Araştırma Bulguları kısmında, koordinatlarda 4.

anlamda s -konveks fonksiyon sınıfı ve bu sınıfın bazı özellikleri sunulmaktadır. Ayrıca kon-

veks fonksiyonlarla ilgili çift katlı integrallerde iyi bilinen eşitsizlikler olan Hölder, Young

ve Power mean eşitsizlikleri kullanılarak elde edilmiş 4. anlamda s -konveks fonksiyon

sınıfı için yeni integral eşitsizlikler ve genellemeler verilmiştir. Bulunan sonuçların bazı özel

durumları, literatürde bulunan önceki çalışmaların sonuçlarını içermektedir. Böylece, 4. an-

lamda s -konveks fonksiyonlar için yeni üst sınırlar bulunmuştur.

Bu tez çalışmasında verilen lemmalar veya onlara benzer yeni lemmalar kurularak

koordinatlarda konveks fonksiyonlar için yeni integral eşitsizlikleri elde edilebilir. Ayrıca,

Hermite-Hadamard tipli veya Simpson tipli fonksiyonlar için yeni genellemeler ve birçok

yeni eşitsizlikler yazılabilir.

Konuyla ilgilenen araştırmacılar, Araştırma Bulguları kısmında kullanılan lemmaları

farklı konveks fonksiyonlara uygulayabilirler. Böylece koordinatlarda yeni integral eşitsiz-

likleri elde edebilirler.
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