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Bu tezde, dikdortgensel bolge tizerinde konveks fonksiyonlar incelenmis ve bu fonksiyon-
lar i¢in koordinatlarda cesitli integral esitsizlikleri elde edilmistir. Birinci boliimde, konveks
fonksiyonlar ve esitsizlik teorisinin tarihinden kisaca bahsedilmis olup, literatiirde bulunan
calismalar ile ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde, konveks fonksiyonlar igin temel
tanim ve kavramlar yer almis, devaminda konveks fonksiyon siniflar1 arasindaki iligkiye
deginilmistir. Koordinatlarda konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanim ve kavramlar, bu
konveks fonksiyon siniflari icin dnceden elde edilmis cesitli integral esitsizlikleri ve bu esit-
sizliklerin ispat yontemleri iigiincii boliimde verilmistir. Daha sonra bu boliimde koordinat-
larda integral esitsizlikleri icin detayl bir literatiir bilgisi sunulmustur. Dordiincii boliimde
ise oncelikle yeni bir koordinatlarda konveks fonksiyon sinifi tanimlanmig ve bu sinif i¢in
daha Onceden literatiirde olan esitlikler kullanilarak dikdortgensel bolge lizerinde 4. anlamda

s -konveks fonksiyonlar icin yeni integral esitsizliklere iligkin sonuclar elde edilmistir.
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s-konveks fonksiyon, 4. anlamda s-konveks fonksiyon.
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ABSTRACT
MASTER’S THESIS

VARIOUS INEQUALITIES IN COORDINATES VIA FRACTIONAL INTEGRALS
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In this thesis, convex functions on the rectangular region are investigated and various integral
inequalities are obtained for these functions in coordinates. In the first chapter, the history of
convex functions and inequality theory is briefly mentioned, and information about the ex-
isting studies in the literature is given. In the second chapter, basic definitions and concepts
for convex functions are included, and then the relationship between convex function classes
is mentioned. Basic definitions and concepts related to convex functions in coordinates, var-
ious integral inequalities and proof methods for these function classes are given in the third
chapter. Then, in this section, a detailed literature information for integral inequalities in
coordinates is presented. In the fourth chapter, firstly, a new integral equation is introduced,
and then, with the help of this equation, results regarding new integral inequalities for convex

functions on the rectangular region are obtained.
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Key Words: Inequalities, integral inequalities on the coordinates, convex function, s- convex
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1. GIRIS

Matematigin tiim alanlarinda oldugu gibi, esitsizlikler mithendisligin cesitli alan-
larinda, sayisal entegrasyonda, istatistikte ve yaklasim teorisinde 6nemli bir rol oynar. Bu
haliyle esitsizlik kurami bir¢ok arasgtirmacinin ilgisini ¢cekmis ve diger bir¢ok alanla baglan-
til1 olarak tarihsel bir gelisim gostermistir. Esitsizlik teorisi tizerine ilk calisma; Hardy, Lit-
tlewood ve Polya’nin 1934 tarihli “Inequalities” kitabidir. Bu kitapta arastirmacilar bir¢cok
yeni esitsizligi ve bunlarla ilgili uygulamalari tanitarak esitsizlik konusunu ayrintili olarak
arastirmiglardir. Beckenbach and Bellman (1961) yilinda yazilan "Inequalities" adli ikinci
kitap, 1934-1960 doneminde esitsizlik hakkinda bazi ilgin¢ bulgular icermistir. Daha sonra,
Mitrinovic and Vasic (1970) yilinda, bu iki kitapta bulunmayan yeni temalar iceren “Ana-
lytic Inequalities” adli bir kitap yazmuiglardir. Bu caligmalara ek olarak, Mitrinovic et al.
(1993) yilinda yazilan "Classical and New Inequalities in Analysis" ve Pachpatte (2005)
yilindaki "Mathematical Inequalities" adl1 eseri esitsizlikler konusunda yeni sonuglar ortaya
koymakta ve konu ile ilgili literatiire katki saglayan eserler arasinda yer almaktadir. Son yil-
larda Dragomir, Lakshmikantham ve Agarwal gibi arastirmacilar bu konuda ¢ok fazla kitap,
makale ve monografi yazmislardir.

Giintimiizde, Hadamard (veya Hermite-Hadamard) integral esitsizligi, en 6nemli in-
tegral esitsizliklerinden biridir. Hermite (1822-1901) bu esitsizligi kanitsiz olarak Ekim
1881°de Mathesis dergisine sunmustur. Bu calismadan neredeyse yirmi yil sonra, Jensen
esitsizligi J.L.W.V. Jensen tarafindan tamtilmistir (1905-1906). Konveks fonksiyonlar icin
integral esitsizlikler konusu bu iki eserle linlenmistir ve bugiine kadar pek ¢ok aragtirma-
ciin ilgisini ¢cekmeye devam etmistir.

20. yiizyilin baglarindan giiniimiize kadar, bu alandaki arastirmacilar ¢esitli tipte kon-
veks fonksiyon siniflari elde etmigler, bu fonksiyon siniflarinin 6zelliklerini incelemisler ve
bir¢ok integral esitsizligi kesfetmislerdir. Beckenbach and Bellman (1961) ve Mitrinovic
and Vasic (1970) gibi bir¢ok arastirmaci, arastirmalarinda konveks esitsizlikler sorununu ele
almistir. Yalnizca konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler iceren ilk kaynak, Pecari¢ and Bee-
sack (1987) yazdiklar1 "Convex Functions: Inequalities" dir. Ek olarak, Roberts and Varberg
(1973), Pecari¢ and Tong (1992), Niculescu and Persson (2006) dahil bircok arastirmact

konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler tizerine ¢cok fazla calisma yapmuslardir.
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Herhangi bir keyfi reel veya kompleks mertebeden tiirev ve integral hesabu, kesirli kal-
kiiliis olarak bilinir. Kesirli kalkiiliis son zamanlarda cok 6nemli hale gelmistir. Ancak ke-
sirli kalkiiliisiin temelleri 1695 yilina dayanmaktadir, bu nedenle ¢cok yeni bir konu degildir.
Liouville’nin ismi, matematik literatiiriinde etkili tiirev ve integral kavramlariyla baglan-
tilidir. Bununla birlikte, diferansiyel ve integral kalkiiliisiin yaraticilart genellikle hem tam
mertebeden hem de kesirli mertebeden tiirevlerini diistinmiiglerdir. Samko et al. (1993) yilin-
daki kitabindan, kesirli tiirevlerin Leibniz’in caligmalarinin konusu oldugunu 6greniyoruz.
Ayn1 zamanda Euler de kesirli tiirevler konusuyla ilgilenmistir. Kesirli integral-tiirev kavram-
lart Liouville, Abel, Riemann, Letnikov, Weyl, Hadamard ve matematiksel analizde 6nemli
konularda gelisimi olan bu konunun ilerlemesini etkileyen ge¢misten bugiine, iyi bilinen
bircok matematikcinin de iistiine ¢alistig1 bir aragtirma konusu olmustur Loverro (2004);
Ross (1977). Kesirli hesap tekniginin matematik uygulamalarinin ¢cogu 20. yiizyilda baglamig
olsa da, mithendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici basarilar elde etmesi ancak
son yiizyilda gerceklesebilmistir.

Kesirli tiirevin literatiirde birgok tanimi vardir. Kesirli tiirev tanimini yapmak icin
bu tanimlarin bir¢ogu integral formundan yararlanir. Bu tiir tanimlar arasinda Riemann-
Liouville ve Caputo en iinliileridir. Griinwald-Letnikov’un tanimi, kesirli tiirevin tanimi i¢in
bir sinir formundan yararlanir. Bu kesirli tiirevlerin tamimlariyla ilgili olarak ¢ok sayida
calisma yapilmistir. Yukarida adi gecen kesirli tiirev tanimlar1 da dahil olmak iizere, literatiir-
deki ¢ok sayida kesirli tiirev taniminin klasik tiirev tanimindan ortak bir 6zelligi vardir: lineer
olma Khalil et al. (2014). Bunun disinda bir uyum tipik olarak séz konusu degildir. Ornegin,
kesirli tiirevin Riemann-Liouville taniminda sabitin kesirli tiirevi sifir degildir. Yine klasik
tirevdeki iki fonksiyonun carpimi ve boliimii i¢in tiirev formiilii bircok kesirli tiirev icin
gecerli degildir. Benzer sekilde, kesirli tiirevlerin bir¢cok tanimi, klasik tiirevdeki zincir ku-
ralin1 saglamaz. Bu tiir zorluklarin {istesinden gelmek i¢in, Khalil et al. (2014) yilinda kesirli
tiirevlere ve integral teorisine dayanan uyumlu kesirli tiirev tanimini1 sunmuslardir.

Set (2010), “Baz1 Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikleri”
adli doktora tezinde, £—konveks ve & — m—konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard
tipli esitsizlikler elde etmistir. Daha sonra m—konveks, (a, m)— konveks, h—konveks ve
s—konveks gibi bir¢ok farkli konveks fonksiyon sinifi i¢cin bazi genellemeler ve yeni integral
esitsizlikleri vermistir.

Alomari (2011), “Several Inequalities Of Hermite-Hadamard, Ostrowski And Simp-
son Type For Convex, Quasi Convex And Convex Mappings And Applications” adl1 dok-

tora tezinde, quasi -konveks ve konveks fonksiyon siniflarin1 kullanarak Hermite-Hadamard,



Ostrowski ve Simpson tipli integral esitsizlikleri elde etmis ve bu esitsizlikler i¢in uygula-
malar vermistir .

Akdemir (2012)’in, "Farkl tiirden konveks fonksiyonlar i¢in koordinatlarda integral
esitsizlikler" adli doktora tezinde, koordinatlarda baz1 konveks fonksiyon smiflar1 incelenmis
ve bu fonksiyonlar i¢in koordinatlarda cesitli integral esitsizlikleri bulunmustur. Bununla bir-
likte, (o, m)-konveks, s—konveks, p- fonksiyon gibi bircok konveks fonksiyonlarin ¢arpim-
larina ait koordinatlarda integral esitsizlikleri bulunmustur.

Avci Ardig (2013), "Konveks fonksiyonlarin ¢esitli siniflar1 i¢in integral esitsizlikler"
isimli doktora tezinde ¢y, ,,-konveks fonksiyon tanimini yapmig ve bu sif i¢in esitsizlikler
olusturmustur. Buna ek, literatiirdeki lemmalar kullanilarak konveks fonksiyonlar i¢in Os-
trowski tipli esitsizlikler bulmustur. s-konveks fonksiyonlarda ise Hermite-Hadamard, Os-
trowski ve Simpson tipli esitsizlikler elde etmistir.

Onay (2021), "Riemann integraller yardimiyla koordinatlarda cesitli integral esitsiz-
likler" adli tez calismasinda bir integral esitligi ve ispati verilmis olup bu esitlik yardimiyla
konveks fonksiyonlar icin koordinatlarda integral esitsizliklere erigilmistir. Sonuclarin kanit-
lanmasinda ¢ift kath integraller icin Holder ve Power mean esitsizlikleri ve konveks fonksiyon
tanimi kullanilmagtir .

Eken (2022) "Fejer inequality for s-convex functions in the fourth sense" adl1 makale-
sinde, 4. anlamda s-konveks fonksiyon adinda yeni bir sinif tanimlamis ve 4. anlamda s-
konveks fonksiyonlar icin esitsizlikler kurmustur. Ayrica bu esitsizliklerin bazi uygulama
orneklerini sunmustur. Bu uygulamalari, Gauss hata fonksiyonu, Gama fonksiyonu ve Fres-
nel integralleri icin sinir fonksiyonlari ile sonu¢lanmistir .

Kemali (2021), "Hermite-Hadamard Type Inequality for s-Convex Functions in the
Fourth Sense" adli ¢alismasinda 4. anlamda s-konveks fonksiyon i¢cin Hermite-Hadamard
esitsizligini bulmustur. Ayrica, Digamma fonksiyonlarini iceren bazi1 uygulama orneklerini
sunmustur .

Akdemir et al. (2022a), "Simpson’s type inequalities for s-convex functions in the
fourth sense" adli ¢alismada 4. anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢cin Simpson tipli esitsiz-
likler elde edilmistir. Holder ve Young esitsizlikleri kullanilarak yeni esitsizlikler olusturul-
mustur .

Akdemir et al. (2022b), "New Approaches for Differentiable s-Convex Functions in
the Fourth Sense via Fractional Integral Operators" adli caligmada tiirevlenebilir 4. anlamda
s-konveks fonksiyonlar i¢in kesirli mertebeden integral operatorleri kullanilarak yeni yak-

lasimlar elde edilmistir. Ayrica Holder ve Young esitsizlikleri kullanilarak yeni esitsizlikler



elde edilmistir .

Aslan and Akdemir (2022), "Exponentialy convex functions on the co-ordinates and
related integral inequalities" adl1 calismada, koordinatlar iizerinde iistel konveks fonksiyonlar
tanitilmis ve Hadamard tipi temel bir integral esitsizligi koordinatlar iizerinde iistel konveks
fonksiyonlar i¢in kanitlanmistir .

Bayrak (2022), " Koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli integral
esitsizlikleri" adli tezinde koordinatlarda s-konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli integral
esitsizlikleri bulmustur .

Bu caligmanin ilk kisminda, koordinatlarda konveks fonksiyonlarin bircogu ayrintili
sekilde incelenmistir. Calismanin ikinci kisminda, konveks fonksiyonlarla ilgili temel tanim
ve Ozelliklerin bazilari ile farkl tiirden konveks fonksiyon siniflarinin bazilar icin integral
esitsizlikler verilmistir. Uciincii kisimda, koordinatlarda konveks fonksiyonlara ilisik tanim-
lamalar yapilmis ve bu fonksiyon siniflarina ait bazi integral esitsizlikler verilmistir.

Calismanin dordiincii kisminda ise ¢alismanin 6nceki boliimiinde verilen integral
esitlikler yardimiyla 4. anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in koordinatlarda integral esitsiz-
likler ispatlanmigtir. Bulgularin kanitlarinda, ¢ift kath integraller icin Holder, Power mean

ve Young esitsizlikleri ve 4. anlamda s-konveks fonksiyon tanimi kullanilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, ¢alismanin dayanagi olan kavramlar verilecektir.

Tanim 2.1 (Konveks Kiime): L bir lineer uzay B C L ve 1, 12 € B keyfi elemanlar olmak

lizere

C={weL:w=Miy+(1-Np, 0<I<1}CB

oluyorsa B kiimesine konveks kiime denir.

Sekil 2.1. Konveks Kiime ve Konveks Olmayan Kiime

Esitsizlik teorisi i¢in biiyiik onem tasiyan ve 6zellikle bu alanda siklikla kullanilan konvekslik

kavramindan bir¢ok bilim insan biiyiik 6l¢iide yararlanmaktadir.

Tanim 2.2 (J-konveks fonksiyon): U, R’de bir aralik olsun. Biitiin i, po € U igin

CCM;M)Scmﬂ;dm)



kosulunu gerceklestiren < fonksiyonuna U iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J -

konveks fonksiyon denir (Mitrinovic and Vasic, 1970).
Tanmim 2.3 (Konveks fonksiyon): U, R’de bir aralik ve ¢ : U — R bir fonksiyon olmak iizere
biitiin i1, pe € U vey € [0, 1] igin

S(ypr + (1 = y)p2) < () + (1 —7)s(pe2)

sartint saglayan < fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Pecari¢ and Tong, 1992).

U iizerinde tanimlanan bir ¢ fonksiyonunun konveks olmasi demek geometrik olarak (g, ¢(¢))
ve (w, ¢(w)) noktalarini iceren U iizerindeki dogru parcasinin ¢’nin grafiinin iist kisminda

yer almasidir (Bakimz 2.2).

i)+ (0 —2)flw)

T —

|
-
o

Sekil 2.2. Aralik iizerinde konveks fonksiyon

Tamim 2.4 (m -konveks fonksiyon): < : [0,w] — R ve w > 0 olsun. Her py,ps €

[0,w],p € [0,1] ve m € [0,1] igin

S(ppr +m(1 = p)ua) < ps(pr) +m(1 — p)s(pe)

sarti saglaniyorsa s fonksiyonuna m -konvekstir denir (Toader, 1988).
Tanmim 2.5 ((«, m) -konveks fonksiyon): < : [0,w] — R ve w > 0 olsun. Her iy, ps €

[0,w], p € [0,1] ve (o, m) € [0,1]% igin

S(ppr +m(1l = p)pz) < p*<(pa) +m(l = p%)c(p2)

6



sarti saglaniyorsa s fonksiyonuna (o, m) -konvekstir denir (Mihesan, 1993).

Burada (a,m) € (0,0) igin artan fonksiyon, (cr,m) € (1,m) igin m -konveks fonksiyon,

(o, m) € (1,1) igin konveks fonksiyon siniflarina ulagilir.

Tanim 2.6 (Godunova-Levin fonksiyonu): Negatif olmayans : U — R fonksiyonu piy, j1o €
U, € (0,1) olmak iizere

S(p1) | s(p2)

s(Bpa + (1= Buz) < 3 -3

esitsizligini sagliyorsa ¢’ya Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(U) sinifina aittir denir.

s €Q(U) ve p,v,m e U ise,

s(u)(p—v)(p—n) +s@)(v—pw)(v—n) +cn)(mn—pn-v)>0

esitsizligi ger¢eklenir (Godunova and Levin, 1985).
Tamm 2.7 (P -Fonksiyon): Negatif olmayan s : U — R fonksiyonu py, o € U, B € (0,1)
olmak iizere;

S(Bpa + (1= B)ua) < c(pa) +<(p2)

esitsizligini sagliyorsa ¢’ya P -fonksiyon veya P(U) sinifina aittir denir (Dragomir et al.,
1995).

Tanimlardan goriildiigii lizere, biitiin negatif olmayan monoton ve konveks fonksiyonlar
Q(U) sinifina aittir. Ek olarak, Q(U) D P(U) ve P(U) sinifindan fonksiyonlar negatif

olmayan monoton, konveks ve quasi -konveks fonksiyonlardan olugsmaktadir.

Tamim 2.8 (Birinci anlamda s -konveks fonksiyon): o, > 0,a° + ° = 1 ve s € (0, 1]

olmak iizere her v € Ry icin ¢ : Ry — R fonksiyonu;

slap+ pr) < oc(u) + B (v)



esitsizligini sagliyorsa <’ye birinci anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Bu fonksiyonlarin suifi K ile gosterilir (Hudzik and Maligranda, 1994).
Tamm 2.9 (Ikinci anlamda s -konveks fonksiyon): p € [0,1] ve s € (0, 1] olmak iizere her
u,v € [0,00) i¢in s : [0,00) — R fonksiyonu eger
s(pu+ (1= pv) < p°s(u) + (1 = p)*s(v).
esitsizligini sagliyorsa <’ye ikinci anlamda s— konveks fonksiyon denir.
Bu fonksiyonlarin suifi K2 ile gosterilir (Breckner, 1978).

Uyan 2.1 Eger yukaridaki tanimda s = 1 secilirse; klasik konveks fonksiyon tanimina

esdeger olur.
Tanim 2.10 (Dordiincii anlamda s -konveks fonksiyon): U C R™ bir konveks kiime ve
s € (0, 1] olmak iizere her u,v € U ve p € [0,1] igin < : U — R fonksiyonu eger
1 1
s(pu+ (1= p)v) < p(u) + (1 = p)=s(v)
esitsizligini sagliyorsa <’ye dordiincii anlamda s— konveks fonksiyon denir.
Bu fonksiyonlarin suufi K2 ile gosterilir (Eken, 2022).

Ornek 2.1 a,b € R olmak iizere s : LT[a,b] — Rve ¢ > 0 icin ¢(z) = cf;\x(t)ﬁdt

seklinde tanmimlansin. Bu fonksiyon 4. anlamda s- konvekstir. Burada;
Lt[a,b] = {x e Lt[a, bz : [a,b] — R+}

bicimindedir.

z,y € LT[a,bl ve 0 < A < 1 olsun. O halde;



c(Az + (1= A / Na(t) + (1= Ny(t)]*

@

= Xeg(2) + (1= A)=s(y).
Boylece, ¢ € K;l (Eken et al., 2021 ).

Ornek 2.2 U C R"ve k € R, olsun. s : U — R olmak iizere s(x) = —k seklinde tanim-

lansin. O halde < 4. anlamda s -konveks bir fonksiyondur.

A € [0,1] igin;

sz + (1= Ny) =—k

— A+ (1 =Nk

= Mo —(1— Nk

Boylece ¢ € K;l (Eken et al., 2021) .

Tanim 2.11 (Quasi-konveks fonksiyon): ¢ : U — R bir fonksiyon ve B C R en az bir

elemana sahip konveks kiime olsun. ¥y, s € B ve 0 € [0, 1] iken

S(Op1 + (1 — 0)pa) < max{c(u1),s(p2)}



ise ¢’ya quasi- konveks fonksiyon denir.

Esit kosullarda;

S(Opr + (1 = O)po) < max{<(p1), s(p2)}

ise ¢ ye strictly quasi- konveks fonksiyon,

¢(Op1 + (1= O)pz) > max{c(p1),<(p2)}

ise ¢ ye quasi -konkav fonksiyon ve

S(Op1 + (1 — 0)pg) > max{c(p1),s(p2)}

ise ¢ ye strictly quasi -konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce, 1998).

Sonuc¢ 2.1 Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon konveks degildir (Bakiniz 2.3).

@

»

Sekil 2.3. Quasi-konveks olmayan fonksiyon

Sekil 2.3’te fonksiyonun tanim kiimesinde, kesikli kirmizi ¢izginin altindaki degerlere sahip

noktalarin olusturdugu araliklarin birlesiminde fonksiyon konveks degildir.
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Sonuc 2.2 Herhangi bir konveks fonksiyon quasi -konvekstir fakat quasi -konveks her fonksiyon

konveks olmak zorunda degildir.

Ornegin;

) =+/(x—1)2+1

quasi-konvekstir ¢ilinkii fonksiyonun grafigindeki iki noktayi birlestiren herhangi bir yatay
dogru parcasi, fonksiyonun grafiginin altinda kalan hi¢bir nokta icermez. Diger yandan,
konveks degildir ¢iinkii grafikte iki noktayi birlestiren ve dogru parcasinin bazi noktalarinin
fonksiyonun grafiginin altinda kaldig1 dogru parcgalar1 (yatay degil) vardir. Yani, u¢ nokta-
larindan biri (1, 1) olan ve diger u¢ noktasi egri iizerindeki farkli herhangi bir nokta olan

dogru parcasi, u¢ noktalar disinda tamamen egrinin altinda yer alir. (Bakiniz 2.4).

Sekil 2.4. Quasi konveks olmasina ragmen konveks olmayan fonksiyon

Tanim 2.12 (Quasi -monotonik fonksiyon): ¢ hem quasi -konveks hem de quasi -konkayv ise

¢’va quasi -monotonik fonksiyon denir (Greenberg and Pierskalla, 1971).

Daha genel olarak, bir noktaya kadar azalan ve bu noktadan sonra artan bir fonksiyon quasi

-monotoniktir (Bakiniz 2.5).
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—»

Sekil 2.5. Quasi-monotonik fonksiyon

Tanim 2.13 (Beta Fonksiyonu):

1
Blur, p2) = / (1 — ¢yt s p2 >0 (2.1)
0
seklinde tanmumlamir. (2.1) ya Euler tipi Beta fonksiyonu ya da birinci cesit Euler integrali
olarak ifade edilir (Dragomir et al., 1999).

Tamim 2.14 (Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Integrali): < € L [v, 1] olsun.

vy > 0 iken o > 0 icin Riemann-Liouville kesirli mertebeden integrali asagidaki gibi tanim-

lanir:
Tsu) = pos [ =) >
olur) = = Uy — 7 sly)ar, uyp > Vi,
‘ Pla) Ju,
o 1 ” a—1
Jygg(ul) = m 5 (v —u1)* “s(y)dy, u; < Vs (2.2)
Burada, T(a) = [;7 e "u*"'du geklinde tamimly Gama fonksiyonudur ve Jngg(ul) =

JE S(uy) = s(uy) esitligi saglamr (Miller and Ross, 1993).

2
Tamm 2.15 (Koordinatlarda Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Integrali):

s € Ly ([v1, ] X [v3,v4]) olsun. vy,v3 > 0 iken o, 5 > 0 i¢cin Riemann-Liouville kesirli

mertebeden integrali asagidaki gibi tanimlanir:
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Uy > vy, Uz > V3 iken;

N 1 Ul ug o 3
Jufugg(ul,w) = W/ul /V3 (w1 =) (uz = NP1y, A)dAdy,
Uy > v, Uy < vy iken;
a,f 1 o -1 B—1
Ji,os(unug) = T(@)T(5) /u1 /u2 (u1 = 7)* (A —u2)” <(v, N)dAd,
uy < Vo, Uy > 3 iken;
o, 1 S a—1 B—1
S aslunug) = ot ). /. (v —u1)® (w2 — A)7 <, A)dAdyy,

uy < Vg, Us < vy iken;

1 2 V4
o = — )" O — up)? (7, N dAd.
T sl e) T(@)T(5) /u1 /uQ (v = u)* (A = u2)™ sy, A)dAdy

(2.3)
Burada, I' Gama fonksiyonudur ayrica;
JBf,,ﬂ(“h up) = JSfu—§(ul7U2) = Jfl()erC(Ul,UQ)
173 174 2773
= Jz(/);)yzg(ul’ UQ) - g(ulv UQ) (24)

ve
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11 B 1 U1 U2
JVT’VJC(UMUQ) = —F(Q)F(B) /Vl /V3 (01, 0,)dO2dO),
1’1 B 1 /’ul /1/4
in‘-7yzg(ulyu2> = —F(Q)F(B) o, C(@1,@2)d@2d@1

1 12 u9
J;;17V;g(u1,u2) - W / / §(81,92)d62d@1

2

1 V2 V4
Ji’,luzg(ul,m) = W/ / g(@l,Qz)dQQd@l (25)

esitlikleri saglamr (Sarikaya, 2014).

Teorem 2.1 (Young Esitsizligi): <, ¢ > 0 icin [0, | iizerinde tamml reel degerli, siirekli
ve artan fonksiyon olsun. ¢(0) = 0, € [0,¢], ve 1o € [0,¢(c)] igin iinlii Young egitsizligi
asagidaki gibidir:

L1 L2
/ ¢(z)dx +/ s Hx)dx > 1110
0 0

Burada s~ s fonksiyonunun tersidir. Eger s(12) = <(11) ise esitsizlik esitlige doniigiir.

s kuvvet fonksiyonu olan s(w) = wP~! secilirse:

P —1
4 + (pT> Lg/p_l > Lylg,

p
benzer sekilde;
dooud
=+ 2> 1,
p q

dir. Burada 11,15 > 0,p > 1 ve }D + % = 1 dir (Mitrinovic et al., 1993).

Teorem 2.2 (Integraller icin Holder Egsitsizligi): p > 1 ve % + % = 1 olsun. ¢ ve

S, [t1,t2] araliginda tamml reel fonksiyonlar, |si|P ve |s|?, [t1,t0] araliginda integral-

lenebilir fonksiyonlar ise;

A )’ A i)
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esitsizligi gerceklenir (Mitrinovic et al., 1993).

Benzer sekilde, cift katli integraller i¢in Holder esitsizligi asagidaki gibi verilebilir:

L2 L2 ' b %
/ / (61 (1, 2)2(pia, pi2) | dpm iz < (/ / |§1(/~017M2)|pdu1dﬂ2)
L2 L2 1
. (/ / |§2(“17M2)|qdﬂldu2) :
L1 L1

Ayrica; Power mean esitsizligi, Holder esitsizliginin bir sonucudur:

Sonug 2.3 (Power Mean Eyitsizligi): q < 1 olsun. < ve <, [t1, o] araliginda tamumli reel

fonksiyonlar, |¢1| ve |s2|9, [t1, o] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

[ttt < (o) ([ ottra)

esitsizligi gerceklenir.

Benzer sekilde, cift katli integraller icin Power mean esitsizligi;

Lo Lo
/ / |1 (pn, p2)<a (i, po) | dper dpto
01 01

12 12 1—% Lo Lo %
s(/ / |<1(u1,u2)|du1duz) (/ / |<1(u1,uz)lkz(ul,uz)!qdmduz)
L1 L1 L1 L1

seklindedir. Reel sayilarda bir diger temel esitsizlik de iicgen esitsizligidir.
Teorem 2.3 (Ucgen Egitsizligi): Herhangi s, » reel sayilar icin

501 + 30| < 31| + |52,
21| = ol < 501 — 50,

|21 = [s2]| < |31 + 222],

ve tiimevarim metoduyla
|se1 + .o | < | o+ 5]

esitsizlikleri gerceklenir (Mitrinovic et al., 1993).
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Teorem 2.4 (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): <[, 5] araliginda siirekli reel

degerli fonksiyon olsun.

/L:Z g(/i)dﬂ‘ < /L2 lc()ldp (1 < 12)

L1

esitsizligi saglamr (Mitrinovic et al., 1993).

2.2. Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyonlar Icin Integral
Esitsizlikler

Teorem 2.5 U, R’de bir aralik, (11, j1o € U ve p11 < o olmak iizere s : U C R — R konveks

fonksiyon olsun.

g(ulﬂbz)S 1 /“:(Z)dzgw (2.6)
2 Mo = M1 J 2

esitsizligi saglamir. Konveks fonksiyonlar icin (2.6) literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi
olarak tinlenmistir (Pecari¢ and Tong, 1992).

Teorem 2.6 < : [0,00) — R fonksiyonu m € (0, 1] olmak iizere m -konveks fonksiyon olsun.

Eger0 < py < pgves € Li[pam, us ise;

1 m2 mpo — U1 /m } §(,u1) + C(Mz)
1 [/m g(z) Z = - g(z) A (mug ul) 7

esitsizligi gecerlidir (Dragomir, 2001).
Teorem 2.7 ¢ € Q(U), 11,19 € U1y < 13 ve s € Ly[iy, Lo olsun. O halde;

(Lo — K)(k — 11)

(L2 —1)?

p(k) = kelU

olmak iizere

L1+ Lo 4 ‘2
< k)dk
g( 2 >_b2—01/L1 (k)
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ve

! / C pks(kydk < L) Tol)

lg — b1 Jyy

esitsizlikleri gerceklenir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 2.8 ¢ € P(U), wy,ws € U, wy < wy ve ¢ € Ly[wy, ws] olsun. O halde;

) <wl ; w2) < - 2 /m <(2)dz < 2[¢(@1) + <(w2)]

— wl -

esitsizligi gerceklenir (Dragomir et al., 1995).

Teorem 2.9 c pozitif bir sayt, ¢1,c2 € SX(ch,U), p1, po € U, p11 < pio ve 162 € Ly[py, fio]
olsun. O halde;

2Chl(%) (6152) (Nl ;m) < ” i - //:2<g1§2)(z)dz < c[(glgg)(u1)+(<1<2)(uz)}/0 h(6)do

esitsizligi gecerlidir (Sartkaya et al., 2010).

Teorem 2.10 ¢ : [0,00) — R fonksiyonu (o, m) € (0,1]* olmak iizere (v, m) -konveks

fonksiyon olsun. Eger 0 < jy < s ve s € Ly[uim, po] ise;

i, S [ e S o e+ )

esitsizligi gecerlidir (Set et al., 2012).

Hermite-Hadamard esitsizligi ikinci anlamda s -konveks fonksiyonlar i¢in ise asagidaki gibi

bulunmustur:

Teorem 2.11 s € (0,1) olmak iizere < : [0,00) — [0, 00) ikinci anlamda s -konveks bir

fonksiyon, wy,ws € [0,00) ve wy < wsy olsun. s € Ly[w, wy] ise

2ol (wl +wQ) < 1 /w2 c(w)dw < S(w1) + ¢(w2)

2 Wy — W1 S, - s+1
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olur. Egsitsizligin sag tarafinda miimkiin olan en iyi sabit k = 1/(s + 1) ’dir (Dragomir and

Fitzpatrick, 1999).

Teorem 2.12 [y, ws] C R,y < wy ve 61,5 : |1, ws] — [0, 00) iki konveks fonksiyon

olsun.
E(p1, p2) = s1(w1)s2(w1) + <1 (1) s2(w2)
ve

Q(wy, ws) = 1(w1)s2(w2) + 1(w2)s2 (1)

olmak iizere
1 @2 1_ 1
e S(w)g(w)dw < gz(wl,wz) + EQ(wl’ ws)

dir (Pachpatte, 2003).

Teorem 2.13 ¢ : [0,00) — [0,00) 4. anlamda s -konveks fonksiyon olsun. s € (0,1),

€1, € € [0,00) ve €1 < €9 olmak iizere ¢ € Lleq, €] ise,

;_1g(€1‘2“2)§ L /EQg(t)dtg —[s(er) + s(e)

€2 — €1 Jq s+1

dir. Burada, k = 3%1 miimkiin olan en iyi sabittir (Kemali, 2021).

Teorem 2.14 ¢ : U C [0,00) — (0, 00), U® iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve

¢" € L[y, to] olsun. Burada, 11,15 € U ve 11 < 15 'dir. Eger, 15 > 1,ve s € (0, 1] icin |¢' ()

>

[t1, to] iizerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:
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1 —+ 1 L2
'6 {§(01)+4g <L1 ! Lz) —|—§(L2)1 " /Ll s (7)dx
2541 2s+1 s+1
Lrgrs2() 7 () -7 -
< (12 —11)

(2s+1)(s+1)

x (1" ()] + 16" (22) ]

(Akdemir et al., 2022a).

Teorem 2.15 ¢ : U C [0,00) — R, U° iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve ' €
Lli1, 3] olsun. Burada, 11,15 € U ve 1, < 13’dir. Eger, s € (0,1] ve p > 1 igin [11, 1]

iizerinde |’ (:1:)|P%1 4. anlamda s -konveks bir fonksiyon ise, asagidaki esitsizlik gecerlidir:

‘é {§(L1)+4§ (“_QHQ) +<(L2)] - inbl /L:Z<(x)d93

1
()
q—+s

()"

S(LQ_L]_) |:2p?#+1] E——
p+1

X (1" ()| + 16" (e2) 1] -

Burada, ]lj + é = 1 dir (Akdemir et al., 2022a).

Teorem 2.16 ¢ : U C [0,00) — R, U° iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyon ve ¢’ €

L1, 5] olsun. Burada, 11,15 € U ve 11 < 13’dir. Eger, s € (0,1] ve p > 1 igin [11, 1]

|" 4. anlamda s -konveks fonksiyon ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:

| =

iizerinde |¢' ()
[C (t1) + 4< (L1;L2> +§<L2)] - i » /L2q(x) dz

‘ L1

< () {2 ()7 2]+ () W+ |C’(L2)|q}} .

Burada, % + é = 1 dir (Akdemir et al., 2022a).
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Teorem 2.17 ¢ : R™ — R 4. anlamda s -konveks bir fonksiyon olsun. s € (0,1] ve 11 < 15
kosulunu saglayan 1,15 € R olmak iizere ¢ € L1y, 12| oldugunda her o € (0, 1] araligin-

daki bir egsitsizlik agsagidaki gibidir :

G, 1—a  [<(u)+<(e)
2 Bl T ) [ }

1

T (2 u)”

[T As ()} +47 I {c(n)}]

¢(e1) +<(e2) o -« 045(04714'%)
5[ B(a) }hmmHAw+w—uw+ I(a)

s

(Akdemir et al., 2022b).

Bundan sonraki Teoremlerde;

F=—1 [, ) ()} ik [Z{dbz)}]

Lo — U 2

o l-a . W — (g —01)*" L1+ Lo
(o~ ) Bla) ol Fele2) WABmwmf( 2 )

olarak kabul edilecektir.

Teorem 2.18 1, < 1 iken 11,10 € U ves : U C [0,00) — R, UV iizerinde diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve <" € L(i1,5) olsun. Eger s € (0,1] icin |<"|, [t1, 2] iizerinde 4.
anlamda s -konveks bir fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatorleri icin asagidaki

esitsizlik gecerlidir:

(12 —1)**! (§)o+=+2
Pl < (a4 1)B(a)T(«) (a +3+2

+ﬁga+z§+n)uwmn+k%mn

Burada, o € (0, 1] dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.19 1| < 1y iken 11,19 € UV ves : U C [0,00) — R, U iizerinde diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon ve " € L1, 13| olsun. Eger, s € (0,1] igin |s"|4, [t1, to] iizerinde 4.
anlamda s -konveks bir fonksiyon olsun. Atangana-Baleanu integral operatorleri icin asagi-

daki esitsizlik gecerlidir:
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(1" ()l + 1" (2)])

Q=

|F’ < (62 - LI)Q—H ( (l)oap—&-p ) P 1
“(a+D)B(a)l'(a) \ap+p+1 (L+1)
burada, o € (0,1],q > 1, ve ]lo + % = 1 dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.20 1, < iy iken 11,10 € U ves : U C [0,00) = R, U iizerinde diferansiyel-

lenebilir bir fonksiyon ve <" € L[iy, 5] olsun. Eger, s € (0,1] icin |s"|9, [i1, t2] iizerinde 4.
anlamda s -konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatorleri icin (2.7) esitsi-

zligi elde edilir :

(L2 — L1)a+1 (%)(QH)(%)(Q - 1) o I q 1" q %

(2.7)

1
q

1y(atD)pt§+1
. ( ()

1
(@+Dp+ I+l +Bi(la+1)p+ 1,g+1)>

Burada, o € (0,1],q > p > 1 dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.21 1, < 19,011,100 € U ves: U C [0,00) — R, U° iizerinde diferansiyellenebilir

bir fonksiyon ve <" € L, 3] olsun. Eger s € (0,1] icin |¢"

9, [u1, 9] lizerinde 4. an-
lamda s -konveks fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatorleri icin (2.8) esitsizligi

gecerlidir:

B |§”(L2)\q> s

P < e
=Gt DB@N@ \ o+ Dp e p (T4 D

Burada, o € (0, 1], q > 1 dir (Akdemir et al., 2022b).

Teorem 2.22 1, < 1y iken 11,15 € U ves : U C [0,00) = R, U° iizerinde diferansiyel-
lenebilir bir fonksiyon ve " € Lliy, 5] olsun. Eger, s € (0,1] icin |<"|%, [t1, o] iizerinde
4. anlamda s -konkav bir fonksiyon ise Atangana-Baleanu integral operatorleri icin (2.9)

esitsizligi gecerlidir:

[

’F| < (L2 - Ll)aJrl (%)(a+1)p v 2%
~ (a+1)B(a)l(a) \ ((a+1)p+1)

¢ (” ; LZ) ‘ . (2.9)
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Burada o € (0,1],q > 1 ve % + é = 1 dir (Akdemir et al., 2022b).
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlarla Tlgili Genel Kavramlar

Calisma siiresince A = [321, 365] X [5e3, 224] C R? ve 201 < 369, 223 < 3¢5 0larak aliacakuir,

Tamim 3.1 (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): < : A — R fonksiyonu¥(p,r), (s,t) € A

ve ¢ € |0, 1] olmak iizere eger
s(ep+ (1 —¢)s,er + (1 —e)t) <eclp,r) + (1 —€)s(s, 1)

esitsizligini saglyorsa ¢’ye A iizerinde konvekstir denir (Dragomir, 2001 ).

Vp € [311, 200) ve V1 € [5e3, 524) igin,

& b, 2 R, g(w) =g(w,r)

ve

S, = R, g(2) =<(p,2)

doniisiimleri konveks oldugu siirece s : A — R fonksiyonu koordinatlarda konvekstir.

Lemma 3.1 ¢ : A — R seklinde tanmimlanan biitiin konveks fonksiyonlar koordinatlarda

konvekstir, diger yandan tersi genel olarak dogru degildir (Dragomir, 2001 ).

Ornek 3.1 < : [0,1]> — R fonksiyonu ¢(u,v) = uv seklinde tanumli olsun. < fonksiyonu

koordinatlarda konvekstir fakat konveks degildir (Dragomir, 2001).

Koordinatlarda konveks fonksiyon taniminin emsali bir tanim su sekilde verilebilir:

Tanim 3.2 (Koordinatlarda Konveks Fonksiyon): < : A — R fonksiyonu verilsin.
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s(ar + (1 —a)y, Bp + (1 = B)r) < afs(x,p) + B(1 — a)s(y,p)

+a(l = B)s(z,r) + (1= a)(1 = B)s(y,7)

esitsizligi her o, 5 € [0,1] ve (z,p),(x,r), (y,p), (y,r) € A icin saglamr ise ¢’ye A

iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon denir (Latif and Alomari, 2009).

Lemma 3.2 ¢ : A — R, seklinde tamumli ve < ikinci mertebeden diferansiyellenebilir ise

¢’nin koordinatlarda konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul
Sr - [Z‘, y] — R? gr(u) = §(U, T)
ve

i lpwl =R g(v) = <(pv)

doniisiimleri icin ¢ > 0 ve ¢ > 0 kosulunu gergeklestirmesidir (Latif and Alomari, 2009).

Sekil 3.1. ¢;(s,1) = 52 + t ve ¢o(s, ) = e + t* konveks fonksiyonlar

Lemma 3.3 ¢, : A — R seklinde tamimli koordinatlarda konveks fonksiyonlar ve k > 0

olsun. Bu taktirde <1 + <3 ve k<; koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari, 2009).

Lemma 3.4 ¢,¢ : A — R seklinde tamimli koordinatlarda konveks fonksiyonlar olsunlar.

O halde ¢ 65 koordinatlarda konvekstir (Latif and Alomari, 2009).
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Tanim 3.3 (Koordinatlarda m -konveks Fonksiyon): ¢ : A1 — R fonksiyonu¥(p.r), (s,t) €
Ay vem,0 € [0,1] icin

s(Op+ (1 —0)s,0r + (1 —0)t) < Os(p,r) +m(1 —0)s(s,t)

esitsizligini sagliyorsa ¢’ye Ay iizerinde m -konvekstir denir.

Vp € [0, 51| ve Vr € [0, 53] igin eger

G :[0,50] = R, (@) =¢(a,r)

ve

Sp - [07 %2] - R, gp(ﬁ) = C(p, B)

doniisiimleri m -konveks oldugu siirece s : A1 — R fonksiyonu koordinatlarda m -konvekstir

(Ozdemir and Set, 2011).

Lemma 3.5 ¢ : A, — R geklinde tanumli m -konveks fonksiyonlarin tamami m € [0, 1]

oldugu durumda koordinatlarda m -konvekstir (Ozdemir and Set, 2011).
Tanim 3.4 (Koordinatlarda (o, m) -Konveks Fonksiyon): < : A; — R fonksiyonu

V(a,b), (c,d) € Ay ve (a,m) € [0,1]2,0 € [0, 1] igin

(@a+ (1 —0)c,0b+m(1—0)d) <0%(a,b) +m(1l—60%c(c,d) (3.1)

esitsizligini sagliyorsa ’ya Ay iizerinde (a, m) -konvekstir denir (Ozdemir and Set, 2011).

(3.1)’de (a, m) = (1, m) olmast halinde koordinatlarda m -konveks fonksiyon (a, m) = (1, 1)

olmasi halinde ise koordinatlarda konveks fonksiyon sonucuna ulagilir.

Lemma3.6 ¢ : A, — R seklinde tammlanan (o, m) -konveks fonksiyonlarin tamami

(e, m) € [0, 1]? oldugu durumda koordinatlarda (cc, m) -konvekstir (Ozdemir and Set, 2011).

Tanim 3.5 (Koordinatlarda Birinci Anlamda s -Konveks fonksiyon): ¢ : A — R fonksiyonu

V(a,b), (c,d) € Ajt* +u® =1,s € (0,1] ve t,u > 0 icin
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¢(ta + uc,th + ud) < t°(a, b) + u’s(c, d)

esitsizligini sagliyorsa ¢’ye A iizerinde birinci anlamda s -konvekstir denir (Alomari and

Darus, 2008a).
Tamim 3.6 (Koordinatlarda Ikinci Anlamda s -Konveks Fonksiyon): ¢ : A — R fonksiyonu

V(a,b), (c,d) € A,s € (0,1] ve ¢ € [0, 1] igin

s(pa+ (1 =p)e,ob+ (1 —@)d) < ©c(a,b) + (1 = ¢)*c(c,d)
esitsizligini sagliyorsa <’ye A iizerinde ikinci anlamda s -konvekstir denir (Alomari and
Darus, 2008a).
Tamim 3.7 (A iizerinde Quasi-Konveks Fonksiyon): Y(a,b),(c,d) € A, ¢ € [0,1] olmak

iizere s : A — R fonksiyonu eger

§((p(1 + (]' i @)C’ @b + (1 - SO)d) < man(a’a b)a §<C, d)
esitsizligini sagliyorsa ¢’ye A iizerinde quasi -konvekstir denir. Bu fonksiyonlarin sinifinin
gosterimi QC(A) dir (Ozdemir et al., 2010).

Lemma 3.7 ¢ : A — R quasi -konveks fonksiyonlarin tamami koordinatlarda quasi -

konvekstir (Ozdemir et al., 2010).

Tamim 3.8 (A iizerinde Godunova-Levin Sinifina ait Fonksiyon): Negatif olmayan < :

A — R fonksiyonu ¥(p,r), (s,t) € Ave p € (0,1) icin

s(p,r) | s(s,)
@ +(1—90)

S(ep+ (1 —p)s, or + (1 —)t) <

esitsizligi gercekleniyorsa ’ye A iizerinde Godunova-Levin sinifindan fonksiyon denir (Akdemir

and Ozdemir, 2010).

Lemma 3.8 ¢ : A — R seklinde tanmimli Godunova-Levin sinifindan fonksiyonlarin tamami

ayni zamanda koordinatlarda Godunova-Levin sinifina aittir (Akdemir and Ozdemir, 2010).
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Tanim 3.9 (A iizerinde P -Fonksiyon): Negatif olmayan ¢ : A — R fonksiyonu
Y(p,r),(s,t) € Avep € (0,1) igin

S(ep+ (1 —w)s,or + (L= p)t) <s(p, ) +<(s,1)

esitsizligi gercekleniyorsa ¢’ye Aiizerinde P -Fonksiyon denir (Akdemir and Ozdemir, 2010).

Lemma 3.9 ¢ : A — R seklinde tamimli P -fonksiyonlarin tamanmu aynt zamanda koordi-

natlarda P -fonksiyondur (Akdemir and Ozdemir, 2010).

3.2. Koordinatlarda Konveks Fonksiyonlar icin Bazi integral

Esitsizlikler

Koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in 1yi bilinen bazi esitsizlikler bu boliimde verilmistir.

Teorem 3.1 ¢ : A = [5¢1, 350] X 323, 524] — R fonksiyonu koordinatlarda konveks fonksiyon

olsun. Bu durumda;

¢ 1+ g 3+ sy
2 2

1 1 2 %3+%4> 1 /”4 (%1+%2 ) }
< - | S|, doe + ——— S Ly | d
2 |:<%2 - %1) /%1 ( 2 (%4 - %3) 3 2 y y

1 o) 74
dxd
(%2 - %1)(%4 - %3) /%1 /%3 g(x’y) o

IN

1 1 2 1 =
< Z__L[ / §($,%1)d$+ / §<£IZ’, %2)dl'

Mo — 1 Sy My — 1

1 < 1 <
+ / S(2e3,y)dy + / S(su, y)dy]

Ky — A3 )y My — 3 Sy

< S(se1, 523) + (501, 324) + (522, 223) + S50, 524)
- 4
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esitsizligi saglanir (Dragomir, 2001 ).

Koordinatlarda s -konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlikler ispatlanmustir.

Teorem 3.2 ¢ : A = [0, 500] X [323,54] — [0, 00) fonksiyonu koordinatlarda s -konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda;

0 + 9 3+ 5 1 /”2 3+ 2y
<P — d
g( 2 2 >— [(%2—%1) Lo\ ’
1 /%4 (%1+%2 )
+— S vy | d
Ga— ) ., 2 )Y

1 n2 74
dxd
(520 — 221) (524 — 523) /,41 /;,3 (@, y)dady

IN

1
2(s+1)

IN

1 %2 1 2
/ ¢(z, 20)dz + / S(x, 229)dx

My — A iy My — A1 Sy

1 < 1 <
+ / S(2e3,y)dy + / §(2e4,y)dy

My — A3 Sy My — A3 Sy

< G(se1, 223) + (521, 224) + (320, 523) + S(522, 524)
- (s+1)2

esitsizligi gerceklenir (Alomari and Darus, 2008a).
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Teorem 3.3 ¢ : A = [0y, 355] X [363,24] — [0, 00) fonksiyonu koordinatlarda birinci an-

lamda s -konveks fonksiyon olsun. Bu durumda;

1+ 2y 3+ 2y 1 1 72 3 + 2y
S , < | — S|z, dx
2 2 2 (%2 — %1) 1 2
1 /%4 x| + 29 )
+ - N g 9 d
(54 = 723) oy ( 2 Y y]

1 2 4
(%2 - %1)<%4 - %3) /%1 /%3 g(aj’ y)dxdy

IN

1
2(s+1)

IN

1 o) 2
/ ¢(x, s )dx + ° / S(x, s00)dx

Xy — A1 Jsy My — A1 sy

1 4 7
/C(%l,y)dy+ > /@(%z,y)dy]

My — A3 ) sy My — A3 ) sy

S(5e1, 563) + 56(521, 524) + 5 (502, 323) + %5 (502, 724)
(s+1)?

IN

esitsizligi saglamr (Alomari and Darus, 2008b).

Ozdemir and Set (2011) calismalarindaki koordinatlarda m -konveks ve (a,m) -

konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler asagidadir:

Teorem 3.4 ¢ : Ay — R koordinatlarda m -konveks fonksiyon olsun. m € (0, 1] olmak

tizere 0 < 251 < 309 < 00 ve 0 < 3¢5 < 324 < 00 tken;

1 2 74
dxd
(500 — 321) (524 — 523) /%1 /%3 (2 y)dedy

1
- 4(%2 — %1)

: 1 :
min{ny, na} + 1a = 23) min{ns, 74}

esitsizligi gecerlidir. Burada;

72

) o) %4
m =/ §(x,%3)dx+m/ <( ,—) dz, > =/
n Al m bes

1

2

¢(z, %4)d:v+m/

71

(s 2,

1
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7 7 Py x4 A4 P
n3 =/ c(%l,y)dzﬂrm/ c(ﬁ;@/) dy, N4 =/ S(s22, y)dy+m <(Ely> dy

3 73

seklindedir (Ozdemir and Set, 2011).

Teorem 3.5 ¢ : Ay — R koordinatlarda m -konveks fonksiyon olsun. m € (0,1], 0 < 3¢ <

2y < 0ove 0 < 3 < 224 < 00 olmak iizere s, € L1[0, 324, 6, € L1]0, 355] iken,

1 2 3 + 1 - ) + ¢
/ q(x, 2 4)dx+ / §< . 27y)dy
Moy — M A 2 )y — M3 s 2

2 4 Y
. 1 l/ / s(x,y) + ms ("””’m)dydx

(200 = 501) (ot — 523) | )y oy 2

R /: /”2 f.y) +ms (£.y) dxdy]

n 2
esitsizligi gecerlidir (Ozdemir and Set, 2011).

Teorem 3.6 < : A; — R koordinatlarda (o, m) -konveks fonksiyon olsun. (a, m) € [0,1]?,

0 <1 <3 <oovel < 3 < 34 < 00 olmak iizere s, € 110, 514], 5, € L]0, 525 iken;
1 2 + 1 = +
/ : (:B7 3 %4) dr + / . (%1 %2,y> dy
o — 1 S, 2 g — 3 ), 2

- 1 [/}: /: 2(x,y) +m(2* —1) (s (z, L)+ (Z,y)) dady

(202 — 501) (324 — 323) 2¢

ve

1 P2 74
o =) — ) / / sl y)dmdy

- 1
T 2(a+1)(5 — 1)

min{vn, o} + 5 min{ts, ¥4}

(a4 1) (504 — 53)

esitsizlikleri gecerlidir. Burada;
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B 2 V5 ﬂ
(0 —/% S(z, %3)d$+am/ c(a:, m)daz,

1 71

n2 n2 5
- d ) a
(1 /% c(x,%4)x+ozm/%l c(,m> x,

1

7 74 o
3 = / (201, y)dy + am/ S (—2, y) dy,
> m

3 3

7 EZ! »w
Uy = / (220, y)dy + am/ S (—1, y) dy
> m

3 73
seklindedir (Ozdemir and Set, 2011 ).

Teorem 3.7 ¢ : Ay — R koordinatlarda (o, m) -konveks fonksiyon olsun. (o, m) € [0, 1)?,

0 <31 <359 <oovel < 33 < 34 < 00 olmak iizere s, € L0, 514], 6, € L0, 525 iken;

1 o) 7
dzd
(%2 = %1)(%4 = %3) /m /%3 g(a:’y) i

1
<
~ 4(a+1)

1 2 1 72
/ ¢(x, se3)dx + / S(x, s¢4)dx

ry — 1 Mo — 1 Sy

]

P2

mao 72 2 mao .
+ / S (x, —3> dx + / 'S (z, —4> dx
My — M1 m Hy — A1 Sy m

71

1 < 1 <
+ / (o1, y)dy + / S(322,y)dy

My — M3 5 My — M3 5

P2\

mao e mo P%%
+ / <<—1,y> dy + / <<—2,y> dy]
My — A3 m My — A3 S,y m

73

esitsizligi gecerlidir (Ozdemir and Set, 2011 ).

Sarikaya et al. (2010) yaptiklar1 caligsmalarinda agsagidaki lemmay1 bulmuslardir:

Lemma 3.10 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. Eger, % € Lo(A) ise;
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1 o 4
(221, 523) + < (501, 514) + (0, 223) + S (322, 524) + / / s(z,y)dxdy
4 (502 = 201) (3a — 353) Jory o

3

¢(x, 2)dx +

1 e 1
C(%4,y)dy + ; § X, %2
My — A3 ) sy My — 1 My — A1 sy

— (509 — %11(%4 — 23) / / (1—2t)(1— 25)88758 (tser + (1 — 1) 529, 52235 + (1 — 8)324)dlds

1
2

esitsizligi gecerlidir (Sarikaya et al., 2010).

Sarikaya et al. (2010) yaptiklar1 ¢calismalarinda Lemma 3.10 ile koordinatlarda birgok

esitsizlik elde etmiglerdir.

Teorem 3.8 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. 8td

S(se1, 223) + (501, 224) + (220, 523) + 5 (522, 524)
4

1 9 2N
+ S(x,y)drdy — A
(%2 - %1)(%4 - %3) /%1 /%3 ( y) !

62
0tos

9% 9?
< (%2 — %1)(%4 — %3) 0t0s (%1’ %3) + ng

- 4 4

2
8at85 (%2’ %4)

(519, 523) +

(%1, %4) +

esitsizligi gerceklenir ve burada

A:

N | —

V%) 1 72
+— Sz, 5 dm+—/ S(x, 300)dx
(522 — 501) /%1 ( ! (302 — 1) s ( 2) ]

dir (Sarikaya et al., 2010).

Teorem 3.9 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. q > 1ve - —|— = =1 oldugu siirece ata
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(501, 523) + (521, 324) + (522, 723) + S(320, 524)
4

1 72 4
" Ga =) (ot — 723) A /% ] S(z,y)dvdy — A

< (202 — 501) (324 — 323)

Ap+1)r

IS

P q
gt—i; (321, 523) + (521, 224) + (522, 323) + (522, 524)]

4

esitsizligi gecerlidir ve burada A, Teorem 3.8’daki A ile aymidir (Sartkaya et al., 2010).

Teorem 3.10 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

93¢

P koordinatlarda konveks ise;

sun. q > 1 oldugu siirece

(o1, 523) + (521, 224) + S (522, 223) + S(320, 514)
4

1 P2 P2
dxdy — A
+ (500 — 521) (524 — 523) /,41 /%3 <(z, y)dady

(500 — 501) (54 — 53)
16

<

U [(e1, 303) + (301, 522) + (522, 323) + (s, 521)]

4

9%s
otos

esitsizligi gerceklenir ve burada A, Teorem 3.8’daki A ile aymidir (Sartkaya et al., 2010).

Ozdemir et al. (2021) bir lemmaya ulagmis ve koordinatlarda konveks fonksiyon icin
Hadamard-tipi esitsizlikler elde etmistir. Bu Lemma 3.11 ve buna bagh esitsizlikler asagi-

dakiler gibidir:

Lemma 3.11 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. Eger gt—gq € Lo[A] ise;
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X+ Moy M3+ Iy 1 ¥y 01 + 2
R=g , _ ¢ ) dy
2 2 ) — M3 3 2
1 22 %3+%4> 1 /'%2 /%4
- “\" dz + §(x,y)dxd
Moy — M1 /%1 ( 2 (%2—%1)(%4—%3) o s ( y) y
> 1) (304 — s + s et 2
:( Lo - o [// 82&@5( 12 24 (1 —t)sm,s 32 4+(1—S)%3)dtds
1,1 5% 5
t—1 —1)— 1 1—1t
+/0 /0( )(s >atas<”2+( )
) + o 263 + 324
1-— 1 =
/ / 8tas <t 5 T —tha, s+ (1-s)— )dtds

Lot 0% 2+ 0 s
+/0/Os(t—1)%<t%2+(l—t) 12 2 s 32 4+(1—s)%3)dtds

esitligi gecerlidir ve burada t, s € [0, 1)’dir (Ozdemir et al., 2021).

L s+ (1 — s)%3;%4> dtds

Teorem 3.11 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. at 5 | fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve R, Lemma 3.11 de tanimlandigi
gibiyse;
IR| < (502 — 301) (514 — 353)

144

2 2 2
[ e | e, 208) + | s | (1, ) + |G| (s 78) + | 3| (52 240)
X
4

0% (31 + 200 23+ 314 0% [ 01 + 25
+4'8t83< 7 0 32 >+8tas( 2 ’”3>

N 0% (3 + 5 N 9% s + 1y N 9% 3 + 2y
s — |, ———— b
atos \ 2 otos \"7 2 otos " 2
esitsizligi gerceklenir (Ozdemir et al., 2021).
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Teorem 3.12 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

93¢

_p_
5005 r fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve R, Lemma 3.11 de

olsun. Eger,

verildigi iizere, ¢ > 1 ve 217 + é = 1 icin;

(302 — 301) (504 — 553)

|R| <

16(p + 1)
q q q q
§§S (501, 523) + ggs (221, 524) + ggs (529, 323) + g;;s (529, 724)

X
| 4

9% (%1 + 300 25+ %4> ‘q

+‘8t83 2 ' 2

q q q q9_1

0%¢ #1+2 9% 1+ H2¢ 2034224 92¢ P 1
sios (252, 53) | + |55 (252, 5a) | + |55 (e, 252) | + |55 (0, 2572) | 70
2 )

esitsizligi gerceklenir (Ozdemir et al., 2021 ).

Teorem 3.13 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

q
olsun. 8‘1—282 fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve R, Lemma 3.11 de tanim-

landig gibiyse ve q > 1 iken;

(500 — 501) (524 — 523)

R| <
|R| < 16
o |4 o |4 2 |4 2 |4
ggs (501, 223) + gtags (301, 224) + (?tgs (519, 523) + 5‘158 (519, 724)
X
36
4| o (g, )
9
8_2gq(%1+;42 )+ 8_2gq(%1+%2 )_|_ &q( %3+%4)+ 9% 1
Dt0s 2 7% Dtds 7 4 otos| 1 o 9t0s

9

9

(=, —”33”4)} :
esitsizligi gerceklenir (Ozdemir et al., 2021).
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Ozdemir et al. (2012a) calismada bir lemma ve bu lemmaya bagh esitsizlikler elde

etmiglerdir. Bunlar asagidakiler gibidir:

Lemma 3.12 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon ol-

sun. Eger, g)t—;fg € Lo[A] ise;

¥+ 9 3+ 1 o+ o
M:g ! 2, 3 4 - / § : 27y dy
2 2 Hy — 3 ), 2

T Ga-— %1)1(%4 — ) L % L % q(x,t)q(y, s)

0? iy —t t— My — S s —
X ° 2 ) + L 2o, 1 3+ 3 sy | drdy
0tds \ 9 — 311 o — 2 ¥y — 3 2y — 3
esitligi gecerlidir ve burada
t— 1, x € [%1, —”1;“{2)
p(x,t) =
t—%g, T e [%1;%2,%2}
ve
s — 3, Yy e [%37%>
q(y,s) =
S — My, ye [%7%4]

dir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.14 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun. gt—gaz fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve M, Lemma 3.12,’te tanim-
landig gibiyse;

36



sy — 1) (524 — 323)
64

) <

S 0%¢ 0%¢ D%¢
< ([ats| 02070+ [ggs] 0+ s 90 + [ g | o)

esitsizligi gerceklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.15 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

9%¢

P
-1 . .. . . b
595 " fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve M, Lemma 3.12 te tanim-

olsun.

landig gibiyse ve ¢ > 1 ve % + % = 1 iken;

(500 — 201) (504 — 583)

M| < 3
4(p+1)r
0% 2% | % | % | a
oms| (%1,50) 1 | gz | (1, 50) + | 5ms| (2, 568) + | 555 | (522, 24)
X
4

esitsizligi gerceklenir(Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.16 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

q
fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks ve M, Lemma 3.12’te tanim-

d%¢
olsun. 5o

landigi gibiyse ve q > 1 iken;

(302 — 301) (504 — 553)

16

M| <

2 2 |4 2 |4 2 1
aiags (%1’%3)+ E?tags <%17%4>+ gtags (%27%4>+ Batacs

( q q(%2’%4)>q
X
4

esitsizligi gerceklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Ozdemir et al. (2012a) calismalarinda bir lemma daha bulup koordinatlarda s -konveks

fonksiyonlar icin esitsizlikler ispatlamiglardir. Bunlar asagidaki gibidir:

Lemma 3.13 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. t,§ € [0, 1| olmak iizere eger, % € Ly|A] ise;
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G(e1, 323) 4 was (301, 204) + wis (562, 523) + wWiwas (360, 744)
(w1 + 1)(WQ + 1)

(09)) 1 7
— S(29,y)d
(wz-l-l) 4—%3/ (e, )y
1 1 i W 1 /%2
— S(201,y)dy — s(x, 2¢4)dx
(W1+1)%4—%3/%3 S (W2+1)%2_%1 1 ( ‘)

1 1 2 1 o
— S(x, 23)dx + / / S(x,y)dxd
(w1 + 1) My — M /m ( 2) (300 — 501) (504 — 513) s s (@) ’

(500 — 501) (504 — 523)
(w1 +1)(w2 + 1)

N =

[/ / wi+ 1)t —1)((wy +1)6 — 1)888(5(t%2 + (1 —t)se, 8904 + (1 — S)%3)dtd8]

esitligi wy,ws € |0, 1] icin gerceklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.17 ¢ : A — [0, oo) A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

olsun. 8 7 a =

landigr gibi olmak iizere;

(%2 - %1)(%4 - %3)
N S T Dl (s + 1)2(s 7 22

0%

otod (

2¢
2, %3)

+\IIA‘

i, %4>

wq)‘a

o0tos (
esitsizligi gecerlidir ve burada

1 s+2
1
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dir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.18 ¢ : A — [0, 00), A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

555 " fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda s -konveks ve N, Lemma

olsun. p > 1 iken

3.13’te tamimlandig1 gibiyken;

ptl pt1
(500 — 301) (524 — 523) (1+w1p ) <1—|—w2” )

p+1

p

(W1 + D)% (we+ 1) (p+1)

IN| <

h<A[ )

q 1
2" (et 05) + | 28| (501, 500) + | 2| (500, 23) + |

q _q _q 9 (%27%4) L
. (5 +1)2

82
9196 9t9s 9196
esitsizligi wy,wq € [0,1],s € (0,1] ve g = z% icin gerceklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Teorem 3.19 ¢ : A — [0, 00), A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

9%¢

q
505 | Jonksiyonu A iizerinde koordinatlarda s -konveks ve N, Lemma

olsun. p < 1 iken
3.13’te tamumlandig1 gibiyken;

IN| <

(202 — 201) (524 — 53) ( (1+w)(1+wd) )1‘3

(Wi +D(wa+1) \4(wr + 1)(we + 1)

93¢ 93¢ 93¢ 93¢

gos| (o,50) + T | 5551 (5a,500) + A | 55551 (52, 263) + VT | 555

- q q q q (e, 5e)\ &
X ( (s +1)%(s+2)? )

esitsizligi wy,wq € [0, 1], s € (0, 1] icin gerceklenir (Ozdemir et al., 2012a).

Ozdemir et al. (2012b) calismalarinda bu kez koordinatlarda konveks fonksiyonlarin

carpimlartyla ilgili birtakim esitsizlikler ispatlamislardir.
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Teorem 3.20 ¢, ve G160 € Lo(A) olmak iizere ¢1,6 : A — R fonksiyonlart verilsin.
Negatif olmayan <, fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon, t = %

t1,tz € (0, 1] ve < fonksiyonu koordinatlarda ikinci anlamda s -konveks fonksiyon iken;

1 P2 4
(%2 _ %1)(%4 _ %3) / / §1(ZL’, y)§2(l’,y)dydl'
w1 Jos

1
< = (a® + )V (3e1, 309, 363, 34) + §(ab + cd)D (511, 529, 523, 324)

N | —

(b2 + d2)A(%1a o, M3, %4>

N | —

+
esitsizligi gecerlidir ve burada

\I/(%h o, 13, %4) = §1(%1, %3)§2(%17 %3)

+ §1(%2, %3)§2(%2, %3) + §1(%1, %4)§2(%1, %4) T §1(%2, %4)§2(%2, %4)7

D (501, 209, 723, 324) = G1(5e1, 224) (511, 323)
+ 61 (502, 523) g (322, 524) + 1 (522, 224)2 (522, 723) + 1 (502, 523) (51, 3¢3)

+ 61 (502, 524) o (521, 324) + 61 (321, 523) 52 (502, 523) + <1 (321, 224) 2 (520, 514),

A(%la o, A3, j'f4) = §1<%27 %3>§2<%17 %4)

+ 61 (520, 224) 2 (521, 223) + <1(321, 523) 2 (322, 524) + 1 (501, 224)52 (502, 523)

ve

1 1 1 1

a= , b , C ,
ty + 2 (to + 1)(t2 + 2) to + 2 (t1 +1)(t1 +2)

seklindedir (Ozdemir et al., 2012b).
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Teorem 3.21 ¢, ve 6160 € Lo(A) olmak iizere ¢1,6 : A — R fonksiyonlart verilsin.

Negatif olmayan <, fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon, t = %

t1,ty € (0, 1] ve 3 fonksiyonu koordinatlarda ikinci anlamda s -konveks fonksiyon ise;

2t1+t2 1 + o M3 + 2y x| + o M3 + 2y
S1 ) 62 ;
2 2 2 2

1 »2 4
< si1(x,y)dydx
(202 — 501) (324 — 353) /%1 /%3 (@ y)dy

<b2 + d2 + 2ad + 2()6)‘11(%1, Mo, M3, %4)

N | —

+

+ —(ab+ cd + 2bd + 2ca) P (521, 5, 23, 74)

N | —

+ —(a® + 2 + 2ad + 2cb) A (50, 325, 323, 724)

N | —

esitsizligi gecerlidir ve burada V (s¢1, 35, 523, 724), P (521, 209, 523, 724), N(301, 329, 523, 324), 4, b, C

ve d Teorem 3.20’teki gibi tammlanmuistir (Ozdemir et al., 2012b).

Teorem 3.22 ¢ : A — [0,00) fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda « -star s -konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda;

[ 2z ]§<%1+%2 %3+%4> : /%2/%4<(x y)dady
(]_ + 048)2 2 ’ 2 - (%2 — %1)(%4 — %3) %1 P ’

(o1, 383) + (521, 324) + ¢ (22, 323) + 3¢ (522, 324)
(s+1)?

A

IN

olur (Akdemir, 2012).

Lemma 3.14 ¢ : A = [501, 35| X [5e3, 24] — R koordinatlarda ikinci mertebeden diferan-

siyellenebilen bir fonksiyon olsun. o, > 0 ve s, 5 > 0 iken a‘i;/\ € L(A) fonksiyonu

icing

S(se1, 223) + (501, 214) + (522, 523) + (320, 524)

A
1 +
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_ (e — 1) (5 — 353) /1/1 ays 0% B B
— 1 ) YN 8fya>\(7%l+<1 )29, Asez + (1 — A)seq)drydA

—/01/01(1—7)“A5

1 1 82§
_/0 /0 (1 — W%& (y321 4 (1 = )22, Aogs + (1 — A)sea)drydA

0%
OO

(yse1 4+ (1 = )22, Aseg + (1 = N)3eq)drydA

1 1 62§
_ A1 W\ _ _
/0 / (1= )" (1= AV’ (a4 (1= )t s+ (1= N )y

(3.2)

esitligi gecerlidir. Burada

Cla+ DB+ 1) o8 o8
A = : ;
450y — 301)*(3e4 — 363)° J%r’%;g(ﬁ,y) + J%?%;g(x,y)
a,f8 a,8
+J%2_7%;§(19, y) + J%2_7%4_§(19, )
I'g+1
_ﬁ [Ji,g(%l, 3) + J£;§(%2, 3) + Jf;r§(%2, ) + Jf;d%l, %4)}
INao+1
_ﬁ [Jf:;g(%l, »3) + Ji_g(%g, ) + in._g(%g, ) + Jffg(%l’ %4)]
(3.3)
ve
N 1 P 4 B
J +6 +<(197 77) = F(Q)F(ﬁ) / (%2 - 19) 1(% 77)5 1§(19777)d77d297
N 1 o) 7
J%f _§(19, 7]) = F(Oé)r(ﬂ) / (19 o %1> (%4 77)5 1§(197 77)d77d797
1 3
N 1 o) 74 o B
J —B,%gg(ﬁ, 7]) = F(&)F(ﬂ) / (%2 - 79) 1(77 %3>ﬁ 1§(19777)d77d797
1 3
N 1 5 7 N
T2 W) = NI () / (302 = ) (34 — )" < (9, m)dad),
(3.4)

seklinde tamimlanmistir (Sarikaya, 2014).
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Teorem 3.23 ¢ : A = [5, 555] X [53,5¢4] — R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyon ve 885/\ € L(A), a, > 0ve ay € R olsun. ‘

88)\

natlarda iistel konveks fonksiyon ise;

(o1, 523) + (521, 224) + (522, 223) + S (320, 514)
4

A

323/\(%17 %3>

ea1(s1+23)

(”2 - %1)(%4 — %3)

< X
Ala+1)(B+1)

9% 9% 9%

OvOX (%17 %4> 8’yaA (%27 %3)‘ 878)\ (%2, %4)

eal (5e145¢4) + eal(%2+%3) a1 (se2+224) ] :

(3.5)

esitsizligi saglanir (Akdemir et al., 2023).

Teorem 3.24 ¢ : A = [5¢1, 555] X [563,5¢4] — R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonkszyonu A

OvOA

fonksiyon ve 25 € L(A), a, 5 € (0,1] olsun. ¢ > 1 ve oy € R igin ‘a o

iizerinde koordinatlarda iistel konveks fonksiyon ise;

S(se1, 523) + (521, 224) + (522, 223) + S (320, 524)
4

+

q
82
yon (521, 5¢3)
e (51+53)

B =

(%2 - %1)(1%4 - %3) % [
45 (ap + 1)F(Bp+ 1)

q q

92
DvON 35 (511, 21) aya,\ 55 ( 078>\ 55 (

q
eon (311+724) 01 (s2+53) e (se2+524) !

2, %3) 19, %4)

(3.6)

esitsizligi saglamr. Burada Il) + % = 1 dir (Akdemir et al., 2023).

Teorem 3.25 ¢ : A = [5¢1, 355] X [3¢3, 214] — R ikinci mertebeden difemnsiyellenebilir bir

fonksiyon ve 8‘95)\ € L(A), a, p € (0,1] olsun. ¢ > 1 ve a; € Rigin ‘

88)\

lizerinde koordinatlarda iistel konveks fonksiyon ise;

S(se1, 223) + (501, 24) + (322, 523) + (220, 524)
4

A
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< (200 — 221) (524 — 523) 4
a 4 pla+ 1)P(B+ 1)
2 q 2 q
aiaA (521, 2¢3) 88%% (21, 514)
qea1(%1+%3) qeal(%1+%4)
9%¢ 9% q
‘ 8'}/8)\<%27 %3)‘ EETON (%2, %4) .
t qeal(%2+%3) qeal(%2+%4) ( . )

esitsizligi saglamr. Burada % + é = 1 dir (Akdemir et al., 2023).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon tanimlanacak ve bu fonksiyon

icin yeni integral esitsizlikleri elde edilecektir.

4.1. Koordinatlarda 4. Anlamda s -Konveks Fonksiyon

Tamim 4.1 (Dikdortgensel Bolge Uzerinde 4. Anlamda s -Konveks Fonksiyon): ¢ : A =

(521, 523] X [522, 224] — R bir fonksiyon olsun. Eger v € [0, 1], (511, 322), (323, 5¢4) € A ise;

S(ysa + (1 — )3, y522, (1 — 7)224) < V%C(%la ) + (1 — 7)§§<%37 )

esitsizligi saglantyorsa s’ye A iizerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon denir.
¢: A — [0,00) 4. anlamda s -konveks fonksiyonu icin eger;

byl = R q(p) =<(p,y)
ve

Sp [%Qa %4] - R: §x(r) = C(I, T)
kismi doniigiimleri Vo € [, 53] ve Yy € [509, 3¢4] i¢in 4. anlamda s -konveks fonksiyon ise
¢’ye A iizerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Lemmad4.l1 ¢ : A — R seklinde tanmumli her 4. anlamda s -konveks fonksiyon koordinat-

larda 4. anlamda s -konvekstir.

Ispat ¢ : A — R, A iizerinde 4. anlamda s -konveks fonksiyon olsun. Bu durumda,

Sy ¢ [521,523] = R, ¢, (p) = s(p,y) kismi doniigiimiinii igin. Vpy, p2 € 50, 53] ve v € [0, 1]
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ise;

Sy(ypr + (1 =7)p2) = <((yp1 + (1 = 7)p2),y)

=<c((yp1 + (1 =9)p2), vy + (1 —7)y)

1 1
<yss(pry) + (1 —=7)5¢(p2, y)

=756, (p1) + (1 =), (p2)

yazilir. Dolayisiyla ¢,(p) = <(p,y) kismi doniisiimii [, »¢3] tizerinde 4. anlamda s -

konvekstir.

Benzer sekilde ¢, : [56, 4] = R, ¢, (r) = ¢(x, r) doniisiimii iginde Vry, 179 € [, 524

ve v € [0, 1] i¢in;

Se(yr1 + (L =7)r2) = <(z, (yr1 + (1 —7)r2))

=¢((yx + (1 =)x),yr1 + (1 = 7)ra)

< yis(m,m) + (1= 7)ss(x, )

= 756 (r) + (1= 7)56(rs)

yazilir. Dolayisiyla ¢, () = ¢(z,r) kismi doniigiimiintin de [z, 524 izerinde 4. anlamda s

-konvekstir.

4. anlamda s -konveks fonksiyon tanimina denk bir tanim asagidaki gibidir:

Tamim 4.2 (Koordinatlarda 4. Anlamda s -Konveks Fonksiyon): ¢ : A — [0, 0o) fonksiyonu
V(z,2), (z,w), (y, 2), (y,w) € Ave s € (0,1],01,09 € [0,1] igin,
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C((Sll' -+ (1 — 51)y, 522 -+ (1 — 52)11})

< 05056(w, 2) 4+ 05 (1 — 52)%§(:L‘,w) +d5 (1 — 51)%§(y,z)

[

1
+ (1 =01)+(1 = d2)<(y, w)
esitsizligini sagliyorsa <’ye koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon denir.

Teorem 4.1 ¢ : A — [0, 00) fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

fonksiyon olsun. Bu durumda;

1 x| + 2o M3 + 2y 1 2 <
4s¢ ( ; ) < / / ¢(z,y)dxd
2 2 (%2 — %1)(%4 — %3) A ( y) y

3

< S(se1, 723) + (501, 214) + (322, 523) + (322, 524)
4 (t+1)°

S

4.1)
olur.

ispat Koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon taniminda = = §;3¢; + (1 — 91 )220,
Yy = 51%2 + (1 - 51)%1,2 = 52%3 + (1 — 52)%4,11) = 52%4 + (1 — 52)%3 ve (51 = 52 = %

olarak alinirsa;

¢ x|+ g 3+ 2y
2 2

2

< (1) ’ [§(51%1 + (1 — 61)522, 09523 + (1 — 92) 224)

+ ¢(01221 + (1 — 61) 529, 69524 + (1 — 92)5¢3)

+ §(51%2 + (1 — 51)%1, 52%3 + (1 — 52)%4)

+ §(51%2 -+ (1 — 51)%17 52%4 + (]. — 52)%3)
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yazilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin 6, d5"ye gore [0, 1] x [0, 1] tizerinden integrali alinirsa;

¢ 1+ g 3+
2 ’ 2

1 % 1 1
S (5) [/ / §(51%1 + (1 — (51)%2, (52%3 + (1 — 52)%4)d51d52
0 0
1 1
+ / / S(01201 4+ (1 = 81) 329, 2524 + (1 — 02) 223)d0, d0o
0 0
1 1
-+ / / §<51%2 + (1 — 51)%1, (52%3 -+ (1 - (52)%4)d51d(52
0 0

1 p1
+ / / §(51%2 -+ (]_ - (51)%1, (52%4 + (1 — 52)%3)d51d52
o Jo
olur. Gerekli degisken degistirmeleri yapildiginda (4.1)’in sol tarafi elde edilir.

(4.1)’in sag tarafinin ispat1 i¢in yine koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

taniminda x = 311,y = 3, 2 = 33 Ve w = s, olarak alinirsa;
§(t1%1 -+ (1 — tl)%g, t2%3 + (]. — t2)%4>

11

11 1 1
< titss(s, 503) + 5 (1 — to)s<(521, 224)

1
s

1
Ft5(1—t1)56(3e, 523) + (1 — 1) (1 — t2) 5 (300, 321)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin ¢, t5’ye gore [0, 1] x [0, 1] tizerinden integrali

alinirsa;
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1 1
/ / C(tl%l + (1 — tl)%Q, tg%g =+ (1 — t2)%4)dt1dt2
0 0

%1,%3 / / tthdtldt2+§ I, Ay / / tl 1—t2 dtldtQ

1 1 1
§(%27%3)/ / tQS (]_ —tl)%dtldtg
0 0
%2,%4 / / 1-751 % 1—t2)édt1dt2

olur. Gerekli islemler yapilirsa (4.1)’in sag tarafi kanitlanmis olur.

Uyar14.1 Teorem4.1’deki (4.1) esitsizliginde s = 1 olarak alinirsa; Teorem 3.1 deki esitsizlik

elde edilir.
Teorem 4.2 ¢ : A — [0, 00) fonksiyonu A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen
bir fonksiyon olsun. Eger a‘?\ B fonksiyonu koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

ve s € (0,1] igin;

— 1) (30 — 53)

(%2
<
|R| < 16

2 72

4
“\ T2y

OO

B(2,1+1) 0%
RN EE e >(\f»a( )

2

MRS

0%
OOy

(%27 %4)
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9% (%1+%2 %3+%4)’ 25(2,§+1)‘ 9% (%1+%2 )‘
+ 1 9 , 73

< 5+ 1y
1,

2
9%
o )




burada ((x,y) Euler Beta Fonksiyonudur.

Ispat Lemma 3.11°den ve modiiliin 6zelliginden;

7+ 2y 3+ g 1 S
|R‘ =S 9 - S , Y dy
2 2 ) — M3 30 2

1 2 3 + %4) 1 /%2 /'%4
_ ¢z, dx + S(z,y)dxd
My — I /m ( 2 (302 — 201) (524 — 323) s o (@) !

< (502 — 201) (504 — 553)
- 16

%1+%2 3 + 1y
[//)\7‘(%8 ( 5 + (1= A)sa,y 5 +(1—7)%3)

e s 7y + o 73+ 2y
—i—/o/0(1—)\)(1—7)‘8)\(%()x%2+(1—)\) 5 ,yes+ (1 —7) 5 )’d)\dv

S 1+ 23+ 74
1— 1 —
//ﬁ %wa 5 T (L= A,y + (1-7)— Nw@

§ %1+%2 %3+%4
/ / N ()\%z—l—(l—/\) SRR +(1—’Y)%3)

‘ fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks oldugu kul-

dAd7]

yazilir. ‘ W

lanilip integraller bulunup gerekli islemler yapilirsa;
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2y — 1) (224 — 223)

16

7| <

4
(5 +2)?

0% (014 30 3+ 21 _'_25(27%"‘1) 9% [+ o
ONOy 2 2 1

. 2
GHn) ey

s

0% (s + N 28(2,X+1)| 0% 23+ 2y
A o

0% 5 + 4 1 2
9. - 41
awv(”?’ 2 )‘*(ﬁ<+)>

B(2,1+1) (‘ 0%¢
(5+1) (5 +2) \[9Ady

. 2
(1) ()

(%27 %3)

4
82

Sonug 4.1 Teorem 4.2’nin sartlart altinda 57 fonksiyonu eger;

2

+ 2
G+ (42’

OO

(502, 504)

bulunur ve Teorem 4.2 kanitlanmig olur.

s s s < o0
=su
vl ~ P loray
sartint saglar ve s = 1 secilirse;
|R| < (%2 - %1)(%4 - %3) 9%
- 16 ONOY ||

elde edilir.
Uyan 4.2 Teorem 4.2°de s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.11 teki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3 ¢ : A — [0,00), A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyon

9%¢

_p
9507 m fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

olsun. Eger, )
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iizere, ¢ > 1,5 € (0,1] ve % + % = 1icin;

My — )y — A
|R| < ( 2 1)( 4 > 3)
16(p+1)»
2 q 2 q 2 q £
) (8357 (%145%2’ ;43J2r;44) + ’83\57 (%1;%2’%3) -+ ‘8(2\87 (%17 8)«97 (%1, %3)) q
1 2
(s+1)
0% q(%1+%2 %3+%4)+ 9% q(%1+%2 %)_|_ 9% q(%
INIY 2 0 2 NI 2 4 NI 2, T2 8)\87

{
+( G+
(

2 g e s I . 2 g Vs s 2 I . 2 -
| (] e = + [ R ] on) + B[ =) + B[ Gaa
(3+1)°

0? x1+xo 3+ 21+ 3+ 4 0?
‘8)\57( > e 4) 8)«97( P2 ey ‘ ‘8)\87 (%2’ = 4) + )ﬁ(%%%?’)
(t+1)°
Ispat Lemma 3.11 ve cift katli integraller icin Holder esitsizligi kullanilarak;
11 .
— — P
0o Jo
4 1
7 + o 3 + 1y a
1—A — 4+ (1 - dyd\
([ [ (Z52 1= an 22 s 1 )

¥ (/01/01<<1—A><1—7>>pdvdx)’1’

|+ 269 M3+ 1y

52

e}

Q=



+ (/01/01 (A(1—7))pd7dx)’l’
([

+ (/01/01 (7(1—)\))pd7d)\);
([ ]

yazilir. Burada ‘ 9307

%1+%2 a5 4 225\ | .
1—A 11— dryd\

q
)+ o n3 + 21y

2 T

1
dvdA>

(M@+(L—M +<L—wm0

8A87

q
fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

oldugu kullanilip gerekli hesaplamalar yapilirsa;

— s01) (504 — 723)

R < 2 :
16(p+ 1)

q q q 1
(=42, ) + | | e, 252 4 || (e, 5a0)
(+1)°

o2 |1 (%14—%2 %3+%4) + 9%
( N0y 7 2 N0y
X

S

q q q 1
(%1-5%2 , %4) —+ ‘66)\287 (%2, %3—5%4) + ’8(2\287 (%2, %4) q
(2+1)°

q(%1+%2 %3+%4)+ 9%
2 5 2 N

q q ) q 1
(,41—5%2 7 %4) + ‘86)\257 (%1, %) + ’% (%1, %4) q
(t+1)°

q(%ﬁ-%z %3+%4)+ 9%
2 0 2 OND~

1
q q q b
<%1+%2 9%¢ %3+%4) q

2
2 %3> OOy <%2’ 2 + ’88)\87 (%2’ %3)

(1+1)° }

9% (%1+%2 %3+%4)
oy \ 2 2

8A8W

bulunur ve Teorem 4.3 kanitlanmis olur.

Uyan1 4.3 Teorem 4.3’te s = 1 olarak alimirsa; Teorem 3.12°daki esitsizlik elde edilir.
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Teorem 4.4 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

q
olsun. Eger, %‘ fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

iizere, ¢ > 1 ve s € (0,1] icin;

< bl =) (1)

82§ sl + Mo M3 + Y
ONDy 2 72

) (eizf

B2 +1)| 0% sty + 4\ | 1 2| 8% 7\
ey g (2 25| + (5 (251)) [angs G

+

a2§ aal —+ My M3 -+ My
0Ny 2 72

D% (3 +
oy 2

d\

(L +1)(L+2)2

N 1 0% by 08 + o\ |? 1 9% (302, 502) E
e A
CrnE+22 00y 77 2 L 12t +22 000y 07
N 1 0% (300 + sy 203+ 3y q_l_ﬁ(?,%—l—l) 9% %1—1—%2% 1
(L +2)% |0ADy 2 2 Ly2 |0y g
B(2,1+1)| 9% 3+ 74 B(2,1+1) | 9% 7\
T ey U 2 T DI+ | U
N 1 0% (s + 3 3+ 3 q+ﬁ(2,§+1) 0%¢ ot I
(L +2)° |9rdy 2 2 Lyo 0Ny 2 77
B(2,1+1)| 0% s o\ |1 B(2,14+1) | 9% 7\
T oy (”2’ 2 ) R EY: IR

Ispat Lemma 3.11 ve cift kath integrallerde Power mean esitsizligi kullanilarak;
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(/(/ Lﬂ&y(}q;%y+“_A”“”%?;m4%1—w%Qqdwm)
+(AaA%L‘”“—7MwM)P
(/i/‘gﬁﬁ(MQ+“_Ayﬁ;%{wa+u—vf%;%ﬁqwmgé

+(A{A{M1—7M%M)F;
(]
+(A{A{ﬂ1—xmmu)k
(]

yazilir. Burada ‘

Q=

%1+%2

8/\87 ( 2

q
-u1—Mmﬁm+mme“;m)whw>

q
) + o n3 + 21y

2 T

1
dwdA>

(m@+(y—w +(y_wm0

8A87

9%¢ a
ONOY

fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

oldugu kullanilip gerekli hesaplamalar yapilirsa;
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D% [+ 3+ 34 q+5(2,§+1) S b !
ONO 2 2 1

’ (e;f

ﬁ (2, 1 -+ 1) 82§ M3 + 7 1 1 2 5’2§ T\
s 2,5 41)) |[-2=
T ey T 2 GG Aoy P2 7)
N 1 0% (31 4 20 325+ 224\ |? N 1 0% [+
(L +2)% |0ADy 2 2 L+ 1)L +2)2 [0rdy 2

0% sz + 74\ |? n 1
M
Ny \ %

E+1)(L+2)2

+<(%+12)2

B(2,1+1)| 0% . 5 + 2y
Tio ooy 7V 2

0% [0+ 35 3+ 3y q+5(27%
oty 2y’ i L

_|_

82§ M + My M3 + My
2 ’ 2

bulunur ve Teorem 4.4 kanitlanmig olur.

Uyar1 4.4 Teorem 4.4’te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.13’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.5 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

93¢
OOy

olsun. Eger ‘ fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

iizere, s € (0, 1] igin;
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(252 — 273)2 (50 — 501) (34 — 3¢3)
A(s+1)2(2s + 1)2

|M] <

0%

OOy

82

OO

0%
OOy

(502, 553) (501, 504) (302, 514)

% 8_%( )
NIy My, 73

|

.

.

.
Ispat Lemma 3.12 ve modiiliin 6zelliginden;

1

(302 — 301) (504 — 53)

|M| <

o) 7 82 _)\ A_ _ _
></ / \p(x,A)q(y,v)!‘ ° (%2 PP e VAt RS R %4>‘d'ydA

9
L S ONOy \ s — 514 9 — 31 2y — 33 2y — 3

’ﬁ koordinatlarda 4. anlamda s -konveks oldugundan;

S
Ny

1

(500 — 501) (304 — 5%3)

|M| <

1+
2

“ [ 36— A\ 7| 9% o — v —
4 d
X/%s Iq(y,v)|{/m (A=) <%2_%1> N (%1’%4—%3”3+%4—%3%4 4

)

1
2 A=\ | 9% ry =7 Y2
) —
+/ ( %1)[<%2—%1> 8)\87(%2’%4—%3%3+%4—%3%4

]

1
2 _ )\ s
+/ (322 — A) [( - >
1 +9 Moy — M

2

v R
+ (m_»K )
1 J2r%2 My — M

dir. Gerekli islemler yapildiginda;

(26 = 275) (36 — 501) /%4 0%¢ g — v —
M| <
| | - 2(3+1)<23+1)(%4_ %3) s |q<y’7)| (9)\87 a4 %3+ 7y

8/\87 7 My — M3 My — M3

82<( sy — v — 3 >
sl %3+ My

0%¢ L %4—’7%+’Y_%3%
0)\87 2’%4—%3 ’ My — M3 4

“ 9% 7y — Y —
) ) +
+ /% |q<y 7)| '6)\87 (%2 ) — M3 7% My — M3 %4)

3
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2]

2¢
ONOy

bulunur. ‘

(252 — 27%) (53 — 311)
(s 4+ 1)(2s 4+ 1)(se4 — 523)

M| <
2

koordinatlarda 4. anlamda s -konveks oldugu tekrar kullanilirsa;

S 0 [(Z22) L2 || 4
e Y — 3 1 — 23 Ny 7y, 73 Y
»n3+y 1
5 v— \ | 0%
S GRS [(%4_%3) aw,y(%hm)]dv
—i—/%4 (%—)- = : 82<(% %)-d
st 4 7y — 3 OOy b 7
+ 4 (524 — ) (2= )| 2% (221, 524) _ dry
%3;%4 My — M3 a)\a’y ,
3ty 1
2 My — s 82g
"‘/%3 (v = 23) [(%4_%3) ‘8)\87(%2’%3)] dry
»n3+y 1
2 y—s\ | 9%
- 3 (7/__}%> [<:%M_'}23> ‘é}AE}y(;ﬁ27%%) ] dv
+ - (224 — ) (o 1) (222, 523) _ dry
%342ru4 My — M3 a)\a’y 7
+/%4 (%4—7)_ 1o )| O (502 %4)_d7
;43-;;(4 My — M3 3)\87 ’

dir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda sonuca ulagilir.

Uyan 4.5 Teorem 4.5°te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.14 deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.6 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

&%
OOy

olsun. Eger,
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rt fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak



iizere, ¢ > 1,5 € (0,1] ve % + % = 1icin;

oy — %1)(%4 - %3)

4(p + 1)%

) < |

52 a

S 4 9% e 9% B 9%
[ m(m,%g)‘ + ’axaw(%z’m) + ‘m(m,m)‘ + ’waw(%g,m)

() ]

Q=

esitsizligi saglanir.

Ispat Lemma 3.12ten ;

1

M| < (302 = 501) (504 — 53)

2 74 82 _>\ A_ _ _
></ / Ip(x,A)q(ym)l‘ ° (%2 P A Skt AN %4>‘d'ydA

9
. ONOy \ s — o1y 9 — 31 2y — 3 ¥y — 3

esitsizligi yazilir. Cift kath integrallerde Holder esitsizligi kullanilirsa;

|M| < Gor = %1)1(%4 ) { </j /: lp(ﬂ%t)q(y,v)l”dkdv);

(L

1
0? - A A — - - 7 q
° e s+ ol 9, a“ 7 3 + 7 o 4 d’yd)\
OOy \ st — 214 My — 1 ¥y — 3 2y — 3

(4.2)
2. |4 . . .
dir. ‘ 88)\ 57 fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks oldugundan;
0% [ 05—\ A — sy — Y v — 3 1
7+ 3, 73+ 7y
OOy \ st — 714 o — 31 2y — 3 2y — 33
1 1

Mo — A s g — Y s 82§ 4
< (301, 5%3)

»y — 1 7y — 3 OOy

= A\ (= )| 0% !
" (%2—%1) (%4—%3) 5/\87(%1’%4)
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0%
OOy

1 1
) ()
My — M My — M3

N A= : = : 9% (569, 524)
My — M ) — M3 8)\87 2

elde edilir ve (4.2) ve (4.3) esitsizlikleri kullanilirsa;

(522, 723)

»

(4.3)

q

(302 — 301) (504 — 53)

4(p + 1)%

M| <

q 2 q 2 a F
[3{;87(%1;%3) + )597%(%27%3) . ‘i;?\_g'y(%bxd + ’8(2\87(%2’%4) ]q
X
1 2
(s+1)

bulunur ve burada;

</,:2 /}: Ip(z, )\)Q(?J;V)|pd)\d7); _ (502 — 222(141)_5%3)]1+p

dir ve Teorem 4.6 kanitlanmis olur.

Uyar1 4.6 Teorem 4.6°te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.15 deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.7 ¢ : A — R, A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

9%

olsun. Eger, 9507

iizere, ¢ > 1 ve s € (0, 1] icin;

— 1) (50 — 53)

) < 2
16

q

Q=

93¢ 4 03¢ a 93¢ 4
[m(%l,%:%) + m(%z,%:a) + M(%17%4) + 8,\07(%2,%4) ]
X
1 2
(+1)
S

esitsizligi saglanr.

Ispat Lemma 3.12 ve cift katl integraller icin Power mean esitsizligi kullamlarak;
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1

(00 — 501) (504 — 23)

«f / Ip(z, Na(y,7)]

M| <

0? - A A— - -
X ° ok ) + all o, el 3 + v sy || dydA
OOy \ 25 — o1 2y — 2y — 3 2y — M3
1 P 4 1-1
< x, N)q(y,v)|PdAd
S Ga =) a = 523) (/%1 /%3 p(z, A)a(y, )] 7)
x [/ / p(z, \)a(y, )]
1 3
0?2 2 g - - “ g
X ° iz 1 + ad Mo, 7 3 + T sy || drydA
OOy \ 215 — 21 ¥y — 1 My — 33 2y — 3
4.4)
2 q
bulunur. ‘a‘?\—gv fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks oldugu i¢in;
0%¢ iy — A A— o 24 — 7y v — 33 !
1+ o, 3 + 7y
OOy \ s — 714 My — 1 ¥y — 33 2y — 3
DN v\ | &2 a
< (= e ° (501, 33)
) — 1 7y — 3 OOy
s = A\ (= )| 0% !
4.5
* (%2—%1) (%4—%3) ‘8)@7(%1’%4) ()

1
A= \* [ sa—7\°| 0% /
+ (%2 — %1) (%4 — %3> 8/\87 (%27 %3)

w =

+ A : 1o A (5 %)q
My — M )y — M3 0/\87 2
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dir. (4.4) ve (4.5) esitsizlikleri kullanilirsa;

— 1) (504 — 53)

16

mj < 2

q q

2 2
+ )63—57(%2,%3) + ’38/\—57(%1,%4) + ’6%7(%2,%4)

(1) ]

[ aaAaw(%l’ »3)
X

dir. Burada;

(/;:2 /;: [p(, A)aly, 7)|pd)\dfy) e ((%2 - %I)ié%4 _ @2) -

dir ve Teorem 4.7 kanitlanmis olur.

Uyan 4.7 Teorem 4.7’te s = 1 olarak tercih edilirse; Teorem 3.16’deki esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.8 ¢ : A — [0, 00), A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eger, W) fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks olmak

lizere;

IN| < (302 — 301) (504 — 553)
T (w1 (we + 1) (2 +1)2(1 +2)2

%
X (A@ 'a)\a’y(%h %3)

esitsizligi gecerlidir ve burada

1 1\t
A=[=41+2 1 _
(S + 14 (w1 + ) (wl T 1) W1>

1 1
d = <g+1—|—2(w2+1)(




1 1\t
U= S 1) 42 1
WQ(S+ )"‘ (w2+1>

seklindedir.

9%
0Ny

koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon oldugu kullanilarak;

Ispat ‘

(500 — 501) (504 — 53)

N T D m T

/ / (w1 + DA — 1) ((wa+ 1)y — 1)

0%
OOy

X ‘ (Ao + (1 — A)ser), y3ea + (1 — ) 53| dAdy

(32 — 5m1) oea — 53) '] [
<" /[/ (1 + DA = 1) (fwa + 1)y = 1)

bulunur. integraler hesaplandiginda;
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82

aAa (%27 Yy + (1 - 7)%3)

}dA

/0 ((wn + DA >1{As

82
OOy

+ (L= A)s | a5 (e, e + (1 — 7))

4.7)

dir. Diger integraller i¢cinde benzer iglemler ve ) ‘ koordinatlarda 4. anlamda s -konveks

Y]
fonksiyon oldugu kullanilirsa;
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1+ 07 =018 |25 G+ (1= )|+ o2 250+ (1 = 715
; Wo Y N Ho, YAy V)3 N 71, YAy V)3 Y
T 1| 9% 1| 0%
S/O (1—(W2+1)W){75 m(%z,m) + (=) B3 (502, 523) }dW
! | 02 | 02
+/wl+1 ((W2+1)’}/—1) {’y%‘ ﬁ(%h%go —f-(]. )§ a)\gf}/(%l?%?)) }d’)/

1
1 w S 0%
+ g—w2+1+wQ( : ) “—7(%27%3)

CUQ—{—l
+ @\
w
2 CL)2—|—1

elde edilir ve bu esitsizlik ile (4.7) esitsizligi kullanilarak (4.6) ispatlanmis olur.

8_%<% )
8)\8”}/ 1, 3

Sonucg 4.2 w’larin farkli degerleriyle iki ayri sonug elde edilir:

o Teorem 4.8’deki (4.6) esitsizliginde w,; = wo = 1 secilirse;

4 2

§(%17 %2) + g(%l, %4) + §(%2, %3) + C(%Q, %4) . 1 [ 1 /%4[§(%2, y) + §(%17 y)]dy:|

My — A3 3

3 St s steslaa] o [ [ ooy

#1 3
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< (32 — 301) (524 — 23) (1 1 )2

4417 (E 2’ \s 2

X

i

2, %4)

8A87(

L (L2 (o
ol L1\ |onay

1 1 0%
5T ) gy )

0%

OOy

(562, 523)

.

)

bulunur.

o Teorem 4.8’deki (4.6) esitsizliginde w; = wo = 0 secilirse;

1 z 1 2
(a1, 305) — / (el — / (2, 7)de

My — A3 )y Hy — A1 Jsy

1 P P
i S(z,y)dxd
(522 = 21) (524 — 23) /%1 /%3 ‘&

(300 — 501) (504 — 53)
(E+1)°(2+2)°

1 0%
X |:<g + 1) ‘8/\—87(%2’%3)

0%
OOy

(502, 724)

]

|

bulunur.

Teorem 4.9 ¢ : A — [0, 00), A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon
8‘?\2;/ o Sfonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -

olsun. p > 1 olmak iizere ‘

konveks olmak iizere;

ptl ptl
(500 — 301) (524 — 523) (l—l—wl” ) (1+w2p )

Pl

|N| < o o 5
(wi+1)7 (we+1)7 (p+1)r

q q q q 1
| ) + || G o) + [ || ) + || e e0) ¢
X
(5 +1)7

esitsizligi wy,ws € [0,1],5 € (0,1] ve g = p%l icin gecerlidir.
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Ispat Lemma 3.13 ve cift kath integraller icin Holder esitsizligi kullanilirsa;

)< Ce = o (//| o+ DA = 1)((w2 + 1) —1>|pdm>

q q

1 1 82g
X (/0 /o '—8)\870\%2 + (1= A)seq, yoeg + (1 — ) 5e3) d)\dy)

fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

. 82< q
dir. ‘(9)\87

oldugu kullanilip integraller hesaplanirsa istenen sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.3 w’larin farkli degerleriyle iki ayri sonug elde edilir:

e Teorem 4.9’da wi = wo = 1 secilirse;

g(%la %2) + g(%b %4) + §<%27 %3) + g(%27 %4)
4

1 1 #a 1 P2
_ = d J
5 [%4 > /%3 [<(322,y) + < (561, y)]dy + ., O /%1 (@, 524) + (@, 2e3)]dw
1 o) Y
+ s(z,y)dzd
(502 — 501) (524 — 223) /,41 /%3 (2, y)dzdy
< (522 — 501) (514 — 523)
2
Ap+1)r
a2 |9 q q q 1
« [12% Ga, W@W (521, aww (22, awv (502, 504) ] @
(% +1)°

(4.8)

bulunur.

67



e Teorem 4.9’da w1 = wo = 0 secilirse;

) — A3 o — 1

1 g2 4
+ S(z,y)dxd
(202 — 501) (324 — 323) /m /%3 (@, y)dwdy

< (%2 - %1)(%4 - %3)

1 7 1 79
(30, 35) — / (a1, y)dy — / (i, 5)da

2
(p+1)»
5 |4 2. |9 2¢ |4 1
| Gavom) + e | o) + || o) + [ ] ()]
X
E+1)

bulunur.

Uyan 4.8 (4.8) esitsizliginde s = 1 tercih edilirse; Teorem 3.15 elde edilir.

1

Teorem 4.10 ¢ : A — [0, 0), A iizerinde ikinci mertebeden diferansiyellenebilen bir fonksiyon

9%¢ a
ONDy

olsun. p < 1 olmak iizere

konveks olmak iizere;

IN| < (500 — 501) (304 — 553) ( (14 wi)(1+w3) )“é

(wi+D(wa+1) \4(ws + 1)(we + 1)

8A8

(5e1, 724 —I—\IJA‘

}Qh %%) %—(D?f‘

8A8 ‘

fonksiyonu A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -

1

A(I)’W %1,%3 +T(I)‘8)\8
X
(2 +1)%(2 +2)?

esitsizligi wy,wq € [0, 1], s € (0, 1] icin gegerlidir.

Ispat Lemma 3.13 ve iyi bilinen Power mean esitsizligi kullanirsa;
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1
(%2 n

v < C2 =) (G 0= (e 17— Dl )

x [/ / (@1 + DA = D((wz+ 1)y — 1)]

1
q q

9%
OOy

X (Aoto + (1 — N)zey, yoeg + (1 — ) 5e3)

dAdyl

93¢

q
9507 fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s -konveks fonksiyon

bulunur. ’

oldugu kullanilirsa;

a2g q
s (1= A+ (1= 9))
.| 8% q . 2¢
s 8)\87(%2’7%4 + (1 —7)s3)| +(1—=A)s 8)\87(%1’7%4 + (1 — 7))
ve
O%¢ q
11| 0% | 1 1] 0% |
< Asys N (529, 724) + As (1 — A)s N0 (529, 723)
1 1 82§ 1 1 1 an q
+75(1—>\)S a/\afy (%1,%4)"‘(].—’7)5(1—/\)3 8/\87 (%1,%3)

bulunur. Buradan;
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(300 — 51) (524 — 523) [ (1 +wi)(1 +w3) -
|N| < (w1 4+ 1) (w2 + 1) (4(w1 +1)(ws + 1))

82 q
</ / (w1 + DA = 1)((ws + 1) —1)|{)\s7s S| G
1 1| 0% |? v 1] 0% |1
+ A5 (1 —7)s N (529, 523) + (1 — N\)=ys B (501, 524)
1 1 62 q %
olur ve gerekli hesaplamalar yapildiginda;
82 q
[ o 0= 10+ 17 = Dt [ E G
1 1| 0% |? 1 0% |?
+)\s(1_/>/)s a)\afy <%27%3)+(1 )\)Sry 8)\6’7 (%17%4)
1 1 82§ 1 %
+ (1 =A)s(1—=7)s BV (221, 223) pdAdry
ACID‘B)\(9 (5¢1, 523 +T¢’a/\a (5e1, 724 +\IIA’6)\8 ‘ %2,%3)+\IJT’6)\8 ‘ (522, 524) 7
B (I +1)2012 +2)2

dir ve Teorem 4.10 kanitlanmis olur. Burada ¥, T, A ve ®, Teorem 4.8’te tanimlanmis

fonksiyonlardir.

Sonucg 4.4 w’larin farkli degerleriyle iki ayri sonug elde edilir:
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e Teorem 4.10°da wy = wo = 1 secilirse;

S(se1, 5200) + (521, 224) + S (322, 223) + G502, 524)
4

1 1 = 1 2
_ = d d
2 |:%4 — M3 /%3 [g(%27y) + §<%17y)] Y + sy — 31 /%1 [g<x7 %4) + §(l’, %3)] X
1 2 2
+ s(x,y)dxd
(502 — 301) (524 — 553) /%1 /%3 (& y)dedy
(2 = 5) pa —32) (1\'70 (1 1Y
< - -+ =
4 1 s Tt
o |4 o |4 o |9 o |9 1
. ; 1Jrl 6(2\5’)/ (%1, %3) i (% + 2%%) ‘86)\_57 (%1, %4) = ‘88/\_57 (%2, %3) + ’8(?\_57 (%2, %4) q
E+1)°(E+2)°

dir.

e Teorem 4.10°da wy = wo = 0 secilirse;

1 < 1 <
S(5e1, 503) — / S(se1,y)dy — / s(x, 73)dx
73 Eal

My — M3 o — M

1 9 4
+ S(z,y)dxd
(302 — 301) (504 — 53) /m /%3 (@) Y

<) (1)

q_ 1

( +1) 6)\8 (%27%3)‘ ,9,\,97 %27%4)

G+ (2 +2)° ]q

X

dir.

Uyar 4.9 Teorem 4.10°da wy = wy = 1 ve s = 1 tercih edilirse; Teorem 3.16 elde edilir.
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Teorem 4.11 ¢ : A = [5¢1, 555] X [563,¢4] — R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

fonksiyon, 885)\ € L(A) ve v, B > 0 olsun. ‘6 53

anlamda s— konveks fonksiyon ise;

(o1, 523) + (521, 224) + (522, 223) + S (320, 514) n A‘
4

1 I(a+ 1) (1+12)

(52 — 5a) (504 — 553) +
B+i+1)(a+i+1) T(a+i+2)(B+1+1)

<
- 4

F(B+1)r (1+1) LB+ (a+ I (1+2)
F(B+1+2)(a+i+1) T@B+1+2)I(a+l+2)

0%¢ 0%¢ 0%¢ 0%¢
[‘373)\(%1’%3) + ‘W(%l,%zi) + ‘W(%Q’%) ‘8 o3 (772 #4)
4.9)
esitsizligi saglanr. Burada T'(x) Euler Gamma Fonksiyonudur.
Ispat Lemma 3.14 ve integraller icin iicgen esitsizligi kullanilirsa;
§(se1, 323) 4 S (521, 324) 4 S (302, 223) + < (302, 224) Yy
4
< lammltac) [/ / ‘— Yoy + (1= 7)o, Moty + (1= A)ser)| ddy
1yl &%¢
| [a=aev ' s (150 (1= 7)Mo+ (1= W)y
1 1 5 an
DY 1— A 1—A d\d
[ = | s+ 0= s+ (1 2| o
1yl O%¢
/0 /0 (1 =71 =N’ W(V”l + (1 =), A + (1 — A)sen) | dAdy
(4.10)

bulunur. )m‘ fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s— konveks oldugu

kullanilirsa;

S(se1, 723) + (521, 214) + (520, 523) + (322, 524) A
4
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_ B 1 1
< L= %11(%4 #3) [/ / lyaAﬁJr(l—7)‘3‘W+’7“(1—A)’B+(1_7>a(1_w]
o Jo
11| 0% 1 1 ’
X ’ys/\s m(%l,%y)) +’75(1—)\)S a,ya/\(%l,%go
11| 0% 1 L] 9%
+ (I—7)5A ’878)\(%2’%3) + (L =7)s(1=A)> W(%Qa%ﬁld)“h]

(4.11)
elde edilir. Gerekli integral alma islemleri yapilirsa Teorem 4.11 kanitlanmis olur.

Sonuc 4.5 Teorem 4.11°de s = 1 tercih edilirse;

S(se1, 723) + (521, 214) + (520, 523) + (322, 524)
4

+A’

(300 — 501) (54 — 513)

= 4(+1)(a+1)

8_%( )
Dy O\ My, 3

82

62
—(%2, %3)

OvyOA

9%

——— (501, 74) (519, 74)

R

|

(4.12)

y

.

esitsizligi saglanir.

Teorem 4.12 ¢ : A = [5¢1, 55] X [5e3,5¢4] — R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

9%¢

q
9.0% fonksiyonu A iizerinde

fonksiyon, 68;;/\ € L(A)ve o, 8 € (0,1] olsun. ¢ > 1 ve

koordinatlarda 4.anlamda s-konveks fonksiyon ise;

(o1, 523) + (01, 224) + S (522, 223) + S (312, 514)

: +A’
< (%2 - %1)(%4 - %3)
T 4+ 1) (ap+ 1) (Bp+1)r
82§ q 62§ q a2g q 82 ql|q
UW(%M%:%) W<%17%4) +'W(%2,%3) +’m(%27%4)]

(4.13)

esitsizligi saglanmir, burada % + % = ldir.
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Ispat Lemma 3.14 ve cift kath integrallerde Holder esitsizligi kullamlirsa;

S(se1, 223) + (521, 214) + (322, 523) + (320, 524)
4

< bamlbam), [( [ [ty MV);
([ [ o) s (] [ roovan)
! (/ / (A== dm) ]

(f [ |75 o 0 = (=

bulunur. Gerekli islemler yapildiginda;

+A’

1
q q

X

dAdy)
(4.14)

(321, 523) + (521, 524) + §(522, 223) + 5 (502, 714) +A' - (200 — 221) (504 — 523)
4 " A(ap+1)¥(Bp+1)r
1
X(
0

elde edilir. )T‘ fonksiyonunun A iizerinde koordinatlarda 4. anlamda s— konveks oldugu

O%¢ q
)\ (yse1 + (1 — )220, Aseg + (1 — N)3ey)

dAd7>
(4.15)

kullanilirsa;

€(%1,%3)+€(%17%4)Zg(%27%3)+<(%2=%4) +A‘
< (00 — %1)(%4 - %3)
" 4lap+1)r(Bp+1)r
Y lvixi )|+t - )} | )
+H1 =D [ )+ - - 0} %wm]dm

(4.16)
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bulunur. integraller hesaplandiginda;

(221, 203) + S (501, 224) + <502, 223) + S (500, 324) A
4
< (%2 - %1)(%4 - %3)
— 2 1
4L+ 1)7 (ap+ D) (Bp+1)»
1
an q 32§ q a2g q azg q]|a
X 'm(%b s3) m@fl, sy)| + 'm<%2, s3)| + ’m(ﬂ@, )
(4.17)
elde edilir ve Teorem 4.12 kanitlanmis olur.
Sonucg 4.6 Teorem 4.12°de s = 1 tercih edilirse;
§(se1, 23) + S (501, 224) + S (302, 223) + S (302, 724) A
4
(502 — 201) (54 — 353)
e (ap + 1)7 (Bp+ 1)
02%¢ 11 92 q 02¢ q 02¢ q|a
[’m(%h s3) W(%h sy)| + W(?@, )| + m(%m y)
(4.18)
esitsizligi saglamir, burada % + % = ldir.
Teorem 4.13 ¢ : A = [5¢1, 555] X [563,5¢4] — R ikinci mertebeden diferansiyellenebilir

q
fonksiyon, 8%—25A € L(A) ve a, B € (0,1] olsun. q > 1 ve ’ Sfonksiyonu A iizerinde

9%
O
koordinatlarda 4. anlamda s-konveks fonksiyon ise;

S(se1, 723) + (501, 214) + (520, 523) + (322, 524)

+ A

< (500 — 501) (54 — 53)

esitsizligi saglanmir, burada % + % = 1dir.
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Ispat Lemma 3.14 ve Young esitsizligi kullanilirsa;

(511, 523) + (521, 224) + (522, 723) + S (322, 724)
4

swr“%m_mhiééﬁ(fvfwm

+A’

q
1 1 1
+—/ /(u—7fﬁf¢m7
PJo Jo
1 1 1 62§ q
- \ (Vs + (1 = )30, Asez + (1 — A)ses) | dAdy
/ / d)\d’y
q
/ / ‘m Yo+ (L= )32, Aoz + (1 — A)saa) | dAdy
1 1 1
+—/t/(ﬂ—wfﬂ—AwydM7
PJo Jo
q
873/\ (y2e1 + (1 — )220, Aseg + (1 — N)sey)| dAdy
(4.20)
bulunur. Ayrica, a = konveks

oldugu kullanilirsa;

(o1, 523) + (521, 224) + S (522, 223) + S50, 514)
4

A

< (500 — 501) (504 — 553)
- 4

4 . 1
pla+1P@E+1r  \g(L+1)*
q 62§

‘a Fan )

q 62§
‘a 5o 2 %)

q 82§
‘a 5o 2 %)

)

4.21)

| [ 2% )
n
Gy b
sonucuna ulagilir ve Teorem 4.13 kanitlanmig olur.
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Sonucg 4.7 Teorem 4.13’de s = 1 tercih edilirse;

(311, 523) + < (521, 524) + S (32, 213) + (502, 524)

A
4 t ’
92 g
_ (e )a — ) ! 5 (oa, )
- 4 pla+1)P(B+1)P q
2 q 2 q 2 q
é?y_g)\(%l, %4) %(%2, %3) 8‘1—5)\(%27 %4> ]
q q

(4.22)

esitsizligi saglamir, burada % + % = 1 dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Calismanin dordiincii boliimii olan Arastirma Bulgular1 kisminda, koordinatlarda 4.
anlamda s -konveks fonksiyon sinifi ve bu sinifin bazi 6zellikleri sunulmaktadir. Ayrica kon-
veks fonksiyonlarla ilgili ¢ift kath integrallerde iyi bilinen esitsizlikler olan Holder, Young
ve Power mean esitsizlikleri kullanilarak elde edilmis 4. anlamda s -konveks fonksiyon
sinifi i¢in yeni integral esitsizlikler ve genellemeler verilmistir. Bulunan sonuglarin bazi 6zel
durumlari, literatiirde bulunan 6nceki ¢aligmalarin sonuglarini icermektedir. Boylece, 4. an-

lamda s -konveks fonksiyonlar i¢in yeni iist sinirlar bulunmustur.

Bu tez calismasinda verilen lemmalar veya onlara benzer yeni lemmalar kurularak
koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri elde edilebilir. Ayrica,
Hermite-Hadamard tipli veya Simpson tipli fonksiyonlar icin yeni genellemeler ve bir¢ok

yeni esitsizlikler yazilabilir.
Konuyla ilgilenen arastirmacilar, Arastirma Bulgular1 kisminda kullanilan lemmalari

farkli konveks fonksiyonlara uygulayabilirler. Boylece koordinatlarda yeni integral esitsiz-

likleri elde edebilirler.
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