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Bu tezde, ilk olarak notral metrige sahip hemen hemen parakompleks manifold
olusturularak doniisiimiin matrisi yardimiyla Walker 4-manifold iizerine taginmistir.
Ikinci olarak Walker 4-manifold iizerinde elde edilen hemen hemen parakompleks piir-
Walker manifold i¢in integrallenme sartlar1 ve Kahler manifoldlarin bazi problemleri
incelenmistir. Son olarak, integrallenemeyen hemen hemen parakompleks yapiya sahip

flat hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldlara bir 6rnek verilmistir.
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1. GIRIS

Geometri; sekil, boyut, figlirlerin goreli konumu ve uzayin 6zellikleri ile ilgili sorular

aragtiran matematigin bir dahdir.

Geometri uzunluklar, alanlar ve hacimlerle basa ¢ikmak i¢in pratik bir yol olarak ¢ok
eski kiiltiirlerde ortaya ¢ikmistir ve M.O. 6. yiizyilda Bati’da ortaya ¢ikan matematik
ogelerini kullanmaya baslamistir. M.O. 3. yiizyillda ise Oklid (Euclid) tarafindan
‘Elementler’ kitabiyla aksiyomatik bir forma konmustur. Bir¢cok yiizyil boyunca takip
edilmesi gereken bir standart olusturulmustur. Oklid'in sonuclarmin bircogu daha
onceki matematikgiler tarafindan ifade edilmis olmasina ragmen, Oklid bu &nermelerin
kapsamli, tiimdengelimle ve mantiksal bir sistemle nasil uygulanabilecegini gosteren ilk
kisidir. 17. ylizyilin baslarina gelindiginde ise René Descartes ve Pierre de Fermat gibi

matematikgiler tarafindan saglam bir analitik temel iizerine konulmustur.

Iki bin yili askin bir siiredir, baska higbir geometri tasarlanmadigindan geometri igin
"Oklid" sifat1 gereksizdi. Ta ki 19. yiizyilin baslarina kadar. Bu dénemde Oklid
olmayan geometrinin olusturulmasinda belirleyici adimlar atildi. Birbirlerinden
bagimsiz olarak 1813 yilina kadar Carl Friedrich Gauss ve 1818 yili civarinda Alman
hukuk profesérii Ferdinand Karl Schweikart Oklid olmayan geometrinin ana fikirlerini
buldu, ancak hi¢ bir sonu¢ yayimlamadi. Daha sonra, 1830 yillarinda Macar
matematik¢i Janos Bolyai ve Rus matematik¢i Nikolai Ivanovich Lobachevsky
hiperbolik geometri {izerine makaleler yayimladilar. Hiperbolik geometri Bolyai-
Lobachevsky geometrisi olarak adlandirilir. Cilinkii her iki matematik¢i birbirinden

bagimsiz olarak Oklid olmayan geometrinin temel yazarlaridir.

19. yiizyilin ortalarinda geometri i¢in 6nemli gelismeler yasandi. Carl Friedrich Gauss
doktora Ogrencisi olan Bernhard Riemann’dan ‘Geometrinin temelleri {izerine
hipotezler’ adli konuyu sunmasini istedi. Riemann bu konuda tanimladigi coklu

genisletilmis ¢okluklar (manifold) kavrami ile geometri i¢in yeni bir bakis agis1 sundu



ve Riemann geometriyi olusturdu. Bu geometri 19. yiizyilin ikinci yarisinda yogun

olarak geligmistir. Ayrica izafiyet teorisinde 6nemli uygulama alanlar1 vardir.

Riemann geometri, Oklid dis1 geometrilerin standart tipleri de dahil olmak iizere,
manifold iizerinde noktadan noktaya degisen metrik bagmtilariyla ilgilenir. Ornegin n -
boyutlu Oklid uzayinda (x',x3,...,x") ile (x*+dx}, x> +dx?,..., x"+dx") noktalart

arasindaki uzunluk kavrami

ds? =" g;dx'dx’
i,j=1
bigiminde verilir. Burada n-boyutlu Oklid uzay1 i¢in i=j igin g; =1 ve i=]j igin

g; =0 olur. Bdylece, Riemann Oklid uzayindaki uzunluk kavramini manifold iizerinde

metrik bagmtili olarak ifade etmis oldu. Ustelik Oklid uzayinda uzunluk kavramimin
belirledigi ag1 vb. kavramlar da manifold iizerinde tanimlanabilmektedir. Onemli olan

uzayin geometrisini belirlemek i¢in metrik bagintiy1 belirlemektir (Sahin 2013).

Manifoldlar {izerindeki yapilar teorisi modern diferensiyel geometrinin ilgi ¢eken
konularindandir. Bu konulardan birisi de parakompleks yapiya sahip manifoldlardir.
Boyle manifoldlarin diferensiyel geometrik yonleri Riemann geometri i¢in ¢ok genis ve

¢ok verimli alanlardir.

Yano and Kon (1984) M, diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde alinan ¢ afinor
alani i¢in ¢° =1, @ =+l sartin1 saglayan ¢ yi hemen hemen ¢arpim yap1 ve (M,,,,9)

ikilisini ise hemen hemen ¢arpim manifold olarak adlandirmislardir.

Cruceanu et al. (1996) parakompleks geometri {izerine bir derleme ¢aligmasi yapmislar

ve (M,,,») hemen hemen carpim manifoldunda ¢ nin +I ve -1 06z degerlerine

karsilik gelen T"(M,,) ve T (M,,) 6z demetleri ayn: ranka sahip ise ¢ Yyi hemen

hemen parakompleks yapi olarak isimlendirmistir.



Hemen hemen ¢arpim manifoldlar Walker (1955) tarafindan c¢alisilmaya baslanmis ve

Yano (1959) hemen hemen ¢arpim manifoldlarda afin konneksiyonlar1 arastirmistir.

Norden (1960) M, diferensiyellenebilir Riemann manifoldunda ¢ hemen hemen

carpim yapisina gore keyfi X ve Y vektor alanlar igin

d(@X,Y)=9g(X,¢Y)

sartin1 saglayan g metrik tensoriinii B -tensor olarak tanimlamistir. Vishnevskii (1970)
hemen hemen g¢arpim yapisina gore plir olan g Riemann metrigini B -metrik olarak

adlandirmistir.

Salimov et al. (2007) paraholomorfik B -manifoldlar1 ve 6zelliklerini incelemislerdir.
Bu ¢alisgmada, hemen hemen B -manifoldun holomorfik B -manifold olmasi igin gerek

ve yeter sartin ¢ hemen hemen parakompleks yapinin V Levi-Civita konneksiyonuna

gore paralel olmasi gerektigini gostermislerdir. Ayrica hemen hemen B -manifoldun
holomorfik B -manifold olmasi durumunda manifold iizerindeki yapinin

integrallenebildigi sonucuna ulagsmiglardir.

Dort boyutlu Walker manifoldlar (M,,g,D) seklindeki tclidiir. Burada M, 4-
boyutlu bir manifoldu, g belirsiz (indefinite) bir metrigi ve D ise 2 -boyutlu paralel

sifir (null) dagilimi ifade eder. Boyle metriklerin kanonik formlar1 Walker (1950)
tarafindan elde edilmistir.

Walker 4-manifoldu tizerindeki en yogun ¢alismalar 2004 yilindan sonra baslamustir.

Matsushita (2004) Walker 4-manifoldlar tizerinde uygun (proper) hemen hemen
kompleks yap1 ve bu yapiyla iligkili zit (opposite) hemen hemen kompleks yap1 insa



etmis, ve bu iki yapimin integrallenebilirligini arastirmustir. Ayrica Kahler 4-

manifoldlar1 olusturmada kullanigh bir yontem bulmustur.

Chaici et al. (2005) 4-boyutlu Walker metriklerinin egrilik 6zelliklerini aragtirmistir. Bu
calisgmada standart Walker metrik yerine kisitlanmis (restricted) Walker metrigi
kullanmiglar ve bu metrigin Einstein ve locally conformally flat olma sartlarini

incelemislerdir.

Davidov et al. (2007) hemen hemen Kahler-Walker 4-manifoldlari incelemis ve Walker
4-manifold tizerinde alinan keyfi hemen hemen hermit yapinin izotropik-Kahler olma
sartlarin1 arastirmig, dahasi; bdyle bir yapmin dogrudan izotropik-Kahler oldugunu

gostermislerdir.

Salimov and Iscan (2010) Norden-Walker metriklerin baz1 dzelliklerini incelemislerdir.
Bu ¢alismada, uygun (proper) hemen hemen kompleks yapiya gore integrallenebilme ve
Kahler olma sartlarin1 arastirmiglardir. Ayrica Norden-Walker metriklerin egrilik

ozellikleri incelenmistir.

Salimov et al. (2010) hemen hemen parakompleks yapiya sahip 4-boyutlu Walker
manifoldlar1 incelemislerdir. Bu ¢alismada, hemen hemen parakompleks yapiya gore
integrallenebilme sartlarin1 ve para-Kahler (paraholomorfik), quasi-para-Kahler ve
izotropik-para-Kahler gibi Kahler manifoldlarin bazi problemlerini arastirmislardir.

Ayrica para-Norden-Walker metriklerin egrilik 6zelliklerini incelemislerdir.

Sunulan bu tezde 4-boyutta hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldlar
aragtirllmistir. Bu sebeple konunun anlasilabilmesi igin ikinci bolimde ilgili 6zellikler

ve tanimlar kuramsal temeller baslig1 altinda verilmistir.

Uciincii boliimde Tachibana operatorii, hemen hemen parakompleks manifoldlar,
Nijenhuis tensorii, piir tensorler, Kahler manifoldlar ve dort boyuttlu Walker

manifoldlar hakkinda bilgiler verilmistir.



Dordiincii boliimde ii¢ amag gézetilmistir.

[k olarak hemen hemen parakompleks piir metrik manifold koordinat déniisiim matrisi
yardimiyla Walker 4-manifoldlar {izerine taginarak hemen hemen parakompleks piir-

Walker manifold elde edilmistir.

Ikinci olarak elde edilen hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldun sirasiyla
parakompleks piir-Walker manifold, Kahler parakompleks piir-Walker manifold, quasi-
Kahler parakompleks piir-Walker manifold ve son olarak izotropik-Kahler

parakompleks piir-Walker manifold olma sartlar1 arastirilmistir.

Tricerri and Vanhecke (1977) integrallenemeyen hemen hemen kompleks yapiya sahip
4-boyutlu hemen hemen Hermit manifoldlara ait 6rnekler; buna ek olarak, Bonome et
al. (2005) yine integrallenemeyen hemen hemen kompleks yapiya sahip flat hemen
hemen Norden manifoldlara ait 6rnekler vermislerdir. Bu tezde ise, li¢lincii olarak,
integrallenemeyen hemen hemen parakompleks yapiya sahip flat hemen hemen

parakompleks piir-Walker manifoldlara bir 6rnek verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Tensorler

Tamm 2.1.1: B, n-boyutlu vektdr uzay ve B

., Ise B, vektor uzaymin dual uzayi

olsun. x; e B, j=1...qve eB, ,i=1..,p olmak iizere

W=t(X, X, Xq%é;é)

reel degerli fonksiyonu her bir degiskenine gore lineerse t ye multi-lineer fonksiyon

denir.

Daha agik ifadelerle Tanim 2.1.1 de verilen t nin multi-lineer olmas1 VA, ueR ve

. k L, m .
VX, X,€B, veyaV&eB ,£eB, igin

0 A5, + 1% K 6 Eros ) = ALK X K s )
K X X &1 E)
t@ggé@w;@é =zt(Z,Z...,x:,glf,---,ék;,---,g)
LG X Xer oo )

esitliklerini saglamastyla miimkiindiir.

Tamm 2.1.2: B, n-boyutlu vektdr uzay ve B, ise B, vektdr uzaymn dual uzay

olsun. x; B, j=1..,q ve £€B, i=1..,p olmak iizere

q tane p tane

f—/%
t:B xB x..xB xB xB x..xB —R




ile tanimlanan multi-lineer t doniisiimiine p. dereceden kontravaryant . dereceden
kovaryant tensor denir. Bu tensérlerin kiimesi T (B,) ile gosterilir. (p,q) sembolii

tensoriin tipini ifade eder.

Eger VAR ve t,t, e T{(B,) icin toplama ve skalerle ¢arpma islemi

()00 X X660 ) =06 K X s DK, K X £ )

bi¢iminde tammlanirsa Tg (B,) kiimesi R cismi tizerinde bir vektor uzay olur.

B., n-boyutlu vektdr uzay ve B~

., Ise B, vektor uzaymm dual uzayr olsun. Keyfi

n’

teT](B,) i¢cin

W=t(X,X,,..., Xq%ég‘;)

— 1
multi-lineer fonksiyonunda X, ve & degiskenleri sabit alinsin. Bu durumda

V(@ X X v &)

multi-linner fonksiyonu yazilir. t' tensoriine t tensoriiniin a Ve qvektorleri iizerindeki

- _ i
0zel izi denir. a ve a vektdrleri yerine sirastyla {ei} ve {a} bazlarin aliip, biitiin 6zel

izler toplanirsa yani;

S Xy X v €) = (g Xg 110 )

olur.



Tamm 2.1.3: B, , n-boyutlu vektor uzay ve B, ise B, vektor uzaymin dual uzay:

olsun. x; e B, j=1..9ve éeB,, i=1..,p olmak iizere

Ci:T!(B,) > T!;(B,)

q-1

.1

o (C0 K Ky &) = X, )

ile tanimlanan doniisiime t tensorii lizerinde kontraksiyon (daralma) déniisiimii denir.
Kontraksiyon doniisiimiiniin (p,q) tipli bir tensorii (p—1,q—1) tipli bir tensore tasidig

agikardir.

t(x,y) bilineer fonksiyonunu géz oniine alalim. t(y,x) fonksiyonunun da bilineer ve

t(;(, 9) #* t(y, ;() oldugu asikardir. VA, ¢ € R igin yeni bilineer fonksiyon

U(x,y) = At(x, y) + 2 (y, x)
bi¢iminde tamimlansin. 4 ve u degerlerini degistirerek sonsuz sayida yeni tensorler
elde edilebilir. Bunlar igerisinden herhangi biri A= K=o olarak secilsin. Buna

karsilik gelen tensore t(;(, ;1) tensOriiniin simetriklesmesi adi verilir. Yani;

Sim(t(x, y)) = % (t(x, y) +t(y, X))

olur. Eger degiskenlerin sayisi 3 tane olursa

sim(t(x, y, 2)) = %[t(”,y, 2)+(y, 2, ) +(2,X, Y)
U, Z,Y) +1(Z, ¥, %) +1(¥, %, 2) |

seklinde yazilir. Benzer sekilde



t(X, y) = t(x, ) +2(y, )
s 1 o : . " - e
esitliginde /12—;1:5 olarak secilirse, yeni elde edilen tensdre t(X,y) tensoriiniin

alternelestirmesi (anti-simetriklestirilmesi) denir. Yani;

Alt(t(x, y)) = % (t(%, y) ~t(¥, X))

olur. Eger degiskenlerin sayisi 3 tane olursa

Alt(t(x, y, 2)) = %[t(i,y,i) +1(y,2,X) +1(z, X, )

~t(X,2,Y) (2, ¥, %) ~1(y,X,7) |

bigiminde olur. Simetriklestirme ve alternelestirme islemleri V(0, p) ve V(q,0) tipli

tensorler icin benzer sekilde bulunabilir.

Tamm 2.1.4: Eger Sim(t) =t ise t tensoriine simetrik tensor, Alt(t) =t ise t tensoriine

anti-simetrik tensor adi verilir (Salimov ve Magden 2008).

2.2. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

UcR" agk bir kiime olmak iizere f:U —>RP doniisiimii her bir

X = (X", x%,...,x") €U noktasim belirli bir

f)=y=("Yy...y*)eR’

noktasina doniistiiriir. Yani f doniisiimii p sayida

Yy =y (X%, XY, i=1..,p
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fonksiyonuyla tayin edilir. Burada y*,y?,...,y? fonksiyonlarma f doniisimiiniin

bilesenleri denir.

Tamm 2.2.1: U cR" acik bir kiime olmak iizere f :U — RP doniisiimii verilmis
olsun. f déniisiimiiniin bilesenleri U da k . mertebeden kismi tiirevlere sahip ve siirekli
ise, f doniisiimine C* smifindandir denir ve f eC*(U,RP) ile gosterilir. Eger f
doniisiimiiniin bilesenleri keyfi mertebeden kismi tiirevlere sahip ve siirekli ise f

fonksiyonuna C* sinifindandir denir ve bu durumda ise f € C*(U,RP) ile gosterilir.

Tamm 2.2.2: M Hausdorff topolojik uzay olmak tizere herhangi U < X agik

kiimesini V c R" bolgesine tastyan

p:UcM->R"
X Se(x)=x%,..,x")

homeomorfizmine M de n-boyutlu harita denir.

Tanim 2.2.2 deki x*,x?,...,x" reel sayilarina ¢ haritasinda X noktasinin koordinatlari

denir. Baz1 kaynaklar haritay1 (U, @) seklinde gosterir.

Tanim 2.2.3: M bir Hausdorff uzay olsun. Eger VXe M i¢in R" deki bir agik kiimeye
homeomorf olacak sekilde X noktasinin bir U agik komsulugu varsa M ye bir
topolojik manifold veya kisaca manifold adi verilir. Bu durumda boy(R")=n

oldugundan, manifoldun boyutu da n  olur. Boylece M manifoldu M, ile

gosterilebilir.

M iizerindeki haritalarin ailesi olan A={(U,,¢,):a €} kiimesini gz &niine alalim.

U,NU, =D olmak iizere (U,,p,) ve (U, ¢@,) iki harita olsun. U, nU ; kiimesinde
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bir X noktasmin ¢ altindaki koordinatlar (x5, %x%,...,x") ve Py altindaki koordinatlari

ise (y',y?,...,y") olarak verilsin. Bu durumda bu koordinatlar arasinda

Y =0, (K X) = 0,00, (K X X1)

X =05 (V' VoY) =0, 00, (Y Y2 Y7

bulunur. Burada (x',x*,...x") e, (U, NU,) ve (y,y*..y")ep,(U,nU,)olur

P9, @,°¢," homeomorfizmalari birbirlerinin tersi oldugundan ¢, ve ¢,

fonksiyonlar1 siireklidir. Eger bu fonksiyonlar k. mertebeden diferensiyellenebilirse

U,.9,) ve (U,,¢,) haritalari k. mertebeden uyumludur denir. U,, NU, =< olmasi

durumunda (D;ﬂ ve (p;h, fonksiyonlar1 tayin edilemez. Bu durumda uyumlu oldugu kabul

edilir.

Tanimm 2.2.4: M n- boyutlu bir manifold olsun. Eger M {izerindeki haritalarin ailesi

olan A={(U,,p,):a e} kiimesi i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa A koleksiyonuna

M iizerinde C* sinifindan bir diferensiyellenebilir atlas denir:

i. {U,} acik kiimelerin koleksiyonu M manifoldunun bir agik ortiisiidiir. Yani:

M=Ju,.

ael
ii. Keyfi (U,,p,) ve (U, ¢,) gibi iki farkl haritay1 gdz 6niine alalm. U, N"U, # O

olmak tlizere

¢aﬁ :wa(ua mUﬁ) — qpﬁ(Ua mUIB)
Psa =Ps 105U, NU,) >0, U, NU,)

dontistimleri C* smifindandr.
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Tanim 2.2.5: M n-boyutlu bir manifold olsun. Eger M manifoldu {izerinde k .
mertebeden diferensiyellenebilir  bir atlas varsa M ye k. mertebeden

diferensiyellenebilir manifold denir. Eger atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa

M manifolduna C* manifold (veya diferensiyellenebilir manifold) denir (Sahin 2013).
2.3. Tanjant Vektorler ve Vektor Alanlari

Tammm 2.3.1: M, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve x e M, noktasindaki

C* smifindan fonksiyonlarin kiimesi C*(M_,R) olsun. x noktasindaki harita (U, )

olmak iizere
o(X) = (X", X%,... x") = x=0 (X, X2, ..., X")
olur. Keyfi f eC¥(M,,R) igin,
y=f(x)=f(p (X", x%...,x") = (x',x%..,x")
yazilabilir. Burada f" = f oo™ seklindedir. Ayrica

oy
X' x  OX' p(x

bi¢iminde gosterilsin. Bu durumda &' € R, i=1,...,n sayilar1 igin
n . af
x f = I—.l
() Zlf pvll

bigiminde tanmmli X :C¥(M_,R) >R lineer fonksiyonu goz &niine alinarak, bu

fonksiyon
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seklinde isaretlensin. Bu sekilde tanimlanan tiim fonksiyonlarm kiimesi T, (M, ) ile

gosterilir. Bu kiime {izerinde toplama ve skalerle carpma islemleri

(X +X)(F) = X, (1) + X,(f)

(AX)(f)=AX(f)

bi¢iminde tanimlanirsa T,(M, ) uzayr R cismi lizerinde vektor uzay olur. Bu vektor
uzayma M _manifoldunun x noktasindaki tanjant uzay1 denir. Bu uzayin elemanlarina

ise tanjant vektor adi verilir.

Tammm 2.3.1: M_ n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. T (M,) M,

manifoldunun x noktasindaki tanjant uzay1 olmak {izere

X:M, - JT,M,)

xeM,

bi¢giminde tanimlanan diferensiyellenebilir doniisiime vektor alan1 denir.

Tanim 2.3.1 deki tanima gore bir vektor alani doniisiimiiniin manifoldun her bir

noktasina o noktada tanimli tanjant uzayindan bir tanjant vektorii karsilik getirdigi
soylenebilir. Ayrica X vektor alaninin diferensiyellenebilir olmas1 Vf e C*(M_,R)

i¢in
X(f):M, >R, X(f(x)=X,(f)

ile tanimlanan fonksiyonunun C” sinifinda olmasiyla miimkiindiir.

M tizerindeki (U, @) lokal koordinat sistemi iizerinde X vektdr alani

X :x‘i:x‘ai
ox'
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bi¢ciminde gosterilir.

Vektdr alanlarmin kiimesi T, (M, ) ile gdsterilir. Bu kiime iizerinde toplama ve skalerle

carpma islemleri her X,Y e T;(M,) ve f,geC”(X,,R) igin

(X+Y)(F)=X(f)+Y(f)

(gX)(f)=gX(f)

bigiminde tanimlanirsa Tg (M, ) kiimesi C”(X,,R) halkas1 iizerinde bir modiil olur.

2.4. Kotanjant Vektorler ve 1-Formlar

Tamm 2.4.1: M, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold, x <M, bir nokta ve

f eC”(M,,R) diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun x

noktasindaki diferensiyeli

—i|dxk

df ==

bi¢iminde tanimlanir.

vf,geC”(M,,R) ve VaeR olmak iizere f+geC”(M,,R) fonksiyonunun
diferensiyeli df +dg, af eC”(M_,R) fonksiyonunun diferensiyeli ise adf olur. Buna
gore C”(M,,R) kiimesindeki fonksiyonlarm X noktasindaki diferensiyelleri R

iizerinde T,(M,) uzaymi olusturur.
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x“eC”(M_,R) koordinat fonksiyonlar1 igin dx“eT,(M,) oldugu asikardir.

af Kk e af o * . . . Kk
df :W|dx esitliginde ye]R oldugundan her df €T, (M) diferensiyeli dx
diferensiyellerinin lineer terkibi olarak yazilabilir.

T,(M.) uzaymm keyfi df elemanive X €T (M) olmak iizere

df tT, (M) >R, (df)(X)=X(f)

bigiminde bir lineer doniigiim tayin eder. Eger son esitlikte f =x' ve X = % alinirsa
iv O 0 i i
(dx )(&) =§(X )=7;

elde edilir. Yani, {dXi} ve {%} karsilikli bazlardir. Bu durumda T,(M,) uzay
X

T,(M,) vektor uzaymn dual uzayr olur. T, (M,) uzayma M_ manifoldunun x

noktasindaki kotanjant uzay1 denir. Bu uzaymn elemanlarma ise M_ manifoldunun x

noktasindaki kovektorii ad1 verilir. Ayrica boy(T: M n)) =n oldugu agiktir.

T,(M,) uzaymm i=1..,n olmak iizere {X;} bazs M, de x noktasindaki ¢ati olarak
tanimlanir. Bu gatiya T, (M, ) uzayinda karsihik gelen {Gk} bazina, yani

ek(xi) :5ik

sartim1 saglayan 6° kovektorlerine x e M, noktasindaki kogati denir. Ozel halde

{ai'} ve {dxi} catilarina sirasiyla standart ¢at1 ve standart kogati1 ad1 verilir.
X
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Tamm 2.4.2: M_ n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. T,(M,) M,

manifoldunun x noktasindaki kovektor uzayi olmak tizere

oM, > [ T,(M,)

xeX,
bi¢iminde tanimlanan déniisiime kovektor alan1 veya 1-form denir.

Tanim 2.4.2 deki tanima gore bir kovektdr alani donilisiimiiniin manifoldun her bir

noktasina o noktada tanimli kovektor uzayindan bir kovektorii karsilik getirdigi

sOylenebilir. a):a)jdxi kovektoriinlin diferensiyellenebilir olmasi icin gerek ve yeter
sart @ = (x') nin diferensiyellenmesidir. Ayrica T, (M, ) kiimesi C*(X,,R) halkast

uzerinde bir modiil olur.

2.5. Tensor Alanlar:

Tamm 2.5.1: M, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve x e M, noktasindaki

(p,q) tipli tensor uzay TP(M,) olmak iizere

t:M, ->T!(M,)
X >t(x)eT{(M,)

bi¢iminde verilen t ye M lizerinde tanimli tensor alan1 denir.

Tanim 2.5.1 gdz Oniine almarak, tez boyunca, vektdr alanlarmin kiimesi Tg(M, ),
kovektdr alanlarinin (veya 1-formlarin) kiimesi TY(M, ) ve M, manifoldu lizerinde

tanimli  tiim reel degerli C” smifindan fonksiyonlarn kiimesi Tg(M,) ile

gosterilecektir.

X' lokal koordinatlarin verildigi U koordinat komsulugundaki (p,q) tipli tensdr alam
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bigiminde ifade edilebili. Burada t;" lere t tensér alanmm U koordinat

fonksiyonlart C* sinifindan ise t tensor alan1 da C* smifindan olur.

(p,q) tipli tensér uzay TP (M) R iizerinde vektor uzaydir. Bu tensorlerin toplami

3(X,)= > TH(M,)

p,q=0

seklinde gosterilsin. Her E,E € 3(M,) ve her xe M, i¢in noktasal olarak
E®E = (px ® (E)x
bigiminde tanimlanirsa 3(M,) R {izerinde bir cebir olur.

Tamm 2.5.2: Asagidaki sartlar1 saglayan D:3(M,)— 3(M,) doniisiimiine J(M,)

cebirinin tensor diferensiyellenmesi denir.

Her a,beR ve her t,s e 3(M,) i¢in D déniisiimii

1. Sabit katsayilara gore lineerdir ( D(at +bs) =aDt +bDs),

2. Tipi korur (D(3F(M)) =3 (M,)),

3. Leibniz kuralin1 saglar (D(t®S) =Dt ®s+t®Ds),

4. Tensorlerin kontraksiyon operatorii ile yer degistirebilir (D(Ct) = C(Dt)).
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2.6. Lie Operatorii ve Lie Diferensiyellenmesi

Tamm 2.6.1: M, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold, M tzerinde (U,¢)

koordinat sistemindeki keyfi vektér alanlari X,Y e 3;(M,) ve fe3J(M,) olmak

lizere
[X,Y]F = X(Yf)-Y(Xf)
bi¢iminde tanimli
[ 1:5(M,)x35(M,)) > 5(M,)

dontistimiine X ve Y vektor alanlarinin Lie operatorii denir.

Teorem 2.6.2: M, diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde her X,Y,Z e J;(M,) ve

her f € 33(M,) olmak iizere Lie operatérii asagidaki sartlari saglar:

XY +Z][X,Y]+[X, 2],

X, EYIEX(F)Y + F[X, Y],

- [X\Y]=-Y, X],

XD ZT1+IYL[Z, XT1+2Z,[X, Y1 =0.

A W DN -

Tanm 2.6.3: X ve Y M, diferensiyellenebilir manifoldu lzerinde keyfi vektor

alanlart ve f ise M_ de tanimli reel degerli C” sinifindan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda

1 L f=Xf
2. LY =[X,Y]
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sartin1 saglayan L, € X vektor alant yoniindeki Lie diferensiyellenmesi adi verilir.

Burada [X,Y] Lie parantezidir. Ayrica Lie diferensiyellenmesi iglemi sonucunda

bulunan degere Lie tiirevi denir.

1
X X, €F (M) Ve o, a)eJI(M) olmak iizere keyfi te3!(M,) tensor

alanmin X e 34 (M, ) vektdr alani yoniindeki Lie tiirevi

(L) (Koo X g0, 0) = X (t(Xl,..., X, 0. 2;)]
—Zq:t(Xl,..., L, X\, X, @,..., @)

p
—Zt(Xl,...,Xq,a),...,Lx O, ..., ®)
bi¢iminde bulunur. Koordinatlarla bu ifade
(L)} = Xko ;+Z(a XY Z(a Xt
bi¢imindedir.

2.7. Afin Konneksiyon ve Kovaryant Tiirev

Tamim 2.7.1: M_, n-boyutlu C” sinifindan bir manifold olsun. Her X,Y,Z € 3 (M)

vektor alanlari ve f e 33(M,) fonksiyonu igin,
VXY = V(X !Y) : S:(L)('\/In) XS%)(Mn) - S%)(I\/In)
ile tanimlanan V doniistimii

1. v, ,Z2=V,Z+V,Z,

X+Y

2. V,(Y+2)=V,Y+V,Z,
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3.V, Y=fV,Y,
4.V (fY)=X(f)Y + fV,Y.

sartlarini saglarsa bu doniistime afin konneksiyon veya lineer konneksiyon ve (M, V)

ikilisine ise afin konneksiyonlu uzay denir. Ayrica
V,:3(M,))—>3I(M,)

dontisiimiine de X vektdr alan1 boyunca kovaryant tiirev ad1 verilir.

Tanim 2.7.1 de verilen tanima gore bir afin konneksiyon M manifoldu iizerinde alinan

bir vektor alanin1 yine M, de bir vektor alanina tasiyan dontistimdiir.

M, manifoldu iizerinde U koordinat komsulugundaki X' lokal koordinatlarii ve bu

0 C
komsuluktaki 0, 25 dogal vektor alanlar1 géz Oniine alinsin. V., =V, bi¢iminde

isaretlenmek tizere
V.0, =T};0,

biciminde elde edilir. Burada F:} =1“:‘j (x), U komsulugunda tayin edilmis C”

smifindan fonksiyonlardir ve bu fonksiyonlara V afin konneksiyonunun katsayilar1 adi

verilir.

1p
X Xg €3p(M,) Ve ®,...,0€ 3 (M) olmak iizere keyfi te35(M,) tensor

alanmin Y € 3 (M) vektor alani ydniindeki kovaryant tiirevi
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(V)Xo X0, 0) =Y (t(Xl,..., X .o ,cf))j

q 1 p
D> (X, ...V X, X, 0, ..., 0)
=1

p 1 j
—Zt(Xl,..., Xy @,y Vy @, ..., ®)
j=1
bi¢giminde bulunur. Koordinatlarla bu ifade

. . q . p . .
iy .y _Z m gy Z Aj ghm.ip
(vkt)jl...jq _aktjl...je| I_‘thjl...m...jq + katjl...jc|
A=1 u=1

bi¢imindedir.
2.8. Egrilik ve Burulma Tensorleri

M manifoldu iizerinde f = f(x',x?,...,x") diferensiyellenebilir fonksiyonunun tam

diferensiyeli

df =0, fdx'

bigimindedir. Burada o,f =w, df nin koordinatlaridir. w, ye f fonksiyonunun

gradient kovektdrii veya 1-formu denir. w, kovektoriiniin kovaryant tiirevi alinirsa
k
VjWi :ajWi _FjiWk
bulunur. i ve j indislerine gore antisimetriklestirme islemi yapilirsa

_ _ k
VW = Op Wiy — Iy W

elde edilir. Analizden bilinen Schwarz teoremine gore siirekli bir fonksiyonda kismi

tirevler degismelidir. Dolayisiyla f  diferensiyellenebilir ~ fonksiyonu i¢in

0,0;f=0,0,f ve dahasi o;;w; =0 yazilabilir. Bdylece son esitlikten
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V.w., =-T¥

_ ck
Wi = LW = SjW,

elde edilir. Burada
k l k k
Sij :E(Fij _Fji)

ile tammh (L,2) tipli S tensorine V konneksiyonunun burulma tensorii denir.

Burulma tensériiniin invaryant halde yazilisi ise her X,Y,Z € 3 (M) vektér alanlari

i¢in,
25(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y]

bigimindedir. Burada [ , ] Lie parantezini ifade etmektedir.

Burulmasi sifir olan uzaylara burulmasiz uzaylar denir. Afin konneksiyonlu uzaylarda
burulmasiz uzaylar 6nemli bir sinif teskil eder. Bu tiirden uzaylarda konneksiyon

katsayilarinin simetrik olacagi asikardir. Yani Si'j‘ =0 F:} = F'}i olur. Ayrica invaryant

halde bu durum

[X,Y]=V,Y -V, X

bi¢iminde olur.

(M_,V) afin konneksiyonlu uzay olmak iizere V =V'0, € 3,(M,) vektor alani olsun.

sti kovaryant tiirevinin bir kez daha kovaryant tiirevi alinirsa,

VVV =0, VV +T VV"-TTV V'

m-° s rs - m

=02V +0, TV +TL oV +TT ov"+T! IOV TV V!

Sl rm=s rs" - m

olur. Burada r ve s indislerine gore antisimetriklestirme islemi yapilirsa
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2V, V V' =R

[r's

'K —287

rsk

bulunur. Bu son esitlige V' vektor alam icin Ricci 6zdesligi denir. Burada R

bilesenlerine V konneksiyonunun egrilik tensoriiniin bilesenleri denir. Egrilik

tensoriiniin invaryant halde yazilisi ise her X,Y,Z € 3;(M,) vektor alanlart igin,
R(X,Y,Z2)=V,V\Z-V,V,Z -V, ,,Z

bigimindedir. Burada [, ] Lie parantezini ifade etmektedir. Dogal koordinatlarla

egrilik tensori

Ry =o', —0, +T, T T, '

im™ jk jm™ ik

seklindedir. Buradan egrilik tensoriiniin alt iki indise gore antisimetrik oldugu

soylenebilir. Yani: R;' =-R;'. Boylece Ry, ' =0 olur.

Lemma 3.8.1: R, (M,,V) afin konneksiyonlu burulmasiz uzaym egrilik tensorii olmak

luzere

1 Ry +Ry' +R;' =0,
2. V.R'+VR.'+VR '=0

m* Njk j i jmk

bigimindedir. Burada 1. sarta 1. Bianchi ve 2. sarta ise 2. Bianchi veya Bianchi-Padov

Ozdeslikleri denir.

2.9. Riemann Manifoldu

Tamim 2.9.1: M _ diferensiyellenebilir manifold ve J;(M,) ise bu manifold iizerinde

taniml1 vektor alanlarinin modili olmak lizere



24

9:3 (M, )x3(M,) —>C*(M,,R)

biciminde verilen g bilineer formu asagidaki sartlar1 saglarsa, g ye Riemann metrigi
ya da metrik tensor denir. Bu durumda (M, g) ikilisi ise Riemann manifoldu olarak

adlandirlir.

1. Her X,Y e 3L(M.) icin g(X,Y)=g(Y,X),
2. Her X e 34(M,) igin g(X,X) 20 ve g(X,X)=0< X =0.

Tanim 2.9.1 de verilen sartlarin birincisi simetriklik ikinci ise pozitif tanimlilik

sartlaridir. Dolayisiyla g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise Riemann

metrigi olur.” denilebilir.

Tanim 2.9.1 de verilen ikinci sart yerine ondan daha zayif olan ‘Her Y € J;(M,) igin
g(X,Y)=0= X =0." sart1 konulursa, bu durumda (M, q) ikilisine yari-Riemann

(pseudo-Riemann) manifoldu denir.

‘Her Y e 3;(M,) i¢in g(X,Y)=0=X =0." olmas: sartina g bilineer forumunun

regiilerlik (non-dejenere) sarti denir. Metrik tensoOriin regiilerlik sarti koordinatlarla

X =X'6; ve Y =Y 19, olmak iizere
g(X,Y)=g(X'8,Y18,) = g; X'V

bulunur. Buradan, her Y i¢in g, (X',Y/)=0 olacagindan g;X'=0 olur. Bu denklem

sisteminin X' =0 ¢oziime sahip olmast igin Det(g;) #0 olmasi gerekir.

Teorem 2.9.2: M, diferensiyellenebilir manifold, bu manifold iizerinde tanimli afin

konneksiyon V ve g Riemann metrigi olsun. Eger
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Vg=0
ise, V afin konneksiyonuna g ye gore metrik konneksiyon denir.

Teorem 2.9.3: (M, g) Riemann manifoldu iizerinde taniml1 burulmasiz bir tek metrik

konneksiyon vardir.

Teorem 2.9.3 te verilen metrik konneksiyona Levi-Civita veya Riemann konneksiyonu

denir.

Teorem 2.9.4: (M,,g) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu V olsun.

Her X,Y,Z e3;(M,) i¢in

20(V,Y,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z, X)+Zg(X,Y)
—g(X,[Y,Z])+g(Y,[X,Z])+g(Z,[X,Y])

dir.

Teorem 2.9.4 te verilen formiile Kozsul formilii denir. Kozsul formiilii dogal

koordinatlarla X =0, ,Y =0; ve Z =9, olmak lizere

1
FE :Eghk(aigjk +ajgik _akgij)

biciminde bulunur. Burada verilen 1":} fonksiyonlarma Levi-Civita konneksiyonunun

katsayilar1 denir (Salimov ve Magden 2008).

Tammm 2.9.5: (M_,g) Riemann manifoldu ve V ise bu manifoldun Levi-Civita

konneksiyonu olsun. Her X,Y,Z ES(l)(Mn) i¢in,

R(X,Y,Z)=V,V,Z~V,V,Z -V, Z
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sartin1 saglayan R tensdriine Riemann egrilik tensorii denir.

Teorem 2.9.6: (M_,g) Riemann manifoldunun R egrilik tensorii dzdes olarak sifira

esitise M ye flat (diiz) manifold denir.

Levi-Civita konneksiyonu burulmasiz afin konneksiyon oldugundan burulmasiz afin
konneksiyonun egriligi i¢in gegerli olan tiim 6zellikler Riemann egrilik tensorii i¢in de

gecerlidir.

Tanim 2.9.5 ten de goriilecegi gibi Riemann egrilik tensorii (1,3) tiplidir. Bu tensoriin

kontravaryant indisi indirilerek, (0,4) tipli kovaryant tensér ele edilebilir. Yani:
Rijkmgml = Rijkl c

Teorem 2.9.7: (M, g) Riemann manifoldunun (0,4) tipli kovaryant R egrilik tensorii

asagidaki sartlar1 saglar:

L R =0,
2. Rijkl = Rklij :

Teorem 2.9.7 de verilen birinci sart yardimiyla

Ry =0=> Ryq + Ry =0

ij(kI)

= Rijkmgml + Rijlmgmk =0
yazilabilir. Son esitligin her iki tarafinin g" ile kontraksiyonu alinirsa,

Rijkmgmlglk + Rijlmgmkglk =0= Rijkmamk +R;"8,' =0

ijl ~'m
k _
=Ry = 0

bulunur.



27

Tanim 2.9.8: Egrilik tensorii yardimiyla tanimlanan R,jk' =R, tensorine Ricci egrilik

tensOri denir.

Tanim 2.9.10 da verilen Ricci egrilik tensorii Rijk' egrilik tensériiniin C; kontraksiyon

islemi sonucunda bulunmustur. Egrilik tensérii (1,3) tipli olacagindan Ricci egrilik

tensoriiniin (0,2) tipli olacag: asikardir. Ayrica, Ricci egrilik tensorii simetriktir.

Tamm 2.9.9: Ricci egrilik tensoriiniin tam kontraksiyonuna skaler egrilik denir ve 7 ile

gosterilir. Yani: 7 =g*R,,.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tachibana Operatorii

Tamm 3.1.1: 3(M,)= > T?(M,) R iizerinde bir tensr cebiri ve ¢ € J;(M,) olsun.
p.q=0

Eger ®,:3;(M,)—3P(M,) doniisiimii asagidaki sartlar1 saglarsa @ doniisiimiine

Tachibana operatorii denir.

1. @, sabit katsayilara gére lineerdir,

Her (p,q) igin; @, :3¢(M,) = 3;,(M)),

no

a C © C
Her K,L e3(M,) icin; & (K®L)=(®,K)®L+K(®,L),
Her X.,Y € 3;(M,) igin; @ Y =—(L @)X, (burada L, Y ye gore Lie tiirevidir.)

> W

o1

. Her we 3} (M) veher X,Y e 3{(M,) igin (I, ®) — 0®Y olmak iizere
@,y (@) = (d(l, w)(pX) - (d(ly (@° 9)))(X)
= (X)) = X(ly @)

C
dir. Burada Lo =o(Y) =0®Y dir

*

1
X,Yl,...,quS%,(Mn) Ve o,. a)edl(M ) olmak lizere te sp(M ) tensor alanina

uygulanan Tachibana operatorii

1 p 1 p
CDgﬂt(X ,Yl,...,Yq,a),...,a)) = (pX)t(X ,Yl,...,Yq,a),..., )
1

p
— Xt(pY,, ..., ,a), " @)

+Zt(Yl, ...,(LYi(p)X,...Yq,;),...,cZ)

—Zt(Y Ny Ly 0= Ly (09 9),. 0)
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M .
bigiminde olup, X =¢,, Y,=0; A=L..q ve o=dx" u=1..p bigiminde

yazilirsa, bu son esitlikle verilen ifade koordinatlarla

(@, t)'l h = olo t'l p -0, (to go)'l b

P Ol e Jq
myb .. |1...m...|
+Z(ajl¢k )jl...zm..j Z(8k¢m ’
A=1
bi¢ciminde olur. Burada
iy |1 ip |1 iy m dp _ __¢4i.m
(to(p)jl---Jq m.. Jq(DJl 11 m(plq J1 J(pm _"'_th---Jq¢m

seklindedir (Tachibana 1960; Salimov 2013).

Ozel olarak w e Sg (M) piir tensoriine Tachibana operatorii uygulanirsa,

(©,0)(X,Yy,....Y,) = (@X)(((Yy, -, Yy)) — X (a(@Yy, ., Yy)

+o((L @) X,..Y)) +..+ oY, (L @) X) (31)

bigiminde olur.

3.2. Hemen Hemen Parakompleks Manifoldlar

Tamm 3.2.1: M_ diferensiyellenebilir manifold ve J;(M,) (L1) tipli tensér

alanlarinin uzay1 olsun. Bu uzayin elemanlarina afinor denir.

Tanim 3.2.1 de verilen afinorlara M, manifoldunun endomorfizmleri goziiyle
bakilabilir. Bu sebeple @ e 3;(M,) olmak iizerep: 3 (M) — 3;(M,) bicimindedir.

Her X e 3;(M,) vektdr alani igin

9:3 (M) - F(M,)
X = ¢o(X)
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olur. Eger X vektor alani yerine ¢(X) alinirsa

P:3(M,) > F(M,)
p(X) — ¢*(X)

yazilir.

Tamm 3.2.2: M_ diferensiyellenebilir manifold ve ¢e J3;(M,) afinor olsun. Bu

durumda

1. *(X) =1 ise ¢ ye hemen hemen garpim yapi,
2. ¢*(X)=—1 ise ¢ ye hemen hemen kompleks yap1 ve
3. *(X)=0 ise ¢ ye hemen hemen tanjant(dual) yap1

denir. Burada 1 birim afinordur (Yano and Kon 1984).

Tanim 3.2.2 de verilen ¢ afinoru M manifoldu ile beraber (M, , ) ikilisini olusturur.

Bu ikiliye ¢ nin yukarida sagladigi sarta gore sirasiyla hemen hemen ¢arpim manifold,

hemen hemen kompleks manifold ve hemen hemen dual manifold ad1 verilir.

Tamm 3.2.3: (M, ) hemen hemen ¢arpim manifold olsun. Eger ¢ nin +I ve —I 6z
degerlerine karsilik gelen T"(M,) ve T (M,) 6z demetleri ayni ranka sahipse, ¢ ye
hemen hemen parakompleks yap1 ve (M, ,¢) ikilisine hemen hemen parakompleks

manifold denir (Cruceanu et al. 1996).

Tanim 3.2.3 de verilen hemen hemen parakompleks manifoldun boyutunun ¢ift olmasi

gerekir.
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3.3. Nijenhuis Tensorii

Tamm 3.3.1: M_ diferensiyellenebilir manifold ve A BeJ;(M,) afinor olsun. Her

X,Y € 35(X,) igin

N, (X,Y)=[AX,BY]+[BX, AY]+ AB[X,Y]+BA[X,Y]
— A[X,BY]- A[BX,Y]-B[X, AY]-B[AX,Y]

bi¢iminde tanimli N, ye Nijenhuis tensérii ad1 verilir. Burada [, ] Lie parantezidir

(Yano 1965).

Yukaridaki tanimda verilen esitligin sag tarafi vektor alan1 oldugundan

N,s(X,Y)eT;(M,) olmalidir. Buradan Nijenhuis tensoriiniin (1,2) tipli tensor alam

oldugu sdylenebilir. Yani: N, € 3;(M, ).

Tanim 3.3.1 de verilen A ve B afinorlan yerine ¢esitli kaynaklarda ‘bir tek afinor igin
Nijenhuis tensort’ ifadesi kullanilir. Bir tek afinor igin A= B =¢ alinarak Nijenhuis

tensorl
N, (X,Y)=2N(X,Y) =2([pX, Y]+ @ [X,Y]- o[ X, 0V ]- goX,Y])

bi¢iminde elde edilir. Burada X ve Y vektor alanlaridir. Eger X =0, ve Y =0;

alinirsa, Nijenhuis tensorii lokal koordinatlarla ¢° =1 icin

Ni = @'0.0! — 0,0, —0,0\0 +0,0° Pk

olarak bulunur.
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Teorem 3.3.2: M, diferensiyellenebilir manifold ve ¢ € 3;(M,) afinor olsun. Eger her

X,YeZ3(M,) icin
N,(X,Y)=0
ise ¢ ye integrallenebilirdir denir (Kobayashi and Nomizu 1969).

M, diferensiyellenebilir manifold iizerinde ¢ hemen hemen parakompleks yapi
verilmis olsun. Eger keyfi X ve Y vektor alanlari i¢in N (X,Y)=0 ise ¢ ye

integrallenebilirdir denir ve bu durumda ¢ parakompleks yapi adini alir. Benzer sekilde

(M,,, ¢) ikilisi parakompleks manifold olarak adlandirilir.

3.4. Pir Tensorler

Tamim 3.4.1: M_ diferensiyellenebilir manifold ve ¢ e 31(M,) afinor ve te3g(M,)

tensér alam  verilmis olsun. Eger her X, X,,..,X,eJ3(M,) ve her

1 2 p
®,0,...,0 € 3} (M ) icin asagidaki sartlar saglanirsa, (p,q) tipli t tensor alanina ¢ ye

gore plirdiir denir.

1 2 p

1 2 p
t(pX,, X,, ..., Xq,a), @,...,0) =t(X,,9X,,..., Xq,a), @,..., M)

1 2 p

=t(X,, X2,...,¢)Xq,a), @, ..., M)
1 2 p

=t(X, X,,..., Xq,‘goa), ,...,®)
1 2 p

=t(X;, Xy, X 0, 9 0,..., 0)

1 2

p
=t(Xy, Xy, Xy 0, 0y, 9 )

Burada ‘p, ¢ nin eslenik operatdriidiir ve her X € 34(M,) ve we 32 (M,) igin
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(pw)(X) = o(pX) = (@ ¢)(X)

bi¢iminde tanimlanir (Salimov 2013).

Tamim 3.4.1 de verilen sarta piirlik sart: da denir. M_ tizerindeki x',x?,...,x" lokal

) . ) . 0 1 ; P - e
koordinat sistemine gore X, = 8_' feees Xq = P ve w=dx*,...,o=dx’ alinirsa purlik
X* X

sart1 koordinatlarla

m---jp .m jp

P

iy..iq

j],--'jp m
Miy...iq 7l

==t ol

iy-iq

seklinde ifade edilir.

M, diferensiyellenebilir manifoldu tizerinde ¢ ye gore piir olan tensor alanlar

t,t,e3E(M,) ve fe 35(M,) olmak iizere t, +t, ve f t, tensdr alanlar yine piirdiir.

*

@ ye gore piir olan (P,q) tipli tensor alanlarmm modiilii S(’; (M,) ile gosterilir.

Vektorler kovektdrler ve skaler fonksiyonlar piir tensor olarak kabul edilirler. ki piir
tensorlin tensorel carpimi genellikle pirliik sartin1 saglamaz. Ancak bu carpimda

kontraksiyon varsa piirliik sart1 saglanir.

Tez boyunca (0,2) tipli piir tensor alanlar1 kullanilacaktir. Bu sebeple bu tipten tensor

alanlar1 i¢in pirlik sarti onemlidir. M diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde
@3 (M) afinor alami ve g e J3(M,) (0,2) tipli tensér alani verilmis olsun. Eger

keyfi X,Y € 3;(M,) icin

g(eX,Y)=9g(X,9Y)
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sartini saglayan ¢ tensor alanina ¢ ye gore plrdir denir. Ayrica X =0; ve Y =0,

olmak iizere, piirliik sartinin lokal koordinatlarla ifadesi
gim@}n = gquoim

bigimindedir.

M,, diferensiyellenebilir manifoldu tizerinde (0,2) tipli, simetrik ve regiiler olan g
metrigine yari-Riemann metrik denir. Eger M, bdyle bir metrige sahipse

diferensiyellenebilir yari-Riemann manifold olarak adlandirilir (Tanim 2.9.1°e bakiniz).

M diferensiyellenebilir yari-Riemann manifoldu tizerinde ¢ hemen hemen

2n
parakompleks yapi verilmis olsun. Bu durumda (M, ,¢) ikKilisine hemen hemen
parakompleks manifold denir (Tanim 3.2.3’e bakiniz). Eger g metrigi ¢ ye gore piirse,

yani keyfi X,Y e 3;(M,,) igin

d(@X,Y)=9g(X,9Y)

sartin1  saghyorsa (M,,,¢,g) Ugclisine ¢ piir metrigine sahip hemen hemen

parakompleks manifold veya hemen hemen parakompleks piir-metrik manifold denir.
Ayrica bu sekilde tanimlanan piir metrikler (Makerov et al. 1985; Gribachev et al. 1985;
Ganchev and Borisov 1986; Gadea et al. 2003; Bonome et al. 2005; Salimov et al.
2007; Iscan and Salimov 2009) yazarlar tarafindan B -metrik, Norden metrik ve anti-

Hermitian metrik gibi ¢esitli isimlerle ¢caligilmistir.

3.5. Kahler Manifoldlar

Tamm 3.5.1: (M,,,¢,g) hemen hemen parakompleks piir-metrik manifold olsun. Eger

keyfi X,Y,Z e 3 (M,) igin

(®,9)(X,Y,Z)=0
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ise g metrigine holomorftur denir ve (M,,,p,g) TUgliisiine ise holomorfik

parakompleks piir metrik manifold adi verilir. Burada @, Tachibana operatoriidiir.

Yukarida verilen holomorf olma sarti Tachibana operatoriiniin g metrigine

uygulanmasiyla
(@,9)(X.Y,Z) =g((Vy@)Z, X)+9((V,X,Y)-9((Vx9)Y.Z) =0 3.2)

bigimindedir (Yano 1968).

Ayrica, M, tzerindeki x',x?,...,x" lokal koordinat sistemine gére X =9,, Y =9, ve

Z =0; denirse lokal koordinatlarla bu sart
(®¢g)kij = wlinamgij _q)imﬁkgmj +0y G —0,p")+ gimajwlzn =0

seklinde olur.

Tamm 3.5.2: (M,,,¢,g) hemen hemen parakompleks piir metrik manifoldu
Vp=0

sartin1 saglarsa bu manifolda Kahler parakompleks piir metrik manifold denir. Burada

V' Riemann kovaryant tiirev operatoridiir.

Lemma 353: (M,,, o g) parakompleks piir-metrik manifold olsun Her

X,Y,Z e 3(M,,) olmak iizere

9(Z, (Vy0)(X)) = 9((Vy9)(2). X) (3.3)

olur. Burada V g ye gore Riemann kovaryant tiirev operatoriidiir (Salimov et al. 2007).
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Ispat: Parakompleks yapiya gore g piir metrik oldugundan

d(@X,Y)=g(X,9Y)

ve
Yg(Z, X)=9(VyZ,X)+9(Z,V, X)
esitliklerinden
Yg(pZ, X) =Yg(Z,pX)
olup
9(VyZ, X)+9(pZ,V, X) = g(Vy Z, X) +9(Z, VypX)
veya

9(pZ,Vy X)—=9(Z,VypX) =9(VyZ,pX)—9(Vy9Z, X)
yazilabilir. Sonug olarak, K € T;(M,,) olmak iizere

(VKO (X X,) = (VK)(X, 0 X, X)

s

=V (K(Xys xs)-i K(Xpren Vi Xy X,) (34

olur. Bu sebeple
9(Z,p(Vy X) =V, 0X) =g(p(V,Z) -V, ¢Z, X)

esitligi yazilir (Salimov et al. 2007).

Teorem 3.5.4: (M,,,o,g) hemen hemen parakompleks piir-metrik manifoldun

holomorfik parakompleks piir metrik manifold olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ hemen
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hemen parakompleks yapmin V Levi-Civita konneksiyonuna goére paralel olmasidir.

Yani:®,g=0< Ve=0 (Salimov et al. 2007).

ispat:

(Lx g)(Yl’YZ) = X(g(Yl’Y2))_g([X’Yl]’Y2) _g(Yli[X:Yz])

ve

LY=V,Y -V, X-T(X,Y)=V, Y-V, X
esitlikleri g6z oniine alinirsa, (3.1) den dolay1

(@,9)(X.Z,,Z,) = (¢X)9(Z,,Z,) = 9(V x Z, =V, 90X, Z,)
—9(Z,,V xZ, =V ,,0X) = Xg(9Z,,2,)
+(909)(VxZ, =V, X, Z,)+(9°0)(Z1,VxZ, =V, X)
+9(Z, p(VyZ, =V, X)) = 9(9Z,,(VZ, =V, X))

(©,9)(X,Z,,Z,) =(9X)9(Z,, Z,) = Xg(9Z,, Z,) = 9(V 5 21, Z;)
+9(V, 90X, Z,)-9(Z,,V xZ,) + 9(Z,,V,, ¢X)
+9(@(VxZ)),Z,) = 9(p(V, X), Z,) + 9(9Z,,V Z,)
—9(9Z,, V4, X)+9(Z1, p(V Z,)) - 9(Z,, 9(V, X))
—9(9Z,, V4 Z,)+9(9Z,,V,,X)

olup,

(CD(pg)(X Z1,2,) =(pX)9(Z,,Z,) - X9(9Z,, Z,) - g(v(pX Z,,2,)
+g(vzl¢x J Zz) - g(zl’vsz Zz) + Q(vazzfﬂx)

(3.5)
+9(p(VyZ),2,) - g((”(vz1 X),Z,)+9(9Z,,VyZ,)
-9(2,, q’(vz2 X))
yazilir. (3.4) esitligi goz oniine alinirsa,
g(VZ1(0X Z,) - g((p(vzl X),Z,)+9(Z,, sz(px) -9(Z,, (D(VZZCDX ) (3.6)

=9((Ve)(X,2)),Z,) +9(Z,,(V)(X, Z,))
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bulunur. (3.6) esitligi (3.5) te yerine yazilirsa

(q),pg)(x Z,,Z,) =(pX)9(Z,,Z,) — Xg(pZ,,Z,)
+9((Ve)(X,2)),Z,)+9(Z,,(Vo)(X,Z,))
- g(v¢x Zl’ Zz) - g(zl’v(px Zz)
+09(p(V«Z2)),Z,) + 9(9Z,,V« Z,)

olarak yazilir.
Diger taraftan, V Levi-Civita konneksiyonuna gore

(0X)9(Z1,Z,) = 9(V (x 21, Z,) = 9(Z1,V 1 Z,) = (V 5 9)(Z, Z,) =0
ve

—Xg(pZ,,2,)+9(e(V2,),Z,) + 9(9Z,,V , Z,)
=-X9(pZ,,Z,)+9((Vx9Z,),Z,) +9(pZ,,VZ,) = 9((Vx9)Z,), Z,)
=—(Vx9)9Z,,Z,)-9((Vx9)Z,). Z,)

=—9((Vx9)Z,,Z,)

yazilir. (3.8) ve (3.9)esitliklerinden, (3.7) esitligi
(©,09)(X.Z,,Z,) ==9((Vx9)Z1, Z,) + 9(V,9) X, Z,) + 9(Z,, (V,9) X)
olarak bulunur. Benzer sekilde
(@,9)(X,Z,,2,) ==9((V,,9) 21, X) +9(V,0)Z,, X) + 9(Z1, (Vx9) Z,)
yazilabilir. (3.10) ve (3.11) esitliklerinden

(q)(pg)(x 2, Z,)+ (q)(pg)(Zw Z,,X)=29(X, (Vzl¢)zz)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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olur. Son esitlikte ®,g=0 yazilirsa, Vp=0 oldugu goriilebilir. (3.10) ve (3.11)

esitliklerinden ise V@ =0 oldugunda ® ,9 =0 dir (Salimov et al. 2007).

Sonug¢ 3.5.5: (M,,,®,g) hemen hemen parakompleks piir-metrik manifold olsun. Eger
®,g=0 ise ¢ hemen hemen parakompleks yapi integrallenebilirdir (Salimov et al.

2007).

(M,,,®, @) hemen hemen parakompleks piir-metrik manifold olsun. Eger ® ,g=0 ise

bu manifolda holomorfik parakompleks manifold (Tanim 3.5.1°¢ bakiniz.), Vo =0 ise

Kahler manifold (Tanim 3.5.2’ye bakiniz.) adi verilmisti. Teorem 3.5.4 te holomorfik
parakompleks manifold olma sart1 ile Kahler manifold olma sartinin birbirine denk
oldugu soylenmektedir. Bu sebeple ‘Her holomorfik parakompleks piir-metrik manifold

Kahler parakompleks piir metrik manifolddur.” denilebilir.

Tez boyunca ‘holomorfik parakompleks piir-metrik manifold’ terimi yerine ‘Kahler

parakompleks piir metrik manifold’ terimi kullanilacaktir.

Pilir metrige sahip hemen hemen parakompleks manifoldlarin temel siniflarindan biri
piir metrige sahip quasi-Kahler manifoldlardir. Bu temel sinif integrallenemeyen hemen

hemen parakompleks yapiya sahiptir.

Tamm 3.5.6: (M, ,,g) hemen hemen parakompleks manifold olsun. Her X ,Y ve Z

vektor alanlart igin

&, 9(V,@)Y,2)=0

esitligi saglanirsa, (M,,, o, g) Ugliisii quasi-Kahler manifold olarak adlandirilir. Burada
o X,Y ve Z nin dongisel toplamidir (Ganchev and Borisov 1986, Manev and

Makerov 2008).
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Tammm 3.5.7: (M,,,,g) hemen hemen parakompleks piir metrik manifold olsun.

(Vo # 0) olmak tizere, |V(p||2=0 sartin1 saglayan hemen hemen parakompleks piir

metrik manifold izotropik-Kahler manifold olarak adlandirilir (Garcia-Rio and
Matsushita 2000).

3.6. Dort Boyutlu Walker Manifoldlar
(M, g) iizerinde alinan bir x# 0 vektoril i¢in g(;(, ;() =0 ise X e null vektor denir.
4 -poyutlu Walker manifold (M,,g,D) seklinde bir tglidiir. Burada g belirsiz

(indefinite) metrik ve D ise g ye gore null ve paralel olan iki boyutlu baz diizlem

dagilimini (distrubition) gosterir. Walker’ in teoreminden (Walker 1950) g nin

0 01O
0 001

g :(gij)— L0 a c (3.12)
01 chb

kanonik formuna sahip oldugu (x*, x?,x*,x*) koordinat sistemi vardir. Burada a,b ve

c (x4 %%, x%x") iin koordinat fonksiyonlaridir. Ayrica g (++— —) nétral formuna

. ) . 0
sahiptir. Paralel null 2 -diizlemi lokal olarak {81,82} tarafindan gerilir. Burada 0, 6_

(1=1...,4) nin sade gosterimidir. Bu sekildeki Walker metrikleri (Iscan 2010;
Matsushita 2004; Matsushita 2005; Salimov and Iscan 2010; Salimov et al. 2010) bir

¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu bolim (Iscan, Sarsilmaz and Turanli 2014) makalesinde yayimlanan bulgulardan

olusmaktadir.

4.1. Notral 4-manifold Uzerinde Piir Metrik

M, (++——) nétral isarete sahip 4-boyutlu yari-Riemannian manifold olsun. {ei}
(i =123 4) ortonormal ¢at1 ve {ej} (j =12,3, 4) 1-formlarin dual catis1 olmak iizere

g notral metrigi ve ¢ hemen hemen parakompleks yapisi asagidaki gibi verilsin:

100 O

01 0 O
=g(e,e.)=(g. )= : 4.1
9=9@e)=(9)=| o _1 o (4.1)

00 0 -1

01 0 O

_ . 10 0 O
—oe.e))=(p)= 4.2
p=o.e)=(a')=| o o 4 (4.2)

00 -10

(4.1) de verilen g notral metrigi (4.2) de verilen ¢ hemen hemen parakompleks
yapisina gore plirdiir. Bu durumda g metrigine notral 4-manifold {izerinde pilir metrik

ve (M,,,q) lgliisiine ise hemen hemen parakompleks piir metrik manifold denir.

(4.2) ile verilen ¢ hemen hemen parakompleks yapisiyla piir ve daha basit bir forma

sahip olan piir metrik asagidaki gibi yazilabilir:
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00 0 1
0 0 -10

9=(9)= 1 o of @)
10 0 0

(4.2) de verilen ¢ hemen hemen parakompleks yapisi ve (4.3) ile verilen g piir metrigi
goz Oniine alinirsa, (M,,¢,g) Ugliisii de hemen hemen parakompleks piir metrik

manifold olur.

4.2. Piir-Walker Metrik

Bu bolimde (4.2) ve (4.3) kullanilarak elde edilen (M,,@,g) hemen hemen

parakompleks pilir metrik manifold Walker 4-manifold iizerine taginacaktir. Ayrica

(3.12) de verilen standart Walker metrigi

O O O
O 9 O
o O +— O

yerine (Bonome et al. 2005), (Iscan 2010) ve (Matsushita 2004) gibi yazarlarin

calismalarinda da oldugu gibi ¢ =0 yazilarak elde edilen

(4.4)

R O O O
o 9 O -
o O +— O

kisitlanmis Walker metrigi kullanilacaktir.
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(M4,g), (4.4) de verilen Walker metrigi ile verilmis bir Walker 4-manifold olsun.
{e,.e,.e;,,6,} ve {0,,0,,0,,0,} iki ortonormal ¢ati olmak iizere A=(A}) koordinat

doniisiim matrisi

g=A"gA (4.5)

esitligini saglar. (4.4) ve (4.1) de verilen metrikler (4.5) esitliginde yerine yazilirsa, A

matrislerinden biri

1 1
E(l—a) 0 —§(1+a) 0
A=(A)=| 0 Z@-b) 0 —2(1+D) (4.6)
1 0 1 0
0 1 0 1

bi¢iminde bulunur (Bonome 2005). Ayrica afinorlar i¢cin A= (A;) matrisi

p=A"Q'A 4.7)

esitligini saglar. (4.6) da verilen A matrisinin tersi asagidaki gibidir:

1 0 %(1+a) 0

0 1 0 %a+m

At (4.8)

%@—a) 0

(1-b)

0 -1 0

N |-
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Teorem 4.2.1:(M,,¢,g) sirasiyla (4.3) ve (4.2) de verilen g ndtral metrige ve ¢

hemen hemen parakompleks yapiya sahip hemen hemen parakompleks piir metrik

manifold olsun. g metrigi (4.6) esitligiyle elde edilen A koordinat doniigiim matrisi

yardimiyla Walker 4-manifold tizerine taginirsa, g" asagidaki gibi elde edilir:

0 0 0 1
o0 -1

g"=lo -1 0 %(a—b) : (4.9)
1 0 =(a-b) 0

Ispat: (4.3) esitligiyle verilen g notral metrik ve (4.6) esitligiyle elde edilen A matrisi

g=A"g"A

esitliginde yerine yazilirsa g metriginin (4.9) da ki gibi oldugu kolaylikla goriilebilir.

(4.9) ile elde edilen g" metrigi Walker 4-manifold iizerinde oldugundan bu metrik piir-

Walker metrik olarak adlandirilir.

Teorem 4.2.2: (M,, ¢, g) sirastyla (4.3) ve (4.2) esitliiyle verilen g noétral metrige ve
@ hemen hemen parakompleks yapiya sahip hemen hemen parakompleks pilir metrik
manifold olsun. ¢ hemen hemen parakompleks yapi (4.6) esitligiyle elde edilen A

koordinat doniisiim matrisi ve (4.8) de bulunan A matrisinin tersi yardimiyla Walker 4-

manifold tizerine taginirsa, ¢" asagidaki gibi elde edilir:
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0 -a 0 %(1—ab)
1
p'=|-b 0 Z(i-ab) 0 | (4.10)
0o 2 0 b
2 0 a 0

ispat: (4.2) esitligiyle verilen ¢ hemen hemen parakompleks yapr (4.6) ve (4.8)

esitliklerindeki A matrisi ve A matrisinin tersi
p=A"p"A
esitliginde yerine yazilirsa ¢" yapinin (4.10) da ki gibi oldugu kolaylikla goriilebilir.

(4.9) ile verilen g" piir-Walker metrik ve (4.10) ile verilen " hemen hemen
parakompleks yap1 Walker 4-manifold iizerinde (l\/l “ gw,gow) licliisiinii olusturur. Bu

tiglitye hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold denir.

4.3. Parakompleks Piir-Walker Manifoldlar (" -integrallenebilirlik)

" hemen hemen parakompleks yapi i¢in Nijenhuis tensorii
(N, =(0")] n(0"), ~(9"); n(0"), ~(2"), 0, ("), +(0"), 00 (#")] (A1)
biciminde olur. Eger
(N(pw )Ijk = 0

ise " integrallenebilirdir denir ve bu durumda ¢" parakompleks yapi olarak

adlandirlir.
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(4.10) ile verilen @" hemen hemen parakompleks yapr ve (4.11) esitligi gz Oniine

alindiginda " icin integrallenme sartlar1 asagidaki teoremle verilebilir:

Teorem 4.3.1. (M,,¢",9") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldun

parakompleks piir-Walker manifold (" nin integrallenebilir) olmast i¢in gerek ve

yeter sart
a =b, =0, ba,-2a,=0, ab-2b,=0 (4.12)
olmasidir.

Ispat: (4.11) de verildigi gibi koordinatlarla ¢" icin Nijenhuis tensérii
(N =(2")] 0 (0"), ~(0")] an (), =(9), 05 (0] + ("), 0 (")

bigimindedir. Dikkat edilirse bu tensér j ve K indislerine gore antisimetriktir.

Dolayisiyla

(N(pw)ijk :_(Nww):(j = (N(pw)i(jk) =0
olur.

Nijenhuis tensoriinlin antisimetrik oldugu goz Oniine alinarak (4.10) ile verilen " bu
denklemde yerine yazilirsa, ( N(/)W)ijk = N olmak iizere Nijenhuis tensoriiniin sifirdan

farkli koordinatlar1 asagidaki gibi bulunur:
1 1 1 2 1 1

N,' =ab, +ba, —2a,, N =§(2ab3 —-a’h -a), N, =§b(ab2 +ba, —2a,)
1 l 1 1 2

N,, = —Ea(ab2 +ba, -2a,), N,,' = —E(Zab3 -a’h —a),

N,! = —%(1—ab)(ab2 +ba,—2a,),
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1
le2 = 2b3 _abl _bai’ N132 ZE(bzaz +b2 _Zba4) )

N142 = %b(2b3 _abl _bai) ' N232 = _%a(st _abl _bai) , Nz42 - _%(bzaZ +b2 _Zba4)

Ny = (-ab)(2b, ~ab, -bay),

N123 =—2b,, le3 =ab, —2b,, Nl43 =—bb,, N233 =ab,, N,,° = _(abl _st)’
1

N,,’° :E(l—ab)bz, N,*=2a,N," =—(ba,-2a,),

N144 = bal’ N234 =aaq, Nz44 = ba2 —28.4,

N, :%(1—ab)a1. (4.13)

(N(pw)ijk =0 olmast istenildiginden

ab, +ba, —2a, =0, 2ab,—a’ —a =0,
2b, —ab, —ba, =0, b’a, +b, —2ba, =0,
ab —2b,=0, b, =0,

a, =0, ba,-2a,=0
olmasi gerekir. Bu esitlikler ortak ¢oziiliirse,
a=b,=0, ba,—2a,=0, ab —2b, =0

elde edilir.

Tersine a =b, =0, ba,—2a,=0 ve ab —2b, =0 ise (4.13) de verilen Nijenhuis
tensortinlin sifirdan farkli koordinatlarinin tiimiiniin sifir oldugu kolaylikla goriiliir.

Dolayisiyla
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(N(pW)Ijk =0
olur.

4.4. Kahler Parakompleks Piir-Walker Manifoldlar

Bu bolimde, (M,, ", g") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold iizerinde

Kahler manifoldlarin bazi problemleri incelenecektir.

4.4.1. Kahler Piir-Walker Metrikler

(M,,9",9") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold olmak {izere

(©,.9") =" ) =(9"). —(2" -mak 9),,
0 (40 )k ( ) ((/) ). ( )mJ (4.14)
~8,

“(07), a7 2 (o) (@), 21 (o) =0

ise @" integrallenebilirdir (Sonug¢ 3.5.5’e bakiniz) ve (M,,¢",g") tgliisiine Kahler

parakompleks piir-Walker manifold denir.

Teorem 4.4.1.1: (M,,9",9") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldun
Kahler parakompleks piir-Walker manifold olmasi igin (‘1)(pwgW =0) gerek ve yeter sart

a nin sadece x* e ve b nin ise sadece x* e bagl fonksiyonlar olmasidir. Yani, a ve b

nin kismi tiirevleri asagidaki sartlar1 saglar:
a1:a2:a4:q:b2:b3:0, (4.15)

Ispat: (M,,¢",g") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold olsun. Eger
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(@©,.9") =(9"), o (9"), -(#"); 2, (9"),

ise (M,,9",g") Kahler parakompleks piir-Walker manifold olur. Yani (CD(ngW)kij

koordinatlarinin sifirdan farkl bilesenleri sifir tutulursa, ispat tamamlanir.

(CI)(/)WgW)kij = ((I)(pwgw)kji oldugundan, sadece (i< j) igin (CD(prW)kij koordinatlarim goz
onlinde bulundurmak yeterlidir. (4.9) ve (4.10) de elde edilen piir-Walker metrik ve

hemen hemen parakompleks yapi (4.14) te uygulanirsa, (CD(prW)kij nin sifirdan farkli

koordinatlar1 agagidaki gibi bulunur:

(@,,8" s =—a+0, (®,9")s =0, (0" =By, (P 9")1a5 = -3, +2by,
(®,9") s =503 ~5) -8, (©,,9")se =By, (@671 =8,

(@,.9")a =8y, (D,,0") 0 =3, b, (@,0"),5, =0,

(©,8") =538 +0) b, (D,.9")s =28, +bb,, (2,9, =28,
(") =8, (©,,8")s =58 +b) (00", =3,

(©,.9")a =58, +5), (D0 =by, (0" =20,

(®,.9") = (-D)(E, By} + 38, (@07 =B, (0" =y
(©,.8") s =8, (©8") s == D(@ +B), (00" =20,

(©00 )i =D, (9,19 s =5 D(e +b,), (©,,0") =28,

(@ 09"z =%(1—ab)(a1 —b)=bb;, (P .9")u, =—Da,. (4.16)
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((wa 9"),; =0 olmasi istendiginden

1
-a,+b =0,b,=0,b =0, —aa, +2b, =0, —Eb(az—bz)—a4=0, bb, =0, —a, =0,
1

-a,=0,-a,+b,=0, —aa, =0, —Ea(a1+bl)—b3=0, —2a, +bb, =0, 28, =0, a,=0
1 1 1

,Ea(a1+bl):0, a, =0, Ea(a2+b2)=0, b,=0, ab,=0, Z(l—ab)(az—b2)+aa4=0,

1 1
bb3:0a _blzov _a4 :O, _Eb(a1+b1)zoi _2b2=01 _b3=01 _Eb(a2+b2):0)

_aa, =0,%(1—ab)(a1—bl)—bb3=0, —ba, =0

olmalidir. Bu esitlikler ortak ¢oziiliirse,
a1=a2:a4 =b.|.:b2 :b3:0
elde edilir.

Tersine a =a,=a,=b =b, =b, =0 ise (4.16) de elde edilen koordinatlarin tiimiiniin

sifir oldugu kolaylikla goriiliir. Dolayisiyla
(q)¢w gw)kij =0

olur.

4.4.2. Quasi-Kahler Piir-Walker Metrikler

(M,, 9", g") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold olmak tizere her X,

Y ve Z vektor alanlart igin

0,97 ((Vxp")Y,2)=0 (4.17)
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ise (M,,9",g") uglisii quasi-Kahler manifold parakompleks piir-Walker manifold

olur. Burada o X,Y,Z nin dongiisel toplamidir.

(3.2) da verilen esitlik (M,,®",g") manifoldu i¢in g6z 6niine alinirsa
(@,.9")(X.Y,2) =" (Vy0")Z, X)+ 9" (V,9") X.Y) =g"((Vx¢")Y.2)

olur. Bu esitligin her iki yanina 29" ((V,@")Y,Z) eklenirse,

(@, 9")(X,Y,Z)+29"((Vx@")Y.Z) = 9" ((Vy9")Z, X) + 9" ((V,9") X,Y)
r gw((VX¢W)Y’Z)+ 29W((Vx¢w)YvZ)

olup

(@,.9")(X.Y,2)+29" (Vxp")Y. Z) = 9" (Vy9")Z, X) + 9" ((V,9") X.Y)
+9"((Vx9")Y.2)

bulunur. Bu esitligin sag tarafi 9, 9" (V49" )Y,Z) dongiisel toplamidir. Boylece M,

tizerindeki her X , Y ve Z vektor alanlari i¢in
2,9"((Vxe")Y. 2)=(®_,9")(X,Y,2) +29"((Vx¢")Y,2) =0 (4.18)
oldugu goriiliir.
(M,,",g") manifoldu ile iliskili piir metrik her X,Y,Z € J;(M,) i¢in
G"(X,Y)=(g" = 9")(X,Y) (4.19)

bicimindedir. Dikkat edilirse g" nin ikiz metrigi olarak adlandirilan G" yeni bir piir

metriktir. Koordinatlarla (4.19) esitligi
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w w h w
("), =(2"), (9"), (4.20)
seklindedir.

(4.18) esitliginden dolay1 (M,,¢",g") hemen hemen parakompleks piir-Walker

manifoldu

@, (g")

+2V, (G") =0 (4.21)

ij

sartint  saglarsa (M,,@",g") flglisine quasi-Kahler parakompleks piir-Walker

manifold olur.

Teorem 4.42.1: (M,,¢",9") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldun

qausi-Kahler parakompleks piir-Walker manifold olmast i¢in
|:(Dk (gw)ij +2V, (GW)ij = 0} gerek ve yeter sart
a=a,=3a,=b=b=b=0 (4.22)

olmasidir.

ispat: @, (gw)ij +2V, (GW)ij =0 olsun. Bu durumda

a1:a2 :a4 :t]lzbz :b3 :0
oldugunu gosterilmelidir.

(M,,¢",g") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold olsun. (4.16)
esitliklerinde @, (gw)ij nin sifirdan farkli koordinatlar1 hesaplanmisti. Dolayistyla, G"

ikiz piir metrigin kovaryant tiirevinin sifirdan farkli koordinatinin bulunmalidir. (4.9) ve

(4.10) ile verilen g" ve ¢" (4.20) de yerine yazilirsa
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2 0 a 0
0 -2 0 -b
G'=(G")=|a 0 %(az—l) 0 (4.23)
1
0 -b 0 —E(b -1)

olarak elde edilir.

(0,2) tipli ikiz piir metrik G" nin kovaryant tiirevi koordinatlarla

v (G") =8,(G")

1

—T°(G"). -T,°(G") (4.24)

ij sj is

bi¢iminde olur. Burada T' g¢" pilir-Walker metrigin Levi-Civita konneksiyon
katsayisidir. Yukaridaki esitlikten de gorildigi gibi V, (GW)_ koordinatlarini

ij

bulabilmek i¢in oncelikle
r,==(g")" [ai (9"), +o,(9"), —o (gw)ij} (4.25)

hesaplanmalidir. Burada §", g"“ piir-Walker metrigin tersidir. Direkt hesaplamalar

kullanilarak, g" piir-Walker metrigin tersi

1
0 —(a-b) 0 1
(a-b)
1
g" = E(a—b) 0 -1 0 (4.26)
0 -1 0 O
1 0 0 O

bigimindedir. (4.9) ile verilen piir-Walker metrik ve (4.26) da elde edilen §" piir-
Walker metrigin tersi (4.25) esitliginde yerine yazilirsa, g" pilir-Walker metrigin

sifirdan farkli Levi-Civita konneksiyon katsayilar1 agagidaki gibi bulunur:
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1 1 1
Valas = Z(a1 _bl)al’ V6184 = _Z(ai _bl)az’ vazas :Z(az _bz)al’

1 1 1
Vﬁ 64 :—Z(az —b2)82, Vagal :Z(ai—bl)ﬁl, v8382 :Z(az —bz)ﬁl,

2

1 1 1
Va383 =E(a’3. -b,)o, VGAal = _Z(a1 -0)0,, Vaﬁz = _Z(a? -b,)o,,

1 1 1 1
V6364 = _g(a_b)(az _bz)al _g(a_b)(ai _bl)az +Z(a’z _bz)as _Z(ai _b1)84’

1 1 1 1
V6483 = _g(a_b)(a“z _bZ)al _g(a_b)(al _bl)az +Z(a2 —b2)53 _Z(ai _bl)azl;

1
V6484 =_E(a4 —b,)0,. (4.27)

(VG") =V, (Gw)jk bigiminde isaretlensin. (4.23) ve (4.27) esitlikleri (4.24) te yerine

ijk

yazilirsa G" nin kovaryant tiirevlerinin sifirdan farkli koordinatlar

Vi(67), =5 @), Vi(67), = 5@, Vi(6"), = jaa <),
1

v,(6"), :—%b(a1 +b),v,(6"), =—%(a2 +5), V;(6"), =Zala, +b,),

v,(6"), - —%b(az +b), V,(G") =—a,+b,V,(G") =%(—a2 b)),
1

V,(G"), =%a(—a1+bl)+b3, v,(G"), =~ b(a,~b,)

3:%3(—a2+b2)’ VS(GW)24:£a(_a1+b1)_b3' V3(GW)33=ab3’

vi(G") 7

2

V3(6"),, =3 4-ab)(a, ~b,), V4(G¥),, = (L-ab)(@ ~b)~bb;,

34 “ Y

V4(GW)12:%(—a1+bl), V4(GW)13=%b(—a2+bz)+a4,
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2

V“(GW)M:%b(_ai—i_bl)’ V4(GW)2 = 32+b2’ V4(GW)23:%a(_a1+b1)i

V.(G"), = %b(—az +b))-a,,v,(G") = % (1-ab)(a,—b,)+aa,,
v.(6"), = %b(—az +b)), V,(G"), =—ba, (4.28)
bigiminde elde edilir.
(4.16) ve (4.28) de elde edilen ifadeler
@, (gW)ij +2v,(G") =0

1

sartinda yerine yazilirsa,

2b =0, b,=0, —-a, =0, ba =0, —2a,=0, ab, =0, —2a, —ba, =0, ab +2b, =0,

3ba, =0, 3ab, =0, %(ab_l)(bz_a?)+aa4 _0, %(ab—l)(bl—al)—bbs _0,
1 1
Eb(bz—a2)+a4=0, Ea(bl—al)—b3=0 (4.29)

sonugclar elde edilir. (4.29) de bulunan denklemler ortak ¢oziiliirse,

a1:azza4:bl:b2:b320 (4'30)

bulunur.

Diger taraftan, a =a,=a,=b =h,=hb,=0 ise hem (4.16) da bulunan CI)k(gW)

]

koordinatlar1 hem de (4.28) de elde edilen V, (Gw)ij koordinatlar1 ayr1 ayr1 sifira esittir.

Dolayisiyla

@, (gW)ij +2V,(G") =0

1
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oldugu agiktir.

4.4.3. Hemen Hemen Parakompleks Piir-Walker Manifold Uzerinde izotropik-
Kahler Yapilar

(M,,»",g") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold olsun. Eger V" =0

ise bu durumda (M,, 9", g") tuglisti Kahler parakompleks piir-Walker manifold olur.

(M,,¢",g") Kahler para-kompleks piir-Walker manifold ise HquWHZ =0 dir. Ancak,

bu Onermenin tersi genelde dogru degildir. Yani, genel olarak HV(pWHZ =0 olmasi

V" =0 olmasini gerektirmez.

(M,,®",g") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold igin V" =0 olmak

uzere

[Ver| =0 (4.31)

ise  bu manifold izotropik-Kahler parakompleks piir-Walker manifold olur.
Koordinatlarla (4.31) denklemi

Vo' =(a")' (") ("), Vil ) V(o™ (4:32)
bi¢imindedir.
Teorem 4.43.1: (M,,¢",9") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldun

izotropik-Kahler parakompleks piir-Walker manifold olmasi igin (HV(/)WHZ :O) gerek

ve yeter sart

a+b =0 a +b =0 (4.33)
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olmasidir.

Ispat: (4.32) de verildigi gibi HV(/)Wuz koordinatlarla
Vo[ =(a") (8")" (9"),. Vi(e"); Vi (o), (434)

biciminde tanimlanir. (4.34) esitliginin sag tarafinda verilen toplami bulabilmek i¢in

g" plir-Walker metrigin tersi ve ¢" hemen hemen parakompleks yapinin kovaryant
tiirevi bulunmaldir. g* piir-Walker metrigin tersi (4.26) da verilmisti. (1,1) tipli ¢"

hemen hemen parakompleks yapinin kovaryant tiirevi koordinatlarla

m

AT N ST R 0 ST

bi¢cimindedir. (4.10) da verilen ¢ ve (4.27) de elde edilen g" metrigin Levi-Civita

konneksiyon katsayilar1 (4.35) esitliginde yerine yazilirsa (Vgow )r: nin sifirdan farkl

koordinatlar1 agsagidaki gibi bulunur:

(Vo"), =5 (a+b), (Vo"), =7 @+b)(a +b), (Vo"), == (2 +b,),
(ve"), =7 (a+D)(@+b.). (Vo"), =;a(b,-a,), (V") =~ a(a-b)-b,
(Vo) =5 (B-a)(@*-1), (Vo) = (arb)b,+(h-a)(a" +ab-2).
(Vo) =3alti-a). (Vo) = (2a-b)(b,~a,)-a,

(Vo) =3 (b -a)(a-1), (Vo"), == (a+b)a+3 (ab-b%)(5, -2

(Vo) =5 (ab). (V9" ), =3 (a+b)(a, b,),

(Vo) = 3 (a-a)@-20)-b, (Vo) =b(a-b,).
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(V(DW); =—%(a+b)b3+%a(a—b)(bl—a1), (vw); =%(1—b2)(b2—a2),

(Vo"), =gb(a.-b,)-a,, (Vo) = 2b(a-b).

(Vo). = —%(a+b)a4 +é(1—ab—b2)(b2 -a,), (Vo"),, = %(l—bz)(bl ~a,),
(Vo"), =3 (a+b), (Vo) =2(a+b,), (Vo) = (8, -b,),

(Vo) =5a(ab). (vo*), =b-7a(bi-a), (vo'), =3 (a -2,

(Vo"), =a,~b,, (V") =%a(bl—a1), (Vo"),, =2, Jr%b(a2 ~b,),

(Vo) =%(a1+b1), (Vo). =%(az+bz)1 (Vo'), =bi-a. (Vo'), =—%(az—bz)

(Vo) =7a(b-a)+b,, (vVo"), =5b(b,-a,), (Vo"), = (b-a,)

(V¢W)j3=a4+%b(b2—a2), (V(pw);:%b(bl—ai). (4.36)

(4.9) ile verilen g" piir-Walker metrik, (4.26) da elde edilen g" piir-Walker metrigin
tersi ve (4.36) de bulunan (quw):: nin sifirdan farkli koordinatlar1 (4.34) te yerine

yazilirsa en sade halde

(a1+bl)E(a—b)(a2—b2)+3a4}+(a+b)(blb2—ala2)
+(a—b)(a,+b)(a, +b,)+(a, +b,)[ a(b, —a,)—2b, |

(4.37)

2
bulunur. HV(pWH =0 olmasi istendiginden (4.37) de elde edilen sonug sifira esitlenirse

a+b =0 a,+b =0 (4.38)

bulunur.
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Diger taraftan a, +b, =0 ve a,+b, =0 ise (4.36) da elde edilen (V(pw)r: nin sifirdan

farkli koordinatlari

(mk=1234), (i=34), (m=4=k=1) ve (m=3=k =2)

olmak sartryla toplamda otuz tanedir. Ancak g" =0 ve §" =0 olmak iizere bu otuz

koordinatin higbiri (4.34) denkleminde ikiserli olarak ¢arpim durumunda degillerdir. Bu

durumda [V"| =0 oldugu sdylenebilir.

4.5. Integrallenemeyen Flat Hemen Hemen Parakompleks Piir-Walker
Manifoldlar

Bu boliimde, iizerinde tanimlt hemen hemen parakompleks yapinin integrallenemeyen
oldugu 4-boyutlu flat hemen hemen parakompleks piir-Walker manifoldlara bir 6rnek

verilecektir.

(M,, 9", g") (4.9) da verilen pir-Walker metrige (g") ve (4.10) da verilen hemen

hemen parakompleks yapiya (¢") sahip hemen hemen parakompleks piir-Walker

manifold olsun.

0 0 1
0 -1

g"=|o -1 0  Z(a-b)
1 0 =(a-h) 0

esitliginde goriildiigii gibi g* a—b farkina baghdir. Eger

a(xt, x%, x3,x) =b(x', x?, x>, x*) = a(x', x?, x*, x*)
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denirse,

(R =0 (1), =0, (), (1), () (), (),

olup, g" pilir-Walker metrigin Levi-Civita konneksiyon katsayilarinin bulundugu (4.27)

esitlikleri goz Oniine almarak g" piir-Walker metrige sahip R™ Riemannian egrilik

tensOrinin sifirdan farkli koordinatlari

w 1 W w 1 W 1 1
(R )1314:Za11’ (R )1324:(R )1423:Za12’ (R )1334:_E(a1)2+za13,

biciminde bulunur.
Simdi, bir flat metrik olusturmak amaciyla
a(xt, x%, x%, xM) =b(x*, x*, x3,x") = 2a(x3,x")

oldugunu kabul edilirse, (4.39) dan R" Riemannian egrilik tensoriiniin sifirdan farkli

tek koordinati

(R"),0 = —% o, (4.40)

olarak bulunur.

(4.40) da gorildiigi gibi g" piir-Walker metrik heniiz flat degildir. Eger

a(x®,x*) :Z[ﬂ(x3)+7(x4)]
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bi¢iminde yazilirsa g" flat olur.

Teorem 4.5.1: (M,,¢",g") (4.9) da verilen piir-Walker metrige (g") ve (4.10) da

verilen hemen hemen parakompleks yapiya (¢") sahip hemen hemen parakompleks

piir-Walker manifold ve
a(xt, x2, x3, x") =b(xt, x2, x3, x*) = 2a(x3, x)
olmak iizere
a(x®, x*) = 2[,8(x3)+7/(x4)}

olsun. Yani (4.9) ile verilen piir-Walker metrik

0 0 0 1
1o oo 1 0

%o 4 0 a(X)+ B(x*) (4.41)
1 0 a(x®+p(xh 0

bi¢iminde verilsin. Bu durumda

I. g" pir-Walker metrik flattir.
ii. ¢" hemen hemen parakompleks yap1 genel olarak integrallenemez. Ustelik, ¢" nin

integrallenmesi i¢in gerek ve yeter sart

a=a=0,a-26=0vea,-2y,=0

olmasidir.
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Ispat:

I.  (4.39) esitliklerinde R" Riemannian egrilik tensoriiniin sifirdan farkli koordinatlari
bulunmustu. Eger g" pilir-Walker metrigi (4.41) esitligindeki gibi verilirse tim
koordinatlar igin R" =0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Bu durumda g" piir-Walker

metrik flattir.

ii. Teorem 4.3.1 de ¢" hemen hemen parakompleks yapinin integrallenme sartlari
a,=b,=0, ba,—2a, =0, ab —2b, =0 (4.42)
bigiminde oldugu gosterilmisti. a ve b fonksiyonlari
a(xt, x2,x%, x) —b(xt, X2, %, x*) = 2[,8(x3)+7/(x4ﬂ (4.43)

2

denklemini saglasin. Buradan sirastyla X', x>, X* ve X* koordinatlarina gore kismi

tiirev alinirsa

&-h=0=a=h,
a,—-b,=0=a,=hb,

as—b3=2[;’3:>Q=a3—2,63,
a,—b,=2y,=b,=a,-2y,

elde edilir. Bu durumda (4.42) de verilen integrallenme sartlari
a=a=0,a-28,=0vea -2y,=0

seklinde olur. Buradan (4.43) deki sarti saglayan ¢" hemen hemen parakompleks

yapinin genel olarak integrallenmedigi sdylenebilir.
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Sonu¢ 4.5.1: (M,,¢",g") (4.9) da verilen pir-Walker metrige (g") ve (4.10) da
verilen hemen hemen parakompleks yapiya (¢") sahip hemen hemen parakompleks
piir-Walker manifold olsun. Eger a(x!,x%, x% x*) —b(x}, x%, X%, x*) = 2[ﬂ(x3)+ y(x* )]
ise (M,,9",g") flat pir-Walker metrige ve integrallenemeyen hemen hemen

parakompleks yapiya sahip bir hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold olur.
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5. SONUC

Sunulan bu tezde ilk olarak g notral metrigin

10 0 O

01 0 O
9=(9)=9 o 1 o

0 0 0 -1

bigimindeki se¢imi ve

0 010

0 0 01
9=(9)=1 ¢ 4 o

01 00D

kisitlanmis Walker metrigi kullanilarak koordinat doniisiim matrislerinden birinin

%(1_61) 0 -%(1+ a) 0
. 1 1
A=(A))=| O >(1-b) 0 —5(1+b)
1 1 0
0 1

00 0 1
0 0 -10
9=(%)=]5 1 o o
10 00

ndtral metrigi ve
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01 0 0
110 0 o0
(p:(%]):oo 0 -1
00 -1 0

hemen hemen parakompleks yapist A matrisi yardimiyla Walker 4-manifoldlar

uzerinde

0 -a 0 %(1—ab)

o= b 0 %(1—ab) 0

bi¢iminde elde edilmistir. Boylece (M,,9",g") hemen hemen parakompleks piir-

Walker manifold olusturulmustur.

Ikinci olarak elde edilen (M,,¢",g") hemen hemen parakompleks piir-Walker

manifoldun

1. parakompleks pilir-Walker manifold olmasi icin (" nin integrallenebilmesi i¢in)

gerek ve yeter sartin

a =b,=0, ba,—2a,=0, ab —2b,=0,

2. Kahler parakompleks piir-Walker manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
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a, =, =2, =b =b, =b, =0,
3. quasi-Kahler parakompleks piir-Walker manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
& =a,=8,=0b =b,=b,=0,

4. izotropik-Kahler parakompleks piir-Walker manifold olmasi i¢in gerek ve yeter

sartin
a+b =0 a,+b,=0

oldugu gosterilmistir.

Son olarak (M,,9",g9") hemen hemen parakompleks piir-Walker manifold olmak

luzere

a(xt, x3, X3, xH) =b(x*, x%, x%, x*) = 2[,8(x3)+;/(x4)]

biciminde segilirse (M,,¢",g") manifoldunun flat piir-Walker metrige ve

integrallenemeyen hemen hemen parakompleks yapiya sahip oldugu gosterilmistir.



67

KAYNAKLAR

Bonome A., Castro R., Hervella L. M. and Matsushita Y., 2005. Construction of Norden
structures on neutral 4-manifolds. JP J. Geom. Topol., 5 (2), 121-140.

Bonome A., Castro R., Hervella L. M. and Matsushita Y., 2005. Flat almost Norden
metrics with nonintegrable almost complex structures in dimensional four. JP J.
Geom. Topol., 5 (2), 141-153.

Chaici M., Garcia-Rio E. and Matsushita Y., 2005. Curvature properties of four-
dimensional Walker metrics. Classical and Quantum Gravity, 22, 3, 559.
Cruceanu V., Fortuny P. and Gadea P. M., 1996. A survey on paracomplex Geometry.

Rocky Mountain J. Math., 26, 83-115.

Davidov, J., Diaz-Ramos J. C., Garcia-Rio E., Matsushita Y., Muskarov O. And
Vazquez-Lorenzo R., 2007. Almost Kahler Walker 4-manifolds. Journal of
Geometry and Physics, 57, 3, 1075-1088.

Gadea P. M., Grifone J. and Munoz Masque J., 2003. Manifolds modelled over free
modules over the double numbers. Acta. Math. Hungar., 100, 187-203.

Ganchev G. T. and Borisov A. V., 1986. Note on the almost complex manifolds with a
Norden metric. CR Acad Bulgarie Sci., 39, 31-34.

Garcia-Rio E. and Matsushita Y., 2000. Isotropic Kahler structures on Engel 4-
manifolds. J. Geom. Phys., 33, 288-294.

Gribachev K. 1., Mekerov D. G. and Djelepov G. D., 1985. Generalized B-manifolds.
Compt. Rend. Acad. Bulg. Sci., 38, 299-302.

Gribachev K. I., Djelepov G. D. and Mekerov D. G., 1985. On some subclases of
generalized B- manifolds. Compt. Rend. Acad. Bulg. Sci., 38, 437-440.

Gribachev K. 1., Djelepov G. D. and Mekerov D. G., 1985. On the geometry of almost
B-manifolds. Compt. Rend. Acad. Bulg. Sci., 38, 563-566.

Iscan M. and Salimov A. A., 2009. On Kahler-Norden manifolds. Proc. Indian Acad.
Sci., 119, 71-80.

Iscan M. and Magden A., 2010. On B-manifolds defined by algebra of plural numbers.
The Arabian Journal for Science and Engineering, 35, 57-63.

Iscan M., 2010. On Norden structures on neutral 4-manifolds with almost paracomplex
structures. International Journal of Geometric ethods in Modern Physics, 10,
1350052.

Iscan M., Sarsilmaz H. and Turanli S., 2014. On 4-dimensional almost para-complex
pure-Walker manifolds. Turk. J. Math., 38, 1071-1080.

Kobayashi S. and Nomizu K., 1969. Foundation of Diferential Geometry. Vol. 2, New
York, NY., USA, John Wiley.

Manev M. and Mekerov D., 2008. On Lie groups as quasi-Kahler manifolds with
Killing Norden metric. Adv. Geom., 8, 343-352.

Matsushita Y., 2004. Four-dimensional Walker metrics and symplectic structure. J
Geom. Phys., 52, 89-99.

Matsushita Y., 2005. Walker 4-manifolds with proper almost compleks structure. J
Geom. Phys., 55, 385-398.

Mekerov D. G., 1985. On some classes of almost B-manifolds. Compt. Rend. Acad.
Bulg. Sci., 38, 559-561.



68

Norden A. P., 1960. On a certain class of four-dimensional A-spaces. Izv. Vuzov. Mat.,
no.4, 145-157

Salimov A. A, Iscan M. and Etayo F., 2007. Palaholomorphic B-manifold and its
properties. Topol. Appl., 154, 925-933.

Salimov A. A. ve Magden A., 2008. Diferensiyel Geometriye Giris. Atatiirk
Universitesi

Salimov A. A. and Iscan M., 2010. Some properties of Norden Walker metrics. Kodai.
Math. J, 33, 283- 293.

Salimov A. A, Iscan M. and Akbulut K., 2010. Notes on para-Norden Walker 4-
manifolds. International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 7,
1331-1347.

Salimov A. A., 2013. Tensor operator and their aplications. Mathematics Research
Develompments Series. Nova Science Publishers, Innc., New York, xii+186pp.

Sahin B., 2013. Manifoldlarin Diferensiyel Geometrisi. Nobel yayincilik, Ankara.

Tachibana S., 1960. Some theorems on locally product Riemann space. Tohoku Math J.,
12, 281-292

Tricerri F. and Vanhecke L., 1977. Flat almost Hermitian manifolds which are not
Kahler manifolds. Tensor (NS), 31, 249-254.

Vishnevskii V. V., 1970. Affinor structures of affine connection space. lzv. Vuzov.
Math., No 1, 12-23

Walker A. G., 1950. Canonical form for a Riemann space with a parallel field of null
planes. Quart J. Math., Oxford 1 (2), 69-79.

Walker A. G., 1955. Connections for parallel distributions in the large. I. Quart. J. Math.
Oxford (2) 6, 301-308.

Yano K., 1959. Affine connections in an almost product space. Kodai Math. Sem. Rep.
11, 1-24.

Yano K. and Ako M., 1968. On certain operators associated with tensor fields. Kodai
Math. Sem. Rep., 20, 414-436.

Yano K. and Kon M., 1984. Structure on Manifolds. Singapore, World Scientific, 1984.



69

OZGECMIS

Hilmi Sarsilmaz 1989 yilinda Iskenderun’da diinyaya geldi. Ilk, orta ve lise dgrenimini
Iskenderun’da tamamladi. 2007 yilinda girdigi Atatiirk Universitesi Fen Fakiiltesi
Matematik Boliimii’nden 2011 yilinda mezun oldu. 2011 yilinda ayni1 béliimde yiiksek
lisansa basladi. 2013 yilinda yiiksek lisansi bitirdi ve ayn1 boliimde doktora egitimine

basladi. Halen lisansiistii egitimine devam etmektedir.



