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SIMGELER VE KISALTMALAR L ISTESI

: 4-boyutlu Oklid Uzay!
. 4-Boyutlu Minkowski Uzayi

: Reel Sayilar
: T Teget vektoriniin S parametresine gore tlrevi

: Lorentziyen birim kire

: Hiperbolik birim kire

: Isik konisi

: Vektorel carpim

:ic carpim

: Minkowski 4-uzayinda spacelike veya timelike bir egri

: C egrisinin egriligi

: C egrisinin birinci burulmasi

: C egrisinin ikinci burulmasi

. Egrilik yaricapi



OZET

Bu tez bes bolimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, E* Oklid 4-uzay! temel tanim ve teoremler verilmis ve kapall uzay egrileri icin

diferansiyel geometrik kriter ele alinmistir

ikinci  bolimde, Oklid 4-uzayinda sabit genislikli egrilerin  diferansiyel denklem
karakterizasyonlari verilmistir. Daha sonra bu egriler icin bir kriter verilmis, ilgili bir érnek

¢Ozulmustir.
Ucuincii bolumde , E14 Minkowski 4-uzayindaki temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Dérdiinci bélimde, Minkowski 4-uzayinda sabit genislikli spacelike egrilerin diferansiyel
denklem karakterizasyonlari verilmistir. Daha sonra bu egriler icin bir kriter verilmis, ilgili bir

ornek uygulanmistir.

Besinci bodlimde, Minkowski 4-uzayinda sabit geniglikli timelike egrilerin diferansiyel denklem
karakterizasyonlari verilmis, sonrasinda bu denklemler kullanilarak bu edrileri karakterize eden

bir kriter bulunmus ve son olarak bir 6zel durum 6rnek seklinde ele alinmistir.

ikinci , dérduincii ve besinci bolimler bu tezin orjinal kisimlaridir.



ABSTRACT

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, basic definitions and theorems are given in Euclidean 4-space E* and

differential geometric criterion for closed space curves are discussed.

In the second chapter, the differential equations which characterize curves of constant breadth

are given in the 4-space Ef. Furthermore, a criterion for curves of constant breadth in 4-space

Ef is introduced, and an example is given.

In the third chapter, the basic definitions and theorems are given Minkowski 4-space Ef.

In the fourth chapter, the differential equations which characterize spacelike curves of constant

breadth are given in the Minkowski 4—spaceE14. Also, a criterion for spacelike curves of

constant breadth in Minkowski 4-space Ef is introduced, and an example is given.

In the fifth chapter, the differential equations characterizing timelike curves of constant breadth
are given in the Minkowski 4-space E14. Then, using these equations, a criterion which

characterizes these curves is given. Finally, a special case is considered as an example.

The second, fourth and fifth chapters are original parts of this thesis.



GIRIS

Sabit geniglikli egriler ilk olarak L. Euler tarafindan 1778'de “De curvis triangularibus” adi ile
Acta Academiae Petropol dergisinde yayinladigi calismaya kadar gitmektedir[7]. L. Euler sabit
genislikli egrileri diizlemde calismistir. L. Euler ‘den sonra bircok geometrici konveks egriler
dizleminin 6zellikleriyle ilgilenmistir. Bu konu {zerine en 6nemli yayinlarin bir tanesini Struik
tarafindan yayinlanmistir[22]. Ayrica, sabit geniglikli edri diizleminin bir dizi énemli dzellikleri
Ball[1], Barbier[2], Blaschke[3,4] ve Mellish[14] in ¢calismalarinda yer almistir. Sabit geniglikli bir
uzay egrisi,1914 de Fujiwara tarafindan bir P noktasindaki normal diizlemi, egri ile sadece bir

tek Q noktasinda ortak ve d(P, Q) uzakligi sabit olan bir kapali egri alarak elde edilmistir[9].
Boyle egriler icin PQ da Q noktasinda normaldir. Fujiwara sabit genislikli yuzeyler tizerine de

calismistir. Ayrica Blaschke 1917 de kiire lzerinde sabit geniglikli egrileri tanimlamistir[4].1986
da Kose [12] de Oklid 3-uzayinda sabit genislikli egriler uzayi igin bazi kavramlar sunmustur ve
[20] de sabit genislikli egriler uzayinin diferansiyel karakterizasyonlari 1989 da Sezer tarafindan
elde edilmistir. Oklid 4-uzayinda sabit genislikli egriler 1997 de Magden ve Kose tarafindan
verilmistir[13]. Onder, Kocayigit ve Candan tarafindan Minkowski 3-uzayinda sabit genislikli
egrileri karekterize eden diferansiyel denklemler verilmistir ayrica Minkowski 4-uzayinda sabit
geniglikli spacelike egriler icin karsilik gelen karakterizasyonlar Kazaz, Onder ve Kocayigit

tarafindan verilmistir[11].

Ayrica, Reuleaux 1963 de sabit genislikli egrileri calismis ve makine kinematigi icin bu egrilerle
ilgili bir metot vermistir[18]. Daha sonra, sabit geniglikli egriler miihendislik bilimleri icin dnemli

olmustur[23].

Bu calismada, 4-boyutlu Oklid ve Minkowski uzayinda sabit genislikli spacelike ve timelike

egrilerin diferansiyel denklem ve bu egrilerin integral karakterizasyonlari verilmistir.



I. BOLUM
OKLID 4-UZAYINDA TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolimde, Oklid 4-uzayindaki temel kavramlar, teoremler ve kapall uzay egrileri igin

diferansiyel geometrik kriter verilmistir.

1.1. E* &Klid Uzayinda Temel Kavramlar

Bu bolumde, Oklid 4-uzayinda Afin uzayi, Oklid uzayi, uzaklk, Oklid metrigi, aci, Oklid catist,
egdri, Frenet catisi, egrilik, burulma, egriler teorisindeki temel ifadelerin tanimlarini verecegiz.

Tanim 1.1.1. (Afin Uzayi )Bos olmayan bir ciimle A ve bir Z cismi Ustliinde bir vektor
uzay! V olsun. Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir
f:AxAS V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlestiriimis bir afin uzay denir.
(Al). VP,Q, RE€Aicin f (P,Q) +f (Q,R) =f (P,R)
(A2). VPE A ve Va €V icin f (P,Q) = a olacak bicimde bir tek Q € A noktasi vardir.[10, 15, 16,]

Tanim 1.1.2(Oklid Uzay1). Bir reel afin uzay A ve A ile birlegen vektér uzayida V olsun. V de bir
ic carpim islemi olarak

():VxV o R

(xy) = ()=3 %y

i=1

{X:&W”&
Y=Y Ya

tanimlanirsa A'ya bir Oklid Uzayi adi verilir. Eger A=R* ve V =R* alinirsa A=R* Oklid
Uzayi veya Standart Oklid Uzayi denir.[10, 15, 16]

Tanim 1.1.3(Uzaklik).

d:E*xE* - R



(% y) — d(x »=W=,/§( y- ¥

olarak tanimlanan d fonksiyonunu E* &klid Uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X, y) reel

sayisina da X, y[ E* noktalari arasindaki uzaklik denir.[10,15,16]

Teorem 1.1.1. E* de uzaklik fonksiyonu bir metriktir.[10, 15, 16]

Tanim 1.1.4.(Oklid Metri gi)

d:E'XE'- R
() ~ d(x 9= Xy

biciminde tanimlanan d fonksiyonuna E* de Oklid Metrigi denir.[10,15,16]

Tanim 1.1.5.(Act) Ox, y, zO E' icin XYz acisinin élgiisi
(9.2
cos@ = T——
Pollv4
dan hesaplanan @ reel sayisidir.[10,15, 16]

Tanim 1.1.6.(Oklid Catisi) E* de sirali bir {F%, BP.B,B, Fz)\} nokta beslisine R* de karsilik

gelen {F})F}, RE, REB R I% vektor dortlusii R* icin bir ortanormal baz ise { B, B, B, B, P}
sistemine E* in bir dik catisi veya Oklid Catisi adi verilir[10,15,16]

Tanim 1.1.7. | R bir acik aralik olmak tizere,
a: 100 E*,

diferansiyellenebilen fonksiyona E* de bir egri adi verilir Buradal O R araligina @ egrisinin
parametre araigi t 1| degiskenine de @ egrisinin parametresi denir.[10, 15, 16]

Tanim 1.1.8. Oklid 4-uzayinda bir (C) uzay egrisinin her bir noktasinda T teget, N asli

normal ve B binormal E ikinci binormal vektorlerden olusan bir {f, Kl, é, E} ortonormal

koordinat sisteminin var

oldugunu biliyoruz. Bu {f, N, B, E} dortlustine hareketli dortlii ya da Frenet Catisi denir[10,
15, 16].



Tanm 1.1.9. T teget vektor olmak tzere bir egri boyunca ilerledigimiz zaman tegetin degisim
oranini ifade eden d_ = klN vektoriine egrilik vektéri denir ve k1 carpanina birinci egrilik
S

veya egrilik adi verilir. k1 fonksiyonu
dT -
k1 = <_1 N>
ds
esitligi ile verilir. [10, 15, 16].
Tanim 1.1.10. @ =a(S) bir egri ve B egrinin bir noktasindaki binormal vektor olmak Uzere

—= —klf + k;B esitligini saglayan K, fonksiyonuna & egrisinin ikinci egriligi veya burulmasi

denir. K, fonksiyonu
kz = <_! B>
esitligi ile verilir. [10, 15, 16].

Tanim 1.1.11. a =a(s) bir egri ve E egrinin bir noktasindaki ikinci binormal vektor olmak
__dE AP . TR
uzered—=—kSB esitligini saglayan K, fonksiyonuna & egrisinin tgciincti egriligi denir. K,
S
fonksiyonu
dB -
k3 = <_! E>
ds
esitligi ile verilir. [10, 15, 16].

Burada 67 a egrisinin yay parametresine gore turevidir. k1 birinci egrilik ve kzikinci

egrilik ayrica k3 Uclncl egrilik olmak Gizere, Frenet tlrev formulleri su sekilde verilir[10,16,17]



T 0 k O 0T
N'| |-k, 0 k O]|N
B| |0 -k, O k|| B
E| 0 o0 -k OJE
yani
T= kN
N=-kT+kB
. K Ifz (1.1)
B= -kN+kE
E= -kB
dir.

Tanim 1.1.12. 4- Boyutlu Oklid uzayinda yay uzunluk paremetresi @ = @(S) olan birim hizli bir

egri olsun. @(S) nin Frenet catis| {f, N, B, E} birim vektorler kimesi ile asagida verilmistir.

Burada uclu vektorel carpim TONDOB ile asagida verilmistir.

€ & § ¢
FONOB=def® 2 & U
n n n n
b b b b

—

Burada, {T, N, é, E} matrisinin sonucu & katsayisi +1 veya -1 secilerek saglanir. Frenet

catisi pozitif yonla ve +1 katsayisini aliriz[13].

Tanim 1.1.13. a = a(S) egrisinin teget vektori sabit bir dogrultu ile her zaman sabit agl

yapiyorsa bu egriye helis veya egilim ¢izgisi denir[10, 15, 16].



Tanim 1.1.14. (@) ve (@) birim hizli uzay egrileri olsunlar. Bu egrilerin karsi noktalarindaki

birim tegetleri paralel ve zit yonll, ayni zamanda bu noktalar arasindaki uzaklik sabit ise bu

egrilere sabit genislikli egriler denir[7, 9].
1.2.Kapal Uzay E grileri icin Diferansiyel Geometrik Kriter

Tanim.1.2.1.(Kapal e gri) Baslangi¢ ve bitis noktalari ¢cakisan egrilere basit kapali egri denir.

Bu bolumde E3 uzayinda [20] de Sezer tarafindan kullanilan sabit geniglikli egrilerde

diferansiyel geometrik kriteri verecegiz. Benzer olarak Ef de ayni metodu kullanacagiz.

(C) uzay egrisinin yay uzunlugunu Solsun. Burada k1(3)>0 egriligi ve kz(s) burulmasi

olsun. {él, Q,Q} ti¢ boyutlu Oklid uzayinin orta normal bir bazini olusturmak tzere,

=ag+a,6+a.8
denklemi (C) egrisinin konum vektoriint gosterir.

(C) kapali bir egriise @(s) konum vektorii = 27T periyodunun bir periyodik fonksiyonudur.
Burada @, (C) egrisinin toplam uzunlugudur. Bu takdirde K (S) egriligi ve K,(S) burulmalari
ayni periyodda periyodiktir. Ayrica kl(s) egriligi ve k2 (S) burulmasinin periyodik olmasi bir
egrinin kapali oldugunu garanti etmez. Donel helisler bu duruma bir 6rnektir.

kl(s) egriligi ve kz(s) burulmasinin her ikisinin de @ periyoduna sahip periyodik bir
fonksiyon oldugunu farz edelim. @(S) konum vektori C* sinifindandir. C uzay egrisinin her bir

noktasinda f, N, B vektorleri mevcuttur[6]

(C) egrisi tizerindeki genel bir noktada

dT _dT o ﬂ\' dN[_| dB dB 4__ 5
ds d¢E'Fs kN, KT+kB ds w%_ds ¥ N @2

dg

Frenet formulleri g6z 6niline alinarak yazilabilir. Simdi ¢ ve d_ = k1 =
S

formdalleri



dT - dN = - dB -
—=N, —=-T+ —=- 1.3
r a5 Pk B o Pk N (1.3)

formunda yazilabilir. Ayrica f, N, B vektérleri koordinat formunda

— — —

té, N=) ng EtZsibe (1.4)

3 3
i=1 i=1 i=1

—
]

seklinde ifade edilebilir. {f, N, B} vektorleri E* uzayinin ortonormal bazi oldugundan (1.3) ve

turevleri (1.2) denkleminde yerine yazilirsa

dg v dg d
d d d
d_gz_tﬁpksz d_;}:_t2+pk2bz, W?:—t;pkzbs (15)
d d d
d—2= PR, d—2=-pkznz, d—t;3=-pkzrs
lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (1.5) denklemlerinden
{tl,nl,bl} ,{tz, n,, b?} ,{ [ b} ctmleleri
d d d
d—‘/; =i, d‘ﬂ; =Y+ PR, dll; ==pk4p, (1.6)

genel formundaki diferansiyel denklem sisteminin G¢ bagimsiz ¢ézimudur.

Eger (C) egrisi sabit genislikli bir egri ise, (1.6) ve (1.2) sistemleri ayni olmalidir. Bu nedenle,

Y,=m, ¢,=m, ¢, = mdir. Kisaca (1.2) ya da (1.6) denklem sistemi

dy _
b APy, 1.7

formunda ifade edilir. Burada

m 0o 1 0
y=m|, Ag)=|-1 0 pk|.
m, 0 -pk, O



dir.

Acik olarak, (1.7) denklemi, 2 (t) @ periyotlu surekli kabul edilmek lzere

dy

—— =A(t)y,

a - ALY
m a; & &,

4= mz A()=| ¥ % | (n23)
m, 4 G " G

genel lineer diferansiyel denkleminin 6zel bir durumudur[6,14].

Y. (0) =X, (i =1,2, n) baglangi¢ kosulu olsun.
ve

denklemlerini ele alalim. Bu takdirde (1.8) denklemi
——=A(t)y, @(0)=x
formunda yazilabilir[6]. Eger

[A@)w(ex) =0

ve

(1.8)



w(t.x) {E+ M()}x,(E birim matrig,
M (t) :|A(t) Ca(t)+--+1A()+-,

()(1) =1VA@) =] A&)d 1.9)

(|<">A)(t)=jA(g)(|<“-1>A)(g) 4, n>1.

ise, bu denklemin l//(t, X) ¢6zumi @ periyodunda periyodiktir[6].

dy

Teorem 1.2.1. E = A(t)lﬂ denklemleri, sifirdan farkli @ periyotlu periyodik ¢6ziime sahiptir

ancak ve ancak det(M (a))) = O dir. Ozellikle, dd_l,tﬂ = (t)(/l denklemlerinin @ periyotlu N

lineer bagimsiz periyodik ¢6ziimlere sahip olmasi icin gerek ve yeter sart M (a)) matrisinin sifir

matrisi olmasidir[6].

Eger M (a)) =0 ise, w periyotlu T,N,B birim vektor fonksiyonlari vardir, oyle ki
{ti,n ,b} , (i =1, 2,3 fonksiyonlarinin her bir kimesi (A, B, Q) baslangic kosuluna karsilik

gelen denklemin bir ¢6zimani olusturur. (C) egrisi

s ¢
a(9)=[T(3ds ya dad(g)=[p(¢) ®) 4

denklemleriyle tanimlanabilir. Burada T (1.9) denklemleri tarafindan belirlenen

b A
n|={E+M(¢)} | B (i=12.3 (1.10)
b G

denklemi kullanilarak bulunabilir. (Au A, A3) ,( B. B, %) ,( G C, q bir ortonormal cati

olusturmak uzere, baslangic kosulu t, (O) =A,n (0) =B, b (0) =C, (i =1 2,3 olarak
alinirsa, bu takdirde (1.10) dan



=(1+m,) A+ m,B+ m,C (FL123) (1.11)

bulunur. (C) egrisi sabit geniglikli ayni zamanda @ periyotlu periyodik bir egri oldugunda

[otdg=0. (1.12)
0
dir. Buradan (1.11) ve (1.12) den

Afp(+m) dp+ B[ om, @b+ o m A=0; (123,

0

elde edilir. Bu sistemde katsayilar determinanti A # 0 oldugundan, bir egri icin sabit geniglikli

olma kosulunu saglayan
[o(1+m,)dg=0= jpmzdé jp s @ (1.13)
0

denklemleri elde edilir. Burada 0< ¢ < 277 oldugundan = 27T periyodu alinabilir. Buradan
asagidaki sonuc elde edilir[6].
Sonug 1.2.1. p(@) >0 ve k,(¢) , w periyotlu sirekli periyodik fonksiyonlar, (C) E® de bir

edri olsun. Bu takdirde (C) sabit geniglikli ayni zamanda ¢ periyotlu periyodik bir egridir

ancak ve ancak

M (w) =0, T,o(1+ m,) dg = 0=Tp m, & =T,0 m, 4, (1.14)

0

esitlikleri saglanir. Burada

M (t)= |A(t)+|(Z)A(t)"‘"""|(n)A(t)+"',

0 1 0 (1.15)
Alt)=|-1 0 pk
0 -pk, O

ve Iy (t) M (t) matrisinin elemanlaridir[6].

10



1. BOLUM
E* OKLID 4-UZAYINDA SAB iT GENISLIKLi EGRILER

2.1. E*Oklid 4-uzayinda Sabit Geni slikli E grilerin Diferansiyel Denklemlerinin

Karakterizasyonlari

@(s): 1 0 IR — E* parametrizasyonu ile verilen (C), E* de birim hizli regiiler bir egri olsun.
E* de (C) egrisi boyunca Frenet catisi {f, N, B, E} ile gosterilir. Frenet formalleri (1.1) deki
gibi verilebilir.

Simdi E* de (C), (C") sirasiyla @(s) ,@"(s”) konum vektériiyle verilen birim hizli regtiler
egri olsun. Burada @(S) ve @"(S”) konum vektérlerinin yay uzunluk paremetreleri sirasiyla S

ve s dr. Karsit noktalarda zit yonli paralel tegetlere sahip sabit geniglikli kapali basit bir

(C") egrisi
a(9=a(9+m(3 Tr nf)s N)s ) B (M 6 (2.2)

ile de verilebilir[9]. Burada mM(9, (1< i<4), (C) nin yay uzunlugu olan S in

diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir. Bu denklemin S ye gére diferansiyeli alinir ve egriler icin

Frenet formilleri kullanilirsa

11



da’

—S=f(1+d— km} [m+—— Kr@j
(kzmﬁ— kjmj E{mkﬁ%)

elde edilr. Buradan,

U1 (1M )T e T

(mzkz"'_ ksmj ( m 5+T”ij

elde edilir. (C) nin karsit noktalarinda T = —T" oldugundan

——-mk =~ gs’

mlkﬁg‘ mk =0,

: 2.2)
mzk2+d—n;3—n1ls=0,

am _
Mo+

bulunur. (C) nin Llegriliginin lim (Ag/As)=(dp/ d§ = K ¥ oldugu iyi bilinir. Burada

¢ = _[:k1(s) ds, (C) egrisinin tegeti ve @(S) noktasinda verilen sabit bir dogrultu arasindaki

acidir. Burada (2.2) denklemlerinden asagidaki sistem yazilabilir:

i—r;}wy m - f(¢), AW = o k- 1

2.3)
drr& -m' = - _rn4 = = -

dir. Burada ¢ ye gore tiirevi gostermek igin () kullanacagiz. Burada f (@)= p+ 0" dr,

P =E ve P =E , Slraslyla ' ve a" noktalarindaki egriliklerin yarigaplaridir. (2.3) den

12



yararlanarak m,, m,, ) yok edilerek tirevleri alinirsa agagidaki sonug elde edilir:

bulunur. Buradan

.

m,
Pk,

[+ e ]

elde edilir. @ ye gore tirev alinirsa

I

ng':{piz(nl"+rq+ f)} :(ij ( m o+ T)+i( m+ f) (2.4)

bulunur. Diger taraftan,

m; = pkm-pkm
oldugundan

I

m4:i(ij[ M+ f}+p2é|%(nj"+ m+ T)+%( m+ )‘ (2.5)

elde edilir. Diger taraftan,

!__ - _ i n U
m, =-pkm= pls{pkz( m+ m+ ‘f)} (2.6)

dir.

(2.5) in turevi alinip (2.6) denklemi ile birbirlerine esitlenirse ml,f ve tirevleri cinsinden

asagidaki kapali denklem bulunur.
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dl 1 i[ 1 (dzn}wﬂ*ﬁ drg +ﬁ( d;ernqj
dg| pk, dg| pk\ dp k & | ki @ 2.7)
+1F1(iﬂ]+ﬁ+ﬁ_:o

dg| pk, dp\ pk dp) k k &

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.1.1. E* de sabit genislikli egrileri karekterize eden diferansiyel denklem (2.7) ile

verilir.

$imdi tekrar (2.3) denklemini ele alirsak egrinin & ve a" karsit noktalari arasindaki d uzakhg

egrinin genigligidir ve sabittir. Yani,
dz:Ha\r:HﬁD-ﬁHz=nf+ nf+ g+ m= sk (2.8)

dir. Ayrica d vektori (C) sabit genislikli egrinin cift normalidir. Buradan f (@) = o+ p"dir ve

1
p=— ve pD=—* , Sirasiyla a ve a" noktalarindaki egdrilik yarigaplari olmak tzere (2.8)

k

denkleminin tirevi alindiginda m =0 veya f(¢)=0 durumlar gelecektir.(2.3) denklemleri

tekrar diizenlendigi taktirde ;

m = f(g), M=mok, h=np k mk - @ k mo (2.9)

ya da
m=m, m=-m+tmok m= P k @ K - m, (2.10)
esitlikleri (2.1) egrisini tarif eden sistemlerdir. Burada () , @ ‘e gore diferansiyeli gosterir.

Simdi ilk olarak f(¢) =0 olma durumunu inceleyelim.(2.10) denkleminde m = sbl kabul

edildigi durumunda m, = 0 olacaktir.(2.10) denkleminde M, = 0 yazarsak

m=mok, m=mok m=- 1 |

elde edilir ve buradan M, denklemlerden gekilip gerekli iglemler yapilirsa

14



I

{5 '
m, _ (P ) _-m(pk)+m(pk)

ok pk (oK)’

(2.11) denklemi elde edilir. Bu denklem dizenlenirse
3 r r "
(k) m = (pk) M +(p k) g =0
bulunur. Ayni sekilde M, cinsinden yazarsak

m =pkm, m=-(pk) m= mp-;n—é

(2.13) ifadesi duizenlenirse

(o)’ m~(ok) m +(pk) nj =0
elde edilir.

(2.12) ve (2.14) birlikte yazilirsa

n

(oks) m,

(Pk) M = (k) m+(p k)" m=0, p k0.

ile verilen ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

&= () (9 a

formunda @ degisken degistirmesi yapilarak, bu denklemler diizenlenirse;

15

-(pk) m+(p k) m=0, p k=0,

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



=m,(pk)’ + m(p k)

bulunur. Burada ms = dm3 dir. Bu degerler (2.12) de yerine yazilirsa;
d¢
ol m(ok)"+ (o |+(0 ¥’ m=(p /(o § w0
(oK)’ m+ (oK) (oK) m+(p k) m-(o ¥ (0 § =0

(ok,)’ m+(pk)’ m=0

m,+m =0
bulunmus olur.

Ayni sekilde degisken degistirmeyi (2.14) denkleminde de uygularsak

r_dm _ dm dd _ -
m4—d¢ dz% m, ok

o_d'm _d . _d mgdijz_d ;
M T4 d¢(dz @ dﬁ(mpgj

" d . . d .o P . ,
m, =(d—¢mjpls+ 36 ” k=m(p ¥+ nlp §

16
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elde edilir . Bu degerler (2.14) de yerine konursa;

(/Oks)[rm(/f”%)2+ m(p ls)'}—(/o K mo k(o ¥ nEo

(k) m+ m(ok) (0 K)-(0 k) mp k(o §° nEo
(ok,)’ m+(pk)* m=0
r'r'14+ m,=0

bulunur. (2.16) ve (2.17) denklemleri agik sekilde yazilirsa sabit katsayil

2 2
d m“+m4:0 ve—z;f+n§:0,

&

(2.17)

(2.18)

olan ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu iki denklemler ayri ayri

¢cozilurse[5,19]

m, = Acos{?plgdt} Bsirﬁp K dﬂ

ve

m, = Cco{]zpkjdt} Dsirﬁp K dﬂ

(2.19)

(2.20)

bulunur[13] .Burada A, B, C, D sabitlerdir. Buradan (2.15) ile verilen diferansiyel denklemlerin

genel ¢cézimleri sirasiyla
¢ 4

m, = Aco{j,olg dt] + Bsir{jp k dﬂ
0 0
4 4

m, = Ccos{jpk3 dtj + Dsir{jp K dﬂ
0 0

olur. (2.21) sistemi (2.10) denkleminde yerine yazilirsa

17
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my =-pk3(ﬂsin(zplgdt]+ Bco{j;p k }J=p§{ CCOEj;p goﬂw DsiEip 3k%tJ

bulunur. Ayrica A=-D, B= C elde edilir. Buradan (2.10) sisteminin czim kimesi

m =c= sbt, m=0,

¢ ¢
m, = Acos| pk dt+ Bsinf p k dt, (2.22)
0 0

, ’
m, = Beos| pkdt- Asin| p k dt
0 0

formunda elde edilir. Boylece (2.1) ile verilen sabit geniglikli egrisi a¢ik olarak belirlenmis olur.

2
Denklem (2.1) de ifade edilen esitlikte yerine konulursa d? =HC?D—C7H = sbt oldugu gériilir.

Yani

4 ¢ ¢ ¢
dD=ﬁ+c.f+( Acosjplgdt+ Bsinjp K dt,J ”BL[ Bco§p K dt Asi,ﬁp k %t”
0 0 0 0

ve

Hﬁ'm—ﬁ||2:r‘rf+n'§+ I’Tj+ nj: |€

oldugundan yerine yerlestirirsek

¢ ¢ 2 0 ¢ z
cz{Acosj‘pksdH Bsin[ ok dt,} { Bcogp k dt Asifp g% =
¢ 9 ¢ ¢
c’+ Az{co§jpk3dt+ sirfj‘plgdt,}+ B"{ sirfj,o k dt co%j,o gd}
0 0 0 0

¢ ¢ ¢ ¢
+2ABcosj,oIg dtsirj',o k dt- 2ABsirj,o K dtcoﬁp kdt &
0 0 0 0

ifadesinden k® = ¢®+ A?+ B’ sabit genislikli egri olarak bulmus oluruz

18



Simdi m # c# sbtdurumunda m, turevleri cinsinden yazarsak

m=m=m=n=pkmn n

elde edilir. Ayni sekilde M, de M, in tdrevleri cinsinden yazilirsa

nk=pik2(n1"+m)

I

STV

elde edilir. Ayrica m; =pkm-pKk njoldugundan her iki denklemi egitlersek

=) e o) ) 7
C Lok, ) ok, Joul 4 pk) ok P kk

olur. Ayrica m, n trevi alinirsa

=—pk3n}=—plspikz( nj + ra)=—

| =
3=
+

==

oldugundan her iki esitlikten
(e o) () )
Pk, )\ pk, Pk )\ Pk,
bt R
k) ko ke ok

I

GG ) f

denklemini elde ederiz. Yani(2.7) denkleminde f (¢) =0 yazilirsa
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k(dm j:o 2.23
‘5( ¢2+n1 (2.23)

bulunur.

Simdi (2.9) sistemine dénelim. Bu denklemde m,, M, ve tiirevleri yok edilerek f (¢)¢0

¢
oldugu durumlarda ¢ degisken degistirme metoduyla ve U = j/J(t) dt, 4 = pk, alirsak
0

dm _ dm du _ _
i du & pk;m, — pk,m
d
ks = pkm, - p
am _ . _Pk
du ok
ve
dm, _dm du__
i du g PK;m,

dam, . __ dam __
du-pk3 pksmy = wom

dir. ikinci turevleri alinirsa

p-dfn-finl- 2

du’ ok du d
ise dd_nl} = —m, oldugundan
d’m, df k
rm=-"C|5% 2.24
ae du( K sz @29

denklemi elde edilir. +m, =0 ¢oziimu ise 6zel olarak asagidaki sekilde bulunur.[5,19]

u2
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¢ ¢
F,(¢) = Acos| pk,dt+ B sinf p k,dt
0 0
olarak alinirsa ¢6ziim

)_TCOS[ u(g)-u(D]p( 9k (9 at (2.25)

seklinde olur.(2.25) in turevi alinirsa
———AS|nJ'pk3dt+ E’lcoq‘pksdHJ‘ sin g)- { ¥]o() k () dt

d

-cofu(g)-u(¢)] (1 k 1(9 S+ cof ulg) -« Plo(} k f

2Ta

c

gerekli islemler yapilirsa
dm, ¢ ¢ ¢ oK,
E——Ast'kadH Blcosj',olgdHJ' sih Ug)- { ¥]o() k (} dt—E { )

bulunur. ikinci tiirev alindiginda

d m :—Acosjplgdt Blsmj,oksdt+j cop Y¢)- U }]o( ) k () dt

—Sin[U(¢)_U(¢)]p-kz'f%+ sif u¢)-u 9]p. @—?d % ”QJ

bulunur. (2.24) denkleminde yazilirsa

“ihem = Acos] pkat- i p Kk e ] cof ) €})o( ) k (X

;u(k& jWCOSkasdH Eés'nfp‘%dt f‘:OE fg)= dXlo() k) d

gerekli sadelestirmeler yapilirsa asagidaki (2. 24) esitliginin sagland|g| gorular. Boylece
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d'm  __d(k
de T du[lgmzj

ifadesi bulunur. Benzer yollarla m, ve M, cinsinden yazarsak

dm _ dm du_ _
i du & pkm, —pkm
d
ok, = pkm, - p
dm _ _k
M

ve
dm, _ dm du__
i du g Pk,
dm, . __ dm __
du-pk3 pkm = o m
dm, __
dg

ise denklemler diizenlendigi taktirde

dm __dm_ .k
d2
m, + d:;‘* :% m, (2.26)

bulunur. Benzer yolla

m4=—Asinfpk3dt+ acoéfp lgdt+f sif Gg)- GXp( Xk fXd @27

elde edilir. Sonug olarak (2.24) ve (2.26) denklemlerinin ¢coziumleri
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m =0,
m, = 1(¢),

= Acosf,oksdﬁ I?IsinTp Igdt—? cof ug ¥ u(p k f(t)d

m, = Blcosf,oksdt— Al\sinf,o Igdtlrjq sih up > u(fho k (9 dt

formunda elde edilir[13]. A, B, reel sabitleri gésterir.

Bundan bagka M =0 olma durumunda (2.8) denkleminde yerine yazilirsa
d 1 d(l dfj_z Lo df g
Pk, dp\ pk o)k k &
¢
(2.29) formunda @ degisken degistirme ile W:J./Ok2 dg yapilirsa

d o (&1, )], ko df
wl k| dw Igdw

ifadesi (2.1) deki denklemde sabit genisligi gosterir.

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Simdiye kadar karsilikli parallel zit yonli paralel tegetlere sahip uzay egrileri ele alindi.Simdi ise

P den bagka bir tek Q noktasina karslik gelen egride her P noktasinda ayni diizlemde olmasi

icin E* de (C) nin birim hizli basit kapali egri oldugunu disiinelim.Sonra E* de sabit geniglikli

uzay egrisi ile ilgili asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem.2.1.2. (C), egriligi ve burulmasi sifirdan farkl olan C® sinifindan birim hizli bir egri

olsun. (C) egrisinin P ve Q karsit noktalarindaki T ve T tegetleri paralel ve zit yonli olsun.

Eger (C) nin bu noktalarini birlestiren kiris bir ¢ift normal ise, bu taktirde (C) sabit geniglige

sahiptir. Tersine eger (C) sabit geniglikli bir egri ise, bu takdirde (C) nin her normali gift-

normaldir[12,13].

ispat: (C) nin s yay uzunluk paremetresine sahip m, m,, m ve M, fonksiyonlari ifade edilen

d=a"-a=mT+ m N+ m B m| vektori bir gift-normal olsun.

23



<6,fD> = —< a, 'T'> =m= 0 ile verilebilir .(2.2) denkleminden yararlanarak

dm, _ dm _ dm _
mzds+% ds+rr‘1 ds 0.

Boylece M% + nt + nf = sabi oldugu ortaya gikar ve (C) sabit genisliklidir.

—12 ‘ - _ .
Aksine olarak Hd” =nf+nf+ nf+ mi= sab ise m =0 gosterir. d de T ve T" dik
oldugu anlamina gelir.Yani d (C) de bir ¢ift -normaldir.

Zit noktalarda zit yonlerde paralel tedetlere sahip basit kapali egri (2.28) sistemi tarafindan

verilmistir. Bu durumda O < @ < 277 arasinda egrinin bir cift kargilikli noktalari (C?D(¢),c7(¢))

dir. Boylece (2.28) sisteminden
a (O) =a (27T) ise f fonksiyonu f (¢) =p+p° ise f (O) =f (27T)

dir. Boylece

c?(2ﬂ):c?(2ﬂ)+f(277)N+{f1(ZT)—2fco{;u¢ yu ok f ():I'[}E

0

+{ f,(2m)+ 2j‘”sin[u @)-u)ok, f (t)dt} E

2

Alcoszf,okgdH Blsinzf,okadt—j cofug ¥ ulp k ft)de ¢

0

Qcos?ﬂp&dt— A sinzf,olgdﬂzf siff ug » u(tho k f(tyde E

0

denklemlerinden asagidaki sonuclar ortaya cikar.
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2m 2
cosj pkdt= 1= J'pksdt: C
0 0
ayrica
2 2
j codu @ )-ut)ek f (t)dt= Ove jsin[u @)-u®]pk f(t)dt=0
0 0
dir. Sonug olarak asagidaki gibi ifade edilir:
2m
j pkdt=2mr, (n0Z) (2.31)
0
ds= pdt esitligini kullanarak J-k3dS: 2, (rJZ) formilu verilebilir.Bu (C)de ugiinci
C
egriligin sifir oldugu anlamina gelir.Boylece asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug.2.1.1.  Sabit genigliki  (C)basit kapali egrinin toplam iginci  egriligi

k .
2n7, (nOZ)dir.Ayrica é = a = sabit alirsak (2.30) denkleminden

B 2
i k—kz(d f + fﬂ+£ﬁ =0 denkleminde %: a = sabit ise

|

dw j+

d? f
+ f

dw?

2

df+f

i
ol

d°f _df 1df
+a—+——=0
dw? dw adw

3
d°f  df , 1df_ .

a

dw dw & dw

d®f 1) df
+1+=|—=0

dw? ( azjdw
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3
df+de:

—=0 2.32
dw? dw (2.32)

1
Burada K =1+— dir. K#*l oldugunu varsayalim. (2.32) denkleminin genel ¢ézimi
a

asagidaki gibidir.
¢ 9
f = Asin[ Kpk,dt+ B, co Kok di+ G (2.33)
0 0

Burada A,, B, ve C,reel sabitlerdir. (C) basit kapali egri yani a~(0)=a"(277)
f (0)=f(2n)
f(2m)=A Sinzf K ok, dt+ B, coszf Kok, dt+ G
f (0) = Bzcosoicl: B +C O

2 2
sinJ' K pok,dt=0 cosJ' Kok, dt= 1
0 0

n
ds=pdp esitligi kullanarak .[kzdSZ ZEIT, (K, nJZ)formiilii olarak verilebilir. (C) nin
c
n
ikinci egrilik integrali ZE 71, (K,nOZ)oldugu séylenebilir.Boylece asagdidaki sonug verilebilir.

Sonug. 2.1.2. a=Kk,/ k; = sabil olan sabit genislige sahip basit kapali (C)egrisinin toplam

ikinci egriligi N Zve K =1+i2 de 2%77 dir.
a

2.2. E* Okiid 4-Uzayinda Sabit Geni slikli E grilerin Periyodik Olmasi Kriteri

Farz edelim ki E*de (C) sabit geniglikli bir egri ve @(S) genel bir noktanin konum vektorini
gostersin. (C) kapall bir egri ise @(S) konum vektoéri = 27T periyotlu bir periyodik
fonksiyondur. Burada @, (C) egrisinin toplam uzunlugudur. Bu takdirde K (S) egrilikleri

K,(S) ve k;(s) ayni periyotta periyodiktir. Ancak K (S) ve K,(9), K;(S) nin periyodik olmasi

ve egrinin kapaliligi bir egrinin sabit genislikli olmasi icin yeterli degildir. Yani eger bir egri kapali

26



(periyodik) ise, sabit geniglikli bir egri ya da sabit genislikli olmayan bir egri olabilir. Bu yizden
bir egrinin sabit genislikli olmasi durumunu belirlemek icin [6] da verilen benzer yollar takip

edilerek (2.10) sistemi kullanilabilir.

Bunun igin, ilk 6nce (C) egrisi Gizerindeki genel bir noktada

dT dN

—=kN, —=-kT+ —=— N KE—=-KkE 2.34
kN, —=-kT+kB N KB =k 239
L dp _, _1 .
Frenet formullerini dustnelim. @ ve E = k1 —; kullanilarak (2.34) formalleri
dT _ . dN dB dE
—=N, —=-T+pkB —=—pls Mok ESE=mp
d¢ d¢ dg dp

formunda yazilabilir. Ayrica f, Kl, B, E vektorleri koordinat formunda

4

pd

4 . 4 . N 4 .
T=>t8, ne B=) be ED g, (2.35)

i=1 i=1 i=1 i=0

_|

seklinde ifade edilebilir. {f, Kl, E,TE} vektorleri E* uzayinin ortonormal bazi oldugundan (2.35)

ve tirevleri (2.34) denkleminde yerine yazilirsa

d—;l:—tl"'pksz 3—2=—tz+pk2bz, (jj_';:_ts"'pkzba %?tﬁp ;b
ﬂ-pkg - pk;n, t%-pks«fz Pk, bs-pkgg P kn, l;’—p kg, - ok,
‘3‘2— ~pkeb, z—‘;j?pkgta, dd—;f=—pk3@ dd‘;;- -pkh

(2.36)
lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (2.36) denklemlerinden

{t.n,b,e} {t,n,be} {t,n, e} { t,n,be ) cumieleri
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dy, _ dy, _ _ dy, _ B dy,
d¢ W, do W, + pKY s, i PKY ,— Pk 5 ”

=-pky . (2.37)

Eger (C) egrisi sabit genislikli bir egri ise, (2.37) ve (2.10) sistemleri ayni olmalidir. Bu ylizden,

Yo=m, g, =m, Y= m, ¢ ,= mtir. Kisaca (2.10) ya da (2.37) denklem sistemi

N

dg (2.38)

formunda ifade edilir. Burada

m 0 1 0 O
m, -1 0 pk, O
= , A =
v m, (9) 0 -pk, 0  pk
m, 0 0 -pk, O

dir.

dy
— = A(t
a - ALY
m & &, 2
(2.39)
m, G G G

genel lineer diferansiyel denkleminin 6zel bir durumudur [6,14].

7 (O) =X, (i =12, n) baslangi¢ kosulu olsun.

X=[ % %0 %]

ve

wtx)=[m(t)m(ty... m( £¥] .
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denklemlerini ele alalim. Bu takdirde (2.39) denklemi [6] dan iyi bilinir ki d—"{[/IA( )t/l

(/I(O) = X formunda yazilabilir. Eger

[A@)w(ex) =0

ve

w(t.x) ={E+M(t)} x(E= blrlmmatng
M (t) =|A() 2A(t) .()A()+...,

(1A)(t)

(194)(1) = j A (1 A) () dg, n>1.

(2.40)

III
o'—r—«
)>

ise, bu denklemin gl/(t, X) ¢6zumu @ periyodunda periyodiktir.

Simdi teorem 1.2.1. ifadesini (2.18) sistemine uygulayalim. Eger M (a)) =0 ise, w periyotlu
T,N,TB,TE birim  vektér fonksiyonlari vardir, o¢yle ki {ti,n,b,q}, (i=1,2,3,l)
fonksiyonlarinin her bir kiimesi (A,B,Q, D) baslangic kosuluna karsilik gelen (2.38)

denkleminin bir ¢6zimna olusturur. (C) egrisi
a(9)=[T(3ds ya dad(g)=[p(4) ®) 4

denklemleriyle tanimlanabilir. Burada 'I:, (2.40) denklemleri tarafindan belirlenen

~—~t

=]

={E+M(g)} | 1 | (i=1.2,39 (2.41)

o
OO0 o>

n
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denklemi  kullanilarak  bulunabilir. (A, A, A, A),(B,B,B,B)( G C, G Q ve

(D,,D,,D,,D,) bir orta normal cati olusturmak izere, baslangic  kosulu

t; (0) =A.n (0) =B, h(0)=C, § =D, (i=12,3,2 olarak alinirsa, bu takdirde (2.41)

den
=(1+m,) A+ m,B+ m,C m D (#1234 (2.42)

bulunur. (C) egrisi sabit geniglikli ayni zamanda @ periyotlu periyodik bir edri oldugunda

j ptdg =0 (2.43)
0
dir. Buradan (2.42) ve (2.43) dan

Afp(1+rm)d¢+ BTP%W CTp m @+ ffp m@=0; (1234

0

elde edilir. Bu sistemde katsayilar determinanti A # 0 oldugundan, bir egri icin sabit geniglikli

olma kosulunu saglayan
w
[p(1+m,)dp=0= jprqzdvﬁ jp m, ¢ = Ipnw (2.49)
0

denklemleri elde edilir. Burada 0< ¢ < 277 oldugundan = 27T periyodu alinabilir. Buradan

asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 2.2.1. p(@) >0 ve K,(@)ve K;(@) @ periyotlu stirekli periyodik fonksiyonlar, (C)

E* de bir edri olsun. Bu takdirde (C) sabit genislikli ayni zamanda @ periyotlu periyodik bir

egridir ancak ve ancak

M («) =0, Tﬂ(1+ m,) dg = 0=Tp m, & =Tp , @ =Tp md, (245

0

esitlikleri saglanir. Burada
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ve Iy (t) M (t) matrisinin elemanlaridir.

(2.42) esitliginde

0 jdt 0 0
0
—fm 0 fp@dt 0
A(t)=] ° °

0 0 - [ pkdt 0
L 0 J
17A(s) = [ A(t) 1A(1) dt
0
olur. Ayrica
0 [dt
0
o 1 0 0 -jdt 0
-1 0 Pk 0
A= 0 o
o 0 -pk o] ° —!p@dt
0 0
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- [ ot

0
fp&dt
0

0

(2.46)



—Js'dt 0 j Pk dt 0
0 —idt—pkzjzpkzdt 0 ptsiplsdt
_ pkzidt 0 —pk{pkz dt-p k{p kdt 0
0 pkgipkzdt 0 —plgiplg dt
olmak Uizere
12A(r) = [ A(t) 1At
esitiginden
TP S ;
0 —” (L+ pk, pk, )dtds 0 “ p kp k dtds
" o ffoprerppasn o
0 M Pk, pk,dtds 0 —H pk.pk,dtds

bulunur. Benzer olarak algoritmaya devam edilirse A (f)
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= p(&)k, (&), u(&) = p(&)ky (&),



A(s)O“A(r) =

33




0 —ﬁ 1+ A A)Xdtds 0 ﬁA.,udtds
00 00
= ﬁdtdswﬂgf)l dtds 0 —ﬁ)ldtds—)ﬁ (AA+pp) dtds 0
00 00 00 00
0 )Iﬁ (1+ A A )dtds+ ,uﬁA.,u dtds 0 —)Iﬁ)l.,udtds— ,uﬁ,u.,u dtds
00 00 00 00
—,uﬁ)dtds 0 ,uj.j-()l)l + pp)dtds 0
00 00
’A(w)=
0 —Jeﬁ A+ A A )dtdsdr 0 Jeﬁﬁ.,udtds
000 000
fj'j'(lwl/l)dtdsdr 0 —Hj' [A+AAA+ pu)]dtdsdr 0
000 000
0 Jeﬁ (A.A+A.A) + pAp)didsdr 0 —_‘fﬁ(/l JA + L) didsdr
000 000
—Jej‘Js',u/ldtdsdr 0 Jeﬁ,u(/}/] + ) dtdsdr 0
L 00O 000

bulunur. Benzer olarak algoritmaya devam edilirse
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I4A(¢):ij(t)l3A(t)dt ise PAP=R (iF1234)

0 1 0 0 y T T3Py
-1 0 A(s) O ([r, r, r,.r
3 21 22 23 1 24
A(s)O°A( p) =
() ( ) 0 -1 (S) 0 ,LI(S) fn T3 Taz Tay
I 0O O —,LI(S) 0 J LT Taz Tas Tag
gprs
[[]]@-2.A)dtdsdrdp 0
0000

0 ﬁﬁ[(lwlzl—)l/\)[l—)l/\ﬁy/l M Ptdsdrdp
0000
—ﬁﬁ[/l(l—/]./l)+,u.,u/l]dtdsdrdp 0
0000
0 —ﬁﬁp[/\(l—)l./\ﬂu)l L]dtdsdrdp
0000
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ﬁjj [A =AU+ p)|dtdsdrdp 0
0000
0 T fp f f [4.A = A(A.pA + )] dtdsdrdp
0000
'ﬁﬁ[(/‘/‘ = A+ pp1)(A A+ pyr)dtdsdrdp 0
0000

0

O —

|

ot—"

j [14(A.LA + )] dtdsdrdp
0




olur. Bu sekilde islemlere devam edildiginde; (2.40) ve (2.46) denklemlerinden M (t) matrisi

elde edilebilir ve her m; sonsuz bircok integrasyonu icerir. Bu nedenle (2.45) kosulu

p(@)dg -

o'—u‘&
o

j'p(¢)dsdt(¢+j‘)ﬁjjs'p(¢)[1+)l( ;))l( $] dtdsdrdpgl----=0

00

p@yitas - [ ] o)1 A(1)A(9 ctoscrgp +-..=

p(#)A(t) dtdsdp

Ot——8 O O+—¢
Ot——~ Ot—un
o0

O'—:E

ﬁﬁp@’)[/‘ () +A(P){A(t)A(3)+ (9 (9} | ditdsdrdpg +-- =

1111 o(#)(9) (1) ctascrap

1117 (e} (0) 2+ A A+ () (3] dtdscipg @ .=

(2.47)

formundadir. Burada /1(5)=,0(f)k2(f),,u(f)=,0(f)|<3(f).d|r. Simdi  6nceki bolimde

bahsettigimiz ok, = sabit pk, = sabit olmasi durumunu asagidaki 6rnekte inceleyelim.

Omek 2.2.1. pk, = pk, = sabit oimak tuzere o =sabit ve k, =k, = sabit 6zel durumlarini

distnelim. Bu durumda (2.45) formu

w—g+(1+ p2k22)£—£(1+ p2|92)2%.. =0

(1+p2k )—+(1+p kz) % =0
: {g‘(“pzkf+p2k§)g+(1+p2k22+p2k§)2%—... = o} (2.48)
kzk{%—(lﬂo K2+ p kS) &, = o}
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ya da yukaridaki denklemler sirasiyla diizenlenirse birinci denklemde esitligi (1+ pzkzz)%

ile carparsak

(1+,02k22)}/2 (1+pzkzz)w—(l+p2k22)%§+(l+pzkzz)%i

5!
(pzkzz)(1+,02k22 }éa)+(1+,02k22)}/2 w—(1+,02k22)%£

3! *
(pzkzz) 1+ p?k,’w+siny 1+ p°k,’w= 0

—(1+p2k22)72%...= C

(1+p2k22)%§—...= 0

bulunur. ikinci denklemde (1+ ,02k22) ile genisletirsek

(1+ pzkzz)%—(H pzkj)z%+(1+p2k22)3%:—... =0
—1+1+(1+ ,Ozkzz)%—(ﬂ ,ozkzz)z%+( 1+,02k22)3%:—... =C

1+ cof ¥ p’k,*)w= 0
cos( 1+,02k22)a)= 1 ve (llr,o2 Igz)w: %r (KZ )

bulunur. Ugiincii denklemde (1+ 0K, + p2k32)% ile carparsak
22, 2,2\H & 2y 2, 2% W o 24 2,32 & _

k{(lﬂo ot + i) S (1 o oK) L (1 p P p P - = 0

(1+ 0k, + ,02k32) terimini ekleyip ¢ikarirsak

kz{(1+p2k22+,02k32)}/2—(1+,02k22+p2k32)}/2+(1+p2k22+p 2%3%g_m: 0}

K, {(1+ Pk’ +p2k32)% w=sin(1+ p?k,*+ p 2k32)y2 w} =0

2
bulunur. Dérduincii denklemde (1+ 07k, + ,02k32) ile carparsak
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KoKy

KoK

KoKy

(1+p2k22+p2k32)2%!4—(1+p2k22+p2k32)3%+ = 0}

4 6
L1 (1 07K+ o) S (10 %K% 0 ) ok cﬂ

4

—1+(1+,02k22+p2k32)%+1—(1+p2k22+p2k32)%+(1+p 2k 2%+ p 2@2%_ .

ifadesi diizenlenirse

kI 57K + 7)Y =

21, 2 2 2%
in2(1+pk2 ;pk?,) ]:O

bulunur. Yukaridaki ifadeler diizenlendigi taktirde

olur. Burada w=2K7r dir. pk, =0, pk, =0 oldugunda goriliir ki (2.34) ya da (2.35)
denklemlerinin hepsi saglanir. Béylece p =sabit>0 ve k,, k, = sabit ile egrilerinin sadece
0 =sabit>0 ve k,, k, =0 olmasi durumunda bu sabit geniglikli egriler E* de gember olur.

Simdi bu ¢cemberlerin karakterizasyonlarini verelim. ,0k2, ,0|<3 =0 oldugunda (2.10) sistemi

k

N

KoKy

Pk, (1+ pzkzz); w+ sin{( 1+ ,ozkzz); w} =0,

1

(1+,02k22)2w}= 1 or (llr,ozkzz);a)= X7, KOZ),

1

(1+ 07k, +,02k32)E w- sin{(l+p2k22+p 2@2); wﬂ =0,

-1+ (1+p2k22+p2k§)%+00{( ¥ p?k + p?K)? wﬂ: 0

asagidaki gibi incelenebilir:

m=m, m=-m m=0, =0

(2.50) ifadesindeki m, m,, M ve m, ile verilen bilinmeyen denklemler asagidaki gibi

bulunabilir:

m +m=0, m'+m=0, M=0, M=0
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(2.51) ifadesinin genel ¢6zimi

m = Acosp+ B sing ,
rrm;:f:cosqﬂ D, sing (2.52)
m, = L,

dir. Burada A, B;,C,, D, L ve L, keyfi sabitlerdir.(2.53) ifadesi (2.52) de yerine yazilirsa

A, =-D,, B;=C, ve boylece ¢ozim kiimesi

{m=Acosp+Bsing, m=Bcog- Asig ,m=L,m= | (2.53)
seklinde bulunmus olur.

Sonug olarak (2.53) denklemi (2.1) de yazilirsa; yaricapli

1
2

d :Hﬁ* —ﬁ’H:(Aé +B+ L+ L22) olan
a"(¢) =ad(@)+(Acosp+B, sig) T+(B, cop—- A sigf) N+ LBr L E

¢emberi bulunur. E@rinin karsi noktalar (ﬁD(¢),ﬁ(¢)), 0< ¢ < 2 dir.
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[l BOLUM

E14 MINKOWSKI (LORENTZ) UZAYI

3.1. Ef Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Bu bélimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda verilen temel tanim ve kavramlarin Minkowski 4-

uzayindaki karsiliklarini verecegiz.
Tanim 3.1.1.(Skaler Carpim Uzay1)

V vektor uzayi olsun. V' (zerinde tanimli
g:VxV 5 R

doniisimi bilineer, simetrik ve nondejenere ise g ye V' iizerinde bir skaler carpim, bu durumda

da V vektdr uzayina bir skaler carpim uzayi denir[15]
Tanim 3.1.2.(Simetrik Bilineer Formun  indeksi)

V bir skaler carpim uzayi, W da tizerindeki skaler carpim negatif tanimli olacak sekilde V nin
en blylk boyutlu alt uzayr olsun. Bu durumda W nin boyutuna ¢ skaler carpiminin indeksi

denir.

g skaler carpimin indeksi V ise 0<Vv<boyV dir. Ayrica V' skaler garpim uzayinin indeksi,

Uzerinde tanimh g skaler carpiminin indeksi olarak tanimlanir[15].

Tanim 3.1.3.(Lorentz Uzayi)

V skaler carpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak tizere V=1 ve boyV=2 ise V skaler

¢carpim uzayina bir Lorentz Uzayi(Minkowski Uzay1) denir[15].

Tanim 3.1.4. IR standart reel vektor uzayi tizerinde
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g:IR*xIR* - IR

. . (3.1)
(ab) - g(ag=-ab+ ab+ ab+ al

Lorentz i¢ carpimi alinirsa(burada @=(a, &, &, 8,),b=(h,b, b, b)), IR* Afin uzay,

Minkowski 4-uzayi (Lorentz 4-Uzayi) olarak adlandirilir ve Ef ile gosterilir[15, 16].
Tanim 3.1.5. E;' uzayinda herhangi bir vektor a4 =(a,, &, &, ,) olmak uzere;

i. g(é, ") >0 veya a =0 ise a ya spacelike vektor,

i. g(é, *) <0ise a ya timelike vektor,

ii. g(é, *) =0ve a#0ise a ya lightlike ( veya null) vektor

denir[15,16].

Tanim 3.1.6. Ef uzayinda herhangi bir vektor @ = (8, &, &, ,) olmak uizere;
i. g (é_, ”) =1ise a ya birim hizl spacelike vektor,
i. g(& @) =-1ise & ya birim hizli timelike vektor

denir[15,16].

Tanim 3.1.7. Minkowski 4-uzayinda &(S) egrisi boyunca hareketli Frenet catisi {'I:, N, B, E}

ile gosterilir.

E,' uzayinda keyfi bir @(s) spacelike egrisi igin

T 0 k O 0T
N'| |- 0 Kk 0N
_ = ik 2 . (3.2)
B' 0 &k, O k;|| B
E’ 0 0 ¢k, OfE

Frenet formdulleri verilir ve burada
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9(T,T=1 o(N,N)=¢,  E B=¢,, B B=-¢¢,,
9(T,N)=o(T, B= g T B= ¢ N B=0

&§=¢6=-71

dirve K, Kk, ,K;sirasiyla @(s) spacelike egrisinin 1, 2, 3. egrilikleridir.Burada &, ve &, isaretleri

arasindaki kural asagidaki gibi verilir[26].

g =+lise ¢,=+1veya-1
g=-lise ¢,=+1

veya
&, =+l ise ¢ =+1lveya-1
g, =-lise ¢=+1
seklindedir.

Ayrica, E;' uzayinda bir @(s) timelike egrisi igin

T] o Kk 0o 01T
N| |k 0 k 0 |N
B| |0 -k, O k, || B
E| [0 0 -k OJE

Frenet formulleri verilir. Burada,

g(T.T)=-1 g(N.N)= B B=1 T N= dT8 ¢NEC
dirve Kk , K, ,K;sirasiyla @(s) timelike egrisinin 1.,2.,3. egrilikleridir[26].
Tanim 3.1.8.(Norm)

Bir all E vektoruniin normu

& =+lo(a 3

esitligi ile tanimlanan negatif olmayan reel sayidir. (@, @) =1 ise a vektériine spacelike birim

vektor, g(@, @) = —1ise a vektoriine timelike birim vektor denir.[26]
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Tanim 3.1.9.(Uzaklik)
4-boyutlu bir Lorentz i¢ carpim uzayi V ile birlesen bir Lorentz uzayi E14 olsun. Bir
d:E'xE' - R

Fonksiyonu [JX, y[] ]R‘l1 icin,V deki ic carpim || || olmak iizere,

d(x y) - dOx 9= >
Seklinde tanlmlanlr.]R‘l1 in X ile Y noktalari arasindaki uzaklik denir.[26]
Tanim 3.1.10. (Isik konisi).
E, uzayinda
A={a0E :g(a3=0 2 ¢
cumlesine Isik konisi adi verilir[26].

E14 uzayindaki timelike vektorler /A nin icinde, lightlike (veya null) vektérler /A nin tizerinde ve

spacelike vektorlerde A nin diginda bulunurlar.

Tanim 3.1.11. Ef uzayindaki Lorentz ve hiperbolik birim kureler, sirasiyla,
s-{a0e | gaa-i

ve
Hi=[anet | oag=-i

biciminde tanimlanir[26].

Tanim 3.1.12.(Hiperbolik Aci)

X ve Y Lorentz uzayinda iki future pointing (veya past pointing) timelike vektor olsun. Bu

taktirde
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9(% 3)=-[ $coshe

olacak sekilde bir tek @=0 reel sayisi vardir. Bu =0 reel sayisina X ve

arasindaki hiperbolik a¢i denir[24,25].

Tanim 3.1.13.(Merkez Aci)

Lorentz uzayinin bir timelike alt vektoér uzayini geren iki spacelike vektor X ve

taktirde,
9(% y) =[]} coste

olacak sekilde bir tek =0 reel sayisi vardir. Bu =0 reel sayisina, X ve

arasindaki merkez aci denir[24,25].

Tanim 3.1.14.(Spacelike Acl)

Lorentz uzayinin bir spacelike alt vektor uzayini geren iki spacelike vektor X ve

taktirde,
9(% y) =[]} cost

olacak sekilde bir tek & =0 reel sayisi vardir. Bu 0< @ < 277 reel sayisina, X ve

arasindaki spacelike a¢i denir[24,25].

Tanim 3.1.15.(Lorentziyen Timelike Agi)

Lorentz uzayinda X bir spacelike vektor ve Y bir timelike vektor olsun. Bu taktirde,
g(% 9)=[H] ysinhe

olacak sekilde bir tek =0 reel sayisi vardir. Bu =0 reel sayisina, X ve

arasindaki Lorentziyen timelike a¢i denir[24,25].
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V. BOLUM
E;' MINKOWSKI 4-UZAYINDA SAB IT GENISLIKLI SPACELIKE E GRILER

4.1.Minkowski 4-uzayinda Sabit Geni slikli Spacelike E grilerin Karakterizasyonlari

Bu kisimda, Minkowski 4-uzayinda sabit geniglikli spacelike egrileri karakterize eden

diferansiyel denklemler calisiimistir.

(C), egriligi ve burulmasi sifirdan farkl olan C® sinifindan birim hizli bir spacelike egri olsun.
(C) egrisinin, a ve a" karsit noktalarinda zit yonlu paralel TveT" tegetlere sahip oldugunu
farz edelim[9]. Burada @(S)ve@"”(s”) konum vektorlerinin yay uzunluk paremetreleri sirasiyla

S ves” dr. Karsit noktalarda zit yonli paralel tedetlere sahip sabit genislikli kapali basit bir

spacelike (C) egrisi

a(s)=a(9+ m(3 Tr+ pl)s N)s ) (B (M 6F (4.1)

ile verilebilir, burada mM(9), (1< i< 4), (C) nin yay uzunlugu olan S:in diferansiyellenebilir
fonksiyonlaridir. Bu denklem S-:ye goére diferansiyeli alinir ve spacelike egriler icin Frenet

formdalleri kullanilirsa

da _= dm_= dm <, 1.
o STt g TrkmNe =t N[ -2, kT KB
SR Bem ek N KB+ B kmE
da’ ds'_ (. d .
FE:T( +—le—£1klmz)+ N( k m+ r@+£zl§r@j
d
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da” . ds’ d = d -
o= OIS:(1+ 1 ml@j T{mb—?;fﬂ@%j P

dm, ~ dm,
+ +—2+¢ Bt+ +—
(mk+ S veom| B me 20
elde edilir. (C) nin karsit noktalarinda T = —T" oldugundan

dm ds’
1+ _emk=-=
+ds aMm:k ds

d
M+ e, mk =0,
4.2
dm, ) 4.2)
mzkz”g”fl”hks—o

dm, _
myk; + ds

bulunur. (C) nin egriliginin lim (A¢/AS)=(d¢/ d$= K( B oldugu iyi bilinir. Burada

@ = joskl(s) ds, (C) egrisinin tegeti ve @(S) noktasinda verilen sabit bir dogrultu arasindaki

acidir.(4.2) den asagidaki sistem yazilabilir:

_dnl =m = - =_drg =- -
G -mmam f(¢), a6 m=-ng,p k- »
_dn} -m =- - _drn4 = = - -

dir. Burada @ ye gore tirevi géstermek igin () kullanacagiz. Buradan f (@)= 0+ p"dir ve

1 1
p=— ve ,OD=E, siraslyla a ve a” noktalarindaki egrilik yarigaplaridir.(4.3) den

k,

yararlanarak m,, m,, I yok edilerek ve tirevleri alinirsa asagidaki sonug elde edilir:

4 f
m=em - f(g)= m=——— +£ v)

" =(m; + f(¢)J' (' + F@)e+(ni+ f(g)e]

L=—¢,pk,m,—-
g & 2PK, My — M
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ise esitlikten

£2pk2

m = | & + mee, f|

elde edilir.Elde edilen ifadenin tlrevi alinirsa

I

m;{ 2p1k (fnq +mte f)}
(4.4)

I

=(£2j01kj (elml" +m+e f')+%(£ln1 + m+e, f)

olur ve (4.3) deki m, ifadesi

m, =-g0km-pkm

dir.(4.4) ve yukaridaki denklemleri esitlersek

elde edilir.(4.3) deki m4' dizenlenerek

I 1 "
m, =-pkm= K&E[Elm + e ﬂ (4.6)

22

elde edilir.(4.6) in tarevi alinip (4.7) denklemi ile esitlenirse m,, f ve tirevleri cinsinden kapali

denklem asagidaki sekilde bulunur.

d| ¢ d d'm | | |- dm |, kf, dm j
d¢{pk3 d¢[pkz( mlﬂ " (v} k Is(‘gl g
+d {gz d{ 1 dfj Zf}—ezﬁeli—o

k dpl ok ") k k = @

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

(4.7)
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Teorem 4.1.1. Sabit genislikli spacelike egrileri karekterize eden genel denklem (4.7) denklemi

ile verilir.

$imdi tekrar (4.3) denklemini ele alirsak egrinin @ ve a" kargl noktalari arasindaki d uzakhg

egrinin genigligidir ve sabittir. Yani,
—112 2
dZ:HdH :“ﬁm—ﬁu =nf+enf-ge,nj+e, M= sh (4.8)
dir. Ayrica d vektori (C) sabit geniglikli spacelike egrinin ¢ift normalidir. Buradan
0 1 n_ 1 . .
f(p)=p+p drve p:E ve P :E , siraslyla @ ve @ noktalarindaki egrilik

yarigaplari olmak tizere (4.8) in turevi alinirsa f (¢) =0 ve m =0 olma durumlarindan

asagidaki sonuclar elde edilir.
f(g)=em, mi=—mepk, m=-e,mp k- @ k - B k WO (49
ya da
m=em, m=-m-nEPLL m=-mp k @ k - m @410

esitlikleri (4.1) egrisini tarif eden sistemlerdir. Burada (') , @ e gore diferansiyeli gosterir.

Simdi ilk olarak f (#)=0 olma durumunu inceleyelim.(4.10) denkleminde m = sbi kabul

edildigi durumunda m, = 0 olacaktir.

m=-mepk, M=-ngpk p=- 1 | (4.11)
(4.11) denklemlerinden m, cekilirse

I

m,

m=-T (flpks} _m/ (e0k)-m (k)
ok, pk, (oks)”

denklemi diizenlenirse
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£ (ok;)’ m+(ok) m-(pk) nj =0 (4.12)

bulunur. Ayni sekilde m, tarevini alip M, cinsinden bulunursa

I I m
==&0 , =—(p - — 4
m =-gokm, m=-(pk) m= n= ok
elde edilir. Turevi alinirsa
I m" - ' ’
m =-— (Pk) nf‘(p ) =gk (4.13)
(k)
elde edilir.(4.13) ifadesi duzenlenirse
(ok;)* em,+ (k) m —(pk) nf =0 (4.14)

bulunur. (4.12) ve (4.14) birlikte yazilirsa

n

(ok)m" —(pk) m —&(p k)’ m=0, p k#0,

n

(k) m, ‘(Pks)' m-¢,(p k)" m=0, p k#O0. (4.15)

ile verilen ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
¢
&=[p(t)k (1) dt
0

formunda @ degisken degistirmesi yapilarak bu denklemler diizenlenirse;
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dm, _ dm d¢

dg  ac d¢—n}/0‘$

e
,._dz_rrg__ drchKJ
™ g d¢(dz & @(W‘Sj

- m ok L (oK)

=m,(ok)*+ m(pk)

bulunur. Burada m3 = (jjr? dir. Bu degerler (4.12) de yerine yazilirsa;
ol m (oK) + (o W) |-£,(0 1) m-(p § (o § 0

(ok, )’ m+(pk) (pk) m-e,(p K)° m-(p K (p § 0
(k) Mg, (pk)* m=0

m,—&,m=0
bulunmus olur.

Ayni sekilde (4.14) denkleminden de

,_dm _dm dJ _ -

ALy d(%ﬁ m Ak

o d'm _d . _d mgdij d

m dg? 0|¢5ml d¢(d5 p dﬁ(mplgj

m,’ =(i r}LJpKﬁ ﬁd—(;p k= m(p °+ n{o ¥

dg

50

(4.16)



elde edilir . Bu degerler (4.14) de yerine konursa;

(k)| (oK) + (e ) |-(p ) o ke o B O

(o)’ m+ m(ok) (o k) (0 K o kefp ¥ o

(oK)’ m-£,(pk)’ m=0
m,-&,m, =0 (4.17)

bulunur. (4.16) ve (4.17) denklemleri agik sekilde yazilirsa sabit katsayilh

d?m,

2
d'm, -&m, =0 ve —df -&m= 0, (4.18)

dé?

2

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemleri elde edilir. Ozel olarak & =1alinir ve bu iki

denklem ayri ayri ¢ozulirse

¢ 0
m, = Acosk{fplgdt)+ Bsim{jp K dﬂ (4.19)
0 0
ve
¢ 0
m, = Ccosr{fplgdtj+ DsinVEJ.,o K dﬂ (4.20)
0 0

bulunur[5,19]. Burada A, B,C, D sabitlerdir. Buradan (4.15) ile verilen diferansiyel

denklemlerin genel ¢dziimi
¢ ¢

m, = Acosr{jpksdtJ+ Bsin&{jp K dﬁ
0 0
¢ ¢

m, = Ccosk{jpksdt} Dsim{jp K da
0 0

(4.21)
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olur. (4.21) sistemi (4.10) denkleminde yerine yazilirsa yani n13' =-me&p k3 ise

]
- —ka[Ccos?{'([kadt]+ D sinrup Kk dtD

bulunur. A=-D, B=-C elde edilir. Buradan (4.10) sisteminin ¢ézim kimesi

m =c= sbht, m=0,

¢ [
m, = Acosh| pk dt+ Bsintj p k dt, (4.22)
0 0

¢ o
m, =— Bcoshjplgdt— Asinfj-p k d
0 0

formunda elde edilir. Bdylece (4.1) ile verilen sabit geniglikli spacelike egrisi acik olarak

belirlenmis olur. Burada T, N spacelike B ve E den birinin timelike oldugu durumdur..
2
Denklem (4.1) de ifade edilen esitlikte yerine konulursad? = HCT'D—CT'H = sbt oldugu gériliir.

4 ¢ @ ¢
d’=a+cT +[Acoshjplgdt+ Bsinrjp k dt,} ”BL[— Bcosﬁp K dt Asin}p k %t”
0 0 0 0

ve

d? :HdD_ﬁHZ = nlz+£1n§_£1‘92n§+‘92 nj: K

ise yerine yerlestirirsek
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o 9 2 9 9 2
cz—g{AcoshJ',oksdH Bsinff,olgdt} +£2{— Bcosﬁp K dt Asinho gc} =
0 0 0 0
¢ ¢ o 9
¢+ A{—EZ coshﬁplgdﬁ £, sinﬁjpksdt ,}+ B{—EZ sinﬁjp k dt-¢, cosﬂp K d}
0 0 0 0

¢ ¢ ¢ ¢
—522ABcosh.[,ok3dt sinij-,o k dt+ £, 2ABsinjpk3dt coshj,odet: K
0 0 0 0

ifadesinden k? = ¢? —-&, A+ £, B? sabit genislikli spacelike egri olmus olur.Burada &, =F1 dir.

Simdi de & =—1 alinirsa (4.18) genel ¢oziimi

m, = Acosﬁp k dtj + Bsir[f,o K d} (4.23)

ve

m, = Ccos{fplg dt} + Dsirﬁp K dﬂ (4.24)

bulunur[5, 19]. Burada A, B,C, D sabitlerdir. Buradan & =-1 oldugunda (4.15) ile verilen

denklemlerin genel ¢cozimler
¢ ¢

m, = Aco{jplg dt] + Bsir{jp k dﬂ
0 0
4 4

m, = Ccos{jpk3 dtj + Dsir{jp K dﬂ
0 0

(4.25)

olur.

(4.25) sistemi (4.10) denklemindeki n13' :—m‘é’lpks ifadesinin yerine yazilirsa ve & =-1

alindiginda
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m, =[Acos[zplgdt]+ Bsir[]z ok dﬂ}l =p g{ CCOEI o k d}+ Dsﬁ o k %\J

bulunur. (4.10) denklemi (4.15) denkleminde yerine yazilirsa A=-D, B=C elde edilir.

Buradan (4.10) sisteminin ¢6zUmun( asagidaki gibi yazabiliriz.

m =c= sbht, m=0,

¢ ¢
m, = Acos| pk dt+ Bsinf p k dt, (4.26)
0 0

, ,
m, = Beos| pkdt- Asin| p k dt
0 0

formunda elde edilir. Boylece (4.1) ile verilen sabit geniglikli spacelike egrisi belirlenmis olur.

2
Denklem (4.1) de ifade edilen esitlikte (4.26) yerine konulursad? =Hc75—c7u = sbt oldugu

gorular.
- ¢ ¢ - ¢ ¢ -
c?D:c*r+c.T+(Acos.[,ok3 dt+ Bsinj,o K dt,j BL( Bco§p k dt Asij},o §<%t
0 0 0 0

|a"-al =nf + &g -e e, e,mi= K

ifadesini yerine yerlestirirsek

¢ 9 2 ¢ ¢ 2
c2+£2{AcosJ',ok3dt+ Bsinjplgdt,} +£2{ Bco§p Kk dt Asiﬂﬁp g% =
0 0 0 0
9 9 9 9
¢+ A{e2 cos?j,ok3dt+£2 sinzj,okadt,}+ B{e2 sirfj,o k di-¢, co%j,o K d}
0 0 0 0

¢ ¢ ¢ ¢
+£22ABcosJ-,ok3dt sinJ',o k dt-¢, 2ABsirjp K dtJ-,okgdt: K
0 0 0 0
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ifadesinden k*=¢c?+ &, A+ £, B? sabit genislikli spacelike egri olmus olur.Burada g,=+1

dir.Yanik® = ¢+ A%+ B? dir. N nin timelike digerlerinin spacelike oldugu durumdur.

Simdi m # c# sbtdurumunda m tlrevleri cinsinden yazarsak (4.10) denklemini diizenlersek

flmz=n1':>n@'=£ m=-c0km m

m =—2 pk (rq+rq)

I

{2 o e

elde edilir. Ayrica m, = —£,0k,m, — £,0 k, Moldugundan her iki denklemi esitlersek

o] s I
T Lok ) ok, PPk K Pk pk o kk

bulunur. Ayrica m, tirevi alinirsa

m4'=—pk3nz=pls;1—2( nf + rﬁ=£§2%( f+ )

olusur Buldugumuz esitliklerden asagidaki genel denklem elde edilir. Ayrica (4.7) denkleminde

f (¢) =0 yazilirsa

d1)d)g( dm, ﬁm_ﬁdm):
d¢pkid¢{pkz[£ mlﬂ Mﬁ} § *igl ¢ ™)

olur.

Simdi (4.9) sistemine donelim. Bu denklemde m,, m, ve tirevleri yok edilerek f (¢)¢0

oldugu durumlarda ¢ degisken degistirme metoduyla ve

¢
u= Iy( )dt U= pK, alirsak
0
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d¢ du dp
d
ok, = pkum, - plom
am _ oy - Pk
du &m, ,olgmz
bulunur. Ayni sekilde
dm, _dm du__
i du o pk;m,
M e 9M
du P PK; My du m
elde ederiz.
d'm_d(_ pk | __dm d(k
du? _du( ] L TR
ise E = —m, yerine yazilip diizenlendigi taktirde
2
m, __d[k
- === 4.27
LU T .
d’m,

denklemi elde edilir. —&M, =0 ¢ozumi ise & =1 alinrsa T, N spacelike E ve B

du?

den biri timelike oldugu 6zel bir durum asagidaki sekilde bulunur;
¢ ¢
F(¢)= Aicoshj.,okgdt+ B sinrj',o k, dt
0 0
olarak alinirsa ¢6ziim

m, = Fl(¢)—icost{u(¢)— u(9]o(9 Kk f( 9 dt (4.28)
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¢

‘ij_”jzplsinhfpkgdﬁ acosf?pksdt—I sinh ¢) - }]o(} k () dt

0

d

~cost{u(g)-u(#)] (9 k F()L+ cosfiu(e) -  Fo(d k 1

2Ta

c

gerekli islemler yapilirsa
¢

%—?:AsinhipkgdH Blcosrfpkadt—j sinh (¢)- { }]o(} k (} dt—ﬁ—z (X

0

bulunur. ikinci tiirev alindiginda

20 s i 1)

~sinh[u(g)-u(¢) ok .f%+ sinf u(g)-u 9o k& f%—%‘(k_é rgj

bulunur. (4.27) denkleminde yazilirsa

(j—u?-%= Acoshipksdﬁ Ezsinfiplsdt-z cosh ¢)- ¢ Xlo( ¥ k { ) d*%(k_é g}

—Acoshj;pkgdt— B sinfjépksdt{? coshig)- U }|o(} k () dt

gerekli sadelestirmeler yapilirsa asagidaki (4.27) esitliginin saglandigi géralir:

(4.17) denkleminde & =-1 yazilirsa &, =+1 olur. N timelike digerlerinin spacelike oldugu

d?m,

u2

durumdur +m, =0 nin 6zel ¢6zum

F(¢)= Aicosjqpkgdt+ B sinfp k, dt

olarak alinirsa asagidaki ifade elde edilir.
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m, = F2(¢)+Tcos[u(¢)— u(9]o(9k (9 dt (4.29)

(4.29) ifadesinin sagladigini géstermek icin asagidaki islemleri yaparak yerine yerlestirelim.

Z—?:—AsinipksdH Blcosf,okadt—f Sifﬁ Ue)- | )],0( J k() dt

+codu(g)-u(g)]o()k (95 - cof ulg)- o 9o(Y K 1( P

u

23

c

gerekli islemler yapilirsa

Z—?:—AsinzplgdH Blcosj;plgdt-j; Sifﬁ Ug)- )]:0( y k() dt+% (X

bulunur. ikinci tiirev alindiginda

du?

d2m, __plcos]épkgdt— B sinfpksdt—f cop o)~ U }]o(} k() dt

-sinu(g)-u(o) k.15 s o) o 9] 1o )

bulunur. (4.27) denkleminde yazilirsa

¢

ddzl?} +mg:—AicosJ;pk3dt— E}sinj:,olgdt—j: cog o) - l@)]p( Xk () d{%(k_lé E,ﬂ

+A1cosjz,ok3dt+ BlsinT,oksdHT cof Ug)- W }]o(} k() dt

gerekli sadelestirmeler yapilirsa asagidaki (4.27) esitliginin saglandigi géralir.

d'm __dfk
d du[ K "EJ

Benzer yollarla m, ve M, cinsinden yazarsak
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=— 35 "~ = k -
dp  du’ dp ,PK M, — pk,my
d
ok, =—epkm, - plo
d
d_?=_51m4_%mz

ve

dm, _ dm du
i du’ o PK;my
dm, . dm __
du-pkg pksm = o m
dm, _ _
dg m

ise denklemler diizenlenirse

d d?
d_nl}:_ rr!‘:_‘5’1""14_£m2

d? K

ve dizenlenerek

d2
—d:} —em, :% m, (4.29)

bulunur. Ayni sekilde & =1 aldigimiz taktirde

m4:—Aisinhji,0k3dt— E}cosi?,olgdeq sinh §g) - @ Xlo( X k f )t di (430

bulunur. Ayni sekilde & =-1 alinirsa

m4:—Asin]zpk3dt+ E}coé’:plgdt—i s @)~ @ Xlo( x k ) d

Sonug olarak (4.27) ve (4.29) denklemlerinin ¢ézimleri
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m =0,
m, =& f(¢),(6,=F1)

¢ ¢ ¢
m, = Acosh| pkdt+ Bsintf p kdt-[ coshud ) up k ft)dfe,= )1
¢ ¢ [
m, = Acos.[plgdt+ minjplgd&j cop ug ¥ u(o k f(t)dfe, =- 1 (4.31)

4 ¢ ¢
m, :—Blcoshjplgdt— Al\sinlj',o Igd'fkj' sinpug ¥ udp k €)dt,(g =1)

m, = Blcosjﬁ,olgdt— ,%sinf,olgdt—jq sih up > u(fo k f(Ddte,=- ),

formunda genel ¢6zum elde edilir. A, B, reel sabitleri gésterir.

Bundan bagka M =0 olma durumunda (4.7) denkleminde yerine yazilirsa

i{ii(iﬂj_ﬁf}%ﬁﬂzo @32)
dg| pk, dp\ pk dp) K K

¢
(4.32) formunda @ degisken degistirme ile W= J-,Okz dg yapilirsa
0

dfk, (dr_, ]k _ 433
dw{kf{dv@ azfﬂ Igdwo (4.33)

ifadesi (4.1) deki denklemde sabit genislikli spacelike egrileri gosterir.

Simdiye kadar karsilikli paralel zit yonli paralel tegetlere sahip uzay egrileri ele alindi.Simdi ise

P den baska bir tek Q noktasina karsilik gelen egride her P noktasinda ayni diizlemde olmasi
icin E14 de (C) birim hizl basit kapali egri diginelim.Sonra E14 de sabit genislikli uzay egrisi
ile ilgili asagidaki teoremi distnelim.

Teorem.4.1.2. . (C), egriligi ve burulmasi sifirdan farkli olan C® sinifindan birim hizli bir

spacelike egri olsun. (C) egrisinin P ve Q karsit noktalarindaki T veT" tegetleri paralel ve

zit yonlu olsun. Eger (C) nin bu noktalarini birlestiren kiris bir ¢ift normal ise, bu takdirde (C)
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sabit geniglige sahiptir. Tersine eger (C) sabit geniglikli spacelike bir egri ise, bu takdirde (C)

nin her normali ¢ift-normaldir.

ispat: (C) nin s yay uzunluk parametresine sahip m, m,, m ve M, fonksiyonlari ifade edilen

d=a"-a=mT+ m N+ m B m lvektsri bir gift-normal olsun.Sonra
(d,79)=-(dT)=m=0

ile verilebilir .(4.2) denkleminden yararlanarak

dm,
ds

m

dm
+ =0
ds "

d
tm

m,

bulunur.

Boylece &M —£,6,Mt+£,nf,= sb oldugu ortaya cikar ve (C) sabit genislikli spacelike
egridir.

-2 —
Aksine olarak Hd” =nf+en-eg,n+e,mM= skise m =0 oldugunu gosterir. d de
T ve T dik oldugu anlamina gelir.Yani d , (C) de bir ¢ift -normaldir.

Zit noktalarda zit yonlerde paralel tegetlere sahip basit kapali spacelike egri (4.28) sistemi

tarafindan verilmigtir. Bu durumda O0< @ < 277 arasinda egrinin bir cift karsilikli noktalari

(O'D(¢), a(¢)) dir. Boylece (4.31) sisteminden

a (0) =a (277) ise f fonksiyonu f (¢) =p+p ise f (0) =f (27T) dir. Boylece & =1 ise

2

ﬁ(Zﬂ):d’(Zn)+f(277)N+[f1(27)—j coshu ¢ ¥ u (Jok f (ﬁt}ﬁ

0

{ f,(2m) +2fsinh[u @)-ut)ok f (t)dt} E
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0

Acoshzj'npkgdﬁ B sinhzf,ogdt—]'n coshug Y uflp k f ¢ e ¢

—Blcoshzjnpkgdt— A sinhzfpksdt+T siniug ¥ u@p k f ¢)de - E
denklemlerinden asagidaki sonuclar ortaya cikar:

coshzjﬂpkgdt: = Zf,olgdt: (
ayrica

Tcost{u ¢ )-ut]ok f¢)dt= Cve 2fsin[u @)-u(t)]ok f(Hdt="0

dir
Sonugc olarak asagidaki gibi ifade edilir:

2
[ pldt=2mr, (nDZ) (4.34)

0
ds=pdg esitligini kullanarak Ik3ds= 2, (rJZ) formili verilebilir. £ ==1 alindiginda
C

da ayni esitlikler gelir. Bu (C) de tigiinci egriligin sifir oldugu anlamina gelir.Boylece asagidaki

sonucu verebiliriz.
Sonug 4.1.1.Sabit geniglikli spacelike (C)basit kapali egrinin toplam Ggunci egriligi

k .
2n77, (nOZ)dir.Ayrica —2 = a = sabit alirsak (4.33) denkleminden

i 2
a ﬁé‘l ﬂ—ézf Kk df =0 denkleminde ﬁ:a: sabit ise
dw| k dw k dw K,
d| _(d*f 1 df
—l &a -&f||-————=0
dw_l(dV\? ZH a dw
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ai E ﬂ—gf —lﬂzo
dw| *{ dw ? a dw

a‘gdg_f—aggﬂ—lﬂ:o
Ydww T dw adw
3

il df _1df

_—gg _—- =
dw' T dw & dw
ﬁ— £ +i ﬂ:o
aw' | ? ga® ) dw

3
(;W]:’ -K %V: 0, (4.35)

_ 1 . . o
Burada K =¢, t—— dir. K # £1 oldugunu varsayalim (4.35) denkleminin genel ¢oziimi
1

asagidaki gibidir:
¢ ¢
f = Asinh[ Kpk,dt+ B cost{ Kok dt+ G (4.36)
0 0

Burada A,, B, ve C,reel sabitlerdir. (C) basit kapali egri yani a”(0)=a"(277)

f(2m)=A sinhzf K ok,dt+ B, cosﬁf Kok dt+ G
f (0)=B,cos0+C, = B,+ G

2 2
sinhj Kok, dt=0 coshJ' Kok, dt= 1
0 0

ds= pdt esitligi kullanarak J.kzdSZ 2%7‘[, (K, KJZ )formulu olarak verilebilir. (C) nin
C

n
ikinci egrilik integrali ZE 71, (K,nOZ)oldugu séylenebilir.Boylece asagdidaki sonug verilebilir.
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Sonug 4.1.2. a=Kk,/ k, = sabit olan sabit genislige sahip basit kapali (C)egrisinin toplam

1 n
ikinci egriligi NnL1Zve K =&, +—— de ZE” dir.
1

4.2. E14 Minkowski 4-Uzayinda Sabit Geni slikli Spacelike E grilerin Periyodik
Olmasi Kriteri

Farz edelim ki (C) sabit geniglikli bir spacelike egri ve @(S) genel bir noktanin konum
vektorunl gostersin. (C) kapal bir egri ise @(S) konum vektoéri = 27T periyotlu bir
periyodik fonksiyondur. Burada @, (C) egrisinin toplam uzunlugudur. Bu takdirde K (S)
egriligi ve K,(s) ve K;(S) burulmasi ayni periyotta periyodiktir. Ancak K (S) ve K,(S) ve

kS(S) nin periyodik olmasi ve egrinin kapalligi bir spacelike egrinin sabit genislikli olmasi icin

yeterli degildir. Yani eger bir spacelike egri kapal (periyodik) ise, sabit geniglikli bir edri ya da
sabit geniglikli olmayan bir egri olabilir. Bu ylzden bir spacelike egrinin sabit genislikli olmasi

durumunu belirlemek i¢in [6] da verilen benzer yollar takip edilerek (4.10) sistemi kullanilabilir.

Bunun ic¢in, ilk 6nce (C) spacelike egrisi Uzerindeki genel bir noktada

— —

dT _, - dN = - dB ~ o~ dE_ , —
—_= N,—:—g T+ —=f NH - E 4.37
kN, o =makTr kB o ma kN KE = e (4.37)
L dp _, _1 -
Frenet formullerini dustnelim. ¢ ve — = k1 = — kullanilarak (4.37) formdilleri
s P
dT _ . dN_ = - dB . - dE_ -~
—=N, —=—-¢T+ — =& N+ —= E
g g TPk B ; PkN+tokE el K

formunda yazilabilir. Ayrica f, N, B, E vektorleri koordinat formunda

— — —_ 4 —_—
be E) & (4.38)

4
i=1 i=0

—
1

— 4 —
t8, N=> np B
i=1

4
i=1 i

seklinde ifade edilebilir. {f, N, B,TE} vektorleri E14 uzayinin ortonormal bazi oldugundan

(4.38) ve tirevleri (4.37) denkleminde yerine yazilirsa
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-2 = —3 = —2=n
dg ap ap @
d d d dn
£ = —&t, + pkb, d_;} = -+ pkib, d_i; =-€t+ pkb, j =—€ i p kb,
D= it +eokn, <2 = Pkt e pkun, 2= p ks e phun, TE = ks, + 0k,
dg dg dg dg
de de de,
= pkih, Z-pk3bz 3-pk3b.= W =pkh
(4.39)
lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.39) denklemlerinden

{t17nl’b11éq} ,{ tz,nz,bz,é} { t. N, b, ,@ {,t4 n, b, ,§ cuimleleri

Wy Wom ok Y - ok — ok iz oky . a0
do ¥, o Wyt PR 5, o PRY ,— PKY , ” pPky . (4.40)

Eger (C) egdrisi sabit genigslikli bir edri ise, (4.40) ve (4.10) sistemleri ayni olmalidir. Bu ylizden,

Y=m, ¢,=m, Y,=m, ¢ ,= mtir. Kisaca (4.10) ya da (4.40) denklem sistemi

dy _

dg = AP,

(4.41)

formunda ifade edilir. Burada

m 0 1 0 0
-, 0 pk, 0
w — rrE ’ A(¢) - 1 2
m, 0 &pk, O Pk
m, 0 0 gpk, O

dir.

Acik olarak, (4.41) denklemi, 2 (t) @ periyotlu surrekli kabul edilmek tzere
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dy
— = A(t
dt ().
m a; &, &
(4.42)
m, G G T G

genel lineer diferansiyel denkleminin 6zel bir durumudur [6,14]. gl/i (0)=)§,(i =1,2,...n)

baslangic kosulu olsun.

ve

denklemlerini ele alalim. Bu takdirde (4.42) denklemi [6] dan iyi bilinir ki d—"{[/IA( )t/l

l/l(O) = X formunda yazilabilir. Eger

TA (€, x)déE=0

ve

w(t.x) {E+ M ( )} x, ( E= birim matrig,

M (t) =IA() @A(t)+- |(>A()+...,
(1A)() =1 jA (4.43)
(I(n)A)(t):jA(f)('(n_l)A)(f) d&, n>1,

ise, bu denklemin gl/(t, X) ¢6zumu @ periyodunda periyodiktir.
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Simdi Teorem.1.2.1 i (4.18) sistemine uygulayaim. Eger I\/I(a))ZO ise, @ periyotlu
T,N,B, E birim vektor fonksiyonlari vardir, dyle ki {ti,n,b,q}, (i=1,2,3,4)
fonksiyonlarinin her bir kiimesi (A,B,Q, D) baslangic kosuluna karsilik gelen (4.39)

denkleminin bir ¢6zimuna olusturur. (C) egrisi
a(9)=[T(3ds ya dad(g)=[p(¢) ®) 4

denklemleriyle tanimlanabilir. Burada 'I:, (4.42) denklemleri tarafindan belirlenen

~—~t

=]

={E+M(g)} | 2 | (i=12,39 (4.44)

o
OO0 m>

n

denklemi  kullanilarak  bulunabilr. (A, A, A, A),(B,B,B,B)( G C, G Q ve

(D,,D,,D,,D,) bir orta normal cati olusturmak Uzere, baslangic  kosulu

t(0)=A,n(0=B, h(0)=G, § =D, (i=12,3,% olarak alinirsa, bu takdirde (4.44)

den
t=(1+m,) A+ m,B+ mC mD (F1234 (4.45)

bulunur. (C) egrisi sabit geniglikli ayni zamanda @ periyotlu periyodik bir edri oldugunda

j ptdg =0 (4.46)
0

dir. Buradan (4.45) ve (4.46) dan

w

Ajp(1+rm)d¢+ BTPHJZW Cfp m é+ ffp m@=0; (1234

0

elde edilir. Bu sistemde katsayilar determinanti A # 0 oldugundan, bir egri icin sabit geniglikli

spacelike egri olma kosulunu saglayan
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Tp (1+m,)dg =0= jprqzdvﬁ jp ny, @ = Iprml (4.47)

denklemleri elde edilir. Burada 0< ¢ < 277 oldugundan = 27T periyodu alinabilir. Buradan

asagidaki sonuc elde edilir:

Sonug 4.2.1. p(¢) >0 ve k,(@)ve k;(@) w periyotlu stirekli periyodik fonksiyonlar, (C)

E14 de bir egri olsun. Bu takdirde (C) sabit geniglikli spacelike egdri ayni zamanda @ periyotlu

periyodik bir egridir ancak ve ancak

w

M (w) =0, Ip(1+m1)d¢=0=Tpm2c¢=fpms¢=fp mé, (4.48)

0
esitlikleri saglanir. Burada
M (t) = IA() + 1PA(t) +-+10A(L) +--,

0 1 0 0
0 (4.49)

ve Iy (t) M (t) matrisinin elemanlaridir. (4.45) esitliginde

0 fdt 0 0
0
—sjdt 0 f,okzdt 0
A(t)=] ° °

0 szjs'pkzdt 0 fpkgdt
0 0

0 0 & [ pkydt 0
0

T

12A(s) = | A(t) IA(t) dt

Oy »n

olur. Ayrica
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0 fdt o 0
0
o 1 0 0 —¢, [ dt 0 [ ok, dt 0
|1 7& 0 ,0k2 0 0 0
A( S) IA( t) - 0 Kk 0 k s s
£2% P50 &, [ pk,dt 0 [ ok,
0 0 gok O 2) P2 1P
0 0 & [ pkyt 0
L 0 a
—¢ [ dt 0 [ oKy dt 0
0 0
0 —&, [ dt+ pkos, [ pldt 0 pk[ ok dt
— 0 0 0
~£,6,0K, [ dt 0 e,pk[pkdtrpke[pkdt 0
0 0 0
0 £:€,0K3| pk,dt 0 £,0ks [ pkydt
L 0 0 a
olmak tzere
17A(r) = [A(t) IA(t)dt
0
esitliginden
—&,[ [ dt 0 [[ ok, dtds 0
00 00
0 ~[ [ (6, + £,k 0k,) dtds 0 [[0 ko K dtds
2 00 00
l A(r) = rs rs
~£.&, | | pk,dtds 0 [[(e.0 k0 K+ 6,0 ok, dtds 0
00 00
0 I I &E,PpK,0k, dtds 0 & I j Pk ok dtds
L 00 00
bulunur. Benzer olarak algoritmaya devam edilirse (f) = ,0(4() K, ({)’ILI({) = p($)ks(S),
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A(s) O A(r) =

—£1H dt 0

0 —ﬁ (& - &,0K,pk,)dtds 0 j
00 0

O!—.—t
O =y

pk,dtds 0

Ot

p kp k dtds

—£1£2j T pk,dtds 0
00

O t— =~

[eokok+epkp dis O

0 £E,0K, 0K, dtds 0 £1H,0k3,0k3dtds
00

OQ—."
O =y 0
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0 —ﬁ(gl —£ A A)itds 0 ﬁ/l.mtds

| dtds—/lﬁglez/} dtds 0 —&'lﬁ/}dtdswlﬁ (EAA+14) ditds 0
0 00 00 00

0

0 —ngﬁ (&, —&EAA)tds+ ,uﬁgfsz/l 4 atds 0 ezAﬁA L dtds ,uﬁgl,u,u dtds
00 00 00 00

—,uﬁgzﬂdtds 0 ,uslﬁ(gzM +e M )atds 0
00 00
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0

prs

A= [[[a-geAAptosr

000

[T e-eppcea : [[[ e

0 —m EA-AEM+ey)pdscr 0
[0 e5-Ares s 0 [femepc
0 [T ueerr o 0

bulunur. Benzer olarak algoritmaya devam edilirse

|4A(¢):fA(t)|3A(t)dt ise PAP=R (ifF1234

0
A(s) O3 A( p) = lgl

0

0 &0k,

O O r‘12 r 13 r 14
pkz 0 rl21 r.22 r 23 r 24
0 ka r31 rl32 r 33 r 34

glp k3 0 rl41 r.42 r 43 r 44
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1*A(¢)=

o0

gprs @prs
[[]]@-&g,AA)dtdsdrdp 0 ~[[[ [l = A(£,AA + £ ,p2.42) dtdsdrdp 0
0000 0000
gprs @prs
0 [[[[1a-eeANn-££A A1+ Aeg puA ptdsdrdp 0 ~[[[ [ = A(EA 122 + £ )] ditdsdirdp
0000 0000
pprs
[£,A1-£,6,A.A)+ £ ,41.41.A 1dtdsdrdp 0 - j j j j [6,6,(A+ A A = 1) pu €A A+ 1 Prdsdrdp 0
0000
@prs @prs
0 -¢ j j j j UM EE, - AA) - €& uA p]dtdsdrdp 0 g j j j j [1L(E LA + £ )] dtddrdp
0000 0000 n

olur. Bu sekilde islemlere devam edildiginde; (4.43) ve (4.49) denklemlerinden M (t) matrisi elde edilebilir ve her m; sonsuz bircok

integrasyonu igerir. Bu nedenle (4.48) kosulu
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p(g)dg -

o'-—u‘&

[ ept@)dsdtap +

o

ﬁﬁp(@%[q—gﬁ( B A( $] dtdsdrdpgl—---=0

00

p@ytdp- [ [ [ o) &, - £.A(91(9] dedsdrgp+- =

p(9)A(t) dtdsdp

Ot—2 O——2 O——?
o=~ Ot——n
o0

o'—,e

T AL ea ()£ (AW - esu( (8} ctasdrapp+ =

T111 o(#)(9) (1) ctascrap

{17 o811 (0) ()& - £ (1) A(9) - yu( (9] chdscipg @ .=

(4.50)

formundadir. Burada /](f)=,0(£)k2(5),,u(5)=,0(5)k3(£).d|r. Simdi  6nceki bolimde

bahsettigimiz ok, = sabit pk, = sabit olmasi durumunu asagidaki érnekte inceleyelim.

Omek 4.2.1. pk, = pk, = sabit oimak uzere o =sabit ve k, =k, = sabit 6zel durumlarini

distnelim. Bu durumda (4.48) formu

20

w_51§+El(gl_gzpzkzz)g_51(51—5202k22) 2 ..=0
W
(j (8- gzpk) +(&,-£,0% )chl -
kz{cj (g £,0 k2—£]p2k2)§+(£ 820 —Sp ) C;]!—...:O} (4.51)

o' o’
k2k3|:I_(£1_‘92:02k22_é‘]pzkg)g‘h..: }

ya da yukaridaki denklemler sirasiyla diizenlenir, birinci denklemde esitligi (& —(‘:2,02k22)§/2 ile

carparsak
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51(£l—£2p2k22)%(£ -£,0°k )a) 5(5 —-£ p’k )%ﬁ

3!
+£1(£l—£2,02k22)%%—sl(sl—szozkzz)%% =0
—51‘92(,02k22)((sl—fzpzkzz)y2 w+ 51(5 —E€p%kK Z)yza)
—el(sl—ezpzkzz)y§+£ (5 —£.0%k )5/2 5 -...=0

eaz(pzkzz) (al—szpzkzz)a)—sina (al—f:zozkzz)a)—
bulunur. (61—52,02k22) ile ikinci denklemi genigletelim

4

(&, -£.0%, )(‘2)2 ~(£,-e0% )ZCZ +(e,me p% )32‘; =0
-1+1+(g - £,0%k, )Cj ~(£,-£0%; )2%+(51—5202k2)3%?—...:0

-1+ cos(«lel —(sz,ozkzz)a)=
cos(wlgl—szpzkzz)a)z 1 ve (\/gl—gzpz kf)a): 2kt (K1Z )

elde edilir. Uctincii denklemide (é‘ 82,0 —EJ,O )/2 ile carpalim
W
(e-ek - ep") 2~ e 2 o7k -2 K )/2E
K ) '
(5 -&£,0°k,} —€,0k ) T -...=0

Ayrica (é’l -£,0°k,? —£1p2k32) terimini ekleyip ¢ikaralim

75



(81 B gzpzkzz B gjpzksz)

k2

+ (‘91 B gzpzkzz B glpszZ)

kz[(

e

B _
3

E—EPK-€P zkgz)y2

£, —E,0°k) —ej,ozk;)y2 w—sin(el—epzkzz—gp Zkgz)y2 w} =0

2
bulunur. Dérduincii denklemde (51 -£,0°k,? —£]p2k32) ile garpildig: taktirde

KoK

KoKy

KoKy

4

i 2 W 3(4)6
(51_52/02k22‘5102k32) ]_(gl_gzozkzz‘fpzksz) g T 0}

- 2 o s of
_‘1+1+(51_52p2k22—£p2k32) Z_(‘E.l_‘g.zozkzz_é.p2k32) E‘*_-": 0}
- y g
ek -er) g cleepi-co

2 o
a-es-e Lm0

olur ve ifadesi diizenlenirse

KoKy

KoK

i 1
-1+ (51—52,02 k?-¢&,0° kf)% + co{(el— epP’ki-€p 2k32)2 a)ﬂ =0
1
& _‘gzpzkzz B glp2k32)z w
2

[(51 -£,0°k}—£ p? kf)yz}z % —sin? (

bulunur. Yukaridaki ifadeler diizenlenirse
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1 1
£,E,0°K,? (1— £1£2p2k22)5 w+ sin{( 1-c£ 202k22)72 w} =0,

co{(gl—szpzkzz); w} =1 or (sl—sz,ozkj); w= X1, KOZ),

1 1
K, (51 -£,0°k) - £1p2k32)5 w—sin[(el— Ep°ki-€p 2k32)5 a)ﬂ =0, (452

1
(51 - £,p°K,” - £]p2k32)2 w
2

2
K, K, [(El—gzpzkzz—glpzkgz)%} %—sin2

olur. Burada & =1 ise w=2Km ve & =-1 ise w=-2krmidir. ok, =0, pk, =0 oldugunda
oldugu goérulur ki (4.51) ya da (4.52) denklemlerinin hepsi saglanir. Boylece o = sabit>0 ve
k,, k, = sabit ile egrilerinin sadece o =sabit>0 ve k, =0 veyak =0 olmasi durumunda
bu sabit genislikli egriler E14 de spacelike c¢ember olur. Simdi bu c¢emberlerin

karakterizasyonlarini verelim. ,Okz, /Ok3 = 0 oldugunda (4.10) sistemi iki durumda incelenebilir:

1) Egerpk, =0, pk;=0 & =1,&, =F1ise, bu 6zel denklemin genel ¢ozimu

U

rnlr:n-k’ n}’:_nﬂ’ [‘é:O’ m:O
m = =-m (4.53)
rrh"+m:0

bulunur. Yukaridaki denklemlerin genel ¢6zimu

m, = Acosg + Bsing
m, = Ccosg + D sing
m=E (4.54)

m,=F

dir. (4.53) de yerine yerlestirirsek A=—-D, B= C bulunur. Bu durumda denklemin ¢éziim

kimesi
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m = Acosg + Bsing
m, = Bcosg — Asing
m, = K (4.55)

m, =1L

Sonug olarak (4.55) denklemi (4.8) de yazilirsa

1

4=l -al= (| + & x 10
uzaklikta

a"(¢) = a(#) +(Acosp+ B sing) T+(~ Asip + B cog) N
+KB+ LE,

spacelike gemberi bulunur. Bu durumda, egrinin karsi noktalarinin bir ikilisi (ﬁm(¢),ﬁ(¢))

olup, ¢ icin, 0< ¢ < 277 araligindadir.

2) Egerpk,=0, pk,=0 & =-1,&,=+1ise, bu 6zel denklemin genel ¢ozimii

U

m=-m, m=-m m=0 Mm=0
m =-m =-m (4.56)
rrll" _ r‘rl — 0

bulunur. Yukaridaki denklemlerin genel ¢6zimu

m, = Acoshg + B sinlyp

m, = Ccoshy + D sinly

m, = K (4.57)
m, =L

dir. (4.56) de yerine yerlestirirsek A=—D, B=-C bulunur. Bu durumda denklemin ¢tziim

kimesi
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m, = Acoshg + B sinlyp

m, = —Bcoshg — Asinly

m, =1L
Sonug olarak (4.58) denklemi (4.8) de yazilirsa
1
=l -al= (| & + 1+ 2
uzaklikta

a"(¢) = a(p) +(Acoshg + B sinty) T+ (- A sing - B cogh) N
+KB+ LE,

spacelike gemberi bulunur. Bu durumda, egrinin karsi noktalarinin bir ikilisi (ﬁm(¢),ﬁ(¢))

olup, ¢ icin, 0< ¢ < 277 araligindadir.
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V. BOLUM
E,' DE SABIT GENISLIKLI TIMELIKE EGRILER

5.1. Minkowski 4-uzayinda Sabit Geni slikli Timelike E grilerin Karakterizasyonlari

Bu kisimda, Minkowski 4-uzayinda sabit genislikli timelike egrileri karakterize eden diferansiyel

denklemler caligiimistir.

C), egriligi ve burulmasi sifirdan farkli olan C® sinifindan birim hizli bir timelike egri olsun.
grilig g

(C) egrisinin, a ve a” karsit noktalarinda zit yonli paralel T veT" tegetlere sahip oldugunu

farz edelim[9]. Karsit noktalarda zit yonli paralel tegetlere sahip sabit genislikli kapali basit bir

timelike (C) egrisi

a(s)=a(9+ m(3 Tr+ oi)s N)s ) (B (M 6¥ (5.1)

ile verilebilir, burada M(9, (1< i<4), (C) nin yay uzunlugu Solan diferansiyellenebilir

fonksiyonlarnidir. Bu denklem S’ye gore diferansiyellenebilir ve timelike egrinin Frenet formulleri

kullanilirsa

0 A 1M ) o e 9T

s ds_T(Jr ds+k1mzj+ N(K“l” ds lgr@j
5 dm, _ T dm,
+8(km+ G- km |+ § i 2L
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da- _ Ddéj dm j ( Ldm j~
o e (1+ +n*5|g T+ mk+ s mkl T

(mzkz"'_ ksmj ( n I§+T”2j

elde edilir. (C) nin karsit noktalarinda T = —T" oldugundan

dm _ E
ds Mk =" ds’
d
M+ = mk =0
S 5.2)
dm, ®
—__ 3 - :O
mk, + s mk
dm, _
myk; + ds

bulunur.  (C) nin  egriliginin  lim (A¢/AS)=(d¢/ d§= k(¥ oldugundan burada

¢ = _[;k1(5) ds, (C) egrisinin tegeti ve @(S) noktasinda verilen sabit bir dogrultu arasindaki

acidir. Asagidaki sistemi yazabiliriz.

dm _ am _ L _
a6 m=-m- f(¢), a6 M=o k- o
dm _ M- e |

dir. Burada @ ye gore tiirevi gostermek igin (') kullanacagiz.(5.3) Buradan f (@) = o+ pdir
1 a1 . .
ve p=— ve O =— , sirasliyla @& ve a noktalarindaki egrilik yarigaplaridir.(5.3) den

yararlanarak m,, M, M) yokedilerek tlirevleri alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

m=-m- f(¢)= m=-m- f¢)

m =(-nf - 1(g)) =-ni - 1(9)=pk - n

ise esitlikten
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I

et Al e o

m, = pkm-pokm
(5.4) denklemlerini esitlersek buradan

I

R a1 ) o

!__ __ 1 _ n !_
m, =-pkm= pls{pkz( m+ m ‘f)} (5.6)

(5.5) tirevi alinip (5.6) denklemi ile birbirlerine esitlenirse M, f ve tirevleri cinsinden kapali

denklem asagidaki sekilde bulunur:
dl 1 i{ 1 [dznzl-mlﬂ‘ﬁ dn +§[ dzrp_m)
dg| pk;, dg| pk\ dp ¥| kl @
df 1 d( 1 dfj K, } _
| ——— -2 f [+=2—=0
d¢{pk2 dp\ pk ) K k @

Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

(5.7)

Teorem.5.1.1. Sabit genislikli timelike egrileri karekterize eden denklem (5.7) denklemi ile verilir.

Simdi tekrar (5.3) denklemini ele alirsak egrinin & ve a’ karsit noktalari arasindaki d uzakhig

egrinin genigligidir ve sabittir. Yani,
dzzHaHZZHﬁD_ﬁHZZ_”fJ“ nf+ nj+ m= sb (5.8)

dir. Ayrica d vektori (C) sabit genislikli egrinin cift normalidir. Buradan f (@) = o+ p"dir ve

1
pP=— ve pD =— ,slrasiyla a ve a" noktalarindaki egrilik yaricaplari olmak tzere

k

82



m=-f(¢), Mi=mok, h=np k- ® k - @ k M0 (59
ya da

m=-m, m=-m+pk M= @k p ok - m. (510
esitlikleri (5.1) egrisini tarif eden sistemlerdir. Burada (') , @ e gore diferansiyeli gosterir.

Simdi ilk olarak f (#)=0 olma durumunu inceleyelim.(5.10) denkleminde m = sbi kabul

edildigi durumunda m, = 0 olacaktir. Denklemde m, =0 yazilirsa

m=mpk, m=mok m=- o |
olur.

I

| m
_om (pkj _~m (pk)+ m (ok) 5.10)
3 :
Pk Pk (oK)
(5.11) denklemi diizenlenirse
(k) m,~(ok) m+(p k) nf =0 (5.12)
bulunur. Ayni gekilde m, tiirevini alip M, cinsinden bulunursa
' =pkm, nf=-(ok) M= mE-T-
PKs
m =M (Pk)=m (oK) _ ) 619
(Ks)
(5.13) ifadesi duzenlenirse
(k) m,=(ok) mi +(p k) nf =0 (5.14)
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bulunur.(5.12) ve (5.14) birlikte yazilirsa

(Pks)m =(pk) m +(p k)’ m=0, p k0,

" ! 3 _
(k) m' —(pk) m+(p k)" m=0, p k#0. (5.15)
ile verilen ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
¢
E=[p(t)k (t)dt
0
formunda @ degisken degistirmesi yapilarak bu denklemler diizenlenirse;
_dm _ dm GCK _
m = 5 a7 “dg mpk
“Lp-U2 g slan
™ Tar Al )
d
Jo P
( ™ j g+ m ¢( k)
=m,(ok,)’ + m(p k)
©_dm, 5 _
bulunur. Burada m, = % dir. Bu degerler (5.12) de yerine yazilirsa;
ol m (o) + m(p ) |+(0 9" m-(p ¥ (o § 0
(pk;)* m+(pk) (pk) m+(p K)° m-(p B (0 § nFO
(k) m+(pk)’ m=0
f.f.13+ m=0 (5.16)

bulunmus olur.

Ayni sekilde (5.14) denkleminden de
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_dm, _ dm & _
dg dZ 0

,,:dzrm_i _d drq[_ldij
™ " agr ap™ ¢[d€o¢ 77

= ok o k= Tulo 47+ o §

nlﬂ‘%

elde edilir . Bu degerler (5.14) de yerine konursa;

( ks)[ (ok)’ +Fq(mg)'}—(p K mo k(o ¥ nEo

(ok,)’ m+ m(pk) (0 k)-(0 k) mo k(o §° nFo
(k) me+(ok)° m =

m,+ m, =0 (5.17)

bulunur. (5.16) ve (5.17) denklemleri acik sekilde yazilirsa sabit katsayil

2

2
d m4+m4:O vez—;hngzo, (5.18)

dé?

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu iki denklem ayri ayri ¢ozilurse

m, = Acosﬁ,ok3 dt] + Bsirﬁp K da (5.19)

ve

m, = Ccos(]b‘,ok3 dtj + Dsirﬁp K dﬂ (5.20)

bulunur[5, 19]. Burada A, B,C, D sabitlerdir. Buradan (5.15) ile verilen diferansiyel

denklemlerin genel ¢c6zimleri sirasiyla
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m, = Acosﬁplgdt} Bsirﬁp K dﬂ
m, = CcosﬁpksdtJ+ Dsir[jp K dﬂ

olur. (5.21) sistemi (5.10) denkleminde yerine yazilirsa n13' =mp k3 ise

m, = —pk{ Asinh(zplgdt} Bcos»ﬁp k d}j =p ;{ 0cosﬁp k OHH Dsirﬁp X atj

bulunur. (5.10) denklemi (5.15) denkleminde yerine yaziirsa A=-D, B=C elde edilir.

(5.21)

Buradan (5.10) sisteminin ¢6zim kiimesi

m =c=sbt, m=0,

¢ ¢
m, = Acos| pk dt+ Bsinf p k dt, (5.22)
0 0

, ¢
m, = Beos| pkdt- Asin| p k dt
0 0

formunda elde edilir. Bdylece (5.1) ile verilen sabit geniglikli egrisi a¢ik olarak belirlenmis olur.

2
Denklem (5.1) de ifade edilen esitlikte yerine konulursad? = “ﬁm—ﬁ“ = sbt oldugu géralar.

9 9 9 9
a"= c?+c.f+( Acosj,olg dt+ Bsinj,o K dt,J ABL[ Bco§p k dt Asi,ﬁ,o k %ta
0 0 0 0

Hﬁm—ﬁnz :—n‘f+ n‘§+ rT§+ nj: l&

ise diizenlenirse
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0 0 2 ¢ ¢ 2
—cz{AcosjpksdH Bsinj',olgdt,} { Bco§p K dt Asiﬂﬁp g% =
0 0 0 0
¢ 0 ¢ ¢
- + Az[cossz@dﬁ sinzj',olgdt,}+ B{ sirfj,o k dt- co%j,o K d}
0 0 0 0
0 9 0 9
+2ABcos.[,0@ dt sinj,o k dt- 2AB sirj‘,o K dt Coﬁp kdt %k

ifadesinden k? =—-c>+ A2+ B®>  sabit genislikli timelike egri olmus olur.

Simdi m # c# sbtdurumunda m tirevleri cinsinden yazarsak
m=-m=m=-m=pkng- m

mg=pik2(—rr1"+ m)

I

SO R

elde edilir. Ayrica M, = pk,m, + 0 k, moldugundan her iki denklemi esitlersek

=) ) ) 7
t Lok ) ok, PPk K pk)\ ok o kK

ayrica m, ‘Un tdrevi alinirsa ve

m4'=-pk3n}=—plgi(—mﬁ'+ rﬂ:—%(— th+ ri)\

oldugundan her iki esitlikten
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(o)) o) o) | Gl ) () ()
Pk; )\ pk, pk ) Lok ) kK pk)\ok) (0 kk K
e (AN A) (2
_p2k2k3 k k (ok)lpk) (ok)lpok
I o e s
+ + > m + > m =0
_pkg Pk, P KK P kK
(5.23)

denklemini elde ederiz.(5.7) denkleminde f (¢) =0 yazilirsa

SRS
dg pky| dp| pk\ o k & | kKl @

elde edilir. Simdi (5.9) sistemine doénelim. Bu denklemde m,, M, ve turevleri yok

edilerek f (¢) # 0 oldugu durumlarda @ degisken degistirme metoduyla ve

5
u:Iy(t)dt,u=pk3

alirsak

d
k= pom, - plm

am _ Pk
au kg

ve
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dm, _ dm du_
dg¢ du dg

dm, —_
qu Pe = Pkm=

—pk;m,

dm _

ETR

olur.

p-dfn-fin}- 2

d  du ok du d
d
d—m4 = —m, oldugundan ifadeler diizenlenirse
u
d? d
—n}+m3:—— —lsm2 (5.24)
du dul Kk
d’m,
denklemi elde edilir. a0 +m, =0 ¢ozum ise 6zel olarak asagidaki sekilde bulunur.[5, 19]
u

F(g)= A_Lcos]zpkgdH B sin]zp k, dt
olarak alalim.Bu taktirde
¢
m, = F(#)+[coq u(g)-u(§]o( D) k (9 dt (5.25)
bulunur.
dm, ¢ ¢ ¢
E:—/slsini,oksalu acos{pgdt—[) sid Ug)- W }]o(} k () dt

d

+codu(g)-u(g)]o()k (952 - cof u(g)- o Plo(Y k

u

=78

c

ifadesi dlizenlenirse

9 — A sin] plect+ B cog pk - sif dg)~  Y]o( ) k () e ()
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bulunur. ikinci tiirev alindiginda

¢

dzr} =—Alcosj€,ok3dt— BlsinT,okadt—j COE L(¢)‘ L( )]:0( ) K ( ) dt

du A
—sin[u(¢)—u(¢)]p.kz.f%+ sifu(g)-u Qo k f%—%‘(k—é rgj

bulunur.(5.24) denkleminde yazilirsa

d*m +rr5:—AicosT,0k3dt— QSinTpKdt—T cop §g)- ¢ Ho( )} k { ) dt

du?
_%[k_kamzj+ Aicosj:/olgdﬁ I:}sinjjp lgdt+J¢: COE l@¢)— l(')]ﬂ( ) K ( )t dt

gerekli sadelestirmeler yapilirsa asagidaki (5.24) esitliginin saglandigi géralir.

Benzer yollarla M, ve M, cinsinden yazarsak

dm _dg du_ -
a6 du o pksm, — pk,m
k= pom,- ol
am -k
TR

ve
dm, _ dm du__
dp  du g Plm

dm _ _
du ™

d
=k ok, = -pkmy =
du
ise her iki denklem dizenlendigi taktirde

dm __dm_
au_ dg

Wlw

m,
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_k
=2m (5.26)
ks

bulunur. [5, 19]Benzer yolla

m4:—AisinTpk3dt+ acosiplgdﬁf sin @)~ Gxjo( X k) d (527

Sonug olarak (5.24) ve (5.26) denklemlerinin ¢cézimleri

m =0,
=-1(9),
4 ¢ ¢
= Aicosj',oksdt+ asinjp tgdtrj copug ¥ u(o k f(t)d (5.28)
4 ¢ 4
m, = Blcosj-plgdt— Al\sin.[,o Igdt—J- sif up ¥ u(do k f(9di

formunda elde edilir. A, Bjreel sabitleri (5.1) denkleminde sabit genislikli timelike egrileri

gOsterir.

Bundan bagka M =0 olma durumunda (5.7) denkleminde yerine yazilirsa
d{l d[ldf) _f} Lo df g (5.29)
dg| pk; dp\ pk dp) K k @
(5.29) formunda ¢ degisken degistirme ile W=J‘,0|<2 dg yapilirsa
0

d|k,(d*f k, df _
_Lg[dv@ fﬂ _IEF_ (5.30)

ifadesi (5.1) deki denklemde sabit genislikli timelike egriyi gosterir.

Simdiye kadar karsilikli paralel zit yonli paralel tegetlere sahip uzay egrileri ele alind1.Simdi ise

P den bagka bir tek Q noktasina karsilik gelen timelike egride her P noktasinda ayni

dizlemde olmasi igin E14 de (C)birim hizli basit kapali timelike bir egri diisiinelim.Sonra E14

de sabit genislikli uzay egrisi ile ilgili asagidaki teoremi dustinelim.
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Teorem.5.1.2. (C), egriligi ve burulmasi sifirdan farkl olan C® sinifindan birim hizli timelike bir

egri olsun. (C) egrisinin P ve Q karsit noktalarindaki T ve T" tegetleri paralel ve zit yonlii
olsun. Eger (C) nin bu noktalarini birlestiren kirig bir ¢ift normal ise, bu taktirde (C) sabit
geniglige sahiptir. Tersine eger (C) sabit genislikli bir egri ise, bu takdirde (C) nin her normali

cift-normaldir.

ispat: (C) nin s yay uzunluk parametresine sahip m, m,, m ve M, fonksiyonlari ifade edilen
d=a"-a=mT+m N+ B mil

vektoru bir ¢ift-normal olsun.Bu
(d,7)=-(a,7)= m=0

ile verilebilir .(5.4) denkleminden yararlanarak

dm,
ds

m

dm
+ =0
ds m

ds

d
m, tm

elde edilir. Boylece M’ + nt + nf = sabi oldugu ortaya cikar ve (C) sabit geniglikli timelike

2 - -
bir egridir.Aksine olarak Hd” =-nf+nf+ nf+ M= sabise m =0 gosterir. d de T ve
T" dik oldugu anlamina gelir.Yani d, (C) de bir cift -normaldir.

Zit noktalarda zit yonlerde paralel tedetlere sahip basit kapali timelike egri (5.28) sistemi

tarafindan verilmigtir. Bu durumda O< @ < 277 arasinda egrinin bir cift karsilikli noktalari
(O'D(¢),a'(¢)) dir. Boylece (5.28) sisteminden

a (O) =a (27T) ise f fonksiyonu f (¢) =p+p"dir. ve f (O) =f (27T) olur. Boylece
(0)+f(ON+f(9B+f,(0E

(0)+f(O)N+AB+BE

Q
O
—~
o
N—
I
Q

I
Q

ile
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2

ﬁ(2ﬂ):ﬁ(2ﬂ)+f(277)N+{f1(27)—j cofu ¢ > u {)ok f ():I'[}E

0

+{ f,(2m)+ 2J‘”sin[u @)-u(t)ok, f (t)dt} E

dir. Burada

2

Acoszj'npkgdﬁ Blsinzj'nplgdt—j cofug ¥ ute k ft)de ¢

0
2 2 2
B,cos| pk,dt— Asin[ pkdt+ [ sif ug ) u(ho k f(yde F
0 0 0
denklemlerinden asagidaki sonuclar ortaya cikar:

2 2
cosj pk,dt= 1= j,ok3dt: C,
0 0

Tcos[u @)-ut)ok f t)dt= Qve 2jns,in[u@)— u(t)]ok, f(t)dt=0.

Sonug olarak asagidaki gibi ifade edilebilir.

2
j pk,dt=2mr, (n0Z) (5.31)
0

ds= pdt esitligini kullanarak jk3d8=2m, (rnJZ) formulu verilebilir.Bu (C)de tguinci
C

egriligin sifir oldugu anlamina gelir.

Sonug.5.1.1. Sabit geniglikli timelike (C)basit kapali timelike egrinin toplam tgunci egriligi

2n7, (nOZ)dir.Ayrica ﬁ = a = sabit alirsak (5.30) denkleminden
2
dikfdf ) kd_,
dw| k | dw k dw
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k .
denkleminde —2 = a = sabit ise yerine yazildi§i taktirde

d| (d*f )| 1df _
—la——f ||[+=—=0
dw| { dw a dw

d[(d2f | 1df _
a— —fll+=—=0
dw| | dw a dw

olur. Dizenlersek

d*f _df 1df _
a -—a—+——+-=0
dw? dw adw
d°f _df 1 df _

W dw & dw
3
d f+(—1+ij£—0

dw? a2)dw
bulunur. Yani
d3f df
+K—=0, 5.32
dw? dw (5.32)

1
Burada K =-1+— dir. K# %1 oldugunu varsayalim .(5.32) denkleminin genel ¢ézimi
a

asagidaki gibi olur.
¢ ¢
f = Asin[ Kpk,dt+ B, cog Kok dt+ G (5.33)
0 0

Burada A,, B, ve C,reel sabitlerdir. (C) basit kapali egri yani a@"(0) = a"(27)
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f (0) = f (27)

f(2n)=Azsin2fTka2dt+ gcoszf Kok dt+ C
f(O):Bzcoso?rCl: B+C 0
sianK,okzdtZO coszf Kok, dt= 1

n
ds= pdt esitligi kullanarak J.k2d5= ZEH' (K, "JZ )formulu verilebilir. (C) nin ikinci
C
n
egrilik integrali ZE 71, (K,nJZ)oldugu sdylenebilir.Boylece asagidaki sonug verebiliriz.

Sonug 5.1.2. a=Kk,/ k= sabil olan sabit genislige sahip basit kapali timelike (C) egrisinin

1 n
toplam ikinci egriligi N0 Zve K =-1+— de ZEH dir.
a

5.2. E14 Minkowski 4-Uzayinda Sabit Geni slikli Timelike E grilerin Periyodik Olmasi Kriteri

Farz edelim ki E14 de(C) sabit geniglikli timelike bir egri ve @(S) genel bir noktanin konum
vektorin gostersin. (C) kapall bir egri ise @(S) konum vektori = 27T periyotlu bir
periyodik fonksiyondur. Burada @, (C) egrisinin toplam uzunlugudur. Bu takdirde K (9)

egrilikleri K,(S) ve K,(S) ayni periyotta periyodiktir. Ancak K, (S) ve K,(9) ,K;(S) nin periyodik

olmasi ve egrinin kapaliligi bir egrinin sabit geniglikli timelike egri olmasi icin yeterli degildir.
Yani eger bir egri kapal (periyodik) ise, sabit genislikli timelike bir edri ya da sabit genislikli
olmayan bir timelike egri olabilir. Bu ylzden timelike bir egrinin sabit genislikli olmasi durumunu

belirlemek icin [6] da verilen benzer yollar takip edilerek (5.10) sistemi kullanilabilir.

Bunun igin, ilk 6nce (C) egrisi Gzerindeki genel bir noktada timelike Frenet formdlleri

—=kN, —=kT+kB ok kE—=-KkE (5.34)

dg

ile verilen formdllerini diisiinelim. ¢ ve d_ = k1 = — kullanilarak (5.34) formulleri

1
0
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—

=T+pkB —B-—pls N+ g Ei——p K

Q.‘Q.
SR
I
_21
o (O
&‘ZL

dg

formunda yazilabilir. Ayrica f, N, B, E vektorleri koordinat formunda

=l

4 4 T T S
T=>te, N=Y np B=D be E> &, (5.35)

i=1 i=1 i=1 i=0

_|

seklinde ifade edilebilir. {f, N, B,a vektorleri E14 uzayinin ortonormal bazi oldugundan

(5.35) ve turevleri (5.34) denkleminde yerine yazilirsa

dy _ di _ o, _ a_
dg " ap 7 ap @
d d d d
G TurAbe i trokb, a= ok, L= ok
s} = pksg, — pk,n, _Q_pkégz Pk, -, ke = p kzngd—=p ke P kN
d¢ dg dg dp
de, _ de, _ de;, _ de, _
— .~ TPKNL, . = TPKD, —Q - PKNhL, =—p
Gp =P gEekb, S rEoeklh S i=mpkh
(5.36)
lineer diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (5.36) denklemlerinden
{t.n,b.e} {t,,n,,be} {t,n, e} { t,n,b,e ), cumleleri
d d d d
d_‘/;:wp 4;2 =y, + Pk 5, 4;3 = pky .~ pkyy , cl/l; =-pky . (5.37)

dir. Eger (C) egrisi sabit genislikli timelike bir egri ise, (5.37) ve (5.10) sistemleri ayni olmalidir.

Bu yluzden, ¢, =m, ¢, =m, Y,=m, ¢ ,= m tir. Kisaca (5.10) ya da (5.37) denklem

sistemi

dy _
(P,
d¢ (5.38)

formunda ifade edilir. Burada
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0 —,0k2 0 pks
0 0 -pk, O

dir.

Acik olarak, (5.40) denklemi, 2 (t) @ periyotlu surekli kabul edilmek tzere

dy
— = A(t)y,
a - AUY
m a; &, - &
(5.39)
=™ A= B * | (2 4)
m, Qu G2 " Gn

genel lineer diferansiyel denkleminin 6zel bir durumudur [6,14]. ¢, (O)Z)Q,(i =1,2,...n)

baslangic¢ kosulu olsun.

wtx)=[m(t)m(ty... m( £¥] .

d
denklemlerini ele alalim. Bu takdirde (5.39) denklemi [6] dan iyi bilinir ki d—l{[j=A(t)lﬂ,

(/I(O) = X formunda yazilabilir. Eger

[A(E)w (&) de=0

ve
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w(t.x) {E+ M()}x,(E birim matrig ,
M (t) :|A(t) Ca(t)+--+1A )+,

(1A)(t) =1 jA (5.40)

(|<”>A)(t)=jA(5)(|<“-1>A)(5) 4, n>1.

ise, bu denklemin l//(t, X) ¢6zumi @ periyodunda periyodiktir.

Simdi Teorem 1.2.1. ifadesini (5.18) sistemine uygulayalm. Eger M (a)) =0 ise, w periyotlu
T,N,E,E birim  vektér fonksiyonlari  vardir, ®6yle ki {ti,n ,b,g,}, (i=1,2,3,é)
fonksiyonlarinin her bir kiimesi (A,B,Q, D) baslangic kosuluna karsilik gelen (5.38)

denkleminin bir ¢6zimna olusturur. (C) egrisi
a(9)=[T(3ds ya dad(g)=[p(¢) ®) 4

denklemleriyle tanimlanabilir. Burada T , (5.40) denklemleriyle ifade edilen ¢6zum

~—~t

=]

={E+M(g)} | 1 | (i=1.2,39 (5.41)

o
OO0 m>

n

denklemi kullanilarak  bulunabilir. (Aqu’ A, A‘) ,( B, B, B, B) ,( G G, G q ve

(D,,D,,D;,D,) bir orta normal cati olusturmak (izere, baglangic  kosulu

t. (O) =A,n (O) =B, b (0) =C, ¢ =D, (i =1, 2,3,4) olarak alinirsa, bu takdirde (5.41)

den
=(1+m,) A+ m,B+ m,C m D (¥1234 (5.42)

bulunur. (C) egrisi sabit genislikli timelike ayni zamanda @ periyotlu periyodik bir egri

oldugunda
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j ptdp =0 (5.43)
0
dir. Buradan (5.42) ve (5.43) dan

Afp(1+rm)d¢+ BTPHJZW Cfp m @+ ffp m@=0; (31234

0

elde edilir. Bu sistemde katsayilar determinanti A # 0 oldugundan, bir egri icin sabit geniglikli

timelike egri olma kosulunu saglayan
[p(1+m,)dp=0= jprqzdvﬁ jp m, ¢ = Ipnw (5.44)
0

denklemleri elde edilir. Burada 0< ¢ < 277 oldugundan = 27T periyodu alinabilir. Buradan
da asagidaki sonug elde edilir:
Sonug 5.2.1. p(¢) >0 ve k,(@)ve k,(@) w periyotlu stirekli periyodik fonksiyonlar, (C)

E14 de timelike bir egri olsun. Bu takdirde (C) sabit geniglikli ayni zamanda @ periyotlu

periyodik bir egridir ancak ve ancak

M () =0, Tﬂ(1+ m,) dg = 0=Tp m, df =Tp n, ¢ =Tp m é, (5.45)

0

esitlikleri saglanir. Burada

1 0 pk O (5.46)

ve Iy (t) M (t) matrisinin elemanlaridir. (5.42) esitliginde
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_ 0 fdt 0 0 |
0
Js-dt 0 j ok, dt 0
IA(t) =] ° i ° .
0 ~[pkdt 0 [kt
0 0
0 0 —fpkgdt 0
L 0 i
12A(s) = [ A1) 1A(1) dt
0
olur. Buradan da
_ Js-dt 0 fpkzdt 0 _
0 0
0 [dt-pk[pkdt 0 pkfpkdt
— 0 0 0
~pk, o 0 —pk[pkd-pk[pkdt 0
0 0 0
0 kot 0 - ok ok
L 0 0 i
olmak lzere

12A(r) = | A(t) 1A(t)dt

[ ——

esitliginden
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1

0

O t—y =

|

fa :

0

o]
0

pk,dtds 0

(1- pk,pok, )dtds

O ey

O t—

O t—y =
O ey

Pk, dtds 0
0 jfjp ko Kk dtds
[[(okok+p kol dis O

0 -

Oy =

bulunur. Benzer olarak algoritmaya devam edilirse 4 (f) = ,0(5) K, (f)uu(f) = p($)ks(S),
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A(s) D2 A(r) =

A(s

o'—.

o 1 ;
SCIIC
0 -A(s) O

0 0 -

H(l Alt

dtds

A(s))dtds

[1A(9 ace 0
0 (40 3u() aws
IID(M(S)W Ju( ¥] dds 0
° Hﬂ
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0 j'JS'(l—A A)dtds 0 Jr'JS'A.,udtds
00 00
= ﬁdtds—/lﬁ/l dtds 0 ﬁA dtds/lﬁ(/u + ) dtds 0
00 00 00 00
0 AJr'JS'(l—/M)dtds+er'Js'/1.ydtds 0 —Aj'j'/ty dtds—,ujr'j',u.,u dtds
00 00 00 00
,uﬁAdtds 0 —,uﬁ(/u + u.p)dtds 0
00 00

°A(w)=
0 fﬁa—A Adtdsdr 0 jpﬁ/l.udtds
000 000

f [ Ja=Aaxidsar 0 IpH A=A+ pu)ldtdsdr 0
000 000

0 f” (1.(1= A A) + zA)dtdsdr 0 —fﬁ(;l LA+ ud)dtdsdr

000 000
H,S['Mdtder 0 fﬁ,u()ﬁ + p.41)dtdsdr 0
LOOO 000

bulunur. Benzer olarak algoritmaya devam edilirse
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|4A(¢):fA(t)|3A(t)dt ise PAP=R (iF1234)

0 1 0 0 r11 r12 r13 r 14
1 0  As) 0 |lr, ry Iyt
A DI3A — 21 22 23 | 24
(9 (9 0 -4 (S) 0 ,U( ) 31 T3 T3z Ty
L 0 0 - IU(S) 0 | Mg Tao M3 T ag
I*A(p) =
@prs pprs N
[[]]@-2A)dtdsdrdp 0 ][ =202+ up)dtdsdrdp 0
0000 0000
0 ﬁﬁ[(l—)l)l -AAN)[1-A A+ uA uldtdsdrdp 0 Jq“j.[y./l—)l()l.m + pyd)]dtdsdrdp
—ﬁﬁ[/\(l—/\./\) + (. uAldtdsdrdp 0 —ﬁﬁ [AA=A+pup)(A A+ pu)ldtdsdrdp 0
0 —ﬁj.j.,u[/}(l—ﬁ.ﬁ) + p.A u]dtdsdrdp 0 Jqﬁ.s[[u.(ﬁ.y/\ + yyy)]dtdsdrdp
0000 0000
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olur. Bu sekilde islemlere devam edildigi taktirde (5.40) ve (5.46) denklemlerinden M (t)

matrisi elde edilebilir ve her m; sonsuz bircok integrasyonu icerir. Bu nedenle (5.45) kosulu

p(@)dg +

ot—28

ﬁp(mdsdtdﬁ+Tﬁﬁp(¢)[1—/l( §A( 3] dtdsdrdpgi—---=0

00

o(@)dtdg + ﬁﬁp(m [1—/] (1) A( s)] dtdsdrgp +---= 0

p(#)A(t) dtdsdp

Ot O« O%——¢
Ot~ Ot—un

ot—0

T oA 0)-A(HAW®A(9+ (D 9} ccsarclpg+--=0
IE

ﬁp(@ﬂ (s) (1) didsdrdp

g

o8
o—7s

ﬁp(W(p)ﬂ(t)[l—/‘(t)/l(S)—/J(t)u(Q] dtdsdpg d de...= 0

(5.47)

formundadir. Burada /1({)Ip(f)kz(f),,u(f)=p({)k3(f).d|r. Simdi  6nceki bélimde

bahsettigimiz ok, = sabit pk, = sabit olmasi durumunu asagidaki érnekte inceleyelim.

Ornek 5.2.1. pk, = pk, = sabit olmak uzere o =sabit ve k, =k, = sabit oima o6zel

durumlarini diistinelim. Bu durumda (5.45) formu

w+§+(1—p2k22)§+ (1—p2k22)2%7... =0
G- o) Lo 1= p7) =0

kz{§+(l—p2k22_pzkﬁ)%+(1_pzk22_p2&2)2%_m: 0} (5.48)

kzlg{%%l—pzkf-pzki)%t..: o}
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ya da yukaridaki denklemler sirasiyla diizenlenir ve birinci denklemde esitligi (1— pzkzz)% ile

carparsak

(1) (1 p7) 04 (1) &+ (1 p Y L (0% L=
()1 oo {1 9 o o pu )Y (—kaf)%a—..;o
yani

(p2k22)1/1—p2k22w—sinh«/1—p2k22a)= C
bulunur.

ikinci denklemde (1— pzkzz) ile genisletirsek

(1-0%) 2+ (1 o) L (1 p %) L - = 0
—1+1+(1—,02k22)%—(1—,02k22)zz+(1—,02k22) ERER

~1+coq + ,ozkzz)a).: 0
yani

cosh( +p%k,?Jw=1 ve (* 07K w= 2 (OZ
elde edilir.

Ucgiincii denklemde (1— 0°k,% - pzkgz)% ile carpalim

{(lpkz pks) (1pk2 pkg)ws(lpkz 0@7 -0}

olur.Ayrica (1—,02k22 - ,02|<32) terimini ekleyip c¢ikartirsak

kz{(l_pzkzz_pzksz)yz_(1_p2k22_p2k$2)}/2+(1_p2k22_p 2k\3%§_m= 0}
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bulunur. Yani
_22_22}/2_- _22_22%_
K, (1 oK, pk3) w smh(lpk2 ,olg) w|=C
bulunur.

2
Dordiincii denklemi de (1—/02k22 - ,02k32) ile carpasak

oKy (1-pzk22-p2k§)2%+(1-p2k22-pzkf)3%+---=0}

2 of 3 o
koks| —1+1+(1- k) - p?K}) I+(1—p2kf—p2k§) s o}

oKy -1+(1-pzk22-p2k§)%+1+(1-p2k22-pzk§)§+(1-p2k22-pZkﬂz%- .F %

olur.ifadesini diizenlersek

A2 2_ A2 2}/2
k2|<3[(1—,02k22—pz%z)%—sinhza IO k2 210 kS) ]:O

bulunur. Yukaridaki ifadeler diizenlendigi taktirde
1 1
0°k,? (1— ,02k22)2 w— sinh{( 1- ,ozkzz)2 w} = 0,

cosr{( l—pzkzz); w}z 1 veya (1—,02 152)20): %, (DZ

(1—p2k:—p2k§)3 w—sinh[(l—kaf—ka;)i wﬂ= 0,

(5.49)
k

N

K,Ks (1—02&2-02@)%-sinh2{( 1-p2k22-pzk§);32)ﬂ= 0,

ifadesi ortaya cikar.. Burada w= 2K dir. ok, =0, pk, = 0 oldugunda gorilur ki (5.48) ya da
(5.49) denklemlerinin hepsi saglanir. Béylece p = sabit>0 ve k,, k, = sabit ile egrilerinin
sadece o =sabit>0 ve k,, k, =0 olmasi durumunda bu sabit geniglikli timelike egriler E,*

de Lorentziyen gember olur. $imdi bu gemberlerin karakterizasyonlarini verelim. ,Okz, /Ok3 =0

oldugunda (5.10) sistemi iki durumda incelenebilir;
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1) pk, =1, pk, = 0 durumunda

m=-m, m=m-m m=-m =0 (5.50)
bulunur.

(5.50) ifadesindeki m, m,, M ve m, ile verilen bilinmeyen denklemler asagidaki gibi

bulunabillir:

m

m" =0, m’ =0 (5.51)

(5.51) ifadesinin genel ¢6zimu

m=2¢"+cp+c

m =-gf- 55
m=2¢"+ Pt GG
m, = ¢,

seklinde bulunmus olur.

Sonug olarak (5.53) denklemi (5.1) de yazilirsa; yaricapi

@) =00)+[ S repro [T+ (-p o) W[ S0 9+ 6~ o B e s
Lorentziyen cemberi bulunur. Egrinin karsi noktalari (C?D(¢),67(¢)), 0< ¢ < 2 dir.

2) pk,, pk, =0 olma durumunda

m=-m, ;=-m mMm=0, M=0 (5.53)

bulunur.
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(5.53) ifadesindeki m, m, M ve m, ile verilen bilinmeyen denklemler asagidaki gibi

bulunabillir:
mz" =-m=-m (5.54)
m -m=0
(5.54) ifadesinin genel ¢c6zimu
m, = Acoshg + B sinlyp
m, = Ccoshg + D sinly
m, = K (5.55)

m, =1L

dir. (5.53) de yerine yerlestirirsek A=—D, B=—C bulunur. Bu durumda denklemin ¢tziim

kimesi

m, = Acoshg + B sinlyp

m, = —Bcoshg — Asinlp
m, = K (5.56)
m,=1L

Sonug olarak (5.56) denklemi (5.8) de yazilirsa

1
2

d=\

7 -d=(-K g ke ]
uzaklikta

a"(¢) = a(¢) +(Acoshg + B sintp) T+ (- A sing— B cosgh) N
+KB+ LE,

lorentziyen gemberi bulunur. Bu durumda, egrinin karsi noktalarinin bir ikilisi (CT'D(¢),C7(¢))

olup, ¢ icin, 0< ¢ < 277 araligindadir.
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