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Binet formiilii tanimland1 ve ispatlandi. Fibonacci polinomu ile k-Fibonacci polinomu
arasindaki iliski verildi. Matris yardimiyla gdsterimi bulundu ve bazi terimleri tablo
halinde gosterildi. Daha sonra Catalan 6zdesligi ve onun genellemeleri olan Cassini,
D’ocagne, Honsberger, Vajda 0Ozdeslikleri tanimlandi ve ispatlandi. Bununla
birlikte k-Fibonacci say1 dizisi i¢in de bu 6zdeslikler verildi ve ispatlandi. Bunlara ek
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In this thesis, a new family of k-Fibonacci polynomial is defined. The Binet formula
is defined and proven. The relationship between the Fibonacci polynomial and the k-
Fibonacci polynomial is given. Matrix representation is found and some of its terms
are tabulated. Also, the Catalan Formula and its generalizations, Cassini, D'ocagne,
Honsberger, Vajda formulas were defined and proved. Additionally, these identities
are given and proved for the k-Fibonacci number sequence, too. In addition to these,
some identities and their connection with the Fibonacci polynomial were defined and
proved.
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1. GIRIS

Bilimsel ¢aligsmalardaki yeri giin gectikce artan ve sayi dizileri arasinda en bilineni olan
Fibonacci dizileri, ilk olarak Leonardo Fibonacci’nin bir¢ok temel problemler igeren
‘Liber Abaci’ kitabinda, bir tavsan probleminde ortaya ¢ikmistir. Baslangicta bebek
olan bir disi ve bir erkek tavsanin yalnizca ayda bir kez iliremeleriyle dogan yeni
tavsanlarla birlikte toplam tavsan sayilari her ay sirasiyla yazildiginda, Fibonacci say1
serisi elde edilmistir. Bu say1 serisinde her bir sayr kendisinden onceki iki saymnin

toplanmastyla elde edilir.

Gilinitimiizde 6nemli bir yere sahip olan bu sayilar sadece matematikte degil, giinliik
hayatimizin her noktasinda karsimiza ¢ikmaktadir. Dogada, borsada, insan viicudunda
ve hayatin her alaninda goriilen ve estetik ile iliskilendirilen bir say1 dizisidir. Birbirine
oranlandiginda ‘Altin Oran’ admi alan ve en estetik goriinlimii verdigi diisiintilen bu

sayilar bilim diinyasinin her alaninda ilgi odagidir.

Bu sayilar iizerine yapilan baz1 caligmalar ise Lucas say1 dizileri, Jacobsthal sayi

dizileri, Pell say1 dizileridir. Bu ¢alismalara ait baz1 drnekler asagida verilmistir.

Miles (1960), genel k-Fibonacci say1 dizisini tanimlamis ve k = 2 igin bu say1 dizisinin

ilging 6zelliklerini ve bilinen Fibonacci sayi dizisi ile iligkisini vermistir.
Horadam (1961), Fibonacci polinomlarinin genellestirilmis versiyonunu tanimlamstir.

Waddill ve Sacks (1967), Fibonacci sayilarini, herhangi bir teriminin kendinden 6nceki

li¢ terimin toplami oldugu dizileri dikkate alarak genisletmistir.

Webb ve Parberry (1969), Fibonacci sayilarmin asalliklarini ve bdliinebilirlik

Ozelliklerini incelemistir.
Hoggatt (1969), Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili yeni 6zdeslikler tanimlamustir.

Bicknell (1970), Fibonacci polinomunun boliinebilirlik 6zelliklerini incelemistir.



Hoggatt ve Bicknell (1973), Genellestirilmis Fibonacci say1 dizisinin polinomlari
lizerine calismis ve yeni Ozellikler kesfederek Fibonacci sayilart ile baglantisini

vermistir.

Hoggat ve Bicknell (1973), Fibonacci polinomlarinin kokleri {izerine galismis ve yeni

Ozellikler tanimlamistir.

Kalman (1982), matris kullanarak genel Fibonacci sayi dizisi hakkinda galisma

yapmigtir.

Er (1984), matris gosterimini genellestirerek, genel Fibonacci sayilarinin toplamlarinin

bu matris gosterimiyle tiiretilebilecegini géstermistir.

Wilcox (1986), gruplarda n. periyoda sahip Fibonacci sayilar1 iizerine g¢alismis ve

calismasinda yeni teoremlere yer vermistir.

Vajda (1989), Fibonacci ve Lucas say1 dizisinin yeni dzelliklerine yer vermistir. Ayrica

bu 6zellikler arasinda yer alan altin orandan da bahsetmistir.

Filipponi ve Horadam (1993), Fibonacci polinomlarinin ikinci tlirevleri lizerine ¢aligmis

ve Ozellikleri tizerine incelemeler yapmistir.
Lengyel (1995), Fibonacci sayilarinin asal kuvvetleri lizerine ¢aligmistir.

Ricci (1995), genel Lucas ve Fibonacci polinomlarinin yeni O6zellikleri {izerine

caligmustir.

Dunlap (1997), Fibonacci ve Lucas say1 dizileri i¢in gesitli 6zdeslikler ve teoremler

tanimlamistir.
Aydin ve Dikici (1998), genel Fibonacci sayilari lizerine ¢aligmistir.
Luca (2000), Fibonacci ve Lucas serilerinin basamak sayilari iizerinde ¢aligmistir.

Thomas Koshy (2001), Fibonacci ve diger sayi dizilerinin 6nemli bagintilarini

vermistir.

Yuan ve Zhang (2002), Fibonacci polinomlart ile ilgili yeni 6zdeslikler tanimlamustir.
2



Vorobiev (2002), kitabinda Fibonacci sayilari ile ilgili yeni 6zdeslikler tanimlamis ve en

basit haliyle teoremlerini agiklamistir.

Cahill, Ericco ve Spence (2003), Fibonacci ve Lucas sayilarinin kompleks carpanlari

lizerine ¢alismustir.

Dikici ve Ozkan (2003), Gruplarda Fibonacci say1 dizisi iizerine c¢alismalar

yapmuglardir.

Ozkan, Aydin ve Dikici (2003), Sonlu nilpotent gruplarda Fibonacci serisi ile alakali

uygulamalar iizerinde ¢alismistir.

Ocal, Tuglu ve Altmisik (2005), Genellestirillmis k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarmi

tanimlamustir.

Tasc1 ve Kilig (2004), k mertebeli Lucas sayilari ile bilinen Fibonacci sayilart arasindaki

iligkiyi tanimlamaistir.

Zhang (2004), Fibonacci ve Lucas sayilarmin genel toplamlarini farkli metotlar

kullanarak hesaplama iizerine ¢alismalar yapmistir.

Solak (2005), Fibonacci ve Lucas sayilarinin c¢esitli matris gosterimleri {izerine

calismalar yapmistir.

Ma ve Zhang (2007), Chebyshev polinomlar: {izerine ¢alismis ve Fibonacci ve Lucas

sayilarinin bu polinomlarla baglantisi tizerine ¢aligma yapmustir.

Falcon ve Plaza (2009), k-Fibonacci say1 polinomlarini tanimlamig ve bu polinomlarin

tiirevleri ile ilgili yeni 6zdeslikler ispatlamistir.

Nalli ve Haukkanen (2009), genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas

polinomlarini tanimlamigtir. Ayrica matris gosterimlerini de sunmustur.

Bolat ve Kose (2010), k-Fibonacci sayilari iizerine yaptigi ¢alismada bu say1 dizisinin

yeni 6zelliklerini tanimlamistir.



Mikkawy ve Sogabe (2010), k-Fibonacci say1 dizisinin yeni bir ailesini tanimlamuistir.

Yayenie (2011), genellestirilmis Fibonacci dizilerinin yeni 6zelliklerini incelemis ve

calismasinda bazi yeni teoremlere yer vermistir..

Falcon (2011), k-Fibonacci ve k-Lucas say1 dizisini tanimlamis ve aralarindaki iliskiyi

gostererek bu dizilerin bazi 6zdeslikleri lizerine ¢aligmistir.

Halic1 (2012), Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarini tanimlamis ve bu kuaterniyonlarin

binet formiiliinii, tireten fonksiyonunu tanimlamistir.

Tingting ve Wenpeng (2012), Fibonacci ve Lucas sayilarinin kuvvet toplamlar {izerine

calismis ve bununla alakali ilging 6zdeslikler tanimlamislardir.

Zafer ve Keskin (2013), genel Fibonacci ve Lucas sayilarinin bilinen 6zdesliklerini

kullanarak yeni 6zdeslikler tanimlamigtir.

Thomas Koshy (2014), Pell say1 dizisi ile ilgili 6nemli bagntilar1 vermistir. Ayrica bu

say1 dizisinin Lucas dizisi ile baglantilarini1 vermistir.

Catarino (2014), k-Fibonacci say1 dizisi lizerine ¢alisma yapmistir ve bu ¢alismasinda k-

Fibonacci sayi dizisinin baz1 yeni 6zdesliklerini vermistir.
Ozkan (2014), Truncated Lucas sayilari iizerine calismistir.

Dresden ve Du (2014), genel k-Fibonacci sayilarini tanimlamak i¢in kullanilabilecek

Binet tarz1 yeni bir formiil tanitmiglardir.

Godase ve Dhakne (2014), k-Fibonacci ve k-Lucas say1 dizilerine ait bazi 6zellikler

izerine ¢alismis ve matris yardimiyla ispatlar yapmustir.

Ozkan, Aydogdu ve Altun (2017), Fibonacci ve Lucas sayilarinin bir ailesinin bazi

0zdesliklerini vermislerdir.

Boussayoud, Kerada ve Harrouche (2017), k-Lucas sayilari ve polinomlarinin yeni

simetrik 6zelliklerini ve iireten fonksiyonunu tanimlamaigtir.



Ozkan, Altun ve Goger (2017), Fibonacci sayilarmin yeni bir ailesi ile ilgili bazi
teoremler iizerine c¢alismislardir. Ayrica k-Lucas sayilarinin yeni bir ailesini

tanimlamiglardir.

Ozkan, Tastan ve Aydogdu (2018), Fibonacci say1 dizisi ailesinin 2-Fibonacci

polinomunu incelemistir.

Ozkan ve Altun (2019), Fibonacci ve Lucas polinomlar: arasindaki iliskiyi tanimlamus

ve Lucas polinomlarinin terimlerini matris kullanarak bulmuslardir.
Ozkan ve Tastan (2019), Fibonacci ailesinin k-Fibonacci polinomlarii tanimlamustir.

Ozkan, Tastan ve Aydogdu (2019), 3-Fibonacci polinomlar1 iizerine c¢alismalar

yapmiglardir.

Ozkan ve Kuloglu (2020), k-Jacobstal-Lucas serisi ile iliskili Jacibstal benzeri bir seri

tlizerine ¢alismislardir.

Ozkan ve Tastan (2020), Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas polinomlari {izerine ¢alismis

ve yeni 0zdeslikler tanimlamiglardir.

Ozkan, Tastan ve Giingdr (2020), k-Lucas say1 dizisinin Catalan déniisiimiinii ve bu

doniistimiin geren fonksiyonunu tanimlamigtir.

Celik, Durukan ve Ozkan (2021), Pell, Pell-Lucas sayilari, Jacobstal ve Jacobstal-Lucas

sayilari lizerine ¢alismalar yapmustir.

Tastan ve Ozkan (2021), Gauss k-Fibonacci polinomlarinin yeni bir ailesini tanimlamis

ve bu polinomlarin yeni 6zelliklerini sunmustur.

Ozkan ve Tastan (2021), Gauss k-Lucas sayilarmin yeni bir ailesini ve onlarin

polinomlarini tanimlamaistir.

Tastan, Ozkan ve Shannon (2021), genellestirilmis k-Fibonacci ve genellestirilmis k-

Lucas sayilarinin yeni bir ailesini tanimlamiglar.



Ozkan ve Kuloglu (2021), yeni Narayana polinomlarii ve Gauss Narayana say1 dizisi

ve bu dizinin polinomlarini tanimlamistir.

Bu tezin ikinci boliimiinde, Thomas Koshy’nin “Fibonacci and Lucas numbers with
applications” kitabinda yer alan bazi tanim ve teoremler, sonraki boliimlerde verilecek

olan yeni ailenin tanitilmasi i¢in temel bilgiler olarak verilmistir.

Tezin {igiincli boliimiinde, Mikkawy ve Sogabe’nin (2010), k-Fibonacci say1 dizisinin
yeni bir ailesini tanittig1 calismasina ait bazi tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica

bu tanim ve teoremlerin ispatlar1 verilmistir.

Tezin dordiincti kisminda k-Fibonacci say1 dizisinin yeni ailesi i¢in Catalan, Cassini,
D’Ocagne, Honsberger, Vajda ozdeslikleri verilip ispatlanmistir. Bu yeni ailenin
polinomu tanitilmistir. Daha sonra bilinen Fibonacci polinomu ile baglantis1 ve dnemli
Ozdeslikleri verilmistir. Bu kisimda yapilan ¢aligmalarin temel amaci; k-Fibonacci sayi
dizisi i¢in Catalan, Cassini, D’Ocagne, Honsberger, Vajda 6zdesliklerini tanimlamak, k-
Fibonacci polinomunun yeni bir ailesini tanimlamak, bu yeni ailenin bilinen polinom
aileleri ile baglantisin1 gostermek, Catalan ve onun genellemeleri olan bazi dnemli
Ozdeslikleri arastirmak, matris gosterimini tanimlamaktir. Bu sayede yeni say1 ve
polinom aileleri arastirilirken, k-Fibonacci polinomunun yeni ailesi de yapilacak olan

caligmalara temel olusturabilecektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Fibonacci say1 dizisi, kendi i¢inde birgok 6zelligi ve 6zdesligi barindiran 6zel bir say1
dizisidir. Fibonacci say1 dizisinin en onemli 6zelligi, altin oranla iliskilendirilmesidir.
Bu sayede hayatimizin neredeyse her alaninda karsimiza ¢ikan bu sayilar tizerinde bilim
diinyasinda hatir1 sayilir miktarda c¢alismalar yapilmistir. Bunlardan biri de bu tezde

tizerinde ¢alistigimiz k-Fibonacci polinomlaridir.

Bu kisimda, oncelikle Fibonacci sayilar1 ve onlarin polinomlari igin tanim ve teoremlere

yer verilecektir.

2.1. Fibonacci Say1 Dizisi

Tamm 2.1.1
n. Fibonacci sayis1 F, seklinde gosterilir ve baslangi¢ degerleri F; = 1, F, = 1 olacak
sekilde
F,=F,_1+F,_5, n=>3
seklinde tanimlanir (Vajda, 1989).

Tanim 2.1.2

x%? — x — 1 = 0 denkleminin k&kleri a ve B olsun.

an_'Bn

F, = n=1

a—p "’ -
bagintisina Fibonacci say1 dizisinin Binet formiilii denir (Vajda, 1989).
Fibonacci dizisinin bazi degerleri su sekildedir;

E,={0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34}



Tamm 2.1.3
Fibonacci Q-matrisi
o1
0=|; ,
matrisinin F, Fibonacci dizisi ile iligkisi

Q‘n: Fn+1 Fn ]
Fn Fn—l

matrisi ile verilir (Koshy, 2001).
Teorem 2.1.4

F, Fibonacci say1 dizisi i¢in iireten fonksiyonu

X

bagintistyla ifade edilir (Koshy, 2001).

Ispat. g(x) Fibonacci say1 dizisinin iireten fonksiyonu olsun. Buna gore

9o = ) Fan
n=0

esitligiyle birlikte xg (x) ve x2 g (x) esitlikleri asagidaki sekilde ifade edilir.

xg(x) = Y=o XFy x™, x2g (x) = Xy X* F x™.

Bu esitlikleri kullanarak, Fibonacci say1 dizisi i¢in iireten fonksiyonu

(1—x—x3)g(x) =Fy+xF, —x?Fy = x

X

‘q(x)=—1_x_x2

seklinde elde edilir.



Teorem 2.1.5 (Catalan Ozdesligi)

Fibonacci polinomu i¢in Catalan 6zdesligi

Fo-ikFnvi — (Fn)z = (_1)n+k+1Fl?’ n=k
bagntisi ile ifade edilir (Vajda, 1989).

Ispat. Catalan 6zdesligini ispat etmek icin Fibonacci sayr dizisinin Binet formiilii

kullanilir.

Fu s (5 = (87 (220 (0

azn_a,n—kﬁn+k_an+kﬁn—k+B2n_a2n_B2n_2(aﬁ)n
5

2(-D"- DD - (DM (-1)ka?K
5

2(_1)n_(_1)n+k(ﬁ2k+a2k)
5

2(-D)M+ (- )M (5FZ—2(-1)F)
5

2(_1)n+2(_1)n+2k+1
5

— (_1)n+k+1Fk2 +
— (—1)n+k+1FkZ.

Catalan 6zdesligi, Fibonacci sayilarinin 6zel bir matematiksel ifadesidir. Bu 6zdesligin

baz1 6zel durumlar1 sirada verilecek olan teoremlerde gosterilecektir.

Teorem 2.1.6 (Cassini Ozdesligi)
Fibonacci say1 dizisi i¢in Cassini 6zdesligi

Fo1Fpe1 — (Fn)z =(-D", nz1
esitligiyle ifade edilir (Vajda, 1989).

Ispat. Ispati tiimevarim metodu ile gosterilecektir.

n = 1igin FyF, — (F))? = 0.1 — 1 = (—1)? esitlik saglanir.
9



n = kicin Fy_1Fi41 — (F)? = (—=1)¥ esitligini dogru kabul edelim. Buna gére;

n =k +1igin FFirz — (Fee1)® = (Firr — Fee1) (Fie + Fgq) = (Fer)?

=FiFesr + (Fre1)? = FiFeor = Fro1Fiepr — (Feer)?

=FFie1 = FeFr—1 — (Fre1)? = (="

=FiFie1 — Fe(Fie + Fip) + (=D = (=1D)F*

elde edilir. Buradan n = k + 1 igin esitlik saglandigindan her n > 1 i¢in verilen ifade

saglanir.

Fibonacci sayilar1 igerisinde Onemli yere sahip olan Cassini bagmtis1 Catalan
0zdesliginin 6zel bir durumudur. Birgok teoremin temelini olusturan Cassini 6zdesligi,
Italyan matematik¢i Jean Domenique Cassini ile ortaya ¢cikmistir. Bu 6zdeslik Curry’nin

paradoksu olarak bilinen meshur bir geometrik paradoksun ortaya ¢ikmasini saglamistir.

Teorem 2.1.7 (D’Ocagne Ozdesligi)
Fibonacci say1 dizisi igin D’Ocagne formiilii

EpnFpi1 — B Fper = (D) "Ep_y, mn =1
esitligi ile verilir (Koshy, 2001).

Ispat. Ispat icin Fibonacci say1 dizisinin Binet formiilii kullanilacaktir.

S i WA T e

am+n+1_amﬁn+1_an+1ﬁm+ﬁm+n+1 am+n+1_am+1ﬁn_anﬁm+1+'Bm+n+1

5 5

—amﬁ"+1—a"+1ﬁm+am+1[s’"+a”ﬁm+1

5

_ a"B"(a=p)-a"B"(a=p)
5

_ @=p)@mpn—arp™)
5

_ (=1)™(a=B)Fm—n
- V5

10



= (—1)"Fp-n.

D’Ocagne 0zdesligi de Catalan 06zdesliginin 6zel bir genellemesi olup Fransiz

matematik¢i Philbert Maurice d'Ocagne tarafindan ortaya atilmistir.

Teorem 2.1.8 (Honsberger Ozdesligi)
Fibonacci say1 dizisi i¢in Honsberger formiilii

Frpon = Fpp_1E, + EpFpyq, m,n € Z*
esitligi ile verilir (Koshy, 2001).

Ispat. Ispat1 icin Fibonacci say1 dizisinin Binet formiilii kullanilacaktir.

Pt B = (T2 (S22 (7 (22

am+n—1(1+a2)+ﬁm+n—1(1+B2)_am—1ﬁn(1+aﬁ)_anﬁm—1(1+aﬁ)
5

am+n—1(1+a2)+ﬁm+n—1(1+ﬁz)
5

am+n—1(2+a)+ﬁm+n—1(2+ﬁ)
5

amn3(34158) protn 341565

5

amn-1 (5+‘/§>+ﬁm+n—1 (5—‘/5)
2

2
5

am+n_ﬂm+n

V5

= Fnin

11



Teorem 2.1.9 (Vajda Ozdesligi)
Fibonacci say1 dizisi i¢in Vajda formiilii
FoyiFnyj — BoFuyivj = CD"FF;,  mnz=1
esitligi ile verilir (Vajda, 1989).
Ispat. Ispat i¢in Teorem 2.1.8. esitligi kullanilacaktir.
FoiiFnij = FaFniiv; = (ByFioq + Fp1 F)Fnij — Fy(Fimi Foaj + FiFnaji1)
= (FiFioy + FpaF)Fnyj — FoFioaFpyj — BiFiFpy g
= (B Fi1 + FoFy — By o) Py — By FiFpy i
= (Fns1F)Fnyj — By FiFnyjia
= Fi(Fns1Fnsj — BoFnyjat)
= F;(=1)*"* (EyFuyjs1 — Fas1Fnej)
= F; (=D Fp1)—nrj+1)
= F(-D"7F
= (~1)"FF;.

Catalan 6zdesliginin farkli bir genellemesi olan Vajda 6zdesligi, ilk olarak Steven Vajda

tarafindan verilmistir.

2.2. Fibonacci Polinomu

Tanim 2.2.1

Fibonacci polinomunu f,(x) seklinde gosterilir ve baslangig degerleri f;(x) =1,
f>(x) = x olacak sekilde

fa(x) = xfn_1(x) + frp(x), n=3
seklinde ifade edilir (Bicknell, 1970).
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Tanim 2.2.2

Fibonacci polinomunun Binet formiilii

_ @) - )
@) — F)

E,(x)

xVohe g X ;““4 dir (Bicknell, 1970).

seklinde ifade edilir. Burada a =
Fibonacci polinomlarinin bazi degerleri su sekildedir;
E,(x) ={1,x%,x*>+1,x3 + 2x,x* + 3x% + 1,x° + 4x3 + 3x, ...}

Tanim 2.2.3

Fibonacci polinomlar1

 [Fen@ Fa(0)
"=Ew Fawl ™!

seklinde matris yardimiyla gosterilebilir (Koshy, 2001).

Teorem 2.2.4

F, (x) Fibonacci polinomu i¢in iireten fonksiyonu

t
IO =T
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).

Ispat. g(t) Fibonacci polinomunun iireten fonksiyonu olsun. Buna gore;

9O =Y Rt
n=0

esitligiyle birlikte xtg(t) ve t?g(t) esitlikleri asagidaki sekilde ifade edilir

xtg(t) = TnzoxFa () ™71, t2g(t) = Xl F ()™,

Bu esitlikleri kullanarak Fibonacci polinomu igin iireten fonksiyonu
13



(1—xt—t*)g(x) = Fy(x) + tF;(x) — xtFy(x) =t

t
g(x)_l—xt—tz

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.5 (Catalan Ozdesligi)

Fibonacci polinomu i¢in Catalan 6zdesligi

Fp g () Frype (%) — (Fn(x))z = (_1)n+k+1Fk2(x)r nzk
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).

Ispat. Ispat icin Fibonacci polinomunun Binet formiilii kullanilacaktr.

_ 2 _ (@@ (@ -0 (@t @A)
Frote ()i 00 = (Fa(0) _( a(0)=p ) )( a(0)=px) ) (a(x)—ﬁ(x))

@27 (0)— (@K@ B K@) e K@) BT )+ a0+ () =2(-1)"
x2+4 x2+4

2(-D"- (=DM (=DFBK ) - (D (=D ek (x)
x2+4

2(=1)"— (=)™ K (B2K () +a?k (x))
x2+4

2(_1)n+2(_1)n+2k+1
x2+4

— 0_1)n+k+1Ff(x)_+

2(-1)"+2(-1)"*?
x2+4

— 0_1)n+k+1Ff(x)_+
— 0_1)n+k+1Ff(x)
Teorem 2.2.6 (Cassini Ozdesligi)

Fibonacci polinomu i¢in Cassini 6zdesligi

Fro1(X)Fni1 (x) = (Fu(x))? = (=1)", nz=k
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).
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Ispat. Ispat1 icin Catalan 6zdesliginde k = 1 yazilarak verilen esitlik saglanir.

Teorem 2.2.7 (Honsberger Ozdesligi)
Fibonacci polinomu i¢in Honsberger 6zdesligi

Frnin(¥) = Fp1 QOB (X) + Bp(0)Frya(x),  mmn€Z’
seklindedir (Koshy, 2001).

Ispat. Ispat1 Fibonacci polinomunun Binet formiilii kullanilarak yapilacaktir.

M=) (@)= (x)
Fm—l(x)Fn(x) + Fm(x)Fn+1(x) = (a a(i)—ﬁ(x) - ) (aa(i)_ﬁ(x;c‘ ) +

(am(x)—b’m(x)) (a"“(X)—ﬁ"“(x))
a(x)—p(x) a(x)—p(x)

a™t () —a™ () ™ (x) —a™ () B L () + ™1 (x)

- x2+4

a,m+n+1(x)_am(x)ﬁn+1(x)_an+1(x)ﬁm(x)+ﬁm+n+1(x)

x2+4

amtn-1 (x)(l+a2 (x))+ﬁm+n_1 () (+B%()
x%+4

a1 (x0) (24 a(x0)) + B () 2+ B (1))
x2+4

a™n=1(x) <1+T‘/§)_Bm+n—1 (x) (1_7‘/5)

x2+4

_ a™*n(x)— M (x)

- Vx2+4

= Fyin-

2.3. Lucas Say1 Dizisi

Tanim 2.3.1

n. Lucas sayist L, ile gosterilir ve baslangi¢ degerleri L; = 1, L, = 3 olacak sekilde

Ly =1Lpq+ Ly, n=3

15



seklinde tanimlanmigtir (Koshy, 2001).

Tanim 2.3.2

x? —x — 1 = 0 denkleminin kokleri a ve B olsun.
L,=a™+p", n=1

bagintisina Lucas say1 dizisinin Binet formiilii denir (Koshy, 2001).

Lucas say1 dizisinin bazi degerleri su sekildedir;

L,=1{2,1,3,4,7,11,18,29,47,76, ...}
Tamm 2.3.3

Lucas sayilar1 R = B _21] ve Q = H é] olacak sekilde

1 2 F 1 F L +1 L
R n _— [ n+ n ] — [ n n ]’ n 2 1
Q [2 _1] E F_=|lL, L

n-—1

seklinde matris yardimiyla gosterilir (Koshy, 2001).

Teorem 2.3.4
L,, Lucas say1 dizisi i¢in iireten fonksiyonu

2_
g(x)=1 z

esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).

Ispat. g(x) Lucas say1 dizisinin iireten fonksiyonu olsun. Buna gore

9o = D Lyx”
n=0

esitligiyle birlikte xg (x) ve x2g(x) esitlikleri asagidaki sekilde ifade edilir

xg(x) = Y=o XLy x™ , x2g(x) = Xy XLy x™.
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Bu esitlikler kullanilarak, Lucas say1 dizisi i¢in iireten fonksiyonu
(x* —x —=1)g(x) = Lo + x(Ly — L)

2—x

g(x)=—1_x_x2

seklinde elde edilir.

Teorem 2.3.5 (Catalan Ozdesligi)
Lucas say1 dizisi i¢in Catalan 6zdesligi

Ly Lpir — (Lp)? = 5(_1)n+kFl?' n=k
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).

Ispat. Ispat1 Lucas say1 dizisinin Binet formiilii kullanilarak yapilacaktir.
Ln—iLnii — (Ln)? = (@7 + 7Y (@™ + p™+5) — (a™ + )2

= Q% 4 (@MEENTE 4 gnTkgnTy 4o g2n (g2 4 g2n 4 o(_1)m)

= [(aB)"a™B¥ + (ap) a’p™*] — 2(-1)"

= 2(=1)™1 + (=D (=1)*B2* + (=1)*(=1)ka?*

= 2(=1)™1 + (=1)"*K(B2* + k)

= 5(—1)™KFZ + 2(—1)" + 2(—1)"+2k+1

= (=D)MRHLEZ 4 2(=1)" + 2(—1)™*1

— (—1)n+k+1FkZ.

Teorem 2.3.6 (Cassini Ozdesligi)
Lucas sayi dizisi i¢in Cassini 6zdesligi

Ly1lpsr — (Ln)? =5C-D™', n=1
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).
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Ispat. Teorem 2.3.5.’te k = 1 yazilarak istenen esitlik elde edilir.

2.4. Lucas Polinomu
Tanim 2.4.1

Lucas polinomu L, (x) seklinde gosterilir ve baslangi¢ degerleri [o(x) = 2, ;(x) = x
olacak sekilde

Lpn(x) = xLp—1(x) + Lp—p(x), n=2
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).

Lucas polinomunun bazi degerleri su sekildedir;

L,(x) = {x,x? + 2,x3 + 3x,x* + 4x% + 2,x> + 5x3 + 5x, ...}

Tanmim 2.4.2
x% — x — 1 = 0 denkleminin kokleri a ve  olsun.
L, = a™(x) + B™(x), n=>1

bagintisina Lucas polinomunun Binet formiilii denir (Koshy, 2001).

Teorem 2.4.3
L, Lucas polinomu i¢in iireten fonksiyonu

2 —xt
9 =1-

xt — t2
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).

Ispat. g(t) Lucas polinomunun iireten fonksiyonu olsun. Buna gore

9O =D L e"
n=0

esitligiyle birlikte xtg(t) ve t2g(t) esitlikleri asagidaki sekilde ifade edilir

xtg(t) = EnsoxLn () "1, t2g(t) = Xl Ly ("2,
18



Bu esitlikleri kullanarak, Lucas polinomu i¢in iireten fonksiyonu
(1 —xt—t2)g(t) = Ly(x) + tLy(x) — xtLy(x) = 2 — xt

2 —xt

g(t)zl—xt—t2

seklinde elde edilir.

Teorem 2.4.4 (Catalan Ozdesligi)

Lucas polinomu i¢in Catalan 6zdesligi

Ly k() Lnpi(X) = (Lp(x))? = (x* + H(-D"*F{(x), n=k
esitligi ile saglanir (Koshy, 2001).
Ispat. Ispat1 yapmak icin Lucas polinomunun Binet formiilii kullanilacaktir.

LG Lnic (6) = (Ln(0)? = (@7 () + B4 () ) (@™ () + B74(x)) -
(@) + ()

= a?(x) + (@O + at KB (R)) + F2(0) — (@2 (x) + B2(x) +
2(-1)")

= 2(-1)™ + (DM (- DF @) + (DM (- D)
= 2(~)™ + ()R () + a?*(x)

= 5(—1)™KFZ(x) + 2(—1)™ + 2(—1)"+2k+1

= (—DMIE2 () + 2(= 1) + 2(- 1™

= (~D)™FHF().
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Teorem 2.4.5 (Cassini Ozdesligi)
Lucas polinomu i¢in Cassini 6zdesligi

Ly 1(X)Lpi1(x) — (Ln(x))z = (xz + 4)(_1)11—1' n=1
esitligiyle ifade edilir (Koshy, 2001).

Ispat. Teorem 2.4.4.’te k = 1 yazilarak istenen esitlik bulunur.

3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde k-Fibonacci sayilarinin yeni ailesi ile ilgili tanim ve teoremlere yer

verilmigtir.

n ve k sifirdan farkli dogal sayilar olmak tizere, n = mk + r (0 < r < k) olacak
sekilde farkli m ve r sayilar1 vardir. Bu boliimde verilecek tanim ve teoremlerde bu

kural dikkate alinacaktir.

3.1. k-Fibonacci Sayi Dizisi
Tamm 3.1.1

1 — x — x3 — x* karakteristik denkleminin kokleri a ve 8 olsun.

1
(k) _ m+2 m+2\T (,m+1 m+1yk—r
= ——— (@™ = [Ty (@
= ) ( )
bagintis1 k-Fibonacci sayilarmin Binet formiiliidiir. Burada a = 1+2\/§ ve = 1_7\/3 dir

(Mikkawy ve Sogabe, 2010).

Tanim 2.1.2. ve Tanim 3.1.1. kullanilarak Fibonacci say1 dizisi ve k —Fibonacci say1

dizisi arasindaki iliski

F) = [Fn ]8T [Frpaa]” 3.1)
seklinde bulunur (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

k-Fibonacci say1 dizisi igin bazi degerler Tablo 3.1’de verilmistir.
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Tablo 3.1. k-Fibonacci say1 dizisi

n

1 2 3 4 5 6 7 g g9 10
k
1 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
2 1 1 2 4 6 9 15 25 40 64
3 1 1 1 2 4 8 12 18 27 45
4 1 1 1 1 2 4 8 16 24 36
Teorem 3.1.2

k-Fibonacci say1 dizisi Fn(k) i¢in
E® =F® +E®Q +EP, n=4
esitligi saglanir (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

Ispat. Once n sayisinin ¢ift oldugu durumlar incelenirse

@) _ @ ) )
FZm - FZm—l + FZm—3 + FZm—4

elde edilir. Bu esitligi gostermek igin Fz(ri) = [E,]? ve Fz(ri) +1 = FnFmy1 esitliklerini

kullanilirsa
2
Fz(m) = [Fm]2
= En(Fn-1 + Fn—2)
= FnFn-1 + FpFps
= FnFn-1 + Fn2Fp-1 + (Fm—z)z
_r® (2 3]
- F2m—1 + FZm—3 + FZm—4
elde edilir. Benzer sekilde n sayisinin tek oldugu durumlar i¢in de saglandig: gosterilir.
Boylece
@ _ p@ (2) (2)
FZm+1 - FZm + FZm—Z + FZm—3

esitligi elde edilerek ispat tamamlanr.
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Teorem 3.1.3
2-Fibonacci sayi dizisi i¢in lireten fonksiyonu

1

G0 = 5
esitligi ile verilir (Mikkawy ve Sogabe, 2010).

Ispat. G,(lz) (x), 2-Fibonacci say1 dizisinin tireten fonksiyonu olsun. Buna gore

(0]

00 = Y E

n=0

esitligiyle birlikte xGP(x) , 2362 (x) ve x*G¥(x) esitlikleri Teorem 3.1.2.

kullanilarak asagidaki sekilde ifade edilir.

XGP(x) = T2 EZ 1™ 2360 (%) = X FOy 2™ X462 (x) = T80 EZ), k™,

n-1 n-—3

Bu esitlikleri kullanarak
(1—x—x3- x“‘)G,(lz)(x)
— (FO(Z) + xFl(Z) + szZ(Z) + x3F3(2)) _ (bu(z) + szl(Z) + x3F2(2)) _ (x3F0(2)) +
Yoo (FP - F2 - E& + E2, )xm = 1.
elde edilir. Boylece iireten fonksiyonu

1

(2) —
G (x)_l—x—x3—x4

seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.4

k-Fibonacci sayi dizisi ve bilinen Fibonacci sayi dizisi arasinda
i. E?=[F]
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.. 2
i. EZ . =FFu.

@ _ @ ()
. F2n+1 - FZn + FZn—l

iv. E® =[E]*

3
V. Fg(n-)|.1 = [Fn]an+1
; 3 _ 3 (3)
VI. F3n+1 - F3n + F3n—1

T 4 _ @ 4)
Vil Fpiq = Fy HEp

bagintilar1 verilir (Mikkawy ve Sogabe, 2010).
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4. BULGULAR

Bu boliimde Mikkawy ve Sogabe (2010) tarafindan tanimlanan k-Fibonacci sayilarin
yeni bir ailesinin Catalan, Cassini, D’Ocagne, Honsberger ve Vajda 6zdeslikleri verilip
ispatlanmistir. Bu yeni ailenin polinomlar1 tanimlanmistir. Bu polinomlarin, bilinen
Fibonacci polinomlar: ile baglantis1 gosterilmistir. Catalan ve onun genellemeleri olan

Cassini, D’Ocagne, Honsberger ve Vajda 6zdeslikleri tanimlanip ispatlanmustir.

4.1. k-Fibonacci Say1 Dizisi
Teorem 4.1.1 (Catalan Ozdesligi)

k-Fibonacci say1 dizisi i¢in Catalan 6zdesligi

(k) k) k) 2 _ FZk—ZFZ (_1)n+r+1' t=0
Fnk+rk+tFnk—rk+t - (Fnk+t) = { 4 A 0 t%0’ nk=>2

esitligi ile ifade edilir.

Ispat. (3.1) esitligini kullanarak

F P e = (0. = (B s O EE B ) = (B )
= F* 7 (FrarseFnoree — (Fage)?)

t =1 i¢in;

FnZk_2 (Frtr+tFnr+e — (Fn+t)2) = FnZk_2 (Frtr+1Fn—rs1 — (Fn+1)2)

= F2k-2F2  (—1)nHT+1

t+1, t=m,(m€N) igin;

FnZk_2 FrarstFnoree — (Fpe)®) = FnZk_2 (FramFrem-2 = (Fpem-1)?)

2n+2m-—2 2n+2m-—2

= F2k-2 (F(k) — g )
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=0

elde edilir.

Teorem 4.1.2 (Cassini Ozdesligi)
k-Fibonacci say1 dizisi i¢in Cassini 6zdesligi

FZk—Z

) (k) (k) z2_ —1)n+1, t=1
Fnk+tFnk+t—2 - (Fnk+t—1) - { nHl (0 ) = 1, n;k > 2

esitligiyle ifade edilir.

Ispat. Ispat icin (3.1) esitligi kullanilacaktir.

k) L& k 2 _ _ _
F FShe s = (Fovs) = (R i) (5 Favema) — (Bl Fraer)?
= T%I-ISIZ (Fn+tFn+t—2 - (Fn+t—1)2)
t = 1igin;

Fr%ffz(Fn+tFn+t—2 - (Fn+t—1)2 = Fr%fIz(Fn+1Fn—1 - (Fn)z)

k_
r%+1 2 (_1)n+1

t+1, t =m,(m € N) igin;
Fit? FrseFree—z = (Fuae-1)® = Fi? FramPram—2 = (Fuam-1)%)
= Fr%ffz(%gicizm—z - FZ(;L(-)I-Zm—Z)
=0.
Teorem 4.1.3 (D’Ocagne Ozdesligi)
k-Fibonacci say1 dizisi i¢in D’Ocagne 6zdesligi
FOp® _pOp® (g ECE, (-1 mn=2

esitligi ile ifade edilir.
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Ispat. Ispat igin (3.1) esitligi kullanilacaktir.

FO S,y = FROES = (Bl Frni) ) (B Faga) — (B (Fa ) (B Foa)
= (ka)(Fnk_anﬂ) - (Fnk)(Frlri_lFmﬂ)

= (FnFm)k_l(Fan+1 — FyFinya)

= (FnFm)k_lFm—n(_l)n-

Teorem 4.1.4 (Honsberger Ozdesligi)
k-Fibonacci say1 dizisi i¢in Honsberger 6zdesligi
FR- AP + FF s = (FrFul oy, mk €L
esitligi ile ifade edilir.
Ispat. Ispat igin (3.1) esitligi kullanilacaktir.
F L E + FSE, = (Fi Fanet ) (FRFni)®) + (Fr(Frne)®) (FR T Frga )
= B BT (Fne1 By — BnFagr)

= [En B ] (Fno1F = EnFrst)

= [EnFal* " Frpsn.

Teorem 4.1.5 (Vajda Ozdesligi)
k-Fibonacci say1 dizisi i¢in Vajda 6zdesligi

plo gk _ g gk _ {FiFj(Fn)Zk—Z(_l)n+1' =1

nk+i+t" nk+j+t nk+t' nk+i+j+t — 0 £ =1
esitligi ile ifade edilir.

Ispat. Ispat igin (3.1) esitligi kullanilacaktir.
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) ) F) ) _ (k-1 k—1
Fnk+i+tFnk+j+t - Fnk+tFnk+i+j+t - (Fn Fn+t+i) (Fn Fn+t+j) -

(Fi " Fue) (Fu Frerins)

= (Fn)Zk_z (Fn+t+iFn+t+j - Fn+tFn+t+i+j)

t = 1igin;

(F)* 2 (Fpst+iFnrerj — FraeFnresivg) = B 2(Fuyis1Frsjer — Fas1Fovisj1)

= FiF (R (— 1™,

t+1, t=m,(mé€N) igin;

(F)** 2 (FpieriFnrer) — FaseFnserivg) = ED* 2 (Fram+iFmin+j — FranFman+iv))
= 0.

4.2. k-Fibonacci Polinomu

Tamm 4.2.1

1 — xt — xt3 — t* karakteristik denkleminin kokleri a ve 8 olsun.

W _ am+1(x)_'8m+1(x) k-r am+2(x)_‘8m+2(x) r
() ‘( 2 — B ) 2 — B

bagintisi Fn(k)(x) seklinde gosterilen k-Fibonacci polinomunun Binet formiiliidiir.

x+VxZ+a x—VxZ+4
Burada a =—— Ve B ==

dir.

Tanim 4.2.2

k k
E® @) EP @)

olacak sekilde
O RS (x)]

k —Fibonacci polinomlar1 f;,(x) = [

n=>1

Frea (0 fo(x) =

%) (k)

Fkn+k+1(x) Fkn+k(x) ]

(k) (k) ’
Fenie () Fipip—1 (%)

seklinde matris gosterimiyle ifade edilir.
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Tanim 2.2.2 ve Tanim 4.2.1 kullanilarak Fibonacci polinomu ve k-Fibonacci polinomu

arasindaki iliski

EX () = [Fp ()] [Frpy 1 (O (4.1)

bagintistyla verilir.
(4.1) esitligi yardimiyla elde edilen k-Fibonacci polinomu igin bazi terimler Tablo
4.1°de verilmistir.

Tablo 4.1. k-Fibonacci Polinomu

n
0 1 2 3 4 5 6 7
k
1 1 x x? x3 x4 x° x® x’
x3 x* + 2x2 x° + x3 x® + 4x* x7 + 5x°
2 1 x x? + x +1 + 4x + 4x? + 7x3 + 2x
x° + 2x3 x® + 3x* x7 + 4x°
3 1 x x? x3 x* + x? +x +3x241 + 5x3 + 2x
x® + 2x* x7 + 3x5
4 1 x x2 x3 x* x° + x3 + x? +3x3 4+ x

k-Fibonacci polinomlar ile alakali tanim ve teoremlerin ispatinda yardimi olacak (4.1)
esitligi goz Online alinacak olursa, k-Fibonacci polinomlar1 ve bilinen Fibonacci
polinomlar1 arasinda bazi iliskiler bulunabilir. Siradaki teoremde bunlardan birkagi

verilip ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.3

2-Fibonacci polinomu ve bilinen Fibonacci polinomu arasinda

i E2) = [F0)]?

i, E () = Fy () Fus (1)

i.  E2. (x) =xE2(x) + E2 (%)
bagintilar verilebilir.
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Ispat. Ispat igin (4.1) esitligi kullanilacaktir.
ii. k = 2,r = 1 olsun. Buradan n = mk + r = 4m + 1 elde edilir. Boylece
E200) = [ GO [Fpy (]!
E2 () = [Fn GO Fp1 ()]
Fims1(0) = [Fn (GO [Fi1 ()]
esitligi saglanir.

Teorem 4.2.4

3-Fibonacci polinomu ve bilinen Fibonacci polinomu arasinda

i B =[E@P

i, Foy () = [Fy(0)]2Fpe1 (%)

i.  ES (0)=xEP @) +ES ()
bagintilar1 verilebilir.

Ispat. Ispat igin (4.1) esitligi kullanilacaktir.

. k = 3,r = 0 olsun. Buradan n = mk + r = 3m elde edilir. Boylece
F200) = [Bn(OP ™ [Fsa (0]°
F200) = [Fn (P
F () = [Fn (0T
esitligi saglanir.

Teorem 4.2.5

4-Fibonacci polinomu ve bilinen Fibonacci polinomu arasinda

i EP) = [F0)]

i F4(:?|-1(x) = [Fn(x)]an+1(x)
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ii.  E,(00) = [F(0)]?[Fryr(0)]?
iv.  EWL(0) = Fu(0)[F (0]
V. Fﬁil(x) = xF4(:) (x) + F4(:)_1(x)

bagintilar1 verilebilir.

Ispat. Ispat igin (4.1) esitligi kullanilacaktir.

ii. k = 4,r = 0 olsun. Buradan n = mk + r = 4m elde edilir. Boylece
EX® () = [Fn (O]* ™ [Fppp1 ()]°
E® (x) = [Fp(2)]*

FR () = [Fn (0]
esitligi saglanir.

iii. k = 4,r = 1 olsun. Buradan n = mk + r = 4m + 1 elde edilir. Boylece
EP (x) = [Fpp 0]+ [Fppga (0]
EXP () = [Fp ()P [Fppgr (O]

F®, () = [Fp (O [Frps (O]

esitligi saglanir.
Teorem 4.2.6

k = 2 olacak sekilde k-Fibonacci polinomu E* (x) igin
Fn(z) = an(E)l (x) + an(E)3 (x) + Fn(z (x), n=4
seklinde bir tekrarli bagint1 vardir.
Ispat. Once n sayisinin ¢ift oldugu durumlar incelenirse
Py () = Xy (1) + Xy o () + 4 (0)
elde edili. Bu esitligi gostermek igin F(x) = (Fp(x))2 Ve FEC, (%)=
Ep (x) Fpppq1 (x) esitlikleri kullanilirsa
Fim (0) = (Fn (0))?
= En () (xFm-1 (%) + Fp—2(x))
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= me(x)Fm—l(x) + XFm—Z (x)Fm—l(x) + (Fm—z(x))z
2 2 2
= xFy) 1 () + xFy) () + By 4 (%)
elde edilir. Benzer sekilde n sayisinin tek oldugu durumlar icin de esitlik saglanir.

Boylece
2 2 2 2
Fymar (6) = xFy) (1) + xFy 5 () + iyl (1)
esitligi elde edilerek ispat tamamlanir. Bu esitlik, 2-Fibonacci polinomunun genis ¢apl

terimlerinin bulunmasinda kolaylik saglar.

Teorem 4.2.7
2-Fibonacci polinomunun iireten fonksiyonu

1
—xt — xt3 —t*

2
eSIthgl lle Verlhr

ispat.G,gz)(t), 2-Fibonacci polinomunun iireten fonksiyonu olsun. Buna gére

(0]

6@ =) BP e

n=0

esitligiyle birlikte xtG.2(¢), xt3GH (1) ve t*GP(t) esitlikleri Teorem 4.2.6.
kullanilarak asagidaki sekilde ifade edilir.
GO () = Tio By (O™, xt363D () = oo B2y (0",
4GP (0) = Z E® (otn

n=0

Bu esitlikleri kullanarak
(1—xt —xt3 —tH6P

- (FO(Z)(x) + tFP () + t2EP (x) + 3E (x)) - (xtF0<2)(x) + xt2FP (x) +

BED(0) = (x® B2 (0) + Ziea(FP (0) = xEZ, () = xEZ, () + E, () )t
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= +tx+t?x>+3(x3+x)) — (tx+t2x2 +t3x3) — x>+ 0= 1.
elde edilir. Boylece tireten fonksiyonu

1
1—xt—xt3—t*

G () =
seklinde elde edilir.

Teorem 4.2.8 (Catalan Ozdesligi)

Catalan 6zdesliginin k-Fibonacci polinomu i¢in elde edilen bagintisi

R, @F, 00 - (FR0) = FF0R@ED™,  nk2?

nk+r nk-r

seklindedir.

Ispat. (4.1) esitligi kullanilarak ispat yapilir.

FE, R, () = (FR00) = (B 0P () (B (0 By () -

(FF 1 (x)E,(x))?
= F2E2() (Fpyr (O Fyr () — (Fu(0))°)

= F* 2R () (D)™,

Teorem 4.2.9 (Cassini Ozdesligi)

Cassini 6zdesliginin k-Fibonacci polinomu i¢in elde edilen bagintisi
FOFY, 00 — (F2,00) = FF2()(-1D", k=2

seklindedir.

Ispat. (4.1) esitligi kullanilarak ispat yapilir.

FOGFY (0 (FR, () = (BE1 () Py () (BE (1) ey (1)) —

(B (), (x)?
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= EZ*72(0) (Fpy1 () Fpo1 () — (B, ())?)
= FZ2 () (- 1"
Teorem 4.2.10 (D’Ocagne Ozdesligi)
D’Ocagne 6zdesliginin k-Fibonacci polinomu igin elde edilen bagintisi
k-1
FRF® () = FP@FY () = (Fu()Fn ()" Fnon()(=1)", m,n = 2
seklindedir.
Ispat. (4.1) esitligi kullanilarak

F COFS,, (1) = R GOFS_ () = (FE@) (Fiar (0)°) (B 0 Fraa (1)) =

(B (Frer@)”) (B @) Fs ()
= (FE0)) (B 0P () = (X)) (B () s ()

= (Fn(x)Fm(x))k_lFm_n(x)(—n"

ispat elde edilir.
Teorem 4.2.11 (Honsberger Ozdesigi)
Honsberger 6zdesliginin k-Fibonacci polinomu igin elde edilen bagintisi
FY_ OFP ) + FR@F®  (0) = [FrOFa() (),  mmnkeZ*
seklindedir.
Ispat. Ispat igin (4.1) esitligi kullanilacaktir.

R GOFSR @) + FS ORS00 = (Fir 00F 1 (0) (FRG (Faa (0)) +

(FRGO(Fns100)") (FE COF s (0)
= BT QB0 (P (B (®) + (2 ()
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= [Fm(x)Fn(x)]k_lFm+n(x)-

Teorem 4.2.12 (Vajda Ozdesligi)
Vajda 6zdesliginin k-Fibonacci polinomu i¢in elde edilen bagintisi

FOF ) FE )2 (™, =1

nk+t+i nk+t+j nk+t+i+j 0 t+1
)

FO F® )= F% (F® (x) = {
seklindedir. Burada n, k > 2 dir.

Ispat. Ispat i¢in (4.1) esitligi kullanilacaktir.

FO  )F® )= F® ()p® ()

SN L NI OBy A CO LA
= (R 00 Fnssi GO (B 0P () = (B GOPas e (00) (BT (P ()
= (B () 2 Frreri 0V Frar41 ) = Fase (P i ()

t = 1icin;

(BC0)™ ™ (FareriCOFnrej () = Frsc 0 Fasenia ()

= (Fn(x))2k_2 (Fn+i+1(x)Fn+j+1(x) - Fn+1(x)Fn+i+j+1(x))

= F;(0)F;(x) (K ()2 (=D

t+1, t=m,(mé€N) igin;

(Fa ) Pt () P (0) = Fre () P j (%)

= [Fn(x)]Zk_Z(Fn+m+i(x)Fm+n+j(x) - Fm+n(x)Fm+n+i+j(x)) =0.
Teorem 4.2.13
k,m € N\{0} i¢in k-Fibonacci polinomu ve bilinen Fibonacci polinomu arasinda
k k
[Fna QO = [Fn (O] = F 1, () — B ()

bagintis1 vardir.
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Ispat. (4.1) esitligi kullanilarak
k—k k k-0 0
FOO, 10600 = FR () = (Fn() (Fnra )" = (Fn ()" (Fnsa (1)

= [Frn1 0] — [En(0)]*

elde edilir.

Teorem 4.2.14
k-Fibonacci polinomlart i¢in
Fanin(0) = xF) () + Fip (1), n €z

esitligi saglanir.

Ispat. (4.1) esitligi kullanilarak

xFS () + F () = xEf + (Fasy (OEET ()
= B 0 (xF () + Frog ()

= F, ()

kn+

elde edilir.

Teorem 4.2.15

2-Fibonacci polinomu ile bilinen Fibonacci polinomu arasinda

FZ(E)—z(x) —E,(x)F,_,(x) = (—=1)n*1

bagintisi vardir.
Ispat.
E2 ,(x) = Fy () Fyp_p (%) = F2_1(x) = Fy (X)Fy_5 (%)

= —(F(x)Fy—z(x) = F2_1(x))

— (_1)n+1_
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Teorem 4.2.16
n € Z igin

n n 2 . .
o =[N

esitligi saglanir.

a™(x)+p"(x)

Ispat. E,(x) = T

esitligi kullanilarak

1

B (0) = B2 () = o= (@ (0) = 2(a (0B ()" + 2 ()

_a? () —2(=1)"+ B2 () +4(- D" -4(-D)"

B (VxZ+a)’

elde edilir. Buradan
(22 + HED (@) + 4(=D)" = a?(x) — 2(=1D)" + B2 (x) + 4(-D)"
n gift ise;
(% + HF) () + 4 = (@) + ()7,
n tek ise;

% + HED (%) — 4 = (@ (x) — B"(%))*.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu c¢alismada, k —Fibonacci say1 dizisi i¢in Catalan, Cassini, D’ocagne, Honsberger ve
Vajda ozdeslikleri tanimlanip ispatlandi. k —Fibonacci polinomunun yeni bir ailesi
tanimlandi. Buna ek olarak Binet formiilii, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi ve lireten
fonksiyonu ifade edildi ve ispatlar1 verildi. Ayrica Fibonacci say1 dizisinde saglanan

bazi1 6zdeslikler bu yeni aileye genellestirildi.

Bu calismadaki bulgular temel alinarak yeni tanimlar ve 6zellikler elde edilebilir. Bu

yeni aile, diger say1 serilerine uyarlanarak yeni aileler ve polinomlari tanimlanabilir.
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