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Tez ¢aligmasi dort bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde, konuyla ilgili genel
bilgilerin verildigi giris kism1 yer almaktadir. Ikinci boliimde, tez cahsmasi icin gerekli
olan temel tammlar ve ozellikler verilmistir. Ugiincii boliimde, A,-Tipli Auslander-
Reiten kuiverlerin olusturulmasma dair farkli yontemler verilmis ve bu ydntemler
omeklerle aciklanmustir. Dordiincii bolimde ise Auslander-Reiten kuiverlerin kullanimi
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This thesis consists of four parts. In the first chapter, there is the introduction part where
general information about the subject is given. In the second chapter, the basic definitions
and features required for the thesis work are given. In the third chapter, different methods
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler

Q Bir kuiver

Q°p Karsit kuiver

Qo Bir Q kuiverindeki koselerin kiimesi

Q, Bir Q kuiverindeki oklarin kiimesi

s Her oku baslangic kosesine gotiiren fonksiyon

t Her oku bitis kosesine gotiiren fonksiyon

M; Bir i kosesine karsilik gelen vektor uzayi

Pa Bir a okuna karsilik gelen lineer doniigiim

M = (M;, pg) Bir kuiverin bir temsili

dimM Bir M temsilinin boyut vektorii

S I¢erim morfizmi

- [zdiisiim morfizmi

imf Bir f temsil morfizminin gorlintiisii

kerf Bir f temsil morfizminin ¢ekirdegi

cokerf Bir f temsil morfizminin escekirdegi

Hom(M, M") M’den M"ye giden tiim temsil morfizmlerinin kiimesi
isoclass(M) Bir M temsiline izomorf olan tiim temsillerin sinifi
RepQ Bir Q kuiverinin tiim temsillerinin kategorisi

repQ Bir Q kuiverinin tiim sonlu boyutlu temsillerinin kategorisi
S Bir Q kuiverinin i kosesindeki basit temsil

1(i) Bir Q kuiverinin i kosesindeki injektif temsil

P(i) Bir Q kuiverinin i kosesindeki projektif temsil

c = (ilay, ay, ..., a;lj)

i’de baslayip j’de biten [ uzunluklu bir yol

D = Hom, (—,k) Standart dualite funktoru

Hom(—, A) Kontravaryant Hom funktoru

v Nakayama funktoru

T,77 1 Auslander-Reiten 6telemeleri

Ext'(M,N) M’nin N ile genislemelerinin birinci grubu




1. GIRIS

Genel anlamda temsil teorisi, soyut matematiksel nesneleri olabildigince somut bir
sekilde temsil etmeyi amaclayan cebirin bir dali olarak ozetlenebilir. Daha agik ola-
rak temsil teori; soyut cebirsel yapilarin elemanlarini, vektor uzaylari arasindaki
birer lineer doniigiim gibi ele alarak somutlastiran, 6zellikleri ¢ok iyi bilinen matris-
ler ve lineer dontiigiimler gibi lineer cebirdeki bazi araclar1 kullanarak, bu yapilarin
soyut teorilerini basitlegtiren ve bunlarin iizerine kurulan modiillerin homolojik ce-
birsel ozelliklerini inceleyen bir alan olarak ifade edilebilir. Temsil teori alanindaki
ilk caligmalar; 1972’de Peter Gabriel’in kuiver temsillerinin teorisini geligtirmesi
ve 1974, 1975 ve 1977 yillarinda Maurice Auslander ve Idun Reiten’in neredeyse
parcalanan dizileri tanitmasiyla baglamigtir. Temsil teorinin temel amaci tiim ayrigti-
rilamaz temsilleri ve bunlarin arasindaki morfizmleri izomorfizma farkiyla siniflandir-

maya dayanmaktadir.

Bir kuiver; sonlu koselerden ve bunlarin arasindaki sonlu yonlendirilmis oklardan
olugsan bir tiir ¢izgedir. Bir kuiverdeki tiim oklarin yonleri ihmal edildiginde ortaya
gikan ¢izgeye kuiverin altinda yatan ¢izge denir. Kuiverler; bu cizgelere gore sonlu
(finite), evcil (tame) ve vahsi (wild) tipli olmak iizere ii¢ sinifa ayrilmig ve ézellikleri

incelenmigtir.

Bir kuiver temsili, kuiverdeki her bir kogeye karsilik bir vektor uzayr ve koseler
arasindaki her bir oka karsilik bir lineer dontigiimiin olugturdugu bir sistemdir. Veri-
len bir kuiverin temsillerini yazmak i¢in vektor uzaylarina dolayisiyla bir k cismine
ihtiyac duyulur. Bu ¢aligmada k; cebirsel kapali bir cisim olarak kabul edilecektir. Bi-
rimli bir A halkas1 ayni zamanda her a,b € A ve her A € kicin A(ab) = (Aa)b = a(\b)
ozelligini saglayacak gekilde bir k-vektor uzayi yapisina sahip ise A’ya bir k-cebir
(k-algebra) ya da kisaca cebir adi verilir. Bir A cebiri vektor uzay1 olarak sonlu
boyutlu ise A sonlu boyutlu cebir (finite dimensional algebra) olarak adlandirihir.
Cebirsel kapali bir cisim tizerindeki sonlu boyutlu cebirlerin temsil teorisinde, (6zel-

likle smirli (bound)) kuiverlerin ve onlarin temsillerinin énemli rol oynadigir Gabriel



(1972) tarafindan ortaya konmustur.

Gabriel (1972); temel (basic) ve baglantili (connected) her bir A cebiri igin tek
tiirlit olarak tanimlanan ve cebirin siradan kuiveri (ordinary quiver) ya da Gabriel
kuiveri olarak adlandirilan bir @ 4 kuiverinin var oldugunu ve k@) 4 nin bagintilardan
(relations) olugan gegerli (admissible) bir I ideali igin A = k@ 4/I oldugunu goster-
mistir. Daha sonra cebirleri karakterize etmek i¢in bu kuiverleri kullanmig ve modiiller
ile temsiller arasinda koprii gorevi goren su 6nemli teoremi kanitlamigtir: Bir @ ku-
iverindeki tiim yollar1 taban kabul eden k@ yol cebiri (path algebra) iizerine kurulan
modiil kategorisi ile ) kuiverinin tiim sonlu boyutlu temsillerinin rep() kategorisi
birbirine denktir. Bu sayede bir kuiverin her bir temsili bir modiil olarak gozoniine

alinip ve her bir modiil de bir kuiverin bir temsili olarak gorsellestirilebilmektedir.

Bundan baska, Gabriel (1972); cebiri sonlu temsil tipli (finite representation type)
olarak adlandirilan, sonlu sayida birbirine izomorf olmayan ayrigtirilamaz temsile
sahip olan tiim kuiverleri, 1940’l1 yillarda Sovyet matematik¢i Eugene Dynkin ta-
rafindan tanimlanan ve yaribasit Lie cebirlerinin siniflandirmasinda kullanilan diyag-
ramlardan yararlanarak siiflandirmigtir. Bir kuiverin sonlu tipli olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul olarak kuiverin altinda yatan ¢izgenin asagida belirtilen ADE-Dynkin

tipli cizgelerden biri olmasi gerektigini gostermistir: n > 1 olmak tizere n € N icin

A, . . . ° °

°
Eg ° ° ° ° °
°
E; ° ° ° ° ° °
°



Eg ° ° ° ° ° ° °

[ ]
Bu sonug, adin1 Weyl gruplarindaki Coxeter doniigiimleriyle baglantisindan alan, Co-

xeter funktorlar: kullanilarak Bernstein vd. (1973) tarafindan, Gabriel’in ispatindan
farkl bir teknikle kanitlanmigtir. Gabriel (1972), ayrica bir cebirin sonlu temsil tipli
olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun kuiverin ayrigtirilamaz temsillerinin izosimiflar:
ile kuivere karsilik gelen kok sistemlerinin pozitif kokleri arasinda birebir eglemenin
var olmasi1 gerektigini de gostermistir. Bu sonuc da Bernstein vd. (1973) tarafindan

sentezlenerek farkl bir bicimde kanitlanmigtir.

Tek yanli idealleri tlizerinde azalan zincir gsartini saglayan, yani tek yanli idealle-
rinin sonsuz bir azalan zinciri bulunmayan bir halka Artinian ya da Artin halka
olarak adlandirilmistir. Ideallerin azalan zincir sartini saglamasinin, sonlu halkalar:
ve boylece herhangi bir cisim tizerine kurulan sonlu boyutlu vektor uzaylarimi ge-
nellestirdigini, gosteren ilk kisinin Emil Artin olmasi sebebiyle bu isim verilmistir.
Ayrica R degismeli Artin bir halka olmak tizere Im¢ kiimesi A’nin merkezinde kap-
sanacak gekilde bir ¢ : R — A halka homomorfizmasiyla birlikte bir A halkasima bir
R-cebir (R-algebra) adi verilir. Bundan bagka, A bir R-modiil olarak sonlu iiretilmis
ise, A’ya bir artin R-cebir denir. Artin cebirlerin en 6nemli 6rnekleri bir cisim tize-

rine kurulan sonlu boyutlu cebirlerdir.

Artin cebirlerinin temsil teorisinde 6nemli rol oynayan, kisaca AR-kuiver olarak
da adlandirilan, Auslander-Reiten kuiverler ilk olarak yetmisli yillarin ortalarinda
Claus Michael Ringel tarafindan tanitilmigtir. Sonlu tipli bir ) kuiveri verildiginde,
koseleri; @ nun ayrigtirilamaz (indecomposable) temsillerinin izosmiflary, oklari; bu
temsiller arasindaki indirgenemez (irreducible) morfizmler uzaynin bir baz olan
yeni kuivere Auslander-Reiten kuiver adi verilir ve I'g ile gosterilir. Bir kuiverin
Auslander-Reiten kuiveri olugturuldugunda o kuiverin yol cebiri iizerine kurulan
modiil kategorisi hakkinda ii¢ onemli bilgiye sahip olunur: Birincisi; Auslander-
Reiten kuiverin kogeleri ayrigtirilamaz modiiller oldugundan, bunlarin dik toplam-

lar1 alinarak, modiil kategorisinin diger tiim modiilleri belirlenir. Ikincisi; oklari



ayrigtirilamaz modiiller arasindaki indirgenemez morfizmlerin bir bazi1 oldugundan,
bunlarin bilegkesi ya da lineer bilesimleri alinarak, modil kategorisindeki modiille-
rin arasindaki bazi morfizmler izomorfizma farkiyla belirlenmis olur. Uclinciisii;
Auslander-Reiten kuiverdeki aglar1 olugturan, bir modiil ile onun Auslander-Reiten
Otelemesi (translation) arasindaki dogal genigleme olan, normalde pargalanan (sp-
lit) olmayan fakat parcalanan olmaya en yakin kisa tam diziler olan neredeyse

parcalanan diziler (almost split sequences) belirlenir.

Tez ¢aligmasinda, A,,-tipli kuiverlerin Auslander-Reiten kuiverlerinin olugturulmasin-
da kullanilan ¢esitli yontemler anlatilacak ve farkli ornekler tizerinde bunlarin nasil
uygulandig1 aciklanacaktir. Ikinci boliimde, tez calismasida kullanilacak olan cebir-
sel, homolojik, kategorik ve temsil teoriyle ilgili kavramlar ve 6zellikler tanitilacaktir.
Uciincii boliimde, kombinatorik bir yapiya sahip olan Auslander-Reiten kuiverin
olusturulmasinda kullanilan; ayrigtirilamaz temsiller ve indirgenemez morfizmler
yardimiyla neredeyse parcalanan dizilerden aglarin olusturulmasi, orgii algoritmasi,
ayrigtirilamaz temsillerin 7-yoriingelerinin hesaplanmasi, Coxeter funktor ve Car-
tan matris yardimiyla temsillerin 7 ve 77! Auslander-Reiten otelemeleri altinda
olusan goriintiilerinin boyut vektorlerinin bulunmasi gibi yontemler tanitilacak ve
her bir yontem farkl orneklerle agiklanacaktir. Ayrica geometrik olarak diizgiin bir
gokgenin tiggenlegtirilmesi yontemiyle Auslander-Reiten kuiverin nasil olugturuldugu
gosterilecektir. Dordiincii boliimde ise, bir kuiverin Auslander-Reiten kuiveri ne-
den cizilir sorusuna cevap verilecektir. Modiil kategorisindeki ayrigtirilamaz herhangi
iki modiiliin Hom ve Ext uzaylarinin boyutunun, bu modiillerin Auslander-Reiten
kuiverde birbirlerine gore durumlarina gore nasil belirlendigi ifade edilecek ve bir
ayrigtirilamaz modiiliin bagka bir modiile gore geniglemelerinin nasil olusturuldugu
anlatilacaktir. Son olarak, temsil teorideki son geligmelerde Auslander-Reiten kuive-

rin yeri ve 6nemi vurgulanacaktir.



2. ON BILGILER

Bu boltimde tez caligmasinda kullanilacak olan bazi temel kavramlar, baz alt baglik-
lara ayrilarak, tanitilacak ve kullanilacak olan baz1 6zellikler ifade edilecektir. Hun-
gerford (1974), Anderson ve Fuller (1974), Dummit ve Foote (2004), Pancar ve Ali-
zade (2016), Assem ve Coelho (2020), Rotman (2009) bu béliimde kullanilan temel
kaynaklardir.

2.1. Bazi Cebirsel Yapilar

Bu boliimde, tez calismasinda kullanilan bazi cebirsel yapilarin tanimlari verilecektir.

Tanim 2.1.1 k bir cisim olsun. Asagidaki denk kosullardan biri saglanirsa k’ya bir

cebirsel kapaly cisim (algebraically closed field) denir.
(i) der(p) > 1 olacak sekildeki her p € k[z] polinomunun k’da bir kokii vardir.
(i) k tizerindeki her indirgenemez polinomun derecesi 1 dir.

(iii) der(p) > 1 olacak sekildeki her p € k[z] polinomu ¢, ¢y, -+ , ¢, € k olmak iizere
p=clx—c)(x—c) - (x—cp)
bi¢iminde yazilir.

Tanim 2.1.2 k cebirsel kapali bir cisim olsun. A birimli bir halka ve ayni zamanda
a,b e Ave \ € kigin
A(ab) = (Aa)b = a(Ab)

ozelligini saglayan bir k-vektor uzay1 yapisina sahipse A’ya bir k-cebir (kisaca cebir)
(k-algebra) denir. Bir k-vektor uzayi olarak sonlu boyutlu olmasi durumunda A’ya

sonlu boyutlu cebir (finite dimensional algebra) adi verilir.
Bu calismadaki tiim cebirler sonlu boyutlu olacaktir.

Tanim 2.1.3 A bir cebir olsun. A'nin elemanlar1, a,b € A igin a X, b = ba (b'nin
a ile A’daki garpimi) ile tanimlanan yeni garpma islemine gore bir cebir yapisina

sahiptir. Buna A'min karsit cebiri (opposite algebra) denir ve A% ile gosterilir.

>



Tanim 2.1.4 Birimli bir R halkasi ve toplamsal bir M abelyan grubu i¢in agagidaki
aksiyomlar1 saglayan, her (r,m) € R x M i¢in rm ile tamimh bir M x R — M
fonksiyonu varsa M bir sag R-modil olarak adlandirilir ve My ile gosterilir: her
r,r',r"” € Rvem,m',m" € M igin
(i) (m' +m")yr =m'r+m'r;
(i) m(r' +r") = mr’ + mr”;
(iii) m(r'r") = (mr")r";

(iv) mlg =m.

Benzer olarak tanimlanan bir sol R-modil g M ile gosterilir. R ve S halkalar tize-
rinde, hem bir sol R-modiil, hem de bir sag S-modiil olan M; her r € R,s € S ve
m € M igin (rm)s = r(ms) oldugu durumda bir (R, S)-bimodiil olarak adlandirilir

ve rMyg ile gosterilir.

Her bir sag A-modiiliin ayn1 zamanda bir sol A°-modiil oldugu acgik olup, bu
caligmadaki modiiller aksi belirtilmedikce sonlu boyutlu bir A cebiri tizerindeki sag

A-modilller olacaktir.

Tanim 2.1.5 M bir A-modiil olmak iizere M’nin bostan farkhh bir N altkiimesi
verilsin. Her n,n',n” € N ve her a € A icin n’ +n” € N ve na € N oluyorsa N'ye

M’nin bir A-altmodiilii (A-submodule) adi verilir ve N < M ile gosterilir.

Tanim 2.1.6 Sifirdan farkli bir modiiliin kendisinden ve sifirdan bagka altmodiili

yoksa basit (simple) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.7 M ve N birer A-modiil olmak tizere her m, m’,m” € M ve her a € A

(i) p(m’+m") = p(m’) + o(m")

(i) @(ma) = p(m)a



ozelliklerini saglayan bir ¢ : M — N fonksiyonuna bir A-modil homomorfizmi
(kisaca A-morfizm) (morphism of A-modules) denir. Ayrica, birebir olan bir A-
morfizm bir monomorfizm, o6rten olan bir A-morfizm bir epimorfizm, hem birebir
hem de 6rten olan bir A-morfizm bir izomorfizm olarak adlandirihir. Ozel olarak bir
¢ : M — M; A-morfizmine bir endomorfizm, bir ¢ : M — M; A-izomorfizmine de
bir otomorfizm denir. Dogal olarak bir A-vektor uzay1 yapisina sahip, tanim kiimesi

M ve deger kiimesi N olan tiim A-morfizmlerin kiimesi
Homs(M,N)={p: M — N | ¢ bir A-morfizm}

ile gosterilir. End 4 M ile gosterilen M’nin tiim endomorfizmlerinin kiimesi, fonksi-
yon bilegkesi iglemiyle birlikte bir A-cebir olup M’nin endomorfizm cebiri olarak

adlandirilir.

Tanim 2.1.8 Bir ¢ : M — N A-morfizminin;
(i) Cekirdegi (kernel); kerp = {m € M | ¢(m) = 0} kiimesi ile,
(i) Goriuntisi (image); imp = {p(m) | m € M} kiimesi ile,
(i) FEscekirdegi (cokernel); cokerp = N/imp = {n + imy | n € N} kiimesi ile
tanmmlanir.

Tanim 2.1.9 M bir A-modiil olsun. Bir Afl4 — M epimorfizminin ve bir d > 0
sayisinin var olmasi durumunda M’ye sonlu tretilmis (finitely generated) modiil

denir.

Tanim 2.1.10 P bir A-modiil olmak iizere her ¢ : B — (' epimorfizmi ve her

g: P — C A-morfizmi i¢in

P
//
//
h//// g
P
P
»

B Y L C s 0

diyagramini degismeli yapan, yani g = @h olacak sekilde, bir h : P — B A-morfizmi

varsa P’ye projektif (projective) modiil denir.
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Tanim 2.1.11 [ bir A-modiil olmak tizere her ¢ : A — B monomorfizmi ve her

g: A — C A-morfizmi igin

0 s A Y B

diyagramini degismeli yapan, yani g = hy olacak sekilde, bir h : B — [ A-morfizmi
varsa I'ya injektif (injective) modiil denir.
2.2. Kategorik ve Homolojik Kavramlar

Bu boliimde, tez calismasinda kullanilacak olan bazi kategorik ve homolojik kav-

ramlar tanitilacaktir.

Tanim 2.2.1 Bir C kategorisi (category) asagidaki bicimde tanimlanan; nesnelerin,

morfizmlerin ve bilegkenin olugturdugu bir (ObC, Morg, o) sistemidir, dyle ki:
(i) Nesnelerin (objects) ObC simfi;
(ii) Farkh (A, B) # (C, D) obje ciftleri i¢in
Morc(A, B) N More(C, D) = ()
ozelligine sahip morfizmlerin (morphisms) More kiimesi ve;

(iii) Her bir f € Morc(A, B) ve g € More(B, C') morfizmi icin agagidaki 6zellikleri
saglayan (g, f) — g o f ile tamimh

o: MOl"c(B, C) X MOI‘c(A, B) — MOI‘c(A, C)
bileske (composition) igleminden olusur, dyle ki:

(a) Birlesme Ozelligi: Her A, B,C € Ob(C) ve her f € More(A,B),g €
More (B, C) ve h € More(C, D) igin ho (go f) = (hog) o f saglanir.

(b) Birim Eleman Ozelligi: Her A € ObC objesi ve her f € Mor¢(A, B) ve
g € More(B, A) morfizmi igin folsy = f ve 14 0g = g olacak gekilde bir

14 € More(A, A) birim morfizmi vardir.
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Uyar: 2.2.2 Tez calismasinda kullanilacak olan baz kategoriler; bilinen fonksiyon
bilegkesiyle birlikte nesneleri ve morfizmleriyle agagida verilmistir.

Nesneleri; bir k cismi tizerindeki sonlu boyutlu k-vektor uzaylari, morfizmleri; k-
lineer dontigiimler olan kategori modk ile gosterilir.

Nesneleri; bir A bir cebiri tizerindeki sag A-modiiller, morfizmleri; A-morfizmler olan
kategori ModA ile gosterilir.

Nesneleri; sonlu iiretilmig sag A-modiiller, morfizmleri; A-morfizmler olan kategori
ise mod A ile gosterilir. Bu caligmada, aksi belirtilmedikce, mod A kategorisi iizerinde

caligilacaktir.

Tanim 2.2.3 k bir cisim olmak iizere agagidaki 6zellikleri saglayan bir C kategorisine

bir k-kategor:i adi verilir:

i) C’deki her XY cifti igin X’den Y’e giden morfizmlerin Home (X, Y') kiimesi

bir k-vektor uzayidir.

ii) Morfizimlerin bileskesi bilineerdir. Yani f, fi, fo : X =Y ve g,q1,92: Y = Z

morfizmleri ve A\, Ao, 11, m2 € k skalerleri i¢in;

go (Afi+Aafa) = Mi(go fi) + Xa(go fo)
(mag1 +mg2) o f = (gro f)m + (g20 f)m

Tanmim 2.2.4 C ve D iki k-kategori olsun. C'nin her A nesnesine D’nin bir F/(A) nes-
nesini, C’deki her f € Mor¢(A, B) morfizmine D’deki bir F/(f) € Morp(F(A), F(B))
morfizmini kargilik getiren ve agagidaki kogullar1 saglayan bir F' : C — D fonksiyo-

nuna bir kovaryant funktor (covariant functor) denir, dyle ki:

(i) f € More(4, B), g € More(B, C) igin F(gf) = F(g)F(f) dir

(ii) Her A € ObC icin F(14) = 1p(a) dir.
Tamim 2.2.5 C ve D iki kategori olsun. C'nin her A nesnesine D’nin bir F'(A) nes-
nesini, C’deki her f € Mor¢(A, B) morfizmine D’deki bir F(f) € Morp(F(B), F(A))

morfizmini kargilik getiren ve agagidaki kogullar1 saglayan bir F' : C — D fonksiyo-

nuna bir kontravaryant funktor (contravariant functor) denir, 6yle ki:
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(i) f € Morc(A, B), g € More(B,C) igin F(gf) = F(f)F(g) dir.
(i) Her A € ObC icin F(14) = 1p(a) dir.
Tanim 2.2.6 A ve B; bir C k-kategorisinin sabit nesneleri olmak iizere

(i) Hom(A, —) funktoru; C’den modk kategorisine giden bir kovaryant funktordur,
oyle ki:

(1) C’de bir B nesnesini A’dan B’ye giden tiim morfizmlerin kiimesi olan
Hom(A, B)’ye gotiiriir.

(2) C’de bir f: B — C morfizmini Hom(A, f)(g) = f.(g) = f o g ile tamimh
bir Hom(A, f) = f. = Hom(A, B) — Hom(A, C') morfizmine gotiiriir.

Burada f.; f’nin ileri itmesi (push forward of f) olarak adlandirilr.

(i) Hom(—, B) funktoru; C’den modk kategorisine giden bir kontravaryant funk-
tordur, oyle ki:

(1) C’de bir A nesnesini A’dan B’ye giden tiim morfizmlerin kiimesi olan
Hom(A, B)’ye gotiiriir.

(2) C’de bir f: A — C morfizmini Hom(f, B)(g) = f*(g) = g o f ile tanimh
bir Hom(f, B) = f* = Hom(C, B) — Hom(A, B) morfizmine gotiiriir.
Burada f*; f’nin geri cekmesi (pull back of f) olarak adlandirilir.

Uyar1 2.2.7 Tamm 2.2.6(ii)’de B yerine k cismi alindiginda, herhangi bir k-
kategoriden modk kategorisine giden ve standart dualite (standart duality) olarak

adlandirilan Homy (—, k) funktoru elde edilir. Bu funktor kisaca D ile gosterilir.

Tanim 2.2.8 C,D iki kategori olmak tizere Fy, 5 : C — D iki funktor olsun. C’'nin
her M, N nesnelerine ve her f : M — N morfizmine karsilik asagidaki diyagrami
degismeli yapan bir ny @ Fy(M) — Fo(M) izomorfizmi varsa Fy ve Fy'ye funktorsal
izomorfiktir (functorially isomorphic) denir ve Fy = F; ile gosterilir:

Fi(f)

Fi(M) Fi(N)
FQ(M) Fx(f) FQ(N)
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Bir F': C — D kovaryant funktoru i¢in £ o F' = 1¢ ve F'o F' = 1p olacak sekilde bir
F' : D — C funktoru varsa F’ye kategorilerin denkligi (equivalence of categories),
F’ye de F'nin sézde-tersi (quasi-inverse) adi verilir. Bir sozde terse sahip olan

kontravaryant bir funktor ise bir dualite (duality) olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.9 A-morfizmlerin bir sonsuz - -- Ji > M, fi+1> M %

dizisine, her bir 7 € Z icin im fi=ker f; 11 olmasi durumunda tam (ezact) denir. Ozel

olarak

0 s N s L —2 s M s 0

formundaki bir tam diziye kisa tam dizi (short exact sequence) denir. Bu kisa tam
dizi aym zamanda M’nin N ile bir genislemesi (extension) olarak ta adlandirilir.

M’nin N ile tiim geniglemelerinin kiimesi (M, N) ile gosterilir.

Tanim 2.2.10 A-morfizmlerin olugturdugu 0 > N > L >y M > 0

ve 0 > N’ > L/ > M’ > 0 kisa tam dizileri verilsin. Asagidaki
diyagrami degismeli yapan bir («, ,) tglisiine bir kisa tam dizi homomorfizmi

(homomorphism of short exact sequences) denir:

0 >y N > L
L
I/

0 s N’ s M/ —— 0

~

a, f ve y'nin birer izomorfizm olmasi durumunda («, 3, ) tglisiine bir izomofizm,
bu dizilere izomorf dizi, L ve L"ye izomorf geniglemeler (isomorphic extensions)
adi verilir. Ayrica N = N’ ve M = M’ ve o ve y’min birim doniisiimler olmasi

durumunda, bu diziler denk (equivalent) olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.11 A-modullerin bir 0 s N / s L —2 s M > 0 kisa

tam dizisi i¢in agagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) hf = 1y olacak sekilde bir A : L — N morfizmi vardir. Bu durumda f’ye bir

kesit (section) adi verilir.

(ii) gk = 1 olacak sekilde bir k : M — L morfizmi vardir. Bu durumda g’ye bir

biizme (retraction) adi verilir.
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(ifi) Bu dizi; 0 —— N —2 5 Ne&M —%+ M —— 0 kisa tam dizisine izo-

morftur. Ozel olarak L = N @ M dir.

Tanim 2.2.12 Teorem 2.2.11'in denk kosgullarindan birini saglayan bir kisa tam

diziye par¢alanan (split) dizi denir.

Uyar: 2.2.13 Tamm 2.2.9'da verilen £(M, N) kiimesi 6zel tamiml bir toplama

iglemine gore, birim eleman (yani; sifir1) pargalanan diziler olan, bir grup yapisina

sahiptir.

Tanim 2.2.14 C ve D birer abelyan kategori olsun.

(a) F:C — D kovaryant bir funktor olmak iizere

(i) Her --- y L1 M2 N » .-+ tam dizisi i¢in
s r) 2 rowy 22 pNy —— -

dizisi tam ise, F’ye tam funktor (exact functor) denir.

(i) Her 0 —— L~ M —% % N tam dizisi icin

F(f)

0 —— F(L) 29 L9,

F(M) F(N)

dizisi tam ise, F’ye soldan tam funktor (left exact functor) denir.

(iii) Her L —25 M —%+ N —— 0 tam dizisi icin
Py 29 pony 29 BNy —— 0

dizisi tam ise, F’ye sagdan tam funktor (right exact functor) denir.

(b) T : C — D bir kontravaryant funktor olmak {izere

(i) Her - —— L L5 M —% % N — ... tam dizisi icin
V) 29 oy 2 ) ——

dizisi tam ise, T’ye tam funktor (exact functor) denir.
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(i) Her L —— M —2+ N —— 0 tam dizisi icin

T(g)

0 —— T(N) — ACN

(M) T(L)

dizisi tam ise, T"ye soldan tam funktor (left exact functor) denir.

(iii) Her 0 —— L ——» M —%» N tam dizisi icin

T(g) T(f)
— —

T(N) T(M) T(L) — 0

dizisi tam ise, T"ye sagdan tam funktor (right exact functor) denir.

Uyari 2.2.15 Tamim 2.2.6’da verilen Hom funktorlar: her zaman soldan tam funk-

torlar olmalarina karsin sagdan tam olmalar1 baz kogullar altinda gergeklesir.

Tanim 2.2.16 M bir A-modiil olsun. Herhangi j > 0 i¢in P;’ler projektif olmak

tizere bir

P, P y P p T M >0 (2.1)

tam dizisi vardir. fo : Py — M epimorfizmi ile birlikte (2.1)’deki bu tam diziye M 'nin
projektif ¢oziicisi (projective resolution) denir. Herhangi bir M modiiliiniin bir pro-
jektif coziliclisii her zaman vardir. F D M ve her j>1licin P; —— imf;

birer projektif 6rtii ise yukaridaki tam dizi M nin bir minimal projektif ¢éziictsi (mi-

nimal projective resolution) olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.17 M bir A-modiil olsun. Herhangi ¢ > 0 icin I%’ler injektif olmak iizere
bir

Q
~
(e
Q
~
=
~
3
N

0 > y [ ——— o (2.2)

tam dizisi vardir. M —2— I9 monomorfizmi ile birlikte (2.2)’deki bu diziye M nin
injektif ¢oziicisi (injective resolution) denir. Herhangi bir M modiiliintin bir injektif
coziictisii her zaman vardir. M —2— I ve her i > 1 icin img" — I birer
injektif biirtim ise yukaridaki tam dizi M 'nin bir minimal injektif ¢oziicist (minimal

injective resolution) olarak adlandirilir.
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Tanim 2.2.18 N herhangi bir A-modiil olmak iizere M nin (2.1)’deki gibi bir

projektif ¢oziiciistine Hom 4 (—, N) kontravaryant funktoru uygulanirsa

0 — Homu(M,N) —2 5 Hom(Py, N) —1s Homu(P, N) 2 ...

RELEN Homu(Po1, N) 2 Homu (P, N) — 7
(2.3)

dizisi elde edilir. Ext% (M, N) = ker f; = Hom4(M, N) olmak iizere her n > 1 igin
Exty (M, N) = ker 2, /i

ile tammmlanan Ext’, (M, N)'ye Homa(—, N) funktorundan tiretilen n. kohomoloji

ih

grubu ( cohomology group derived from the functor Homa(—, N) ) denir.

Uyar 2.2.19 Uyan 2.2.13’de verilen geniglemelerin £(M, N) grubu ile Ext!, (M, N)

grubu arasinda bir izomorfizm vardir.

2.3. Temsil Teori Kavramlar:

Bu boliimde, tez caligmasi i¢in gerekli olan bazi temsil teori kavramlar: gesitli 6rnek-
ler verilerek tanitilacaktir. Ayrica ti¢iincii boliimiinde kullanilacak olan bazi 6zellikler

ve sonuglar ispatsiz olarak verilecektir.

Tanim 2.3.1

Qo: Kdse (vertez) lerin bir kiimest,

Q1: Ok (arrow) larm bir kiimesi,

s: Q1 — Qo fonksiyonu, her bir oku baslangi¢(source) kogesine gotiiren fonksiyon,
t: Q1 — Qo fonksiyonu, her bir oku bitig(terminal) kogesine gotiiren fonksiyon

olmak tizere bir @ = (Qo, @1, s,t) sistemine bir kuiver (quiver) adi verilir.

Qo ve @ kiimeleri sonlu olan bir @ kuiveri sonlu (finite) olarak adlandirilir. Bir
kuiver yonlendirilmig ve sonlu olmasi bakimindan, sadece kogelerden ve kenarlardan
olugan, bir ¢izgenin (graph) ozel halidir. Bir @) kuiverindeki her z,y kosesi igin
r = s(aj') ve y = t(q;") olacak sekilde oklarmn olugturdugu bir ai*as?...«a;" yolu

varsa,  kuiveri baglantile (connected) olarak adlandirilir.

Bu calismada kullanilan kuiverler sonlu ve baglantili olacaktir.

14



Tanim 2.3.2 Bir () kuiverinde oklarin yonleri ihmal edildiginde ortaya ¢ikan ¢izgeye

kuiverin altinda yatan ¢izge (underlying graph) adi verilir ve @ ile gosterilir.

Uyar:1 2.3.3 Kuiverler altinda yatan ¢izgeye gore, sonlu (finite), evcil (tame) ve
vahsi (wild) tipli olmak tizere 3 simfa ayrilirlar. Bu smiflandirmada, Sovyet ma-
tematikci Eugene Dynkin tarafindan tanimlanan, Dynkin ve genigletilmis Dynkin
diagramlar: olarak adlandirilan, diagramlar kullanilir. Tez ¢aligmasinda; n > 1 ola-

cak sekildeki bir n dogal sayisi icin, n tane koge ve n — 1 tane oktan olusan

1 2 3 n—1 n

bigimindeki kuiverler tizerinde cahgilacaktir. A,,-Dynkin tipli olarak adlandirilan bu
kuiverlerin sonlu tipli oldugu Gabriel (1972) ve Bernstein vd. (1973) tarafindan

birbirinden bagimsiz olarak kanitlanmigtir.

Ornek 2.3.4 Asagida verilen kuiverler sirasiyla sonlu, evcil ve vahsi tipli kuiverlere

birer ornektir.

9
N
1 3 12032
) ~_ "

C

Tanim 2.3.5 Yonlendirilmis dongii icermeyen bir () kuiverindeki oklarin yonlerinin
degistirilmesiyle elde edilen ve Q° ile gisterilen yeni kuivere karsit kuiver (opposite
quiver) denir ve kogelerinin kiimesi QFF = Qo ile, s(a?) = t(a) ve t(a®?) = s(a)

olmak tizere oklarinin kiimesi Q7 = {a” | a € @1} ile tammhdur.

Ornek 2.3.6 Yukaridaki drnekte verilen Q: 1 "2« ’ 3 sonlu kuiverinin

karsit kuiveri QP : 1 PR BN bigimindedir.

Tanim 2.3.7 Bir @ kuiverinin bir M temsili (representation); Qo’daki her bir
i kosesine karsihk yazilan M; k-vektor uzaylarimin ve Qq’deki her bir ¢ —>— j
okuna karsihk gelen M; —2~ M ; lineer dontiistimlerinin olugturdugu bir sistemdir

ve M = (M;, ¢a)icQo,acq, ile gosterilir.
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Ornek 2.3.8 Ay-Dynkin tipli @ : 1 —*— 2 kuiverinin baz1 temsilleri asagidaki
gibidir.

10
1 0
00

Tanim 2.3.9 Bir M temsilini olugturan her bir M; k-vektor uzayimnin boyutlarinin

M" . k2 k3

olugturdugu siraliya M "nin boyut vektori (dimension vector of M) denir ve
dimM = (dimMi)ieQO

ile gosterilir. Bir M temsilinde her bir M; k-vektor uzay: sonlu boyutlu ise, M temsili
sonlu boyutlu (finite dimensional) olarak adlandirilir. Bu ¢aliymada bir kuiverin
sonlu boyutlu temsilleri ile ilgilenecegiz. Ayrica bir M temsilinin bir elemani, m; €

M, elemanlarimin olusturdugu m = (m;);cq, siral bigimindedir.

Ornek 2.3.10 Ornek 2.3.8'de verilen temsillerin boyut vektorleri ve elemanlar:

sirasiyla agagidaki gibidir.
dimM = (1,1) ve m; € k olmak {izere m = (mq,mg) € M,
dimM’ = (1,0) ve a € k olmak {izere m = (a,0) € M’,
dimM" = (2,3) ve m; € k olmak tizere m = ((my, mz), (mg, my, ms)) € M".

Tanmim 2.3.11 Bir @ kuiverinin M = (M;, ¥4 )icQo.aco, Ve M = (M], ¢!)icop.aco:
temsilleri verilsin. ();’deki her bir i —* j okuna karsihk asagidaki diyagrami
degismeli yapan f;: M; —— M] lineer dontiglimlerinin olusturdugu siraliya bir

temsil morfizmi (representation morphism) denir.
M; —2—— M,
fi fi
M —f M

Diger bir deyisle; bir f : M — M’ temsil morfizmi; her m; € M; i¢in
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(f5 © pa)(mi) = (5 o fi) (M)
olacak gekilde bir f = (f;)icq, koleksiyonudur.

Uyar: 2.3.12 Verilen bir () kuiveri i¢in, bilinen bilegke igslemiyle, nesneleri; ()’nun
tiim temsilleri ve morfizmleri; temsil morfizmleri olan kategori Rep@ ile gosterilir.
Ozel olarak @ kuiverinin sonlu boyutlu temsillerinin kategorisi rep@Q ile gosterilir.
Bir @ kuiverinin Q° karsit kuiverinin tiim sonlu boyutlu temsillerinin kategorisi

repQ ile gosterilir.
Tez galigmasinda verecegimiz sonuclar rep() kategorisinde gecerli olacaktir.

Tanim 2.3.13 Bir f = (fi)ieg, : M — M’ temsil morfizmini olugturan her bir
fi’nin injektif (yani birebir) olmasi durumunda f’ye bir monomorfizm (monomorp-
hism), her bir f;nin surjektif (yani érten) olmasi durumunda f’ye bir epimorfizm
(epimorphism) ve her bir f;'nin bijektif (yani, hem birebir hem de 6rten) olmasi du-
rumunda f’ye bir izomorfizm (isomorphism) denir ve bu durum M = M’ ile ifade
edilir. Bir M temsiline izomorf olan tiim temsillerin sinifi M nin izosinafi (isoclass)
olarak adlandirilir. Bir L temsilinden bir M temsiline bir ¢ : L < M monomorfizmi
varsa, L’ye M nin bir alttemsili (subrepresentation), i’nin escekirdegi olan M /i(L)’ye
de boliim temsili (quotient representation) adi verilir.

Tamim 2.3.14 rep@Q’daki bir M temsilinden bir M’ temsiline giden tiim temsil
morfizmlerinin kiimesi Hom (M, M") ile gosterilir. Her f,g € Hom(M, M'), m € M
ve A € k i¢in

(f +g)(m) = F(m) + g(m)
(Af)(m) = Af(m)
ile tamimh toplama ve skaler ¢arpma iglemlerine gére Hom(M, M’) kiimesi bir k-

vektor uzayi yapisina sahiptir.

Ornek 2.3.15 Ornek 2.3.8°de verilen M ve M’ temsilleri arasmndaki bir temsil

morfizmi; f1; a € k ile skaler carpim ve fy; sifir lineer doniigiimii olmak tizere

M : E— 1
f a 0
M" EF—Y9 50
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diyagramini degigmeli yapan bir f = (f1, fs) : M —— M’ fonksiyonu olarak
belirlenir. Boylece Hom(M, M') = {(a,0) | a € k} = k bulunur.

Tanim 2.3.16 M = (M;, p,), M' = (M], ) € repQ igin;

Pa
0 ¢,

Mo M = | M e M,
1€Q0,a€Q1

ile tammlanan temsile M ve M"’ niin dik toplama (direct sum) denir.

B . ..
3 kuiverinin

o ]

Ornek 2.3.17 Q: 1 —2 2«

M: k—2s5ke® 0 ve M': k2 y k2 11 k

1 0 0 0 0
01 1 0 1
0 0 1 01

MoM: kok? —— s kpk?+——= 00k

temsillerinin dik toplami

ile tamimhdir ve agagidaki temsile izomorftur.

1 00
011
0 0 1

M": k3 y k3 < k

Bir M temsilini olugturan tim vektor uzaylar1 0-boyutlu ise bu vektor uzaylar1 0
olup, bunlarin arasindaki lineer doniigtimlerin sifir doniisiimi oldugu aciktir. Bu
sekilde tanimlanan bir temsile sifir temsili denir. Ayrica bir M temsilinin sifirdan
farkli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul en az bir kdsedeki vektor uzayinin 0’dan farkh

bir boyuta sahip olmasidir. Burada tiim lineer dontigiimleri 0 olabilir.

Tanim 2.3.18 Sifirdan farkli bir M € rep@ temsili; sifirdan farklh iki temsilin bir dik
toplami olarak yazilamiyorsa, yani; My, M, € rep() olmak iizere M = M; ® M iken
M; = 0 veya My = 0 ise, M’ye ayristirilamaz temsil (indecomposable representation)

denir.

Ornek 2.3.19 Ornek 2.3.17°deki M temsili ayristirilamaz bir temsil iken, M’ temsili

asagidaki temsile izomorf olan ayrigtirilabilir bir temsildir.

(k LB P PE— k)@(k: LN FEPA— O)
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Tanim 2.3.20 (@ bir kuiver ve 7, 7 € Qg olsun. (’da ¢’den j’ye giden ¢ uzunlugunda
bir ¢ yolu (path);

olacak sekildeki bir ¢ = (i|ay, o, ..., ay|j) dizisidir.

(1) i kosesindeki ¢ = 0 uzunluklu (i||¢) yoluna sabit yol (lazy path) denir ve e; ile

gosterilir.

(2) Bir i —2— j oku bir uzunluklu (i|e|j) yoludur. Ozel olarak i = j iken

Tor
(7|r|i) yolu bir déngii (loop) olarak adlandirilir.

(3)

formundaki [ uzunluklu bir (i|aq, o, . .., a|i) yolu yonlendirilmis dongi (ori-

ented cycle) olarak adlandirilir.

Ornek 2.3.21 Bir Q: o (1 ¥ 49+ 3 kuiverinde;

0-uzunluklu (sabit) yollar: ey, es, €3,

l-uzunluklu yollar: (1|a|1), (1]5]2) ve (3|7]2),

2-uzunluklu yollar: (1|«, 1), (1|a, 82),

3-uzunluklu yollar: (1|a, a, a|1), (1]e, v, 5]2) bi¢iminde olup « bir déngii oldugundan
1 kogesinden sonsuz defa gecilerek sonsuz uzunluklu yollar yazilabilir. Bundan bagka

(1|, B,7|2) ve (3], 5]2) dizileri bir yol belirtmez.

Bir () kuiverindeki her bir ¢ kogesi i¢in yazilan ve sirasiyla basit, projektif ve in-
jektif temsil olarak adlandirilan S(i), P(7) ve I() temsillerinin tanimlar1 asagida ve-
rilmigtir. Ayrica Q° karsit kuiverinin basit, projektif ve injektif temsilleri yazilirken,

karigikhik olmamasi igin, Sger(7), Pger (i) ve Igor (i) gosterimleri kullanilacaktir.
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Tanim 2.3.22
e Vektor uzaylari: ¢ kogesinde 1-boyutlu diger koselerde 0-boyutlu,
e Lineer doniigtimleri: tamami 0 dontigimi

olan temsile i kogesindeki basit temsil (simple representation) denir ve S(i) =

(S(Z>j> (pa)jeQmate ile gOStGI‘llll"
Tanim 2.3.23
e Vektor uzaylari: 7’den j’ye giden tiim yollar: taban kabul eden vektor uzaylari,

e Lineer dontigtimleri: ’den j’ye giden c yollarimin bir j —*— ¢ oku ile bilegkesi

olarak tanmiml ¢, : P(i); — P(i), lineer doniigiimleri

olan temsile i kogesindeki projektif temsil (projective representation) denir ve P(i) =

(P(i)}, Pa)jcqoaco: ile gosterilir.
Tanim 2.3.24
e Vektor uzaylari: j’den i’ye giden tiim yollar1 taban kabul eden vektor uzaylari,

e Lineer doniisimleri: j’den 7’ye giden bir ¢ yolunu; eger j —— ¢ oku ile
basliyorsa, oo okunu silerek, £’den i’ye giden bir yola; eger e oku ile baglamiyorsa,

0’a gotiirmesi ile tammli ¢, : I(7); — (i), lineer dontigtimleri

olan temsile i kogesindeki injektif temsil (injective representation) denir ve I(i) =

(1(7)j, Pa)jcqo.aco, ile gosterilir.

Uyar1 2.3.25 Yukarida verilen tanimlar gozoniine alindiginda, bir kuiverin temsil-
leri yazilirken bir kogseden diger bir kogeye giden yol sayisina gore temsilleri olusturan
vektor uzaylarinin boyutlar: belirlenir. Yonlendirilmis bir dongii igeren bir kuiverde
bir koseden sonsuz defa yol gecebilecegi i¢in en azindan o kosede yazilan projektif ve
injektif temsillerin vektor uzaylar: sonsuz boyutlu olup bunlar yardimiyla sonsuz bo-
yutlu bagka temsiller yazilabilir. Bu durumda elde edilen temsiller rep() kategorisine

ait olmaz ve ¢eligki ortaya cikar. Bunu kiiciik bir ornekle agiklayalim: sadece bir tane
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dongii iceren, yani; bir koge ve bir oktan olusan bir ) : ¢ 3 o kuiveri gozoniine

alindiginda, bu kuiverin ¢ kosesi i¢in yazilan projektif ve injektif temsiller sonsuz
boyutlu olup rep@ kategorisine ait olmazlar. Bu sebeple, Uyar1 2.3.12 geregince, tez

caligmasinda kullanilan kuiverler yonlendirilmis dongii igermeyecektir.

Uyar: 2.3.26 Verilen bir kuiverin temsillerinin gosterimini kolaylagtiran, kuiverin
bir kogesinden diger bir kogesine giden oklarin varhigina ve o koselere karsilik gelen
vektor uzaylarinin boyutlarina baglh olarak belirlenen, rakamlarin kullanildigi bir
gosterim vardir, oyle ki: n tane koseye sahip bir () kuiverinin bir M temsilinin
boyut vektorii dimM = (dy, ds, ..., d,) olmak tizere; kuiverdeki bir o : i — j okuna
karsilik gelen ¢, : M; — M; lineer dontistimii sifirdan farkl ise, ¢ rakami j rakaminin

izerine d; defa yazilarak M temsilinin basit¢e gosterilmesi saglanir.
Tanim 2.3.27 Bir ) kuiverinde bir ¢ kogesi

e s(a) =1 olacak sekilde bir o oku yok ise, bir batak (sink),

e t(a) = i olacak sekilde bir a oku yok ise, bir kaynak (source)
olarak adlandirilir.

Bir kuiverin bir ¢ kogesinde yazilan basit, projektif ve injektif temsillerinin, iler-
deki boliimlerde kulllanilacak olan bazi 6zellikleri agagidaki lemmada ispatsiz olarak

verilmigtir.

Lemma 2.3.28 (@ bir kuiver ve ¢ € Q) olsun.

e S(i), P(i) ve I(7) temsilleri ayrigtirilamazdir.

rep@)’da bir M temsilinin basit olmasi i¢in gerek ve yeter kogul M = S(i)

olacak gekilde bir ¢ € @)y var olmasidir.

i kosesindeki projektif temsilin basit temsil olmasi icin gerek ve yeter kosul

i'nin batak olmasidir. Yani; P(i) = S(i) < i bir bataktir.

1 kogesindeki injektif temsilin basit temsil olmasi i¢in gerek ve yeter kogul i’nin

kaynak olmasidir. Yani; (i) = S(i) < i bir kaynaktir.
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o P, P erepQ igin P, & P, projektiftir & P, ve P, projektiftir.
o [, 1, € repQ icin I; @ I injektiftir < [ ve I injektiftir.

e rep@’da herhangi bir P projektif temsili P(i) temsillerinin bir dik toplami

olarak yazilir. Yani; farkli olmasi gerekmeyen i1, s, ..., 4; igin
P2 P(iy) ® Plis) ® -+ ® P(iy).

Uyar1 2.3.29 (int. Kay. 1)’e gore Ringel tarafindan yapilan bir ¢alhismada, A,,-
Dynkin tipli bir kuiverin %n(n + 1) tane ayrigtirilamaz temsilinin var oldugu belir-
tilmistir. Asagidaki 6rnekte, As-Dynkin tipli bir kuiverinin her bir kosesi i¢in yazilan

6 tane ayrigtirilamaz temsili, Uyar1 2.3.26’te ifade edilen yontem kullanilarak, goste-

rilmigtir.
Ornek 2.3.30 Q: 1 —2— 2« ° 3 kuiverinin ayrigtirilamaz temsilleri
S =I1(1)=1: k—250+2—0,
S(2)=P2)=2: 05 k<20,
S(3)=I(3)=3: 0—250«2—k,
1 1 0
P(1)= : k > k< 0,
2
3
PB)= : 025k k,
2
13
I2)= = k——k+—k
2
bi¢imindedir.

Asagidaki onerme, her bir ¢ kosesi i¢in yazilan ve projektif temsil olarak adlandirilan
P(7) temsilinin rep@ kategorisinde bir projektif nesneye kargilik geldigini ifade eder.
Nesneleri rep() kategorisindeki tiim projektif temsiller olan kategori rep()’nun bir

altkategorisidir ve proj@ ile gosterilir.
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Onerme 2.3.31 Bir @ kuiverinin i kogesindeki projektif temsil P(i) olmak iizere

bir g : M — N epimorfizmine Hom(P(7), —) funktoru uygulandiginda elde edilen
gx : Hom(P(i), M) —— Hom(P(i), N)

bir epimorfizm olur.
Diger bir deyisle; g : M — N bir epimorfizm olmak tizere her f : P(i) — N
morfizmi igin agagidaki diyagrami degismeli yapan, yani f = g o h = g.(h) olacak
sekilde bir h : P(i) — M morfizmi vardir.
P(i)
" 7
L

M N

~
e}

g

Her bir ¢ kosesi i¢in yazilan ve injektif temsil olarak adlandirilan 7(7) temsilinin rep)
kategorisinde bir injektif nesneye karsilik geldigi asagidaki énermede ifade edilmistir.
Nesneleri rep@ kategorisindeki tiim injektif temsiller olan kategori rep@’nun bir

altkategorisidir ve inj@ ile gosterilir.

Onerme 2.3.32 Bir Q kuiverinin bir i kisesindeki injektif temsil 7(7) olmak tizere

bir g : L. — M monomorfizmine Hom(—, I(i)) funktoru uygulandiginda elde dilen
g* : Hom(M, I(i)) —— Hom(L, (7))

bir epimorfizm olur.
Diger bir deyisle; g : L — M bir monomorfizm olmak iizere her f : L — I(i)
morfizm i¢in agsagidaki diyagrami degigmeli yapan, yani f = ho g = g*(h) olacak

sekilde bir A : M — I(7) morfizmi vardr.

0 Ay V/

> L
7
-
-
-
-,
-
-
f s
-
-
.7 h
-,
-
g

1(i)

Onerme 2.3.31 ve 2.3.32'un direkt bir sonucu agagida verilmistir.
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Sonuc 2.3.33

(i) rep@Q’da P projektif ise, 0 > L s M —2— P > 0 formundaki

bir tam dizi parcalanandir.

(ii) rep@’da I injektif ise, 0 s I —2 M > N > 0 formundaki bir

tam dizi parcalanandir.

Teorem 2.3.34 Bir M € rep(@ temsili ve herhangi bir ¢ € @)y kosesi igin

12

Hom(P(i), M) 2 M;

izomorfizmas: vardir.

Uciincii boliimde; verilen bir kuiverin Auslander-Reiten kuiveri olugturulurken kul-
lanilacak olan ve yukaridaki teoremde M temsili yerine sirasiyla P(j) ve P(i) tem-

silleri alinarak elde edilen sonug¢ asagida verilmistir.
Sonuc 2.3.35 Bir () kuiverindeki ¢ ve j koseleri i¢in
(i) Hom(P(i), P(5)) = P(j)i-
(ii) Hom(P(i), P(z)) = End(P(i)) = k.
(i) A = Bieq,P(7) olmak iizere, Hom(A, A) = End(A) = k@
izomorfizmleri vardir.

Uyari1 2.3.36 Yukaridaki sonucun (i) sikkinda; P(i)’den P(j)’ye giden morfizmlerin
uzaymin P(j); vektor uzayiyla izomorf oldugu, dolayisiyla P(i)’den P(j)’ye giden
morfizmlerin j’den i’ye giden yollara gore belirlendigi, (ii) sikkinda; P(7) temsilinin
endomorfizmlerinin uzaymin k’ya izomorf oldugu ve (iii) sikkinda; bir ¢ kuiverindeki
tiim yollar1 taban kabul eden ve yol cebiri (path algebra) olarak adlandirilan k@
cebirinin, o kuiverdeki tiim projektif temsillerin dik toplami olan A’nin endomorfizm

cebirine izomorf oldugu ifade edilmistir.
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Uyar: 2.3.37 () yonlendirilmis dongii icermeyen bir kuiver olmak iizere ()’daki
tiim yollar1 taban kabul eden k(@) yol cebiri tizerine kurulan sonlu tiretilmig k-
modiillerin modk() kategorisi ile rep() kategorisinin birbirine denk oldugu Gabriel
(1972) tarafindan kamtlanmigtir. Bundan dolay1 bir () kuiverinin her bir M temsili
bir k@-modiil olarak gézoniine alinabilecegi i¢in ilerleyen béliimlerde temsil ve modiil

kelimeleri birbirlerinin yerine kullanilacaktir.

Onerme 2.3.38 M ayrigtirilamaz bir temsil ve P bir projektif temsil olmak tizere

eger sifirdan farkli bir f : M — P morfizmi varsa, M projektiftir ve f birebirdir.

Uyar: 2.3.39 Yukarida verilen 6zellik, bir kuiverin Auslander-Reiten kuiverinde en
solda bulunan temsillerin neden projektif olmasi gerektigini aciklar. Ayrica projektif

temsiller “C”kapsama bagintisina gore kismi siralidir.

Tanim 2.3.40 Bir () kuiverinin ¢ ksesindeki projektif temsil P (i) = (P(%);, pa) Ol
sun. P(i)'nin radikali (radical) asagidaki bicimde tanimlanan ve radP (i) = (R;, ¥),)
ile gosterilen bir temsilidir:

0, 1 =7 ise; 0, s(a)=1ise;

R; = / ve ¢, = ()

P(i);, i+ jise ©Ya, diger durumlarda.
radP(7); P(i)'nin maksimal alttemsilidir, yani; P(i)'nin herhangi bir 6z alttemsili
radP(i)’de kapsanmir. Ayrica P(i) bir basit temsil ise radP(i) = 0, P(i) bir basit
temsil degil ise rad P(i) projektiftir. Bu durumda projektif bir temsilin her alttem-
sili projektif olup, bu 6zellik rep@ kategaorisinin bir kalitsal (hereditary) kategori

oldugunu gosterir.

Bir kuiverin, orme algoritmasi kullanilarak ya da temsillerinin 7-yoriingelerini bul-
mak suretiyle, Auslander-Reiten kuiveri olugturulurken, ihtiya¢ duyulan en temel
araglardan biri olan, bir temsilin standart projektif ve injektif ¢oziiciilerinin nasil

belirlendigine dair, formiiller agagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.3.41 rep( kategorisinde bir M = (M;, ¢a)icqyacq, temsili verilsin.

(di)ieqy, M'nin boyut vektorii olmak iizere;
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(i) M’nin standart projektif ¢éziicisi (standart projective resolution)

Py=drii) P=P dyaPt())

1€Qo acQq

olmak tlizere

y Bp —2 5 M > 0
(ii) M’nin standart injektif ¢ozicisi (standart injective resolution)

L=di() §L=EP dll(s(a)

1€Qo a€Q1

olmak tlizere

bicimindedir.

Auslander-Reiten kuiver olugturulurken kullanilan diger bir temel arag olan Naka-

yama funktorunun tanimi ve ozellikleri agagida verilmistir.

Tanim 2.3.42 Bir @ kuiverinin tiim ayrigtirilamaz projektif temsillerinin dik top-
lam1 olan serbest temsil A = @,cq,P(j) ile gosterilmek tizere D standart dualite ve

Hom(—, A) funktorlarinin bilegkesi olan

om(—,A
repQ M rep(Q°P b repQ

\_/

v

funktoruna Nakayama funktoru (Nakayama functor) adi verilir ve v ile gosterilir.

Uyar: 2.3.43 Nakayama funktorunun tanimi geregince, rep()’daki herhangi bir M
temsiline v = DHom(—, A) Nakayama funktoru uygulanirken ilk olarak Hom(—, A)
funktoru altindaki goriintiisiine bakilir. Eger M temsilinin hi¢ projektif dik topla-
nani yok ise, Uyar1 2.3.38 geregince, Hom(—, A)(M) = Hom(M, A) = 0 olur. Bu
durumda v(M) = DHom(—, A)(M) = D(M) = 0 olup projektif dik toplanani ol-
mayan temsillerin v Nakayama funktoru altinda gortintiileri sifir oldugundan, sadece
projektif temsillerin v funktoru altinda goriintiilerinin incelenmesi yeterlidir.

Diger yandan, rep@’nun Dy ile gosterilen standart dualite funktoru ile repQ°’un
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Dgon ile gosterilen standart dualite funktorunun bileskesi alinirsa rep( ve repQ“’un
birim morfizmleri elde edilir. Yani; bu funktorlar birer dualite funktorlaridir. Fakat
Hom(—, A) funktoru; rep@ kategorisindeki projektif dik toplanam olmayan temsil-
leri 0’a gotirdiigi icin rep@ kategorisinden rep@Q°P kategorisine bir dualite olamaz.

Fakat Hom(—, A)'nin proj@’ya kisitlanmigi olan

Hom(—,A)|pron : proj@ — projQ*

funktoru, @°’daki tim ayristirilamaz projektif temsillerin dik toplam
A = @jcqPger(j) olmak tizere, sozde-tersi Homger (—, A°?) olan, bir dualite olur.
Bu funktorun D standart dualite funktoruyla bilegkesi olan D o Homger(—, A%)
funktoru inj@’dan proj@’ya bir dualitedir.

Simdi bir kuiverin Auslander-Reiten kuiveri olugturulurken kullanilan, Auslander-
Reiten otelemelerinin belirlenmesinde 6nemli rol oynayan ve birbirlerinin s6zde-

tersleri olan Nakayama ve ters Nakayama funktorlarinin tanimini verelim.
Tanmim 2.3.44 Bir kategori denkligi olarak

v proj@ — inj@)
Nakayama funktoru asagidaki bicimde tanimlanir:

e Herhangi bir ¢ kosesindeki ayristirilamaz projektif temsili, o kogedeki ayrigti-

rilamaz injektif temsile gotiirtir. Yani v(P(i)) = (i) dir.

e i’den j’ye giden bir ¢ yoluna karsilik gelen bir f. : P(j) — P(i) morfizmini bir

v(fe) : I(j) — I(i) morfizmine gotiiriir.

' = 1,050 ve vv= ! = 1,0 olacak sekildeki

Ayrica v~
vt = Hom(DA, —) : inj@Q — projQ

ters Nakayama funktoru asagidaki bicimde tanimlanir:

e Herhangi bir ¢ kosesindeki ayrigtirilamaz injektif temsili, o kosedeki ayrigti-

rilamaz projektif temsile gotiiriir. Yani v=(1(4)) = P(i) dir.
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e j’den i’ye giden bir ¢ yoluna kargilik gelen bir f.: I(i) — I(j) morfizmini bir
v=1(f.) : P(i) — P(j) morfizmine gotiiriir.

Uyar1 2.3.45 A = @jeq,P(j) olmak iizere Hom(—, A) funktoru, Uyar 2.2.15
geregince, soldan tam olan bir kontravaryant funktor ve D standart dualite funktoru
tam olan bir kontravaryant funktor olmasina kargin v Nakayama funktoru sagdan

tam olan kovaryant bir funktordur.

2.4. Auslander-Reiten Otelemeleri ve Formiilleri

Bu boltimde, bir kuiverin Auslander-Reiten kuiveri olusturulurken kullanilan en
temel araclardan biri olan, 7 ve 7! Auslander-Reiten 6telemeleri tanitilacaktir.
Ayrica, Auslander-Reiten kuiverde verilen iki temsilin Hom ve Ext uzaylarimin boyu-
tunu belirlemeye yarayan Auslander-Reiten formiilleri olarak adlandirilan formiiller

verilecektir.

Tanim 2.4.1 ) yonlendirilmis déngii icermeyen bir kuiver ve M € rep( olsun.

M’nin bir

0 y P, 2 Py 2 M > 0 (2.4)

minimal projektif ¢oziiclisiine v Nakayama funktoru uygulandiginda sagdan tam

olan ve soldan tamhgi 7M = kervp, pargasinin eklenmesiyle olugturulan

vp1 vpo
0 —— 7™M > vP; y v B, y vM

=}

tam dizisi elde edilir. Burada 7M’ye M 'nin Auslander-Reiten dtelemesi (Auslander-

Reiten translation of M) adi verilir.

M’nin bir

0 s M s, s, > 0

minimal injektif ¢oziiciisiine v~ ! ters Nakayama funktoru uygulandiginda soldan tam

olan ve sagdan tamhgr 7—'M = cokerr~'i; parcasinin eklenmesiyle olusturulan

20 l/_lil

0 —— v 'M N vy —> v —— 7'M —— 0

tam dizisi elde edilir. Burada 7'M ye M 'nin ters Auslander-Reiten ételemesi (in-

verse Auslander-Reiten translation of M) adi verilir.
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Uyar1 2.4.2 Baz kaynaklarda A = @, P(j) olmak iizere Hom(—, A) funktoru
(—)" semboliiyle gosterilir. (2.4)’de verilen minimal projektif ¢oziiciiye bu funktor
uygulanirsa TrM = cokerp} ile tamimlanir ve M'nin transpozu (transpose) olarak
adlandirilir. Boylece, Tanim 2.4.1°de verilen tamim 7M = DTrM ve 7'M = TrDM

biciminde de verilebilir.

Tanim 2.4.3 M ve N birer A-modiil olsun. M’den N’ye giden ve bir projektif
modiil {izerinden faktoérlenen tiim morfizmlerin kiimesi P(M, N) ile, M’den N’ye
giden ve bir injektif modiil iizerinden faktorlenen tiim morfizmlerin kiimesi Z(M, N)
ile gosterilir. Tiim P (M, N)’lerin kiimesi olan P ve tiim Z(M, N)'leri kiimesi olan

Z; modA’da bir ideal yapisina sahiptir. mod A’nin bu ideallere gore
modA = (modA)/P ve modA = (modA)/Z

boliim kategorileri sirasiyla projektif olarak kararly (projectively stable) ve injektif
olarak kararly (injectively stable) kategoriler olarak adlandirilir. Bu kategorilerin nes-
neleri mod A’nin nesneleriyle ayni olup, morfizmlerinin kiimesi

Hom 4 (M, N)
P(M,N)

Hom (M, N)

HO_HL4<M7N>: I(M N)

ve Homy(M,N) =

ile tanimlanir.

Teorem 2.4.4 (Auslander-Reiten Formiilleri) M ve N birer A-modiil olmak iizere
Ext! (M, N) = DHom 4(7*N, M) = DHom (N, 7M)

izomorfizmleri vardir. Bu izomorfizmler iki bilesende de funktorsaldir, yani;

Ext'(—, N) = DHom(7 N, —) = DHom(N, 7—)

Ext' (M, —) = DHom(7'—, M) = DHom(—,7M)

izomorfizmleri vardir.
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3. AUSLANDER-REITEN KUIVERLER

Auslander-Reiten kuiverler, bir kuiverin temsil teorisi hakkinda; keyfi temsiller i¢in
birer yapitasgi gorevi goren ayrigtirilamaz temsiller, keyfi temsiller arasindaki mor-
fizmleri belirlemeye yarayan indirgenemez morfizmler ve bu morfizmlerin olugturdugu
bir tir kisa tam dizi olan neredeyse pargalanan diziler hakkinda 6nemli bilgiler
barmdirir. Bu bélimde Shiffler (2014) ile Assem ve Coelho (2020) temel kaynak
olarak kullanilarak, sadece A, tipli kuiverlerin Auslander-Reiten kuiverlerinin farklh

yontemlerle nasil olugturuldugu orneklerle agiklanacaktir.

Bu boéliimde; @, A,,-tipli bir kuiver ve bu kuivere kargilik gelen sonlu boyutlu yol ce-
biri A olacaktir. Ayrica rep() kategorisinin temsilleriyle mod A kategorisinin modiilleri

birbirinin yerine kullanilacaktir.

Oncelikle bir kuiverin Auslander-Reiten kuiverinin tammu verilerek, Assem ve Co-
elho (2020)’ya gore, ayrigtirilamaz temsiller ve indirgenmez morfizmler yardimiyla,

Auslander-Reiten kuiverin nasil olusturuldugu agiklanacaktir.

3.1. Apyristirilamaz Temsiller ve indirgenemez Morfizmler

Tanim 3.1.1 L ve M (aynigtirilamaz olmasi gerekmeyen) birer A-modiil olsun.
Agagidaki ozellikleri saglayan bir f : M — N morfizmi indirgenemez (irreducible)

olarak adlandirilir:
(i) f bir kesit ve bir biizme degildir.

(ii) f: L — M morfizminin agagidaki diyagramda gosterilen bir f = gh ayrigiminin

var olmas1 durumunda, A bir kesittir ya da g bir btizmedir.
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f

Tanmim 3.1.2 Bir 0 s N y L — M > 0 kisa tam dizisinde f ve

g morfizmler1 indirgenemez ise bu diziye bir neredeyse parcalanan dizi (almost split

sequence) veya Auslander-Reiten dizisi (Auslander-Reiten sequence) adi verilir.

Tanim 3.1.3 M ve N A-modiiller olmak iizere “her ¢ : M’ — M kesit morfizmi ve
her p : N — N’ bilizme morfizmi i¢in pfq : M’ — N’ bir izomorfizm degil” 6zelligini
saglayan tiim f : M — N morfizmlerinin rad 4 (M, N) kiimesine mod A’ nin radikali

(radical) denir ve
rady(M,N)={f:M — N | pfq: M — N’ izomorfizm degildir}

kiimesine ait olan bir f morfizmi radikal morfizm (radical morphism) olarak ad-
landirilir.
f:L — Mveg: M — N radikal morfizmler olsun. Bu durumda ¢f bileskesi

rad?’dedir. L ve N modiilleri verildiginde;
rad’ (L, N) = {Zg:f; | fi € rada(L, M;),g; € rads(M;, N)}
ile, eger M = @;_, M; bi¢iminde yazilirsa;
rad% (L, N) = {gf | f €rads(L,M),g € rads(M,N), M € modA}
ile tanimlanir.

Assem ve Coelho (2020)’ya gore M ve N ayrigtirilamaz A-modiiller olmak iizere
bir f : M — N morfizminin indirgenemez olmasi icin gerek ve yeter kosul f'nin
rad4(M, N) \ rad’ (M, N)’ye ait olmasidir. Bundan dolay1 M’den N’ye giden tiim
indirgenemez morfizmlerin uzay1

rads (M, N)

Trra (M, N) = 2eAl2h 2Y)
walM V) = L)

boliim uzay1 olarak tanimlanir.
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Tanim 3.1.4

(a) L aynigtirilamaz olmak tizere f : L — M bir radikal morfizm olsun. Her w :
L — U radikal morfizmi i¢in «’f = u olacak sekilde v’ : M — U varsa, f’ye

sol neredeyse parc¢alanan (left almost split) morfizm denir.

L— M

(b) N ayngtirilamaz olmak iizere g : M — N bir radikal morfizm olsun. Her
v:V — N radikal morfizmi i¢in gv’ = v olacak sekilde v/ : V' — M varsa, g'ye

sag neredeyse parcalanan (right almost split) morfizm denir.

M —— N
Tanim 3.1.5 Bir @ kuiveri verildiginde,

e Kogeleri: rep@’nun ayrigtirilamaz temsilleri,

e Oklar1: bu ayrigtirilamaz temsiller arasindaki indirgenemez morfizmlerin bir

bazi

olan kuivere Auslander-Reiten kuiver ya da kisaca AR-kuiver adi verilir ve I'g ile

gosterilir.
Uyar: 3.1.6

(a) M ve N ayrigtirilamaz A-modiilleri igin I'g’da M’den N’ye en az bir okun var
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M’den N’ye bir indirgenemez morfizmin var

olmasidir bunun igin gerek ve yeter kogul ise Irr 4 (M, N) # 0 olmasidir.

(b) Ayrigtirilamaz bir modiilden kendisine giden bir indirgenemez morfizm ol-

madigl i¢in I'g Auslander-Reiten kuiveri dongii igermez.

(¢) Ayngtirilamaz bir M ve projektif olmayan ayrigtirilamaz bir N A-modiilii igin
I'g’da M’den N’ye m tane okun var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7/N’den

M’ye m tane okun var olmasidir.
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(d) Her biri ayrigtirilamaz ve herhangi ikisi izomorf olmayan M; A-modiilleri igin

M = @._, M]" olmak iizere

0— L 1@ M 25N

2\
(@]

2\

neredeyse pargalanan dizisinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda (c)
sikkindan, 1 < 7 < m; olmak tizere oklari: M — M, izdiigiim fonksiyonlari ile
f'nin bilegkesinden elde edilen «;; : L — M birebir eslemeleri ve M; — M
icerim fonksiyonlar ile g'nin bilegkesinden elde edilen 3;; : M; — N birebir
eslemeleri olan ve I'g’da ag (mesh) olarak adlandirilan yukaridaki diyagramlar

vardir.

AR
Y 4

N’nin ayrigtirilamaz projektif bir A-modiil olmasi durumunda, N’de biten bir
sag minimal neredeyse pargalanan g : rad N < N morfizmi var oldugundan,
yukaridaki gibi tanimlanan M; ve §;;’ler icin rad N = @521 M™" olmak tizere
Lg’da yarim ag (half mesh) olarak adlandirilan

M,
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diyagramlar vardir. Benzer olarak L’nin ayrigtirilamaz injektif bir A-modiil
olmasi durumunda [L’de baglayan bir sol minimal neredeyse pargalanan bir
f: L — L/socL morfizmi var oldugundan L/socL = @,_, M/™ olmak iizere

Ig’da yarim ag (half mesh) olarak adlandirilan asagidaki diyagramlar vardir.

(e) (d) sikkinda aciklanan durum, I'g Auslander-Reiten kuiverinin kombinatorik
bir yapiya sahip oldugunu gosterir. Her koge ve her ok bir agda veya bir yarim
agda goriintir. Bundan dolay1 bu aglarin veya yarim aglarin birlesimi I'g’yu
olugturur. Ozel olarak, I'g’daki her bir koge en fazla sonlu sayida okun bir
baslangi¢ veya bitis noktasi olabilir. Bu durum, I'g'nun yerel olarak sonlu
(locally finite) olmasi olarak nitelendirilir. Ayrica @) kuiverinin sonlu tipli sonlu

bir kuiver olmasi durumunda I'g sonlu olup ¢oklu ok (multi arrow) igermez.

Genel olarak bir kuiverin, yukarida tanimi ve ozellikleri verilen, Auslander-Reiten
kuiveri olugturulurken, tiim ayrigtirilamaz modiillerin ve bunlarin arasindaki indir-
genemez morfizmlerin belirlenmesi gerektigi i¢in, I'g’yu olugturmak kolay degildir.
Fakat asagida verilen metod yonlendirilmis dongti igermeyen kuiverlerin Auslander-

Reiten kuiverlerini olusturmada kolayhk saglar.

Orgii Algoritmasi (Knitting Algorithm) Yonlendirilmis dongii icermeyen bir )

kuiverinin Auslander-Reiten kuiveri agsagidaki adimlar takip edilerek olusturulur.
(a) I'g’da oklar sol tarafta basit projektif modiillerden baslar.

(b) T'g’da basit projektif bir modiilde baglayan her ok bir projektif modiilde biter.

34



(¢) T'g’da bir projektif modiilde biten her ok onun radikalinin bir ayrigtirilamaz

dik toplananinda baglar.

(d) Injektif olmayan bir ayrigtirilamaz L modiilii ve bir sol minimal neredeyse
parcalanan f : L — M morfizmi var ise, bu durumda 77'L = cokerf ile
bulunur ve her ayrigtirilamaz X modiili i¢in, n tane L — X okunun var

olmas: icin gerek ve yeter kosul n tane X — 77! L okunun var olmasidir.

Simdi, dayandig1 temel ilkeleri yukarida belirtilen, 6rgii algoritmasimi A, tipli bir

kuiver ornegi tizerinde acgiklayalim.

Ornek 3.1.7 Q: 1 +2— 2 43¢ 4 Kuiveri verilsin. @’nun tiim ayrigtiri-
lamaz projektif modiilleri
(1) (2) i (3) (4) '
P(1) =1, P(2) = , P(3) =3, P4) =
13 3

bigimindedir. Burada radP(1) = 0, radP(2) = 1 & 3, radP(3) = 0 ve radP(4) = 3
olup orgu algoritmasinin (a), (b) ve (c) siklar geregince Auslander-Reiten kuiverin

sol sinir1

1
M .

L 1~3
3

bicimindedir. Orgii algoritmasimin (d) sikki geregince, sirasiyla yukaridaki indirgen-
mez morfizmlerden baglayarak, her bir adimda eggekirdekleri hesaplayarak, injektif

modiillere ulagincaya kadar aglar1 olugturalim.

2
1.advm: 1’de baslayan sol neredeyse parcalanan 1 — morfizmi igin 77(1);
13
2 2
0 > 1 > — — 0
13 3



2
neredeyse parcalanan dizisindeki eggekirdek terimi olan  tiir.

3
2 4
2.advm: 3’'te baslayan sol neredeyse parcalanan 3 — @ morfizmi igin 771(3);
13
2 4 24
0 >3 > > » > 0
13 3 13
24
neredeyse parcalanan dizisindeki egcekirdek terimi olan tiir. Bu iki adim sonunda
13
ag1 olusur.
l-—==-- 2
\. / :
9
/ 1 3\
______ 24
2 \ /1 3
3
2 2 2 24
3.adim: 'te baglayan sol neredeyse parcalanan ) morfizmi igin
13 13 3 13
2
7t ;
13
2 2 24 2 4
0 —— — @ > > 0
13 3 13 3
2 4
neredeyse parcgalanan dizisindeki eggekirdek terimi olan tir.
3
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24 4

4.advm: ’te baglayan sol neredeyse parcalanan — morfizmi icin 771 ;
3

13 3

neredeyse parcgalanan dizisindeki eggekirdek terimi olan  dir. 4. adimin sonunda

aglar1 olugur. Yukaridaki yontem iki adim daha tekrarlandiginda; I(1) = |, I(2) = 2,
1

I1(3) = ve I(4) = 4 injektif modiilleri elde edildigi i¢in, siireq sonlandirilir ve

3

agagidaki bigimde Auslander-Reiten kuiveri olugturulmusg olur.
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3.2. érgii Algoritmasi

Bu boliimde, adini aga benzeyen sekillerin soldan saga dogru ard arda birlestirilmesin-
den alan ve Onceki boliimde Assem ve Coelho (2020)’ya gore ele alinan drgi al-
goritmasy (knitting algorithm) olarak adlandirilan yontemin, Schiffler (2014)’e gore
A,-tipli bir kuiverin Auslander-Retien kuiverinin olugturulmasinda nasil kullanildig
orneklerle agiklanacaktir.

Schiffler (2014)’e gore orgii algoritmasinin adimlar: agagida verilmistir.
(1) Her bir i € Qg kosesi i¢in P(1), P(2), P(3), ..., P(n) projektif temsilleri yazilir.

(2) Sonug 2.3.35(1) geregince, (Q’daki her i — j oku igin, her biri farkl seviyede
olacak sekilde, I'g’da P(j) — P(i) oku izilir.

(3) dimL +dim7 'L = Z?Zl dimM; olacak sekilde adina sirasiyla yarim ag (half-

mesh) ve ag (mesh) denilen agsagidaki diyagramlar olugturulur.

M M
/ / T
\ \ P
M M-
M1 Ml
/ / T
L > L ’]‘_lL
\,4 \ g
M2 M2 ]

(4) Boyut vektoriinde negatif tam sayilar elde edilinceye kadar, yani; tiim injektif
temsiller bulununcaya kadar her defasinda bilinen L ve M temsilleri i¢in 7 !(L)

hesaplanarak (3). adim tekrarlanir.

Simdi bu algoritmanin nasil kullanildigini bir 6rnekle agiklayalim.

38



2 > 3 kuiverinin Auslander-Reiten kuiverini orgii al-

~

Ornek 3.2.1 Q: 1

goritmasi yardimiyla olusturalim.

1
2
e Her bir kése i¢in P(1) =2, P(2) = , P(3) = 3 projektif temsilleri bulunur.
3
3

o 1 > 2 > 3 oklarmma karsihk, P(3) —— P(2) —— P(1) oklan
farkli seviyelere yerlestirilerek (3). adimda ifade edildigi gibi

P(1)
y Pe) PE)
P(3) ~(P(3)) L (P(3))

aglar1 olugturulur.

e Simdi bu diyagramda belirsiz olan her bir 7=! goriintiisiinii hesaplayarak yerine

yazalim.

Oncelikle P(3) = 3 icin 7~%(3)’it bulahm. 3 temsilinin boyut vektoriiniin bilegenleri
dy = dy = 0 ve d3 = 1 olmak tizere Teorem 2.3.41 geregince 3’iin minimal injektif
¢Oziicusi

Iy=@PdiI(i)=1(3) ve I = P dyoyI(s(er)) = I(2)

1€Q0 acQq

olmak tlizere

0 vy 3 L5 1(3) —2 1(2) —— 0

yazilir. Bu c¢oziiciiye v~! ters Nakayama funktoru uygulanirsa

0 —— 13 7 1 1@3) S v I(2) —— T8 —— 0

dizisi ve buradan

00— P@3) % P(2) —— r13 — 0
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dizisi elde edilir. Projektif temsiller yerine yazilir ve

0 v 3 29 s 7713 — 5 0

kisa tam dizisinde eggekirdek terimi olan 771(3) = 2 olarak bulunur.

2 2
Simdi P(2) = igin7! gortintiisiinii belirleyelim. Boyut vektoriiniin bilegenleri
3

dy = 0,dy = ds = 1 olmak {izere Iy = 1(2) ® I(3) ve [} = I(1) & 1(2) i¢in

. 2 I g

minimal injektif ¢oziiciisii yazilir. Bu ¢oziiciiye v~ uygulanarak

2

00— vt VY, pE) L P(1) —— 7! — 0
3 3
dizisi ve buradan
1
V’lg 2
0 > 3 > 2 > T — 0
3
3
1
dizisinin eggekirdek terimi olarak 71 = bulunur. Son olarak 771(2)’yi bu-
3 2

lalim. 2 temsilinin boyut vektoriiniin bilegsenleri d; = d3 = 0,dy = 1 olmak iizere

In=1(2) ve I; = I(1) igin

0

[\
~
~
—~
\)
~—
NS
~
~
—~
—_
~—
o

minimal injektif ¢oziictisii yazilir. Bu ¢oziiciiye ters Nakayama funktoru uygulanarak
v-1 v-1
0—— v 12 20 p) 2% P) —— 712 —— 0

dizisi ve buradan




1

dizisinin esgekirdek terimi olarak 77!(2) = 1 bulunur. Sonug olarak, 7! altinda

bulunan ters goriintiiler yerine yazilarak

L b9 —

[USH ]

Auslander-Reiten kuiveri olugturulur.

Yukaridaki Auslander-Reiten kuiverin sol sinirini ayrigtirilamaz projektif temsiller,
sag sinirini ise ayrigtirilamaz injektif temsiller olugturur. Diyagramda goriinen tiim

temsiller ayrigtirilamaz temsil olup aralarindaki oklar indirgenemez morfizmlerdir.

3.3. r1-Yoriungeler

Tanim 2.4.1°de verilen 7 dontigimii Auslander-Reiten kuiverdeki bir agin en saginda-
ki noktay1 ayn1 agin en solundaki noktaya gotiiren bir ceviricidir. Bir ayrigtirilamaz

L &telemelerinin

temsilin 7-ydéringesi (T-orbit); o temsile arka arkaya T veya 7
uygulanmasiyla elde edilebilecek tiim farkli temsillerin kiimesi olarak tanimlanir.
A,-tipli bir kuiverin Auslander-Reiten kuiverinde ayni seviyede yer alan her bir 7-
yoriingenin en solunda bir tane ayrigtirilamaz projektif temsil, en saginda ise bir tane
ayrigtirilamaz injektif temsil yer alir. Orgii algoritmasinda capraz olarak olusturulan
Auslander-Reiten kuiver, ayrigtirilamaz temsillerin 7-yoriingeleri yardimiyla yatay
olarak olugturulur. 7-yoriingeler iki farkli yoldan hesaplanabilir. Bunu Ornek 3.2.1°de
verilen kuiver tlizerinde aciklayalim.

Ik olarak ayristirilamaz projektif temsillerden baglanirsa, her bir satirmn en solunda

bulunan ayrigtirilamaz projektif temsilin minimal injektif ¢coziictisiine ters Nakayama

funktoru uygulanarak, 7-yoriingeleri olusturan 7-* altindaki goriintiiler, soldan saga
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dogru yatay bicimde hesaplanir ve boylece asagidaki bicimde Auslander-Reiten ku-

iver olusturulur.

P(1)
T
P(2) mmmmmmmm e » TH(P(2))
26 ) P — » TTH(P(3)) —--mmmmm oo » 7T H(P(3))

Aynigtirilamaz injektif temsillerden baglanirsa, her bir satirin en saginda bulunan
ayrigtirilamaz injektif temsilin minimal projektif ¢oziiciisiine Nakayama funktoru
uygulanarak, 7-yoriingeleri olugturan 7 altindaki goriintiiler, sagdan sola dogru yatay

bi¢imde hesaplanir ve agagidaki bicimde Auslander-Reiten kuiver olugturulur.

Yukaridaki iki diyagramda temsiller yerine yazildiginda her iki yoldan da ayni

L —

S
NS

Auslander-Reiten kuiveri ¢izilmis olur.
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3.4. Coxeter Funktor ve Cartan Matris

Simdi bir temsilin 7 Auslander-Reiten 6telemesinin ya da 77! ters Auslander-Reiten
otelemesinin boyutunun belirlenmesinde kullanilan bir yontem olan Coxeter elemani

tanitacagiz. Bunun i¢in oncelikle ihtiyacimiz olan agagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.4.1 Qo ={1,2,...,n} olmak iizere bir @) kuiveri verilsin. R"'nin standart

tabani {ej, e, ..., €, } olmak iizere

L, L= J;
Bles,e;) =< —1/2, i,Q’da j'ye bitisik bir koge ise;
0, diger durumlarda

kurali ile tanimli B : R™ — R”™ bir simetrik ikilineer form olsun. Bu durumda her
r € R igin s;(z) = x —2B(z, €;)e; ile tammlh s; : R" — R™ fonksiyonlarina yansima
(reflection) fonksiyonlar1 adi verilir. Daha agik olarak, her z € R™ elemaniin, ta-
ban elemanlarimin lineer bilegimi olarak, z = > ; aje; biciminde yazildigi gozoniine

aliirsa
si(z) =s; (Z ajeJ») = Za;ej
J J
ile tanmmmhdir. Burada j # i ise a; = a; ve toplam; ()’da ¢’ye bitisik tiim j koseleri

iizerinden alinmak iizere a; = —a; + >, _; a; bigimindedir.

Uyar1 3.4.2 Bir ) kuiveri verildiginde, o kuiverden yeni kuiverlerin ve batak

koselerden olusan bir dizinin nasil olusturuldugunu bir ka¢ adimda 6zetleyelim:

e (J)'da bir 7; batak kosesi secilir ve sadece bu koseye gelen oklarin yonii degistirile-

rek yeni bir s;, ) kuiveri olugturulur.

e s; (Q'da bir iy batak kogesi secilir ve sadece bu kogeye gelen oklarin yonii degisti-
rilerek s;,s;, () kuiveri olusturulur. Kuiverdeki tiim koseler bitinceye kadar bu

sekilde devam edilerek,

ot =23,...,n i¢in s;, ...5s;,5;,Q’da secilen i; batak kosesine gelen oklarin

yonii degistirildiginde elde edilen kuiver ) olur.
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Boylece her bir adimda yeni bir kuiver olugturulurken, secilen batak kogelerden bir

(11,19, ... ,1y,) dizisi elde edilir.

Tanim 3.4.3 Uyar 3.4.2’de belirtilen batak koselerin dizisi kullanilarak olugturulan

yansimalarin bir ¢ = s;,8;, . . . 8;, carpimina bir coxeter eleman adi verilir.

Coxeter eleman, bir M temsilinin boyut vektort kullamilarak 7—!(M) temsilinin
boyut vektoriiniin belirlenmesinde su sekilde kullanihir: dimM = (dy,ds,...,d,)

olmak tizere
C (Z d161> = Zdiez

esitliginden yararlanarak dimr—'(M) = (d},d,,...,d,) boyut vektorii ve buradan
kuiverdeki oklarin yoniine gore 771 (M) temsili belirlenmis olur. A,,-tipli bir kuiverin
Auslander-Reiten kuiveri olusturulurken; 6rgii algoritmasi ya da 7-yoriingelerin bu-
lunmasinda oldugu gibi, en solda yer alan projektif temsillerden basglanarak aglar, ve
bunlarin birlestirilmesiyle de I'g kuiveri olugturulur. §imdi bu yontemi bir 6rnekle

aciklayalim.

Ornek 3.4.4 Q : 1+« 2 < 3 y 4 < 5 kuiveri icin bir Coxeter
eleman bulup, M = 4 basit temsilinin ters Auslander-Reiten 6telemesi olan 771(4)

goriintiisiini belirleyelim. Oncelikle batak koselerin olugturdugu bir dizi bulalm.
e ()’da bir i1 = 1 batak kosesi secilir ve sadece 1’deki oklarin yonii degistirilerek

510 : 1 > 2 ¢ 3 > 4 < )

kuiveri olusturulur.

e s1()’da bir iy = 4 batak kosesi secilir ve sadece 4’deki oklarin yonii degistirilerek

<+
ot

54810 : 1 > 2 < 3 < 4
kuiveri olugturulur.

e s,s51()°da bir i3 = 2 batak kogesi segilir ve sadece 2’deki oklarin yonii degistirilerek

528481QZ 1< 2

<+
w
A~

4

(S

kuiveri olusturulur.
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® s595451()'da bir 14 = 3 batak kogesi secilir ve 3’teki oklarin yoniti degistirilerek

v
W
t

83328481@1 1« 2 4 3

kuiveri olugturulur.
e Son olarak s3sqsys1Q)’da bir i5 = 5 batak kosesi segilir.

Sadece 5’e gelen oklarin yont degistirildiginde baglangictaki ) kuiverinin elde edildigi
aciktir. Boylece bataklarin olugturdugu bir (1,4, 2, 3, 5) dizisi ve bu diziye kargilik ge-
len bir coxeter eleman ¢ = 5154895355 elde edilir. M = 4 temsilinin boyut vektortiniin
bilegenlerinin d; = dy = d3 = d5 = 0 ve dy = 1 oldugu gozoniine alinarak, her
bir adimda s; yansima fonksiyonlarinin kurali uygulanarak, asagidaki hesaplamalar

yapilir:

c (Z diei) = $154828355(€e4) (3.1)

i =5i¢in a; = ay = ag = a5 = 0 ve ay = 1 olmak tizere s5(eq) = e4 + e5 olarak

bulunur. Bu deger (3.1)’de yerine yazilirsa

c (Z diei> = 51545253(€eq + €5) (3.2)

olur. Buradan i = 3 i¢in a1 = ay = a3 = 0 ve a4 = a5 = 1 olmak iizere s3(ey + e5) =

(—as + as + ag)es + ageq + ases = ez + e4 + e5 olup bu deger (3.2)’te yerine yazilirsa

C (Z d162> = 818482(63 +e4 + 65) (33)

elde edilir. Buradan ¢ = 2 i¢in @y = as = 0 ve a3 = a4 = a5 = 1 olmak ftizere
So(ez + e+ e5) = (—ag + a1 + az)es + azes + agey + ases = ex + e3 + €4 + e5 olup

(3.3)’de yerine yazilirsa

C <Z d161> = 5184<€2 +e3+eq4+ 65) (34)

olur. Burada i = 4 i¢in a1 = 0 ve as = a3 = a4 = az = 1 olmak iizere sy(ey + €3 +
e4 + e5) = ages + azes + (—ay + az + as)ey + ases = es + e3 + e4 + e5 olup (3.4)’de

yerine yazilir ve

c (Z diei> = s1(ex +e3+eq +e5) (3.5)
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elde edilir. Son olarak, i = 1 icin a; = 0 ve as = a3 = a4 = a5 = 1 olmak iizere

si(ea +e3+eq+e5) =e1 + ex+ ez + eq + e5 bulunur ve (3.5)de yerine yazilirak

c(Zdlel) =€ +ext+e3teq+es

bulunur. Son esitlikten elde edilen katsayilar yardimiyla dimr—'(4) = (1,1,1,1,1)
395

bulunur. Verilen kuiverdeki oklarin yonii dikkate alinarak, 77'(4) = 24 elde edi-

1
lir. Boylece asagidaki diyagramda en iistte belirtilen ag olusturulur. Her bir ag

olugturmak igin bu yontem tekrarlanir ve ) kuiverinin Auslander-Reiten kuiveri

asagidaki bi¢imde cizilir.

IN N
NN SN

Coxeter elemani belirlemenin diger bir yolu, ) kuiverinin C' Cartan matrisini kul-

lanmaktir. Asagida bu matrisin tanimi verilmistir.

Tanim 3.4.5 n koseli bir @) kuiverinde, j’den ¢’ye giden yollarin sayisi ile belirlenen
¢;; bilegenlerinin olusturdugu C' = [¢;]1<; j<, matrisine () kuiverinin Cartan matrisi

denir.

Bu tanimin direkt bir sonucu olarak, her bir ¢ kogesi i¢cin C' matrisinin . siitununu;
ayrigtirilamaz projektif P(i) temsilinin boyut vektoriiniin bilegenleri ve 4. satirin

ayrigtirilamaz injektif 7(4) temsilinin boyut vektoriintin bilegenleri olugturur.
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Yonlendirilmis dongii icermeyen @) kuiverleriyle caligtigimiz icin, ¢)’'nun kogelerini su
sekilde yeniden numaralandirabiliriz: j’den ¢’ye bir yol varsa, o zaman ¢ < j yazilir.
Baska bir deyisle, C' matrisi tist iiggensel olacak sekilde kogelerin bir yeniden numa-
ralandirilmas: yapilir. Ayrica her bir ¢ kogesinde e; sabit yollar1 oldugu i¢in C’nin
kosegen bilegenleri 1 olup bu durumda C' matrisi tersinir olur. Cartan matrisinin
tersi olan C™' = [b;;] matrisi; b = 1 ve i # j iken b;; = —c¢;; ile bulunur. Simdi

boyut vektorlerinin belirlenmesinde kullanilan Coxeter matrisini tanimlayalim.

Tanim 3.4.6 & = —C7(C™') ile tammh ® matrisi Cozeter matris olarak ad-
landirilir. Bu matrisin tersi ise ! = —C(C~)T dur. Cartan matrisi ve onun tersi
yardimiyla tammmlanan ® ve ®~! Coxeter matrisleri bulunur ve M temsilinin boyut
vektorii olan dimM siitun matrisi olarak yazlarak, 7(M) ve 771(M) temsillerinin

boyut vektorleri olan, siitun matrisleri su sekilde bulunur:
e M projektif degil ise $dimM = dim7 M,
o M injektif degil ise ®'dimM = dim7 ' M
Ayrica @dimP(j) = —diml(j) ve &~ 'dimI(j) = —dimP(j) dir.

Simdi bu yontemin daha iyi anlagilabilmesi icin, Ornek 3.4.4’de verilen @ kuiverinin
M = 4 temsilinin 771(M) ters Auslander-Reiten 6telemesinin nasil hesaplandigim

aciklayalim.

Ornek 3.4.7 Ornek 3.4.4’de verilen () kuiverinin Cartan matrisi ve onun tersi

11100 1 -1 =10 0
01100 01 —-10 0
C={00100| ve C'=l0 0 1 0 0
00111 0 0 -1 1 —1
(0000 1| (000 0 0 1 |
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bigiminde olup, bu matrisler yardimiyla bulunan Coxeter matrisi ve onun tersi

[ 110 0 0] (00 -1 1 0 |
101 0 0 10 -11 0
d=|-101-11] ve ¢'=l01-11 0
0 01 —1 1 01 -1 1 —1
0001 -1 0 (00 0 1 -1

bigimindedir. Boyut vektéri dimM = (0,0,0,1,0) bigiminde olan projektif olan

fakat injektif olmayan M = 4 temsili i¢in
dim77*(4) = ®7%(0,0,0,1,0)" = (1,1,1,1,1)"

35
olup 771(4) =24 olarak bulunur.

1
Diger yandan, Auslander-Reiten kuiverin en solunda bulunan P(4) = 4 projektif

temsilinin boyut vektorii yardimiyla
ddimP(4) = ©(0,0,0,1,0)" = (0,0, -1, -1, -1)" = —dimI(4)

35
esitligi kullamlarak Auslander-Reiten kuiverin en saginda yer alan 1(4) = in-

4

jektif temsilinin bulundugu kolayca goriilebilir.

3.5. n+ 3 Koseli Cokgenin Kosegenlestirilmesi

Bu boltimde, sadece A,,-tipli bir kuiverlerin Auslander-Reiten kuiverlerinin olugturul-
masinda kullanilan, n + 3 koseli bir cokgenin tiggenlestirilmesi olarak bilinen ge-
ometrik bir yéntem tamtilacaktir. Bir gokgende kdsegen (diagonal) komgu olmayan
iki kogeyi birlestiren diiz bir ¢izgi parcasi olarak tanimlanir. Bir diizgiin ¢okgen-
de kesigmeyen kogegenlerin maksimum kiimesinin ¢izilmesi yani ¢okgenin ticgenlere
ayrilmasi yontemi, t¢genlestirme (triangulation) olarak bilinir ve A,,-tipli bir @ ku-
iverine karsilik gelen ve Tf ile gosterilen tiggenlestirmeye n + 3 koseli bir diizgiin
¢okgen alinarak baglanir. Verilen bir kuiverin a, b koseleri i¢in, bir b — a oku varsa,

a kenar1 b kenarinin saat yoniiniin tersinde olacak gekilde
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tiggeni ¢izilir. Diizgiin ¢cokgenin tamami tiggenlere ayrilincaya kadar iglem tekrarlanir.

Bu yontemi Ornek 3.4.4’de verilen kuiver iizerinde aciklayalim.

Ornek 3.5.1 Q: 1« 2 < 3 > 4 < 5 kuiveri verilsin. Bu kuiver

5 koseli oldugu igin diizgiin bir sekizgenin ti¢genlestirilmesi yardimiyla Auslander-
Reiten kuiveri olugturalim. Kuiverdeki oklara gore asagidaki Ty tiggenlestirmesi

yapilir.

Ty ticgenlestirmesinde, () kuiverinin tiim kogelerine (basit temsillerine) karsilik ge-
tirilen 1,2,3,4,5 kosegenlerinden bagka, ) kuiverinin bir M, = (M;, p,) temsiline
kargilik getirilen bir v kosegeni vardir, oyle ki:

k, 7 kosegeni 7 kogegenini bir i¢ noktada keser ise;

M; =
0, diger durumlarda.

17 Ms(a) = Mt(a) =k ise;
Pa =
0 diger durumlarda.

biciminde tek tirlii tammhdir. Ornegin yukaridaki sekilde gosterilen v kosegeni,

Q kuiverinin bir k +—— k +—+— k —2+ 0 «+2— 0 temsiline karsilik gelen bir
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kosegendir. Boylece Tiy’daki kogegenlerle (Q'nun ayristirilamaz temsillerinin izosimifla-

r1 arasinda y — M, ile tanimh bir birebir egleme vardir.

(Cokgendeki bir v kogegeninin, sirasiyla, agsagidaki bicimde saat yoniindeki hareketi
yardimiyla o kogegene kargilik gelen temsilin 7 Auslander-Reiten 6telemesi altindaki
goriintiisii, saat yoniiniin tersine hareketi yardimiyla o kosegene kargilik gelen tem-

silin 77! ters Auslander-Reiten 6telemesi altindaki goriintiisii hesaplanir.

N &

Bu yontemle Auslander-Reiten kuiver olusturulurken projektif temsillere karsilik ge-
len kosegenler ¢okgende gizilir. Her bir 7-yortingede injektif temsile ulagincaya kadar

T-yoriingeleri hesaplamak icin saat yoniiniin tersine dondiirme hareketleri yapilarak

sekli olugturulur. Sonug olarak, bu sekildeki her bir kosegene kargilik gelen ayrigtirila-

maz temsiller yazilarak Ornek 3.4.4’deki Auslander-Reiten kuiveri cizilmis olur.
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3.6. Auslander-Reiten Kuiverin Kullanimi

A,-tipli bir @ kuiverinin ayrigtirilamaz M ve N temsilleri verilsin. Bu temsillerin
Auslander-Reiten kuiverdeki, birbirine gore, durumlarina gére Hom(M, N) vektor

uzayimin boyutu belirlenir. Bunun i¢in once bazi gosterimleri tanitalim.

Tanim 3.6.1 Her i = 1,2,...,s — 1 i¢in 7M;,1 # M; 1 olmasi durumunda bir

M, > M, > > M, yoluna bir kesitsel yol (sectional path) adi ve-

rilir. Bir M temsilinde baglayan kesitsel yol iizerinde bulunan tiim ayrigtirilamaz
temsillerin kiimesi ) (M) ile; bir M temsilinde biten kesitsel yol tizerindeki tiim
ayrigtirilamaz temsillerin kiimesi ise ), (M) ile gosterilir. Bunlar agagidaki sekilde

gosterilmigtir.

(M) M M I (M)

Auslander-Reiten kuiverde, sol smir1 ) |, (M) olan egimli dikdértgensel bolgede bu-
lunan tiim ayrigtirilamaz temsillerin kiimesi R_, (M) ile, sag st Y, (M) olan
egimli dikdortgensel bolgede bulunan tiim ayrigtirilamaz temsillerin kiimesi R, (M)

ile agagidaki bicimde gosterilir.

Diger bir deyisle, Auslander-Reiten kuiverde R_, (M )’yi, en solundaki nokta M olan
en bityiik egimli dikdortgen tizerindeki temsiller, R, (M)’yi de en sagindaki nokta

M olan en biiyiik egimli dikdortgen tizerindeki temsiller olugturur.
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Uyar: 3.6.2 Yukarida verilen notasyonlara gore, Auslander-Reiten kuiverde iki
temsilin ayni egimli dikdortgen tizerinde bulunup bulunmamasina gore bu temsillerin
Hom uzaylarinin boyutu 0 veya 1 olarak belirlenebilir. Agsagida bu durum karakterize

edilmistir.
e N temsili R, (M)’dedir < dim Hom(M,N) =1 dir.
e N temsili R, (M)’de degildir < dim Hom(M, N) = 0 dur.

Bir temsilin egimli dikdortgensel bolgesi sadece diiz bir cizgiden ibaret olabilir.
Ayrica M bir projektif temsil degil ise R, (M) egimli dikdértgeni kapanmadan
Auslander-Reiten kuiver tamamlanabilir. Bundan bagka, bir ayrigtirilamaz projektif
P(i) temsilinde baglayan bir R_,(P(i)) egimli dikdértgensel bolgesinin en sagindaki
nokta (i) injektif temsiline karsilik gelir ve R (P(i)) = R.(I(i)) olur. Simdi
sozii gecen her bir durumu, Ornek 3.4.4’de verilen kuiverin Auslander-Reiten ku-

iveri Uzerinde orneklendirelim.

Ornek 3.6.3 Q: 1« 2 < 3 > 4 4 5 kuiverinde
a) M = P(4) = 4 projektif temsilini gdzoniine alahm. Auslander-Reiten kuiverde, en
solundaki nokta 4 temsili olan 1’lerle gosterilen R_,(4) egimli dikdétgensel bolgesi,

agagidaki ikinci diyagramda verilmistir.

4/3\ 45/%\3 1/1\\1/’0\0

NN aN NSNS

%/' N,/ \345/ SN NS
NS NVARN NSNS N

=,

Bu bolgede bulunan N temsilleri igin, M ve N temsillerinin olugturdugu Hom

uzayinm boyutu 1, aksi durumda 0 olur. Ornegin, egimli dikdétgensel R_, (4) bolge-
35

sinin en sagindaki noktaya karsilik gelen N = = I(4) injektif temsili igin

4
Hom (M, N) uzaymm boyutu 1 dir. Bundan bagska N = 5 basit temsili, N = 1
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projektif temsili ya da N = 3 injektif temsili i¢in, bu temsiller R_,(4)'de yer al-
madigndan dolay1 dimHom(M, N) = 0 oldugu agiktir.

35
b) Projektif ve injektif olmayan M = temsili igin, egimli dikdoértgensel R_, (M)
24

bolgesi kapanmadan Auslander-Reiten kuiverin tamamlandigi yukaridaki sekilde

35
gortilebilir. Ayrica N = injektif temsili i¢in dimHom(M, N) = 1 olmasma
4

395
ragmen N = 2 4 temsili i¢in dimHom (M, N) = 0 olur.
1

¢) M =2 = S(2) basit temsili icin R_,(2) egimli dikdortgensel bolgesi
0 0
0/ \0/ \1
\0/’ \1/ \0
0/ \1/ \O/
0/ \1/ \0/ \0

bi¢iminde 1’lerle gosterilen diiz bir ¢izgiden olugmaktadir. Bu ¢igi tizerinde bulunan

3 3

N = temsili i¢in dimHom(M, N) =1 iken N = i¢in dimHom(M, N) = 0 oldugu
2 4

agiktir.

Uyar 3.6.4 A,-tipli bir kuiverin ayrigtirilamaz M ve N temsilleri i¢in Ext!(M, N)

uzayimin boyutu, Teorem 2.4.4’de verilen
Ext' (M, N) = DHom(7 'N, M)
Ext'(M, N) = DHom(N, 7M)

Auslander-Reiten formiilleri ve yukarida ifade edilen Hom uzayimin boyutunun bu-

lunmasinda kullanilan yontem ile belirlenebilir. Ayrigtirilamaz M ve N temsilleri
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i¢in Ext!(M, N) uzaymin boyutu 0 veya 1’dir. Injektif bir N temsilinin tiim M tem-
silleriyle Ext uzaylarinin boyutu 0 olur. Bu ytlizden N temsilinin injektif olmadig:
kabul edilir ve Auslander-Reiten kuiverde var olan 77!(M) noktasinda baslayan
R_,(771(M)) egimli dikdortgensel bolgesinden yararlanarak, herhangi M temsili i¢in
Ext!(M, N) uzaymim boyutu belirlenir. Diger yandan M temsilinin projektif olmasi
durumunda her N temsili i¢in dimExt!(M, N) = 0 olur. Bundan dolay1 M projektif
olmayan bir temsil olarak kabul edilir ve Auslander-Reiten kuiverde var olan 7(M)
noktasinda biten R, (7(M)) egimli dikdortgensel bolgesinden yararlanilarak, her-
hangi N temsili icin Ext'(M, N) uzaymmn boyutu belirlenir. Bunu Ornek 3.4.4°de

verilen kuiver iizerinde agiklayalim.

Ornek 3.6.5 Q: 1« 2 3 > 4 < 5 kuiverinde M = I(3) = 3

35
injektif temsili i¢in 7(M) = olur. Asagidaki sekilde goriilecegi gibi, bu noktada
24

biten, 1 ile etiketlenmig olarak gosterilen i¢ ice ge¢mis iki tane egimli dikdortgensel

bolge vardir.

NN

NSNS

NN
NN

Bu bolgede bulunan N = 2 basit temsili i¢in dimExt'(M, N) = 1 iken, bu bolgede
bulunmayan basit projektif N =1 temsili i¢in dimExt!(M, N) = 0 olur.

Uyar1 3.6.6 Ayristirilamaz M ve N temsilleri icin, M’nin N ile geniglemesi olarak

adlandirilan

0 > N > B > M > 0
kisa tam dizilerinin denklik simiflarimin grubu ile Ext!(M, N') grubu arasinda, Uyar

2.2.19’de ifade edilen bir izomorfizma vardir. Uyar1 3.6.4 kullanilarak, ayrigtirilamaz
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M ve N temsillerinin geniglemelerini olugturan, ayrigtirilamaz olmasi gerekmeyen, £
temsilleri su sekilde belirlenir: dimExt! (M, N) = 0 olmasi durumunda, Ext!(M, N) =
0 olup yukarida ifade edilen izomorfizma ve Uyar1 2.2.13 geregince ¥ = M & N olur.

Bu durumda sadece

0 s N s M & N s M

)

geniglemesi vardir. dimExt!(M, N) = 1 olmas1 durumunda ise, izomorfizma farkiyla
belirli olan farkli F temsilleri, M ve N temsillerinin Auslander-Reiten kuiverde
birbirine gore durumlarina gore su sekilde bulunur: Ext!(M, N) # 0 olacak sekilde

ayrigtirllamaz M ve N temsilleri i¢in asagidaki egimli dikdortgensel bolgesi belirlenir.

2y ([V) ve X (M)

Ext!(M, N) # 0 olmast N'nin R, (7M)’de olmasmni, bu ise X, (N) ve X, (M) nin,
E’'nin ayrnigtirilamaz dik toplananlarina karsilik gelen, 1 ya da 2 ortak noktasinin
bulunmasini gerektirir. E’yi belirlemeye yarayan bu ortak noktalari bulmak igin,
kuiverin Auslander-Reiten kuiverinde N temsili © ve ¥_,(N)’de bulunan temsiller
— ile, M temsili @ ve ¥, (M)’de bulunan temsiller + ile igaretlenir. Bu yolla, hem —
hem de + isaretini alan, yani =+ ile isaretlenen ortak temsillerin dik toplami olan F

belirlenerek 0 > N > B s M s 0 kisa tam dizileri bulunur. Bu

durumu Ornek 3.4.4’de verilen kuiver iizerinde aciklayalim.

Ornek 3.6.7 Q: 1 < 2 < 3 y 4 < 5 kuiverini gozoniine alalim.

M = 3 basit temsilinin N = projektif temsili ile geniglemesi olan kisa tam di-
4

ziyi belirleyelim. Uyar1 3.6.6’da ifade edildigi gibi, ) kuiverinin Auslander-Reiten

kuiverinde; N temsili © ve N’de baglayan kesit yol tizerinde bulunan temsiller —
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sembolii ile, M temsili & ve M’de biten kesit yol iizerinde bulunan temsiller +

sembolil ile isaretlenerek

/\/\
\/\/
SN S

SN
NS
/N
S NS

3 5
diyagrami olusturulur. Her iki isareti de alan temsil sadece E = injektif temsili
4

olup bir tek

0 > 5 —— 33— 0

kisa tam dizisi yazilir.

39
Simdi M = 3 basit temsilinin N = 2 4 temsili ile geniglemesi olan kisa tam di-

1
ziyi belirleyelim. Uyar1 3.6.6’da acgiklanan yonteme gore, Auslander-Reiten kuiverde

gerekli isaretlemeler yapildiginda

SN
NN
NS

NS N

diyagrami olusturulur. Burada =+ igaretini alan iki temsil olup, bu temsillerin dik
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3

35
toplami olan temsil £ = @ 2 olarak bulunur. Boylece
4
1
35 3
35
0 —— 24 —— ©2 — 3 ——0
4
1 1

kisa tam dizisi yazilir.

3.7. Temsil Teoride Son Gelismeler

Simdi, (int. Kay.2) temel kaynak olarak kullamlarak, temsil teori alanindaki geligme-

lerde Auslander-Reiten kuiverlerin 6nemine deginilecektir.

Son yillarda temsil teori alaninda yapilan pek cok caligma bulunmaktadir. Bunlar-
dan ikisi olan tilting teori ve Auslander-Reiten teorinin baglantili oldugunu vur-
gulamak adina her iki alanda da aym 7 sembolii kullamlmigtir. Adachi vd. (2014)
tarafindan 7-tilting kavrami ortaya atilmig ve bunun yardimiyla her iki alana da
yeni bir yaklagim getirilmistir. Asagida agiklanan, tilting teori ve Auslander-Reiten
teori alanlarindaki tarihsel geligim siirecinde Auslander-Reiten kuiverlerin 6nemli rol

oynadigi goriilmektedir.

Temsil teori alanindaki modern caligmalar; 1972’de Gabriel’in kuiver kavramini or-
taya atmasinin ardindan, Auslander-Reiten’in (1974, 1975,1977) neredeyse parcala-
nan dizileri tanitmasi ve 1973’te Gabriel’in kuiver temsillerinin teorisini gelistirmesiy-
le baglamigtir. Gabriel, sonlu boyutlu cebirlerin temsil teorisinin, kuiver temsillerinin
kullanilarak anlagilabilecegini vurgulamis ve agagida verilen iki onemli teoremi is-

patlamigtir.

Teorem 3.7.1 (Gabriel-1) A cebirsel kapali bir k cismi iizerinde bir sonlu boyutlu
cebir olsun. Bagmtilarin bir [ ideali ile simrlandirilan @ kuiverinin k@ /I simirh
kuiver cebiri ile A cebiri Morita denktir. Yani modA = modk@)/I dir. Ayrica, @

kuiveri A tarafindan tek tiirli tanimhdir.
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A cebiri tarafindan tek tiirlii tanimlanan @ kuiverine siradan (ordinary) ya da Gab-
riel kuiveri denir. Gabriel’in elde ettigi, sonlu temsil tipli kalitsal cebirlerin Dynkin

diyagramlariyla siniflandirilmasi sonucu agagida verilmigtir.

Teorem 3.7.2 (Gabriel-2) A bir cebirsel kapali k cismi {izerinde bir sonlu boyutlu
kalitsal cebir olsun. @) altinda yatan ¢izgesi bir ADE-Dynkin diyagrami olan bir
kuiver olmak tizere, k(@ yol cebiri ile A cebiri Morita denktir. Yani modA = modk(@
dir. Ayrica A'min ayristirilamaz temsilleri ile (Q’ya karsilik gelen kok sistemlerinin

pozitif kokleri arasinda bir birebir esleme vardir.

Bir kuiverin yol cebirinin pek ¢ok ozelligi kuiverdeki oklarin yonlendirilmesine baglidir.
Ornegin ayni koselere sahip farkli yonderilmis kuiverlerde ayni sayida ayrigtirlamaz
temsil olsa bile bunlara kargilik gelen yol cebirlerinin boyutu farkli olabilir. Bunu

asagidaki ornekle agiklayalim.

B B

Ornek 3.7.3 Q4 : 1 —25 2 >3 ve Qa1 —5— 2« 3 kuiverlerine

kargilik gelen yol cebirleri A ve A’ olsun. A; Auslander-Reiten kuiveri asagidaki
birinci diyagram olan ve @) 4’daki ey, eq, e3,a, 3, af yollarim1 taban kabul eden 6
boyutlu bir cebirdir. A’ ise, agagidaki ikinci diyagramda gosterilen Auslander-Reiten
kuivere sahip olan ve Q) 4/’deki ey, es, €3, a, B yollarini taban kabul eden 5 boyutlu

bir cebirdir.

N NS
SN NN

Her iki diyaramda da 6 tane ayrigtirilamaz temsil var olup, oklar indirgenmez mor-
fizmleri, kesikli cizgiler ise Auslander-Reiten Otelemeleri gostermektedir. Ayrica bu
ornekte, ayni sayida koseye sahip olan farkli yonlendirilmis kuiverlerin Auslander-

Reiten kuiverlerinin farkh oldugu goriilmektedir.
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Bernstein vd. (1973), modk(@ ile modk®)’ ’nun ayrigtirilamaz nesneleri arasinda bi-
rebir egleme kurmaya yarayan, yansima (reflection) funktorlar1 olarak adlandirilan
funktorlarin varligini kanitlamiglardir. Daha acik olarak; ADE-Dynkin tipli bir @) ku-
iverinde bir z € (g batak kosesi secilerek, sadece bu kogeye gelen oklarin yonii degisti-
rildiginde @) kuiverine 6zdes olan yeni bir )’ kuiveri olusturulur. x kosesi Q’da bir
batak iken Q”’de bir kaynak olup, bu kuiverlere karsilik gelen A ve A’ cebirleri x
kogesinde birbirinin yansimasi durumundadir. Bernstein vd. bu yansima funktor-
larindan yararlanarak Gabriel’in ispatladigi, yukarida ifade edilen teoremleri, farkl

bigimde kanitlamiglardir.

Auslander vd. (1979), yansima funktorlarinin modk@’da ¢ok &zel bir nesne ta-
rafindan tanimlanabilecegini gostermistir. Daha agik olarak, bir x € )y batak
kosesine kargilik gelen projektif olan fakat injektif olmayan bir S(x) basit modiiliiniin,
modk@’da sifirdan farkli bir nesne olan 7715(z) ters Auslander-Reiten otelemesi
kullanilarak, yansima funktorlarinin

T=7119)@ EB P(y)

T#YEQo

modiilii tarafindan belirlendigini kanitlamiglardir. Ayrica, k@' ve Endkg(T)% ce-
birlerinin izomorf olduklar1 bu calismada gosterilmistir. Ozel olarak bu yaklagim
sayesinde, bir basit projektf modiile sahip herhangi bir A Artin cebirinin modiil
kategorisi ile End4(7)° arasinda reflection-like funktorlarin varhigi kanitlanmigtir.

Simdi bu 7" modiiliiniin nasil bulunduguna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.7.4 Q: 1 > 2 » 3 kuiverinde batak kogse x = 3 secilirse, sa-

dece bu koseye gelen oklarm yonii degistirilerek Q' : 1 > 2 < 3 Ozdes

kuiveri olugturulur. Projektif olan fakat injektif olmayan S(3) = 3 basit modiilii i¢in

1
2
771(3) =2 olup P(1) =2 ve P(2) = olmak tizere
3
3
1
. 2
T=r"'Sze @ Py =202
T#Y€Qo 3 3
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ozel modiili bulunur.

Brenner ve Butler (1980), bu 6zel modiilii agagidaki bicimde aksiyomatik olarak

tanimlamiglar ve buna tilting modiil adin1 vermislerdir.

Tanim 3.7.5 T herhangi bir A cebiri tizerinde bir modiil olsun. Asagidaki 6zellikleri

saglamasi durumunda 7’ye bir tilting modil denir.
(i) T’nin projektif boyutu en fazla 1’dir (pd7" < 1).
(i) Exty(T,T) =0
(iii) 77 ve T"; T'nin dik toplamlarinin dik toplananlari olmak {izere bir

0 s A s T o s 0

kisa tam dizisi vardir.

Tilting modiillerin varhgi ilk defa Auslander, Platzeck ve Reiten tarafindan ortaya

kondugu i¢in bunlara A PR-tilting modiil ad1 da verilir.

Brenner ve Butler (1980), herhangi bir tilting 7 A-modiilii i¢in B := End4(7)%
olmak tizere A ile B’nin temsil teorisi arasinda 7 nin bir tir dontistiiriicii roliinde

oldugunu gostermistir. Ornek 3.7.4’de verilen T tilting modiiliinden bagka tilting
1

modiiller de vardir. Ornegin 7' = 3@ 2 @& 1 bagka bir tilting modiildir.
3

Bir cebirin modiil kategorisi ile endomorfizma cebirinin modiil kategorisi birbirlerin-
den bir dereceye kadar farkli olsalar bile, bu iki cebirin tiretilmis denklikler (derived
equivalents) oldugu ilk olarak Happel (1988) tarafindan gdsterilmis, daha sonra bu
durum Richard (1989) tarafindan genellegtirilmistir. Basitce sdylemek gerekirse; bir
cebirin bir modiil kategorisinden basglanarak, cebirle ilgili oldukca fazla homolojik
bilgiye sahip olan ve cebirin tiiretilmig kategorisi olarak bilinen bir tiggenlegtirilmis
kategori olusturulabilir. Dolayisiyla Hapel ve Richard’'in elde etiigi sonuclar; bir til-
ting modiiliin cebiri ile onun endomorfizma cebirinin ayni tiiretilmis kategoriye sahip

oldugunu ortaya koyar. Bu ise, her iki kategorinin pek ¢ok ortak homolojik ozellige
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sahip olmalarini gerektirir.

Hapel ve Ringel (1982), kalitsal bir cebir iizerindeki bir tilting modiiliin endo-
morfizma cebirini tilted cebir olarak adlandirmigtir. Bu fikrin ortaya atilmasinin
ardindaki temel neden, o zamana kadar sistematik olarak caligilmamig olan yeni
bir cebir smifin1 anlamak igin, kalitsal cebirler i¢in gecgerli olan tiim bilgileri kul-
lanmaktir. Glintimiizde tilted cebirlerle ilgili ¢cok sayida ¢alisma yapilmig olmasina

ragmen iki tanesi dikkat ¢ekici olmustur.

Bunlardan ilki; kalitsal cebirlerle ilgili bilgiler kullanilarak tilted cebirlerin temsil
teorisi hakkinda bilgi sahibi olunursa, islem tekrarlanabilir ve Brenner ve Butler’in
(1980) kamitladiklar1 A cebiri iizerinde herhangi bir kisitlama gerektirmeyen tilting
teorem yardimiyla, tilted cebirlerle ilgili bilgilerin kullanilarak iterated tilted cebirler
olarak bilinen yeni cebir ailelerinin temsil teorisinin anlagilabilecek olmasidir. Assem
ve Skowronski (1987), A,-Dynkin tipli tiim iterated tilted cebirleri, onlarin siradan
kuiverleri ve bagintilar1 bakimindan simiflandirmig ve bunlari gentle cebirler olarak
adlandirmigtir. Giiniimiizde gentle cebirler lizerine yapilan caligmalar, sonlu boyutlu
cebirlerin temsil teorisinin anlayigini derinlestirmis ve grup teorisi, cebirsel geometri
ve diferansiyel geometri gibi matematigin diger gesitli dallarinda uygulama alaninin

oldugunu ortaya koymustur.

Tkincisi ise; Liu (1993) ve Skowronski (1993)’nin, birbirinden bagimsiz olarak, bir
cebirin Auslander-Reiten kuiverini kullanarak tilted cebirleri karakterize etmele-
ridir. Bir cebirin tilted olmasi icin gerek ve yeter kosul olarak onun Auslander-
Reiten kuiverinin 6zel bir homolojik ve kombinatorik yapiya sahip olmasi gerektigini
kanitlamiglardir. Tilted cebirlerin bu karakterizasyonundan ilham alinarak pek ¢ok
farkli cebir ailesi tanimlanmig ve bunlar Auslander-Reiten kuiverleri bakimindan be-
lirlenmiglerdir. 21. yiizyilin baglarinda Fomin ve Zelevinsky'nin ¢caligmalariyla cluster
teori kavrami ortaya atilmig ve tilting teori ile iligkilendirilerek cluster-tilted cebir-
ler tanimlanmistir. Sonug olarak, sozii edilen ve yeni tanimlanan cebir siniflarinin

yapisinin incelenmesinde Auslander-Reiten kuiver kavrami 6nemli rol oynamaktadir.
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