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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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terdiğimi,

• Kullanılan verilerde herhangi bir değişiklik yapmadığımı,
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ÖZET

Bu çalışmada, Abel integral denklemleri, Genelleştirilmiş Abel integral denklemleri ve ikinci tür za-
yıf Volterra integral denklemleri ele alınmıştır. Ayrıca bu denklemleri çözmek için Laplace dönüşüm
metodu, Adomian ayrıştırma, Ardışık yaklaşımlar metodu ve Homotopi analiz dönüşüm metodu kul-
lanılmıştır. Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde Abel integral denklemleri ile ilgili
kısa bir litaratür özeti verilmiştir. İkinci bölümde kullanacağımız temel tanımlardan bahsedilmiştir.
Üçüncü bölümde bu denklemleri çözmek için kullanacağımız metotlar tanıtılmıştır. Dördüncü bö-
lümde ise zayıf singüler Volterra integral denklemleri; Laplace dönüşüm, Adomian ayrıştırma, ardı-
şık yaklaşımlar ve Homotopi analiz dönüşüm metodu ile çözülmüştür. Ayrıca Abel integral denklem-
leri de Homotopi analiz dönüşüm ve Laplace dönüşüm metodu ile çözülmüştür. Son olarak beşinci
bölümde bu problemlerle ilgili gelecekteki çalışmalar için önerilerde bulunulmuştur.
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ABSTRACT

In this study, Abel integral equations, generalised Abel integral equations and second kind weak
Volterra integral equations are considered. In addition, Laplace transform method, Adomian decom-
position, method of successive approximations and Homotopy analysis transform method are used to
solve these equations. This thesis consists of five chapters. In the first chapter, a brief summary of the
literature on Abel integral equations is given. In the second chapter, the basic definitions we will use
are mentioned. In the third chapter, the methods we will use to solve these equations are introduced.
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Adomian decomposition, successive approximations and Homotopy analysis transform method. In
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form method. Finally, in the fifth chapter, suggestions for future work on these problems are given.
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likte olmaktan hep mutluluk duydum. Engin bilgilerinden faydalanarak araştırmayı, üretmeyi
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ŞEKİLLER DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda su-
nulmuştur.

Simgeler Açıklama

Γ Gama

K(x, t) Çekirdek fonksiyonu

λ Lamda

L Laplace dönüşümü

h1 ∗h2 Konvolüsyon çarpımı

α Alfa

h Yardımcı parametre

H(x) Yardımcı fonksiyon

L Lineer operatörü

q Gömme parametresi

N Lineer olmayan operatör

Kısaltmalar Açıklama

HADM Homotopi analiz dönüşüm metodu
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1. GİRİŞ

Adını Norveçli matematikçi Niels Henrik Abel’den alan Abel integral denklemleri, integ-
ral denklemler teorisinin önemli bir dalını oluşturur. Bu denklemler matematiğin, fiziğin ve
mühendisliğin çeşitli alanlarında ortaya çıkar ve çok çeşitli problemlerin modellenmesi ve
çözülmesi için güçlü araçlar sağlar. Örneğin mikroskopi, sismoloji, radyo astronomi, elekt-
ron emisyonu, atomik saçılma, radar menzili, plazma teşhisi, X-ışını radyografisi ve optiklif
değerlendirmesi gibi bilimsel alanlar bunlardan birkaçıdır. 1823’de Abel, ”tautochrone prob-
lemini” genelleştirirken

f (x) =
∫ x

0

1
(x− t)α

w(t)d(t), 0 < x < 1 (1)

denklemini türetmiştir (Wazwaz, 2011) . Bu denklem, birinci türden lineer Volterra integral
denkleminin özel bir durumudur. Abel’in integral denklemleri, diferansiyel denklemler, po-
tansiyel teorisi, sinyal işleme, görüntü işleme yarı iletkenler, saçılma teorisi, ısı iletimi, sıvı
akışı, kimyasal reaksiyonlar, popülasyon dinamiği ve kuantum mekaniği gibi çeşitli alanlarda
uygulama alanı bulmaktadır (Gorenflo and Vessella, 1991a. Çok yönlülükleri, niceliklerin
yalnızca mevcut değerlerine değil aynı zamanda geçmiş davranışlarına da bağlı olduğu olay-
ları modelleme yeteneklerinde yatmaktadır, bu da onları dinamik sistemleri ve hafıza etkileri
olan olayları incelemede paha biçilmez kılmaktadır. Abel integral denklemlerinin çözümü
tipik olarak integral dönüşümleri, iterasyon yöntemleri, spektral yöntemler ve sayısal yak-
laşım teknikleri gibi teknikleri içerir. Analitik çözümlerin elde edilmesi genellikle zordur,
bu da araştırmacıları bu denklemleri etkili bir şekilde ele almak için sayısal ve hesaplamalı
yaklaşımları keşfetmeye yönlendirir. Liao çeşitli boyutlardaki farklı problemlerin çözümü
için homotopi analiz yöntemini kullanmıştır ( Liao, 2003, 2004, 2009; Liao and Tan, 2007).
Bu yöntemde üretilen çözüm sonsuz seri formundadır ve bu form tam çözüme yakınsar son
yıllarda birçok yazar Laplace dönüşümü yöntemi ile birleştirilmiş homotopi analiz yönte-
mini kullanarak lineer ve lineer olmayan- diferansiyel integral denklemlerin çözümlerini in-
celemiştir (Khan, Gondal, Hussain and Vanani, 2012; Kumar, Singh, Kumar and Kapoor,
2013). Bu çalışmada homotopi analiz dönüşüm metodu (HADM) kullanılarak genelleştiril-
mesi Abel birinci tür integral denklemleri çözülmüştür. İntegral denklemlerini çözmek için
birçok farklı yöntem vardır ve bunlardan sadece bazıları tekil integral denklemleri için etkili-
dir (Atkinson, 1997; Rahman, 2007; Agarwal, 2003; Estrada and Kanwal, 2000a). Özellikle
tekillik özelliğine sahip Abel integral denklemi zor ve ağır hesaplamalara neden olur (Ca-
pobianco and Conte, 2006; Gorenflo and Vessella, 1991b; Pandey, Singh and Vineet, 2009;
Yousefi, 2006; Singh, Pandey and Singh, 2010).
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Bu tezde, Abel integral denklemlerinin temel kavramlarını inceleyecek, çeşitli çözüm tek-
niklerini tartışacak ve bu denklemlerin farklı alanlarda ki uygulamalarını ele alacağız. Abel
integral denklemlerini anlamak ve onlara hakim olmak, karmaşık sistemler hakkında bilgi
edinmemize ve mühendislikteki zorlu problemleri çözmemize katkı sağlar. Ayrıca bu çalış-
mada, tekil birinci tür Abel integral denklemi, genelleştirilmiş Abel integral denklemi ve
zayıf singüler Volterra integral denklemlerini çözmek için Laplace dönüşümü, Adomian ay-
rıştırma, Ardışık yaklaşımlar ve Homotopi analiz dönüşüm metodu kullanılmıştır.
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2. GENEL BİLGİLER

Bu kısımda, ilerleyen bölümlerde kullanılacak olan başlıca tanımların, teoremlerin ve yar-
dımcı teoremlerin ifadelerine yer verilmiştir.

2.1. İntegral Denklem

w(x) bilinmeyen fonksiyonun hem integral işareti altında hem de dışında görüldüğü denk-
lemlerdir. Bu denklemlerin en genel formu, k(x) ve l(x) integral sınırları, γ bir sabit, K(x, t),
çekirdek fonksiyonu olmak üzere

w(x) = f (x)+ γ

∫ l(x)

k(x)
K(x, t)w(t)dt (2)

şeklinde gösterilir.

2.2. İntegral Denklemlerinin Sınıflandırılması

Bu kısımda Fredholm integral denklemini, Volterra İntegral denklemini ve Tekil(singüler)
integral denklemlerini tanıtacağız.

2.2.1. Fredholm integral denklemleri

Bu tür denklemler için integral sınırları sabittir. Ayrıca bilinmeyen w(x) fonksiyonu sadece
integral denklemin içinde görülebilir.

f (x) =
∫ b

a
K(x, t)w(t)dt (3)

eşitliğine birinci türden Fredholm integral denklemi denir. Ancak, ikinci tür Fredholm integ-
ral denklemleri için, w(x) bilinmeyen fonksiyonu integral işaretinin içinde ve dışında görülür.
İkinci tür Fredholm integral denklemleri

w(x) = f (x)+ γ

∫ b

a
K(x, t)w(t)dt (4)

şeklinde temsil edilmektedir.

2.2.2. Volterra integral denklemleri

Bu tür denklemlerde, integral sınırlarından en az biri değişken olup birinci tür volterra in-
tegral denklemleri için w(x) bilinmeyen fonksiyonu yalnızca integral işareti içinde görülür .
Yani

f (x) =
∫ x

0
K(x, t)w(t)dt (5)
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formundadır. Bununla birlikte, ikinci tür Volterra integral denklemlerinde, w(x) bilinmeyeni
integralin hem içinde hem de dışında görülür. Yani

w(x) = f (x)+ γ

∫ x

0
K(x, t)w(t)dt (6)

şeklinde ifade edilir.

2.2.3. Tekil (singüler) integral denklemleri

Eğer k(x)ve l(x) integral limtlerinden bir tanesi ya da her ikisi birden sonsuz oluyorsa

f (x) = γ

∫ l(x)

k(x)
K(x, t)w(t)dt (7)

denklemine birinci tür tekil Volterra integral denklemleri ve

w(x) = f (x)+ γ

∫ l(x)

k(x)
K(x, t)w(t)dt (8)

denklemine de ikinci tür tekil(singüler) Voltera integral denklemi denir. Ayrıca K(x, t) çekir-
dek fonksiyonu integral aralığındaki bir ya da daha çok noktada sınırsız oluyorsa (7) ve (8)
denklemlerine tekildir denir.

2.3. Abel İntegral Denkleminin Elde Edilmesi

Burada Abel integral denkleminin elde edilişi verilmiştir. Abel, düşey düzlemde yer çekimi
etkisi altında düzgün bir eğri boyunca giden bir cismin hareketini incelemiştir. Cismin P

noktasından başladığı ve x düşey yükselmesiyle bir eğri boyunca en düşük nokta olan O

noktasına doğru hareket ettiği kabul edilir. O noktasındaki düşey uzaklık x = 0 ’dır. Cismin
P’den O’ya hareket süresi T olsun. T , x yüksekliğine bağlı olduğundan,

T = h(x) (9)

şeklinde yazılabilir. Kabul edelim ki P’den O’ya olan yörünge eğrisinin yer uzunluğu s olsun.
O hâlde

ds
dT

= v (10)
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Başlangıçtaki Enerji = Q ’daki kinetik + potansiyel enerji (P noktasındaki enerji)

mgx =
1
2

mv2 +mgt (Burada t, Q ’nun yüksekliği)

1
2

v2 = gx−gt

v2 = 2g(x− t)

v =−
√

2g(x− t) (Aşağıya doğru bir hızlanma olduğundan)
ds
dT

=−
√

2g(x− t)

dT =− ds√
2g(x− t)

T =−
∫ O

P

ds√
2g(x− t)

T =
∫ P

O

ds√
2g(x− t)

(11)

T = h(x) ve f (x) =
√

2gh(x) olsun. Ayrıca ds = w(t)dt de yazılabilir. T =
∫ P

O

ds√
2g(x− t)

integralinin her tarafını
√

2g ile çarparsak:

√
2gT =

√
2g
∫ P

O

ds√
2g
√

x− t
(12)

f (x) =
∫ x

O

1√
x− t

w(t)dt (13)

şeklinde Abel denklemi elde edilir.
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2.3.1. Abel integral denklemleri

f (x) =
∫ x

O

1√
x− t

w(t)dt (14)

denklemine Abel integral denklemi denir. Abel integral denklemi birinci tür Volterra denk-
lemi olarak da bilinmektedir.
Bu denklemin çekirdeği K(x, t) = 1√

x−t dir. t → x iken K(x, t)→ ∞ olduğundan singülerlik
ortaya çıkmaktadır.

2.3.2. Genelleştirilmiş Abel integral denklemleri

f (x) =
∫ x

0

1
(x− t)α

w(t)d(t), 0 < x < 1 (15)

denklemine Genelleştirilmiş Abel integral denklemi denir. α = 1
2 olması durumunda Abel

integral denklemi elde edilir.

2.4. Laplace Dönüşümü için Konvolüsyon Teoremi

Bu teorem, integral denklemlerin çözümünde kullanılacak önemli bir teoremdir.

w(x) = f (x)+ γ

∫ l(x)

k(x)
K(x, t)w(t)dt (16)

eşitliğinin çekirdeği olan K(x, t) sadece x−t ’ye bağlı ise fark çekirdeği şeklinde adlandırılır.
Bu tür çekirdeklere örnek olarak ex−t , sin(x− t) ve cosh(x− t) fonksiyonları bunlara örnek
olarak verilebilir. (16) nolu integral denklemi aşağıdaki şekilde ifade edilebilir:

w(x) = f (x)+ γ

∫ l(x)

k(x)
K(x− t)w(t)dt (17)

Laplace dönüşümünün varlığı için gerekli koşullara sahip olan iki h1(x) ve h2(x) fonksiyo-
nunu ele alalım. h1(x) ve h2(x) fonksiyonları için Laplace dönüşümleri şu şekilde verilsin:

L{h1(x)}= H1(s),

L{h2(x)}= H2(s). (18)

Bu iki fonksiyonun Laplace konvolüsyon çarpımı şu şekilde tanımlanır:

(h1 ∗h2)(x) =
∫ x

0
h1(x− t)h2(t)dt (19)
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ya da

(h2 ∗h1)(x) =
∫ x

0
h2(x− t)h1(t)dt (20)

Konvolüsyon çarpımının Laplace dönüşümü

L{(h1 ∗h2)(x)}= L
{∫ x

0
h1(x− t)h2(t)dt

}
= H1(s)H2(s) (21)

şeklindedir

2.5. Zayıf Singüler Volterra İntegral Denklemi

w(x) = f (x)+
∫ x

0

β√
x− t

w(t)d(t), x ∈ [0,T ] (22)

denklemine Zayıf Singüler Volterra İntegral denklemi denir.

2.6. Genelleştirilmiş Zayıf Singüler Volterra İntegral Denklemi

w(x) = f (x)+
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
w(t)d(t), 0 < x < 1 x ∈ [0,T ] (23)

denklemine Genelleştirilmiş Zayıf Singüler Volterra İntegral denklemi denir.

2.7. Leibniz Kuralı

Leibniz kuralı, değişken limitlere sahip bir integralin türevini alırken kullanılır. Eğer u(x) ve
v(x) birer sürekli fonksiyon ve f (t,x) iki değişkenli sürekli türevlenebilir bir fonksiyon ise,
Leibniz kuralı şu şekilde ifade edilebilir:

d
dx

(∫ v(x)

u(x)
f (t,x)dt

)
= f (v(x),x) · v′(x)− f (u(x),x) ·u′(x)+

∫ v(x)

u(x)

∂

∂x
f (t,x)dt (24)
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde Abel ve genelleştirilmiş Abel denklemlerini çözmek için kullandığımız bazı me-
totlar verilmiştir. Bu metotlar Laplace dönüşüm, Adomian, Ardışık yaklaşımlar ve Homotopi
analiz dönüşüm metodudur.

3.1. Laplace Dönüşüm Metodu

f (x) =
∫ x

O

1√
x− t

w(t)dt (25)

Abel integral denkleminin her iki tarafına Laplace dönüşümünü uygulayalım.

L{ f (x)}= L{w(x)}L{x−(1/2)}

(K(x− t) =
1√
x− t

olduğundan K(x) =
1√
x

olur. )

F(s) = w(s)
Γ(1/2)
s(1/2)

= w(s)
√

π

s(1/2)

w(s) =
s(1/2)
√

π
F(s) dir.

(26)

Burada Γ , γ fonksiyonu ve Γ (1/2) =
√

π dir. Son denklemden w(s) ifadesini çekersek;

w(s) =
s
π
(
√

πs−(1/2)F(s) ) (27)

elde edilir. Eğer y(x) =
∫ x

0 (x− t)−(1/2) f (t)dt dersek

L{y(x)}= L{x−(1/2)}L{ f (t)}=
√

πs−(1/2)F(s) (28)

olur. O hâlde (27) denklemini yeniden düzenlersek

L{w(x)}= s
π

L{y(x)} (29)

bulunur. Ayrıca L{y′(x)}= sL{y(x)}− y(0) olduğu yukarıda kullanılırsa

L{w(x)}= 1
π

L{y′(x)} (30)

bulunur. Her iki tarafa ters Laplace dönüşümünü uygularsak

w(x) =
1
π

d
dx

∫ x

0

f (t)√
x− t

dt (31)
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elde edilir.Abel problemi, (31) formülü kullanılarak çözülebilir. Burada verilen f (x) fonksi-
yonu (31) denkleminde yeniden yerine yazılır. Şimdi,

f (x) =
∫ x

0

1
(x− t)α

w(t)d(t), 0 < x < 1 (32)

Genelleştirilmiş Abel İntegral denklemine Laplace dönüşümünü uygulayalım.

L{ f (x)}= L{w(x)}L{x−α}

= L{w(x)}Γ(1−α)

s1−α

L{w(x)}= s
Γ(α)Γ(1−α)

Γ(α)s−αL{ f (x)}

L{w(x)}= s
Γ(α)Γ(1−α)

L
{∫ x

0
(x− t)α−1 f (t)dt

}
(33)

Burada

g(x) =
∫ x

0
(x− t)α−1 f (t)dt (34)

dersek

L{w(x)}= s
Γ(α)Γ(1−α)

L{g(x)} (35)

elde edilir.

Γ(α)Γ(1−α) =
π

sin(απ)
özelliğini ve L{g′(x)}= sL{g(x)} (36)

ifadesini kullanırsak
L{w(x)}= sin(απ)

π
L{g′(x)} (37)

elde edilir. Her iki tarafın ters Laplace dönüşümünü alırsak

w(x) =
sin(απ)

π

d
dx

∫ x

0

f (t)
(x− t)(1−α)

dt, 0 < α < 1 (38)

bulunur. Böylece (38)’ den uygun pek çok formül türetebiliriz. Bu formülü belirlemek için
(38)’in sağ tarafındaki integrali hesaplayalım.

∫ x

0

f (t)
(x− t)(1−α)

dt =− 1
α
[ f (t)(x− t)α ]

∣∣∣∣x
0
+

1
α

∫ x

0
(x− t)α f ′(t)dt (39)∫ x

0

f (t)
(x− t)(α−1)

dt =
1
α

f (0)xα +
1
α

∫ x

0
(x− t)α f ′(t)dt (40)
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(40) denkleminin her iki tarafının türevini alırsak

d
dx

∫ x

0

f (t)
(x− t)1−α

dt =
f (0)
x1−α

+
∫ x

0

f ′(t)
(x− t)1−α

dt (41)

elde edilir. (41) denklemini (38) de yerine yazarsak

w(x) =
sin(απ)

π

(
f (0)
x1−α

+
∫ x

0

f ′(t)
x− t

1−α

dt

)
, 0 < α < 1 (42)

bulunur. Dolayısıyla (42) eşitliği genelleştirilmiş Abel integral denkleminin çözümünü belir-
lemede kullanılacaktır.

w(x) = f (x)+
∫ x

0

1
(x− t)α

w(t)d(t), 0 < x < 1 (43)

(43) denklemine Laplace dönüşüm metodunu uygularsak

L(w(x)) = L( f (x))+L(x−α)L(w(x)) (44)

W (s) = F(s)+
Γ(1−α)

s1−α
W (s) (45)

W (s) =
s1−αF(s)

s1−α −Γ(1−α)
(46)

(46) denkleminin ters Laplace dönüşümü alınırsa

w(x) = L−1(
s1−αF(s)

s1−α −Γ(1−α)
) (47)

elde edilir.

Örnek: π =
∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt Abel integral denkleminin çözümünü bulunuz.

Çözüm: f (x) = π’yi (31) denkleminde yerine yazarsak

w(x) =
1
π

d
dx

∫ x

0

π√
x− t

dt =
d
dx

∫ x

0

1√
x− t

dt(
y = x− t yazılırsa dy =−dt t = 0 için y = x, t = x için y = 0

)
w(x) =

d
dx

∫ 0

x

1
√

y
(−dy) =

d
dx

∫ x

0

dy
√

y
=

d
dx

(2
√

x)

w(x) =
1√
x

bulunur.
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Örnek: πx =
∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt Abel probleminin çözümünü bulunuz.

Çözüm : f (x) = πx f (0) = 0 ve f ′(x) = π dir. α = 1
2 sin(απ) = sin π

2 = 1 dir. O hâlde (42)
eşitliğini kullanırsak

w(x) =
1
π

∫ x

0

π√
x− t

dt = 2
√

x

elde edilir.

3.2. Adomian Ayrıştırma Metodu

Bu kısımda;

w(x) = f (x)+
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
w(t)dt, 0 < α < 1, x ∈ [0,T ] (48)

genelleştirilmiş zayıf tekil Volterra integral denklemini ele alacağız. Çünkü

w(x) = f (x)+
∫ x

0

β√
x− t

w(t)dt, x ∈ [0,T ] (49)

denklemi (48) denkleminde h(x) = x ve α = 1/2 alınmasıyla genel denklemin özel hâline
indirgenir. (48) denkleminin w(x) çözümünü belirlemek için

w(x) =
∞

∑
n=0

wn(x) (50)

ayrıştırma serisi yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa

w(x) = f (x)+
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
(

∞

∑
n=0

wn(t))dt, 0 < α < 1 (51)

elde edilir. w0(x),w1(x),w2(x).... bileşenleri aşağıdaki tekrarlama bağıntısı kullanılarak bu-
lunabilir.

w0(x) = f (x)

w1(x) =
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
w0(t)dt

w2(x) =
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
w1(t)dt

w3(x) =
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
w2(t)dt

...

(52)

w0(x),w1(x), ... bileşenlerin belirledikten sonra, (32)’nin w(x) çözümü, türetilen bileşenlerin
(40) ’da yerine yazılmasıyla hızlı yakınsayan bir kuvvet serisi formunda belirlenecektir. Eğer
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çözüm varsa seri çözüme yakınsar. Sayısal sonuçlar için de yeterli sayıda terim kullanılması
gerekmektedir. Adomian ayrıştırma metodunun bu tür integral denklemleri için de etkili bir
metot olduğu kanıtlanmıştır.

3.3. Modifiye Ayrıştırma Metodu

Bu metotta f(x) fonksiyonu f1(x) ve f2(x) şeklinde iki parçaya ayrılır. Yani

f (x) = f1(x)+ f2(x) (53)

şeklindedir. Bu ifadeyi ve (48) denkleminin (50) çözümünü yerine yazarsak

∞

∑
n=0

wn(x) = ( f1(x)+ f2(x))+
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α

(
∞

∑
n=0

wn(t)

)
dt, 0 < x < 1 (54)

elde edilir. Burada ilk kısım olan f1(x) sıfırıncı bileşen w0(x) ve ikinci kısım olan f2(x) de
birinci bileşen w1(x)’e atanır. f(x)’in bu ayrışımına dayanarak aşağıdaki tekrarlama bağıntı-
sını elde ederiz.

w0(x) = f1(x),

w1(x) = f2(x)+
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
w0(t)dt

w2(x) =
∫ x

0

β

[h(x)−h(t)]α
w1(t)dt

...

(55)

3.4. Gürültü Terimi

w(x)’in çeşitli bileşenleri arasında ortaya çıkabilecek gürültü terimleri, zıt işaretli özdeş te-
rimler olarak tanımlanır. Bu gürültü terimlerinin w0(x) ve w1(x) bileşenleri arasında yok
edilmesi ile tam çözüm elde edilebilir. Eğer w(x)’in bileşenleri arasında gürültü terimi görü-
lürse çözümün yakınsaklığı hızlanır ve hesaplama hacmi de düşer.

Örnek:

w(x) = 1−2x− 32
21

x
7
4 +

4
3

x
3
4 −

∫ x

0

1

(x− t)
1
4

w(t)dt (56)

Zayıf singüler Volterra integral denkleminin gürültü terimlerini bularak çözünüz.
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Çözüm:
f (x) = w0(x) (57)

olduğundan

w0(x) = 1−2x− 32
21

x
7
4 +

4
3

x
3
4

w1(x) =−
∫ x

0

1−2t − 32
21t

7
4 + 4

3t
3
4

(x− t)
1
4

dt

=
32
21

x
7
4 − 4

3
x

3
4 +

128
63

x
5
2 − 16

9
x

3
2

(58)

Buradan da w0(x) ve w1(x) bileşenleri arasında zıt işaretli terimler yani denklemin gürültü
terimleri, ∓32

21x
7
4 ve ±4

3x
3
4 olarak belirlenir. Gürültü terimlerini dışarıda bıraktığımızda da

tam çözüm

w(x) = 1−2x (59)

bulunur.

3.5. Ardışık Yaklaşımlar Metodu

Ardışık yaklaşımlar metodu veya Picard iterasyon metodu, integral denklemini veya başlan-
gıç değer problemini çözmek için kullanılan yaklaşımlardır. Bu metot sıfırıncı yaklaşım adı
verilen bir başlangıç tahmini ile başlayarak çözüme Ardışık yaklaşımlar bularak herhangi bir
problemi çözer. Sıfırıncı yaklaşım, diğer yaklaşımları belirlemek için tekrarlı bir bağıntıda
kullanılacak olan herhangi bir şekilde seçilmiş reel değerli fonksiyonlardır.
Buradan,

w(x) = f (x)+
∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt (60)

İkinci tür zayıf singüler (tekil) Volterra integral denklemini ele alalım. Ardışık yaklaşımlar
metodu,

wn+1(x) = f (x)+
∫ x

0

1√
x− t

wn(t)dt, n ≥ 0 (61)

şeklinde bir tekrarlama bağıntısı verir. Burada sıfırıncı yaklaşım, olan w0(x) herhangi bir
şekilde seçilmiş reel değerli fonksiyon olabilir. Daima w0(x) başlangıç tahmini ile başlarız
ve w0(x) için genellikle 0,1 veya x alırız. (44) eşitliğinin kullanılmasıyla n ≥ 0 olmak üzere
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wn Ardışık yaklaşımları aşağıdaki gibi belirlenebilir.

w1(x) = f (x)+
∫ x

0

1√
x− t

w0(t)dt

w2(x) = f (x)+
∫ x

0

1√
x− t

w1(t)dt

w3(x) = f (x)+
∫ x

0

1√
x− t

w2(t)dt

...

(62)

Böylelikle w(x) çözümü
w(x) = lim

n→∞
wn+1(x),n ≥ 0 (63)

şeklinde verilir.

Örnek: Aşağıdaki zayıf tekil Volterra integral denklemini Ardışık yaklaşımlar yöntemini kul-
lanarak çözelim.

w(x) =
√

x+
π

2
x−

∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt (64)

Çözüm: Sıfırıncı yaklaşım w0(x) için,

w0(x) = 0 (65)

seçebiliriz. Şimdi aşağıdaki tekrarlama bağıntısını kullanalım.

wn+1(x) =
√

x+
π

2
x−

∫ x

0

1√
x− t

wn(t)dt, n ≥ 0 (66)

O hâlde,

w1(x) =
√

x+
π

2
x

w2(x) = (
√

x+
π

2
x)− (

π

2
x+

2
3
(x)

3
2 )

...

wn+1(x) = (
√

x+
π

2
x)− (

π

2
x+

2
3
(x)

3
2 )+(

2
3
(x)

3
2 +

π2

4
(x)2)

(67)

elde edilir. Dolayısı ile w(x) çözümü

w(x) = lim
n→∞

wn+1(x) =
√

x (68)
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şeklinde bulunur.

3.6. Homotopi Analiz Dönüşüm Metodu

f (x) =
∫ x

a

1
(x− t)α

w(t)d(t), 0 < x < 1 (69)

birinci tür genelleştirilmiş Abel integral denklemini çözmek için (69)’un her iki tarafına Lap-
lace dönüşümü uygulanırsa

L{ f (x)}−L
{∫ x

a

y(t)
(x− t)α

dt
}
= 0 (70)

eiştliği elde edilir. Şimdi lineer olmayan

N[Φ(x,q)] =−L{ f (x)}+L
{∫ x

a

Φ(x,q)
(x− t)α

dt
}

(71)

operatörünü tanımlayalım. Burada, q ∈ [0,1] gömme parametresi ve Φ(x,q) da x ve q nun
reel fonksiyonudur. Böylelikle aşağıdaki homotopi kullanabilir.

(1−q)L [Φ(x,q)− y0(x)]−qhH(x)N[Φ(x,q)] = Ĥ[Φ(x,q);y0(x),H(x),h,q] (72)

Burada y0(x), y(x) tam çözümüne başlangıç yaklaşımıdır. h ̸= 0, yardımcı parametre,
H(x) ̸= 0 yardımcı bir fonksiyon ve L de yardımcı lineer operatördür. (72) denklemimin sağ
tarafını sıfıra eşitlersek sıfırıncı mertebeden deformasyon denklemini elde edebiliriz.Yani,

(1−q)L [Φ(x,q)− y0(x)] = qhH(x)N[Φ(x,q)] (73)

bulunur. Açıkça, q = 0 ve q = 1 olduğunda sırasıyla

Φ(x,0) = y0(x) ve Φ(x,1) = y(x) (74)

ifadeleri geçerlidir. Böylece q gömme parametrisi 0 dan 1’e arttıkça Φ(x,q) da başlangıç
yaklaşımı y0(x)’den tam çözüm y(x)’e sürekli olarak değişir. Homotopide bu tür bir değişime
deformasyon denir. q’ya göre Φ(x,q) ’yu Taylor serisine açarsak

Φ(x,q) = y0(x)+
∞

∑
m=1

ym(x)qm (75)

bulunur. Burada,

ym(x) =
1

m!
.
∂ mΦ(x,q)

∂qm

∣∣∣∣∣
q=0

(76)
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şeklindedir. Eğer yardımcı lineer operatör, başlangıç yaklaşımı h parametresi ve yardımcı
fonksiyon uygun şekilde seçilirse (75) serisi q = 1 de yakınsaktır. Dolayısıyla,

y(x) = y0(x)+
∞

∑
m=1

ym(x) (77)

elde edilir. Kısa olması adına,

−→y n(x) =
{

y0(x),y1(x),y2(x), ...,yn(x)
}

(78)

vektörünü tanımlayalım.
Şimdi (73) nolu sıfırıncı mertebeden deformasyon denkleminin q’ya göre m kez türevleri
alınır, m!’e bölüp ve son olarak q = 0 alınırsa, m-inci mertebeden aşağıdaki deformasyon
denklemi elde edilir.

L [ym −χmym−1(x)] = hH(x)Rm(−→y m−1(x)) (79)

Burada

Rm(ym−1(x)) =
1

(m−1)!
∂ m−1N[Φ(x,q)]

∂qm−1

∣∣∣∣
q=0

(80)

ve

χm =

0, m ≤ 1

1, m > 1
(81)

şeklindedir. Bu şekilde devam edilerek m-inci mertebeden ym(x)’i elde etmek kolaydır. Do-
layısıyla,

y(x) =
n

∑
m=0

ym(x) (82)

olur. n → ∞ iken ∫ x

a

y(t)
(x− t)α

dt = f (x) (83)

denkleminin doğru bir yaklaşımını elde ederiz. HADM’de y0(x) başlangıç yaklaşımını, L

yardımcı lineer operatörünü, sıfır olmayan yardımcı h parametresini ve H(x) yardımcı fonk-
siyonunu özgür bir şekilde seçilebilir.
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3.7. Yakınsaklık Analizi

3.1 Teorem

y(x) = y0(x)+
∞

∑
m=1

ym(x) (84)

seri çözümü yakınsak olduğu sürece (69) denkleminin tam çözümü olmalıdır.

İspat: Eğer (84) serisi yakınsak ise şunu yazabiliriz:

S(x) =
∞

∑
m=0

ym(x) (85)

ve

lim
m→∞

ym(x) = 0 (86)

olur. O hâlde bu ifadeyi doğrulayalım:

n

∑
m=1

[ym(x)−χmym−1(x)] = y1 +(y2 − y1)+ ...+(yn − yn−1) = yn(x) (87)

(87) denklemine göre;

∞

∑
m=1

L [ym(x)−χmym−1(x)] = lim
n→∞

yn(x) = 0 (88)

elde edilir. Ayrıca (88) denklemi ve L lineer operatörünün tanımı kullanılarak aşağıdaki
denklem elde edilir.

∞

∑
m=1

L [ym(x)−χmym−1(x)] = L

[
∞

∑
m=1

(ym(x)−χmym−1(x))
]
= 0 (89)

O hâlde

L [
∞

∑
m=1

(ym(x)−χmym−1(x))] = hH(x)
∞

∑
m=1

Rm(−→y m−1(x)) = 0 (90)

eşitliği elde edilir. h ̸= 0 ve H(x) ̸= 0 olduğundan

∞

∑
m=1

Rm(−→y m−1(x)) = 0 (91)
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olmalıdır. Rm(−→y m−1(x)) ifadesini yukarıdaki açılımda yerine koyup düzenlediğimizde

∞

∑
m=1

Rm(−→y m−1(x))

=
∞

∑
m=1

[
(1−χm) f (x)−

∫ x

a

ym−1(t)
(x− t)α

dt
]

= f (x)−
∫ x

a

1
(x− t)α

[ ∞

∑
m=1

ym−1(t)
]
dt

= f (x)−
∫ x

a

1
(x− t)α

[ ∞

∑
m=0

ym(t)
]
dt

= f (x)−
∫ x

a

1
(x− t)α

S(t)dt

(92)

ifadesi elde edilir. Böylece (91) ve (92) ifadelerinden aşağıdaki denklem elde edilir.

f (x) =
∫ x

a

1
(x− t)α

S(t)dt (93)

O hâlde S(x), (69) denkleminin tam çözümü olmalıdır.

Bu metodun geçerliliğini doğrulamak için birkaç örnek verelim. Bu örnekler (Wazwaz, 2011;
Yousefi, 2006; Avazzadeh, Shafiee and Loghmani, 2011)’den seçilmiştir. Ayrıca, h’nin farklı
değerleri için kesin ve yaklaşık çözümler arasındaki karşılaştırma grafikleri çizilmiş olup
mutlak hata fonksiyonu ve h-eğrisi grafikleri çizilmiştir. Sayısal sonuçlar tablo hâlinde veril-
miştir.
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4. BULGULAR

Bu bölümde Laplace dönüşüm, Adomian ayrıştırma, Ardışık yaklaşımlar ve Homotopi ana-
liz dönüşüm metodu, ikinci tür zayıf singüler Volterra integral denklemi ve Abel integral
denklemine uygulayacağız.

Örnek:

w(x) = x− 4
3

x(
3
2 )+

∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt (94)

ikinci tür zayıf singüler Volterra integral denklemini Laplace dönüşüm, Adomian ayrıştırma,
Ardışık yaklaşımlar ve Homotopi analiz dönüşüm metodu ile çözelim.

Çözüm : İlk olarak Laplace dönüşüm metodu ile çözelim. Burada
f (x) = x− 4

3x
3
2 ve α = 1

2 ’dir. Bu denklemin her iki tarafını Laplace dönüşümünü alırsak

w(s) =

(s
1
2
( 1

s2 −
√

π

s
5
2

)
s

1
2 −

√
π

)
(95)

bulunur. Burada

F(s) =
1
s2 −

4
3

Γ(5
2)

s
5
2

=
1
s2 −

√
π

s
5
2

ve Γ(5
2) =

3
4Γ(1

2) =
3
4
√

π’dir.

Her iki tarafın ters Laplace dönüşümünü alırsak

w(x) = L−1

(s
1
2
( 1

s2 −
√

π

s
5
2

)
s

1
2 −

√
π

)
= L−1

(
1
s2

)
= x (96)

elde edilir.

Örnek:

w(x) = x− 4
3

x(
3
2 )+

∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt (97)

denklemini Adomian ayrıştırma metodu ile çözelim.
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Çözüm:

w0(x) = x− 4
3

x(
3
2 )

w1(x) =
∫ x

0

1√
x− t

w0(t)dt

=
∫ x

0

1√
x− t

(
t − 4

3
t(

3
2 )
)

dt

(
t = xsin2

θ dönüşümü yapılırsa dt = 2xsinθ .cosθdθ , t = 0→ θ = 0, t = x→ θ = π

2 olur.

)

w1(x) =
∫ π

2

0

(xsin2
θ − 4

3x
3
2 sin3

θ)√
x− xsin2

θ

(2xsinθ cosθ)dθ

w1(x) =
∫ π

2

0

2x2 sin3
θ cosθ − 8

3x
5
2 sin4

θ cosθ
√

xcosθ
dθ (98)

w1(x) = 2x
3
2

∫ π

2

0
sin3

θdθ − 8
3

x2
∫ π

2

0
sin4

θdθ

w1(x) = 2x
3
2

2
3
− 8

3
x2 3π

16

w1(x) =
4
3

x
3
2 − π

2
x2

Dolayısıyla gürültü terimi 4
3x

3
2 olduğundan w(x) = x şeklinde bulunur.

Örnek:

w(x) = x− 4
3

x
3
2 −

∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt (99)

zayıf singüler integral denklemini Ardışık yaklaşımlar yöntemini kullanarak çözelim.

Çözüm: Sıfırıncı yaklaşım w0(x) için

w0(x) = 0 (100)

seçebiliriz.
(99) denklemini çözmek için aşağıdaki tekrarlama bağıntısını kullanabiliriz.

wn+1(x) = x− 4
3

x
3
2 −

∫ x

0

1√
x− t

wn(t)dt, n ≥ 0 (101)
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O hâlde

w1(x) = x− 4
3

x
3
2

w2(x) = (x− 4
3

x
3
2 )+(

4
3

x
3
2 − π

2
x2)

...

wn+1(x) = (x− 4
3

x
3
2 )+(

4
3

x
3
2 − π

2
x2)+(

π

2
x2 − 8π

15
x

5
2 )+ ...

(102)

ifadeleri elde edilir. Dolayısıyla

w(x) = lim
n→∞

wn+1(x) = x (103)

bulunur.

Örnek:

w(x) = x− 4
3

x(
3
2 )+

∫ x

0

1√
x− t

w(t)dt (104)

denklemini ele alalım ve son olarak Homotopi analiz dönüşüm metodu ile çözelim.

Çözüm: Bu denklemin her iki tarafına Laplace dönüşümünü uygularsak

L[w(x)] = L[x− 4
3

x
3
2 ]+

Γ(1
2)√
s

L[w(x)] (105)

olur. Şimdi lineer olmayan operatörü tanımlayalım.

N[φ(x,q)] = L[φ(x,q)]−
Γ(1

2)√
s

L[φ(x,q)]−L[x2 − 4
3

x
3
2 ] (106)

(69)’i kullanarak m - inci dereceden deformasyon denklemi aşağıdaki şekilde elde edilir.

L [wm(x)−χmwm−1(x)] = hRm(−→w m−1(x)) (107)

Buradan

Rm(−→w m−1(x))L [wm−1(x)]−
Γ(1

2)√
s

L [wm−1(x)]−L[x− 4
3

x
3
2 ] (108)

elde edilir. Böylece (108) denkleminin ters Laplace dönüşümü alınırsa

wm = (χm +h)wm−1(x)−h(1−χm)(x−
4
3

x
3
2 )−hL−1

[
Γ(1

2)√
s

Wm−1(x)]

]
(109)
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elde edilir. w0(x) = x− 4
3x

3
2 başlangıç yaklaşımını ve tekrarlama bağıntısını (109)’i kullanır-

sak aşağıdaki ifadeleri elde ederiz.
w0(x) = x− 4

3x
3
2 ,

w1(x) =−hL−1
[

Γ( 1
2 )√
s L[w0(x)]

]
,

wm(x) = (1+h)wm−1(x)−hL−1
[

Γ( 1
2 )√
s L[wm−1(x)]

]
,m ≥ 2

(110)

Bu yöntem de y(x) =
∞

∑
m=0

wm(x) serisinin ilk m+1 terimin toplanmasıyla w(x) = x tam çö-

zümüne (m+1)’inci yaklaşımı elde ederiz.

Örnek:

4
3

x
3
2 =

∫ x

0

1√
x− t

y(t)dt (111)

Abel integral denklemini çözmek için homotopi analiz dönüşüm yöntemini ve Laplace dö-
nüşüm metodunu kullanalım.

Çözüm: İlk olarak homotopi analiz dönüşüm metodunu uygulayalım denklemin her iki tara-
fına Laplace dönüşümünü uygularsak

L
[4

3
x

3
2

]
−

Γ(1
2)√
s

L
[
y(x)

]
= 0 (112)

elde edilir. Lineer operatörü, c sabit olmak üzere L (c) = 0 özelliği ile

L
[
φ(x,q)

]
= L
[
φ(x,q)

]
, (113)

şeklinde seçelim. Şimdi, lineer olmayan operatörü tanımlayalım.

N
[
φ(x,q)

]
=

Γ(1
2)√
s

L
[
φ(x,q)

]
−L
[4

3
x

3
2

]
(114)

(69)’u kullanarak ve H(x) = 1 varsayımıyla, m’inci dereceden deformasyon denklemi,

L
[
ym(x)−χmym−1(x)

]
= hRm(−→y m−1(x)) (115)

şeklinde oluşturulabilir. Burada,

Rm(−→y m−1(x)) =
Γ(1

2)√
s

L
[
ym−1(x)

]
−L
[4

3
x

3
2

]
(116)
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şeklindedir. Şimdi ters Laplace dönüşümünü uygulayarsak

ym(x) = χmym−1(x)h(1−χm)
4
3

x
3
2 +hL−1

[
Γ(1

2)√
s

L
[
ym−1(x)

]]
(117)

eşitliği bulunur. y0 = f (x) = 4
3x

3
2 başlangıç yaklaşımını ve (4.14) tekrarlama bağıntısını kul-

lanırsak aşağıdaki ifadeleri elde ederiz.


y0(x) = 4

3x
3
2

y1(x) =−h4
3x

3
2 +hL−1

[
Γ( 1

2 )√
s L[y0(x)]

]
,

ym(x) = ym−1(x)+hL−1
[

Γ( 1
2 )√
s L[ym−1(x)]

]
, m ≥ 2

(118)

Bu yöntemde y(x) =
∞

∑
m=0

ym(x) serisinin ilk m+1 terimin toplanmasıyla y(x) = x tam çözü-

müne (m+1)-inci yaklaşımı elde ederiz. h’ın farklı değerleri ve m = 20 için tam ve yaklaşık
çözümler arasındaki karşılaştırma Şekil 4.1’de gösterilmiştir. Ayrıca mutlak hata fonksiyo-
nunun grafiği ve sayısal sonuçlar Şekil 4.2 ve Çizelge 4.1’de gösterilmiştir. Son olarak Şekil
4.3’de de, h-eğrisinin bu örnek için yakınsama bölgesini görmekteyiz (Samad, Eisa and Bar-
zegar, 2015).

Şekil 4.1. m = 20 ile tam ve yaklaşık çözümler arasındaki karşılaştırma
Mor daire:h = 0; Yeşil daire:h = −0,5 ; Sarı daire:h = −1; Mavi daire:h = −1.5; Kırmızı
daire:h =−2



24

Şekil 4.2. m = 20 ve h =−1.5 için mutlak hata fonksiyonu

Çizelge 4.1. Örnek: 4.1 için mutlak hata tablosu

x h= 0 h= -0.5 h= -1 h= -1.5 h=-2
0 0 0 0 0 0
0.2 0.080743 0.000150182 9.16773x10−6 9.13614x10−7 1.64372x10−7

0.4 0.0626904 0.0000818083 2.87897x10−8 3.47619x10−7 1.76096x10−7

0.6 0.0196773 0.0000244906 3.65464x10−7 2.29336x10−7 9.77283x10−7

0.8 0.154056 0.0000291543 2.56315x10−7 9.7045x10−8 0.0000166451
1 0.333333 8.69143 x 10−6 7.7486x10−7 0 0.0000610352

Şekil 4.3. m = 20 ve x = 1 için h-eğrisi

Örnek:

4
3

x
3
2 =

∫ x

0

1√
x− t

y(t)dt (119)
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denklemini Laplace dönüşüm metodu ile çözelim.

Çözüm:

L{y(x)}= Y (s),L{ 1√
x
}=

√
π√
s

ve L{4
3

x
3
2}= 4

3
3
√

π

4s
5
2

=

√
π

s
5
2

(120)

olmak üzere her iki tarafın Laplace dönüşümünü alırsak

√
π

s
5
2

=

√
π√
s

Y (s) (121)

eşitliği bulunur. Her iki tarafı da
√

π

s ’ye bölelim. O hâlde
√

π

s
5
2

s
1
2

√
π
= Y (s) bulunur. Bu ifa-

deyi düzenlersek Y (s) =
1
s2 elde edilir. Bunun da ters Laplace dönüşümünü alırsak

y(x) = L−1{ 1
s2}= x (122)

elde edilir. Yani y(x) = x bulunur.

Örnek: Aşağıdaki Abel integral denklemini çözelim.

sinx =
∫ x

0

1√
(x− t)

y(t)dt x ∈ [0,1] (123)

Çözüm: İlk olarak Homotopi analiz dönüşüm metodu ile bu örneği çözmek için m’inci dere-
ceden deformasyon denklemini (69)’u kullanıyoruz ve tekrarlama bağıntısını aşağıdaki gibi
oluşturabiliriz. 

y0(x) = sin(x),

y1(x) =−hsin(x)+hL−1
[

Γ( 1
2 )√
s L[y0(x)]

]
,

ym(x) = ym−1(x)+hL−1
[

Γ( 1
2 )√
s L[ym−1(x)]

]
,m ≥ 2

(124)

Bu yöntemde y(x) =
∞

∑
m=0

ym(x) serisinin ilk m+ 1 terimin toplanmasıyla y(x) = 1
π
(2
√

x−

8
15x

5
2 ) tam çözümüne (m+1)-inci yaklaşımı elde ederiz. h’ın farklı değerleri ve m = 20 için

tam ve yaklaşık çözümler arasındaki karşılaştırma Şekil 4.4 gösterilmiştir. Ayrıca mutlak
hata fonksiyonunun grafiği ve sayısal sonuçlar ve Şekil 4.5’de Çizelge 4.2’de verilmiştir.
Son olarak Şekil 4.6’da h-eğrisinin x = 1 için yakınsama bölgesini görmekteyiz (Samad,
Eisa and Barzegar, 2015).
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Şekil 4.4. m = 20 ile tam ve yaklaşık çözümler arasındaki karşılaştırma
Mor daire:h = 0; Yeşil daire:h = −0,5 ; Sarı daire:h = −1; Mavi daire:h = −1.5; Kırmızı
daire:h =−2

Şekil 4.5. m = 20 ve h =−1 için mutlak hata fonksiyonu

Çizelge 4.2. Örnek: 4.2 için mutlak hata tablosu

x h= 0 h= -0.5 h= -1 h= -1.5 h=-2
0 0 0 0 0 0
0.2 0.0830015 0.000126772 3.36027x10−6 3.44205x10−7 1.17707x10−7

0.4 0.00387867 0.0000381275 1.02079x10−6 2.90513x10−7 0.0000298544
0.6 0.118216 0.0000136147 2.69568x10−7 4.275x10−6 0.00105713
0.8 0.242436 3.40101x10−6 2.84483x10−7 0.0000139253 0.00973072
1 0.366479 5.54919 x 10−6 1.35795x10−6 0.000545906 0.0918545



27

Şekil 4.6. m = 20 ve x = 1 için h-eğrisi

Örnek:

sinx =
∫ x

0

1√
(x− t)

y(t)dt x ∈ [0,1] (125)

problemini şimdi de Laplace dönüşüm metodu ile çözelim.
Çözüm:

Denklemi daha basite indirgemek için sinx’in Taylor serisi açılımdaki ilk iki teriminden
faydalanalım.

x− x3

6
=
∫ x

0

1√
(x− t)

y(t)dt (126)

Her iki tarafın Laplace dönüşümünü alırsak

1
s2 −

1
s4 =

√
π

s
Y (s)

Y (s) = (
1
s2 −

1
s4 )

√
s
π

Y (s) =
√

s
s2
√

π
−

√
s

s4
√

π

Y (s) =
1√
π
(

1

s
3
2
− 1

s
7
2
)

(127)
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elde edilir. Son ifadenin de ters laplace dönüşümü alınırsa

y(x) =
1√
π
(
2x

1
2

√
π
− 8x

5
2

15
√

π
)

=
2x

1
2

π
− 8x

5
2

15π

(128)

bulunmuş olur.

Örnek:

y(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

y(t)dt (129)

zayıf singüler Volterra integral denklemini çözelim.

Çözüm: Homotopi analiz dönüşüm metodu ile çözümünü inceleyelim. Bu problemi çözmek
için denklemin her iki tarafına Laplace dönüşümü uygulayalım.

L[y(x)] = L
[
x2 +

16
15

x
5
2
]
−

Γ(1
2)√
s

L[y(x)] (130)

Şimdi lineer olmayan operatörü tanımlayalım.

N[Φ(x,q)] = L[Φ(x,q)]+
Γ(1

2)√
s

L[Φ(x,q)]−L
[
x2 +

16
15

x
5
2
]

(131)

(69)’u kullanarak m-inci dereceden deformasyon denklemini aşağıdaki gibi oluşturabiliriz.

L [ym −χmym−1(x)] = hRm(
−→y m−1(x)) (132)

Burada,

Rm(
−→y m−1(x)) = L [ym−1(x)]+

Γ(1
2)√
s

L [ym−1(x)]−L
[
x2 +

16
15

x
5
2
]

(133)

şeklindedir. Şimdi (132) denklemine ters Laplace dönüşümü uygulanırsa

ym = (χm +h)ym−1(x)−h(1−χm)
(
x2 +

16
15

x
5
2
)
+hL−1

[
Γ(1

2)√
s

L[ym−1(x)]
]

(134)
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y0 = f (x) = x2+ 16
15x

5
2 başlangıç yaklaşımını ve (134) tekrarlama bağıntısını kullanırsak aşa-

ğıdaki ifadeleri elde ederiz.
y0(x) = x2 + 16

15x
5
2

y1(x) = hL−1
[

Γ( 1
2 )√
s L[y0(x)]

]
ym(x) = (1+h)ym−1(x)+hL−1

[
Γ( 1

2 )√
s L[ym−1(x)]

]
,m ≥ 2

(135)

Bu yöntemde y(x) =
∞

∑
m=0

ym(x) serisinin ilk m+1 terimin toplanmasıyla y(x) = x2 tam çözü-

müne (m+1)-inci yaklaşımı elde ederiz. h’ın farklı değerleri ve m = 20 için tam ve yaklaşık
çözümler arasındaki karşılaştırma Şekil 4.7’de gösterilmiştir. Ayrıca mutlak hata fonksiyonu-
nun grafiği ve sayısal sonuçlar Şekil 4.8 ve Çizelge 4.3’de verilmiştir. Son olarak Şekil 4.9’da
da h-eğrisinin bu örnek için yakınsama bölgesini görmekteyiz (Samad, Eisa and Barzegar,
2015).

Şekil 4.7. m = 20 ile tam ve yaklaşık çözümler arasındaki karşılaştırma
Mor daire:h =−0,2 ; Yeşil daire:h =−0.5 ; Sarı daire:h =−0.8 ; Mavi daire:h =−1.1 .

Şekil 4.8. m = 20 ve h =−0.5 için mutlak hata fonksiyonu
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Şekil 4.9. m = 20 ve x = 1 için h-eğrisi

Çizelge 4.3. Örnek: 4.3 için mutlak hata tablosu

x h= -0.2 h= -0.5 h= -0.8 h=–1.1
0 0 0 0 0
0.2 0.0000163984 2.76116x10−12 1.16331x10−13 1.62214x10−9

0.4 0.0000191079 1.98841x10−12 9.25193x10−12 1.85646x10−6

0.6 4.59903x10−6 3.56309xx10−12 9.70011x10−11 0.000133995
0.8 0.00001377 1.68554 x10−12 5.16268x10−10 0.00299121
1 0.0000273361 5.88196x 10−13 1.90795x10−9 0.0345077

Örnek:

y(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

y(t)dt (136)

denklemini Adomian ayrıştırma metodu ile çözelim.

Çözüm:

y0(x) = x2 +
16
15

x
5
2

y1(x) =−
∫ x

0

1√
(x− t)

y0(t)dt

y1(x) =−
∫ x

0

1√
(x− t)

(t2 +
16
15

t
5
2 )dt

=−16
15

x
5
2 − π

3
x3

(137)

Dolayısıyla gürültü terimi 16
15x

5
2 ve y(x) = x2 şeklinde elde edilir.

Şimdi aynı örneği modifiye ayrıştırma metodunu kullanarak çözelim. Burada f1(x) = x2 ve
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f2(x) = 16
15x

5
2 dersek,

y0(x) = x2

y1(x) =
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

t2√
(x− t)

y(t)dt = 0
(138)

olup y(x) = x2 bulunur.

Örnek:

y(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

y(t)dt (139)

denklemini Ardışık yaklaşımlar metodu ile çözelim.

Çözüm: Sıfırıncı yaklaşım olan y0(x) = 0 alalım. Dolayısıyla,

y1(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

y0(t)dt

y1(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

.0dt

y1(x) = x2 +
16
15

x
5
2

y2(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

(t2 +
16
15

t
5
2 )dt

= x2 +
16
15

x
5
2 − 16

15
x

5
2 − π

3
x3

y3(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

(t2 +
π

3
t3)dt

...

yn(x) = x2 +
16
15

x
5
2 − 16

15
x

5
2 − π

3
x3 +

π

3
x3 . . .

(140)

elde edilir. O hâlde y(x)’in yaklaşık çözümü,

y(x) = lim
n→∞

yn(x) = x2 (141)

olarak bulunur.
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Örnek:

y(x) = x2 +
16
15

x
5
2 −

∫ x

0

1√
(x− t)

y(t)dt (142)

denklemini Laplace dönüşüm metodu ile çözelim.

Çözüm: Bu denklemin her iki tarafının Laplace dönüşümünü alırsak

L{y(x)}= L{x2}+ 16
15

L{x
5
2}−L{

∫ x

0

1√
x− t

y(t)dt}

Y (s) =
2
s3 +

16
15

.
15
8

√
π

s
7
2
−
√

π

s
Y (s)

Y (s) =
2
s3 +

2
√

π

s
7
2

−
√

π√
s

Y (s)

(1+
√

π√
s
)Y (s) =

2
s3 +

2
√

π

s
7
2√

s+
√

π√
s

)Y (s) =
2
√

s+2
√

π

s
7
2

=
2

s
7
2

Y (s) =
2
√

s

s
7
2

= 2
1
2−

7
2

= 2s−3

=
2
s3

(143)

elde edilir. Son ifadeye ters Laplace dönüşümünü uygulayacak olursak

L−1{Y (s)}= y(x) = x2 (144)

şeklinde buluruz.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalışmada, matematiğin, fiziğin ve mühendisliğin çeşitli alanlarında ortaya çıkan Abel
integral denklemlerinin davranışını ve çözümlerini araştırdık. Araştırmamızın temel amacı,
bu integral denklemlerin çözümü için verimli ve doğru yöntemler geliştirmek ve bunların
özellikleri ve uygulamaları hakkında bilgi edinmektir. Bunun için öncelikle Abel integral
denklemi, genelleştirilmiş Abel integral denklemi ve ikinci tür zayıf Volterra integral denk-
lemi tanıtılmıştır. Ayrıca bu denklemleri çözmek için Laplace dönüşüm metodu, Adomian
ayrıştırma, Ardışık yaklaşımlar metodu ve Homotopi analiz dönüşüm metodu kullanılmıştır.
Bu kullanılan metotlar arasında Adomian ayrıştırma, Laplace dönüşüm metodu ve Homo-
topi Analiz Dönüşüm metodu hesaplama hacmi ve yakınsaklık noktasında daha iyi sonuçlar
vermiştir. Sonuç olarak bulgularımız, bu denklemlerin davranışları ve çözümleri hakkında
değerli bilgiler sağlayarak ilgili alanların ve uygulamaların anlaşılmasına katkıda bulunmuş-
tur. Araştırmamızın en önemli katkılarından biri, Abel integral denklemlerini çözmek için
verimli sayısal yöntemlerin geliştirilmesi ve uygulanmasıdır. Burada ele alınan denklemler,
farklı sayısal metotlar kullanılarak da çözülebilir ve elde edilen sonuçlar bu metotlarla karşı-
laştırılıp yakınsaklık analizleri yapılabilir.
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Eğitim Derecesi Okul/Program Mezuniyet Yılı

Lisans Amasya Üniversitesi 2019

Yabancı Dil
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