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OZET

Bu tez c¢alismasinda Adomian ayristirma yontemi kullanilarak eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin sinir deger problemi ve eliptik ters problem incelenmistir ve
¢oziimleri elde edilmistir. Bu tez ¢aligsmasi alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde Adomian ayristirma yontemi tizerine yapilan ¢alismalar , eliptik
kismi diferansiyel denklemler (Laplace, Poisson), iyi konumlandirilmis problemler ve
Taylor serisi agiklanmugtir.

Ikinci boliimde Adomian ayristirma yontemi tanitilmistir. Adomian ayristirma
yonteminin kullanimi1 ve iki 6rnek Adomian seri ¢oziimleri ile yaklasik ¢oztimleri
verilmistir.

Uciincii boliimde Adomian polinomlar1 gosterilmistir. Bu boliimde Adomian
yontemiyle Adomian polinomlarinin hesabi, parametre kullanarak Adomian polinomlarin
hesabi, genellestirilmis Taylor serisi ile Adomian polinomlarinin hesabi ve homotopi
pertiirbasyon yontemiyle Adomian polinomlarinin hesab1 verilmistir.

Dordiincii boliimde Adomian ayristirma yontemi eliptik kismi diferansiyel
denklemler hakkinda yapilan c¢aligmalar verilmistir. Adomian ayristirma yoOntemiyle
eliptik kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii ve dogrusal olmayan eliptik kismi
diferansiyel denklemin ¢oztiimii birer 6rnekle gosterilmistir.

Besinci boliimde eliptik ters problemlerde Adomian ayristirma yontemi verilmistir.
Bu baslik altinda ters problem tanitilmis, {iclinci mertebeden kismi diferansiyel
denklemler verilmis ve eliptik ters problemin Adomian ayristirma yontemiyle ¢oziimii
verilmistir.

Altinc1 boliimde altinda ise bu tez ¢alismasinin sonuglar1 verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Adomian Ayristirma Yontemi, Adomian Polinomlari,

Adomian Seri Coziimleri, Eliptik Sinir Deger Problemleri, Yaklasik Coziim

Vi



SUMMARY

In this thesis, the boundary value problem and elliptic inverse problem of elliptic
partial differential equations are investigated using the Adomian decomposition method
and their solutions are obtained. This thesis consists of six section.

In the first section, studies on Adomian decomposition method, elliptic partial
differential equations (Laplace, Poisson), well-positioned problems and Taylor series are
explained.

In the second section, the Adomian decomposition method is introduced. The use
of the Adomian decomposition method and two sample Adomian serial solutions and
their approximate solutions are given.

In the third section, Adomian polynomials are shown. In this section, the calculation
of Adomian polynomials with the Adomian method, the calculation of Adomian
polynomials using parameters, the calculation of Adomian polynomials with the
generalized Taylor series and the calculation of Adomian polynomials with the homotopy
perturbation method are given.

In the fourth section, the studies on the elliptic partial differential equations of the
Adomian decomposition method are given. The solution of the elliptic partial differential
equation and the solution of the nonlinear elliptic partial differential equation with the
Adomian decomposition method are shown with an example.

In the fifth section, Adomian decomposition method in elliptic inverse problems is
given. Under this title, the inverse problem is introduced, the third-order partial
differential equations are given, and the solution of the elliptic inverse problem is given
by the Adomian decomposition method.

In the sixth section, the results of this thesis study are given below.

Keywords: Adomian Decomposition Method, Adomian Polynomials, Adomian
Series Solutions, Elliptic Boundary Value Problems, Approximate Solution
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1. GIRIS

Matematigin bir¢ok alan1 bulunmaktadir. Bu alanlardan giiniimiizde en ¢ok calisma
yapilan alan uygulamali matematik alanmidir. Uygulamali matematik alanindaki
problemlerin bir¢ogu adi diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel denklemler
yardimiyla modellenerek, bir problem halinde ifade edilebilir. Uygulamali matematik
alaniin ve miihendislik bilimlerinin dogrusal ve dogrusal olmayan problemler {izerinde
caligmalar yapmasi, adi diferansiyel denklemler ve kismi diferansiyel denklemlerin,
hususan giiniimiizde gelisen teknolojilerle ne kadar 6nem kazandigimi gostermektedir.
Ozellikle son 200 yildir popiilerlik kazanan dogrusal olmayan diferansiyel denklemler
matematikeiler icin genis bir ¢alisma alani olmustur. Dogrusal olmayan diferansiyel
denklemler yap1 bakimindan dogrusal denklemlere benzer olsa da denklemin
dogrusalliktan dogrusal olmayan denkleme ge¢mesi denklem iginde trigonometrik iistel
vb. terimlerle olur.

Dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in analitik ¢oziimler
yaninda sayisal ¢oziimler de ortaya cikmustir. Sayisal ¢oziimlere Ornek olarak
pertiirbasyon yontemi, Tau spektral yontemi, Adomian ayristirma yontemi verilebilir.
Dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri i¢in yeni yeni ortaya ¢ikan sayisal
coziimler eski usul ¢oziim olan analitik ¢dziimlere nazaran kolaylik saglamaktadir
(Adomian, 1988a).

Daha 6nceleri kullanilan yontemlerde, dogrusal olmayan bir diferansiyel denklemi
¢ozmek i¢in 6nce denklem dogrusal hale getirilip, sonra ¢6ziim yapilirken; giincel sayisal
yontemlerle artik denklemler dogrusal hale getirilmeden ¢oziimleri yapilabilmektedir.
Boylelikle ¢oziimde hem yapilan adim sayis1 azaltildi hem de denklemlerin ¢éziimleri
hizli bir sekilde sonuca varildi (Adomian, 1984).

Bu ¢alismada inceledigimiz Adomian ayristirma yontemi da sayisal ¢oziimler
arasinda olup son elli yildir bize dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin
¢ozlimlerinde yardimci olmaktadir.

Adomian ayristirma yontemi 1980’lerde Georgia Universitesi uygulamal
matematik anabilim dali bagskan1 Ermeni asilli Amerikali bilim adami1 George Adomian
tarafindan ortaya atildi (Ngarhasta vd., 2002). George Adomian kendi adryla anilan bu
yontemi ilk olarak 1980 de “Stochastic Systems Analysis” adli kitabinda bahsetti
(Adomian, 2015). Daha sonra 1983 de “Solving Frontier Problems Physics:



Decomposition Method” adli kitabinda Adomian ayristirma yontemini ve Adomian
polinomunu biitiin hatlartyla yazdi (Adomian, 2013).

Adomian ve Bellman 1984’de “Partial Differential Equations: New Methods for
Their Treatment and Solution” adli kitabinda kismi diferansiyel denklemlerin Adomian
ayristirma yontemi ile ¢dziimlerinden bahsetmis oldu (Bellman ve Adomian, 1984).

1985 yilinda, Adomian ve Rach, “On The Solution Of Algebraic Equations By The
Decomposition Method” adli makaleleri ile cebirsel denklemlerin ¢oziimlerinde Adomian
ayristirma yontemini gostermislerdir (Adomian ve Rach, 1985a).

1985°de yine Adomian ve Rach “Application of the Decomposition Method to
Inversion of Matrices” adli makaleleri ile Adomian ayristirma yontemini bir matrisin
tersini bulmada kulandilar (Adomian ve Rach, 1985b).

Adomian ve Rach, 1986°da “On Linear and Nonlinear Integro-Differential
Equations” adli makaleleriyle dogrusal ve dogrusal olmayan integro diferansiyel
denklemler i¢in Adomian ayristirma yontemini gostermislerdir (Adomian ve Rach,
1986).

1988’de yine Adomian, Rach ve Elrod “The Decomposition Method Applied to
Stiff Systems” adli kitaplarinda Adomian ayristirma yontemini sert sistemlere
uygulanigini agiklamiglardir (Adomian vd., 1985).

1988 yilina gelindiginde Adomian ayristirma yonteminin popiilerligi artiyordu ve
Adomian, “Nonlinear Stochastic Systems Theory and Applications to Physics” adl1 kitab1
ile bu yontemi dogrusal olmayan stokastik sistemler teorisine ve fizige uygulamalarini
ele aldi. Bu kitabinda Burger’s denklemine, 1s1 akisi ve difiizyona, fiziksel sistemde
dogrusal olmayan salinimdan, Kdv denklemine kadar bir¢ok konuyu Adomian ayristirma
yontemi ile ¢oziimlerini gosterdi (Adomian, 1988a).

Bellomo ve Sarafyan, 1987°de Adomian ayrigtirma yontemi ile bagka bir yaklagim
yontemi olan Picard yaklagim yontemini “On Adomian's Decomposition Method and
Some Comparisons With Picard's Iterative Scheme” adli makalelerinde kiyaslamiglardir.
Adomian ayristirma yonteminin, Picard yontemine gore yinelemelerde (operatorle ilgili)
daha az iglem gerektirdigini gostermislerdir (Bellomo ve Sarafyan, 1987). Daha sonra
1989°da Cherruault tarafindan yazilan “Convergence of Adomian's Method” adli
makalesi Adomian ayristirma yonteminin yakinsakligi hakkindadir. Bu ¢alisma Adomian
ayristirma yontemi ile ardisik terimlerin hesaplanmasindaki kolaylik yaninda ¢6ziime
hizli yakinsamanin miimkiin oldugunu gostermistir. Dolayisiyla bu yeni yontem

matematik diinyasini heyecanlandirmistir (Cherruault, 1989).



1995°de Cherruault, Adomian, Abbaoui ve Rach yazdiklar1 “Further Remarks on
Convergence of Decomposition Method” adli makaleleri ile daha dnceki yillarda yapilan
Adomian ayristirma yonteminin yakinsakligina yeni bilgiler eklediler (Cherruault vd.,
1995).

1996’da Deeba ve Khuri, Adomian ayristirma ydntemini “A Decomposition
Method for Solving the Nonlinear Klein—Gordon equations” adli makaleleri ile Klein-
Gordon denklemine uygulanabilecegini gostermistir (Deeba ve Khuri, 1996a). Yine ayni
yil “The Decomposition Method Applied to Chandrasekhar H-Equation” adli makaleleri
ile Chandrasekhar H-denklemine de uygulanabilecegini géstermislerdir (Deeba ve Khuri,
1996D).

1998’de Wazwaz’in “A Comparison Between Adomian Decomposition Method
and Taylor Series Method in the Series Solutions” adli makalesi ile seri ¢6ziimlerin
Adomian ayristirma yontemi ile Taylor seri yontemini karsilastirdi (Wazwaz, 1998a).
Yine ayni1 sene Wazwaz “A Reliable Technique for Solving the Wave Equation in an
Infinite One-Dimensional Medium” adli makalesinde de Adomian ayristirma yontemini
dalga denkleminin sonsuz tek boyutlu ortamda ¢éziimiinii inceledi (Wazwaz, 1998b).

1999’da Wazwaz “The Modified Decomposition Method and Padé Approximants
for Solving the Thomas—Fermi Equation” adli makalesinde Adomian ayristirma
yontemini Thomas-Fermi denklemine uygulanabilecegini gosterdi (Wazwaz, 1999).

2001°de Wazwaz ve El-Sayed “A New Modification of the Adomian
Decomposition Method for Linear and Nonlinear Operators” yazmis olduklari makale ile
Adomian ayristirma yontemini gelistirerek yenilenmis Adomian ayrigtirma yontemini
ortaya koydular (Wazwaz ve El-Sayed, 2001a).

2001°de Wazwaz “Construction of Soliton Solutions and Periodic Solutions of The
Boussinesq Equation by The Modified Decomposition Method” adli makalesinde
yenilenmis Adomian ayristirma yontemini kullanarak Boussinesq denkleminin soliton ve
periyodik ¢ozlimlerini gosterdiler (Wazwaz, 2001b).

Adomian ayristirma yontemini 2000 yi1linda Dogan Kaya, Hasan Bulut ve Mustafa
In¢ ortak calismalariyla yazdiklar1 “On the Solution of Oscillatory Problems by the
Decomposition Method” adli makaleleri ile Tiirkiye’de ¢alisilmaya baslanan bir konu
olmaya basladi. Bu makalede titresim probleminin analitik ve sayisal ¢oziimleri incelendi
(Kaya vd., 2000).

2004°de Sezgin Altun “Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin C6ziimiinde iki
Boyutlu Diferansiyel Doniisiim ve Adomian Ayristirma Metotlarmin Karsilastirmasi”

adli makalesi ile kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde Adomian ayristirma



yontemini incelemistir. Ayristirma yOnteminin giivenilirligini gostermek igin kismi
tirevli diferansiyel denklemlerin bazi 6zel durumlari 6rnek olarak ¢oziilmistiir (Altun,
2004).

2014 yilinda Muhammed Yigider, Gokge Dilek Kiigiik ve Ercan Celik “Numerical
Solutions of Fractional Partial Differential-Algebric Equation by Adomian
Decomposition Method and Multivariate Pade Approximation” adli makalelerinde
Adomian ayristirma yontemini ve ¢ok degiskenli Pade yontemi ile kesirli kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini gosterdiler (Kiigiik vd., 2004).

2016 yilinda Rach, Duan ve Wazwaz “Solution of Higher-Order, Multipoint,
Nonlinear Boundary Value Problems with High-Order Robin-Type Boundary Conditions
by the Adomian Decomposition Method” adli makalelerinde yiiksek mertebeli ¢ok
noktal1 dogrusal olmayan problemlerde yiiksek mertebeli Robin sinir deger problemlerine
uygulamasini Adomian ayristirma yontemiyle gostermislerdir (Rach vd., 2016).

2020 yilinda Ahu Ercan tarafindan yazilan “Adomian Decomposition Method for
Solving Nonlinear Fractional Sturm Liouville Problem” adli makalesinde kesirli Sturm-
Liouville probleminin ¢éziimiinde Adomian ayristirma yontemi gosterildi (Ercan, 2020).

2021 de Rashid, Kubra, Guirao yazdiklar1 “Construction of an Approximate
Analytical Solution for Multi-Dimensional Fractional Zakharov—Kuznetsov Equation Via
Aboodh Adomian Decomposition Method” adli makalelerinde Aboodh doéniisiimiinii
Adomian ayrigtirma yontemi ile birlikte kullanip Zakharov—Kuznetsov denklemi i¢in
yaklagik bulmaya caligtilar (Rashid vd., 2021).

2021 yilinda S. Noeigdam, D. Sidorov, A. Wazwaz, N. Sidorov, V. Sizikov ortak
makaleleri olan “The Numerical Validation of the Adomian Decomposition Method for
Solving Volterra Integral Equation with Discontinuous Kernels Using the CESTAC
Method” adli makalelerinde Adomian ayristirma yonteminden elde edilen dogrusal ve
dogrusal olmayan formlarda stireksiz ¢ekirdekli Volterra integral denkleminin sayisal
sonuglarint dogrulamak i¢in yeni bir yontem ve arag¢ sundular (Noeigdam vd., 2021).

2021 yilinda A. Ali, Z. Gul, W. A. Khan, S. Ahmed ve S. Zeb “Investigation Of
Fractional Order Sine-Gordon Equation Using Laplace Adomian Decomposition
Method” adli makalelerinde dogrusal olmayan kesir mertebeli siniis-Gordon denkleminin
¢Ozlimiinii Adomian ayrigtirma yonteminden faydalanarak gosterdiler (Ali vd., 2021).

2021 yilinda Mustafa Tiirkyilmazoglu “Nonlinear Problems via a Convergence
Accelerated Decomposition Method of Adomian” adli makalesinde Adomian'in
yakinsama hizlandirmali ayristirma yontemi ile dogrusal olmayan problemlere

uygulamasini gosterdi (Tirkyilmazoglu, 2021).
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1.1. Eliptik Kismi Diferensiyel Denklemler
Kismi diferansiyel denklemler ti¢ tip olarak siniflandirilir. A = A(x,y), B =
B(x,y) ve C = C(x,y) katsay1 fonksiyonlar1 x ve y degiskenlerine bagli verilmis olsun.

x ve y bagimsiz degiskenlerinin fonksiyonu olan bir u degiskeni i¢in ikinci mertebeden

92 92 92 .
u+B—y+C#+f(x,y,u,ux,uy) =0 (Esitlik 1)

A4 ﬁ d0xdy

kismi diferansiyel denklemi verildiginde eger (x, y) noktasinda

B2 — 4AC < 0 denklemi eliptik
B? — 4AC = 0 denklemi parabolik
B2 — 4AC > 0 denklemi hiperbolik

olarak isimlendirilir.

Eliptik denklemler genellikle zamanla degismeyen fiziksel denklem sistemlerini
modeller. Yani “potansiyel” adi verilen bir biiylikliglin degisimidir. Potansiyel, bir
biiyiikliigiin degisimini 6lger. Ornegin sicaklik bir potansiyel biiyiikliiktiir. Eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin iki standart gosterimi vardir. Bunlar Laplace denklemi ve
Poisson denklemleridir (Adil, 2022)

m boyutlu reel uzayda x = (xq,x5, ", %) € R™, (m > 2) olmak iizere u(x)

fonksiyonu i¢in

0%u  0%u . 9%u 0%u
+ + 4

2 2
0x3 0xp;,

Au =

- 2 2
dxi = 0x5

=0 (Esitlik 2)

seklinde verilen homojen dogrusal eliptik kismi diferansiyel denkleme Laplace

denklemi denir.

m boyutlu reel uzayda x = (xq,x5,:*,x,) € R™, (m = 2) olmak tizere u(x)

fonksiyonu ve belirli bir p(x) fonksiyonu igin,



_9%u |, 9%u | 0?

9%u i1
+_+"'+W:p(x) (Esitlik 3)

- 2 2 2
dxi  0x5;  0x3

Au

seklinde verilen homojen olmayan dogrusal eliptik diferansiyel  denkleme  Poisson
denklemi denir.

Simir Sartlar:

Kismu diferansiyel denklemler gesitli tip sinur sartlar ile verilir. Sinir sartlar1 u
cinsinden verilmisse bu smir sartina Dirichlet tipi sinir sart1, u’nun gradyanti cinsinden
verilmigse bu sinir sartina Neumann tipi sinir sarti, hem u hem de gradyanti birlikte

verilmisse bu sinir sartina da Robin sart1 denir.

Dirichlet Sarti

Bu sart k uzunlugundaki bir boyutlu cisim i¢in 0 < x < k ve a, b sabitler olacak
sekilde u(0) = a, u(k) = b bigimindedir. Eger 0 < x < k; ve 0 <y < k, olan bir
dikdorgensel bolge igin ise a, b, ¢, d sabitler olacak sekilde sinir sartlar

u(0,y) = a
u(ky,y) =b
u(x,0) = c
u(x, k) = d

biciminde gosterilir.

Neumann Sarti
Yine k uzunlugundaki bir boyutlu cisim i¢in 0 < x < k ve a, b sabitler olacak

sekilde Neumann sinir sartlar1 u,.(0,t) = a, u,(k,t) = b bigiminde gosterilir.

Robin Sarti
Bagimli degisken u ve onun tlirevini igeren belli bir bolgenin sinirinda aldigi

degerlerin dogrusal bilesimiyle olusan simir sartidir. Burada yine bir boyutlu k



uzunlugundaki cisim i¢in ve a,b sabitler olacak sekilde u,(0,t) + hu(0,t) =

a,u,(k,t) + gu(k,t) = b bicimde gosterilir.

1.2. Iyi Konumlandirilmis Problemler

Kismi diferansiyel denklemler tiirlerine gore dogal olarak belirlenen sinir sartlariyla
gelir. Hiperbolik ve parabolik kismi diferansiyel denklemler baglangic¢ sinir kosullar1 ve
sade baslangi¢c kosullar1 alirken, eliptik kismi diferansiyel denklemler sinir sartlariyla
eslesir.

Hadamard'a gore, eger bir problemin

a) en az bir ¢6ziimii var ise,

b) ¢oziimii tek (essiz) ise,

C) ¢Oziimii verilere ve parametrelere siirekli olarak bagliysa
iyl konumlandirilmistir (veya dogru kurulmustur).

(a)'nin anlamu agiktir.

(b) bir problemin ¢éziimiiniin tek (essiz) olmasi: Bazen bir ¢6ziimiin tek oldugu
soylendiginde "belirli bir fonksiyon sinifi iginde tek" oldugu kastedilir. Ornegin, bir
problemin birden fazla ¢6ziimii olsun, fakat bunlardan sadece biri sinirli olsun. Bu
durumda sinirlt fonksiyonlar uzayinda ¢oziimiin tek oldugu sdylenir.

(c) bir problemin ¢oziimiiniin verilere ve parametrelere siirekli olarak bagli olmasi:
Baslangic veya simir fonksiyonlarinda (uygun normlara gore) yapilan “kiiciik”
degisikliklerin veya parametre degerlerindeki yapilan kiigiik degisikliklerin ¢6ziimde de
(baz1 uygun normlara gore) "kiiclik" degisikliklerle sonug¢lanmasidir.

Iyi konumlandirilmis bir problem kavrami, uygulamali matematikte onemlidir.
Eger bir baslangi¢-sinir deger problemi (P) bazi fiziksel siire¢ler hakkinda tahminlerde
bulunmak i¢in kullaniliyorsa, (P)'nin bir ¢6ziime sahip olmasi istenir. Ayrica ¢oziimiin
tekliginden emin olmak istersiniz. Cozlim, siirekli olarak veri ve parametrelere bagliysa,
yapilan tahminlerde olgtimdeki kiiciik hatalarin biiyiik hatalara sebebiyet verebilecek
olmasindan endise edilmesi gerekmez.

Kismi diferansiyel denklemlerin klasik teorisi neredeyse tamamen 1iyi
konumlandirilmis problemlerle ilgili olsa dahi kotii konumlandirilmis problemler de
matematiksel ve bilimsel olarak ilging olabilir.

|| I, V dogrusal uzay1 iizerinde bir norm olsun. Belirli bir t zamaninda u(x, t)’nin
normunu x’in bir fonksiyonu bigiminde ||u(t)]| olarak yazacagiz. Ornegin, t zamaninda

wnun L~1(B) normu



Ihu(@®) = [, lu(t)| dx (Esitlik 4)

Ornek 1.10<e<1ve|| || , C(R) iizerindeki maksimum norm olsun. Asagida

verilen problemin

Uy F Uy, =0, xERE>0
u(x,0) =0,
u:(x,0) =0,

bir ¢oziimi u(x, t) = 0°dir.

Baslangi¢ sartinda yapilan kiigiik bir degisiklikle verilen agsagidaki problemin

U T Uy =0, xER, £t >0
u(x,0) =0,

u;(x,0) = €sin (E),
¢Ozimii ise
v(x,t) = €?sin (z) sinh G) (Esitlik 5)

fonksiyonudur. u ve v'nin ayni denklemi sagladigina, ayni1 baslangic konumuna sahip

olduguna ve zamana gore tlirevlerinin baslangigta ¢ok yakin olduguna dikkat edelim:
| v:(0) —us(0) lI=¢ (Esitlik 6)

bununla birlikte
Il () — ut) = €2 |sinh (§)| (Esitlik 7)

farklarinin normu ve bu tistel olarak biiyiiktiir.

Bu nedenle, (zamanin pozitif oldugu varsayimi altinda) ilk verilerde ¢ok kii¢iik bir
degisiklik, ¢oztimde biiylik degisiklige sebebiyet verir. Bunu agiklamak zor degildir. v
¢Oziimii zamana bagli olmasina ragmen, zamandan bagimsiz problemler ile ilgili olan
eliptik bir denklemi (Laplace problemi) saglar. Eliptik denklemin baslangi¢ kosullari ile

eslestirilmesi kotii konumlandirilmis bir problemi verdi.
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Laplace operatoriinii (hiperbolik) dalga operatorii ile degistirdigimizi varsayalim.

Artik problemimiz

Uy — U =0, X ER, t >0
u(x,0) =0,
ut(xJ O) = Or

olur. Ve ¢oziimii ise u(x,t) = 0, dir. Eliptik problemdekiyle benzer bigimde baslangig
sartinda yapilan kiiclik bir degisiklikle elde edilen

Uy — Uy =0, xER, t >0
u(x,0) =0,

u:(x,0) = esin (E)'

problemin ¢oziimii

v(x,t) = € sin (g) sin (8) (Esitlik 8)
ile verilir. Bu durumda,

2| ..: t 2 e

I v(®) — u(e) 1= e |sin(%)] < &2, (Esitlik 9)
Boylece herhangi pozitif bir zamanda ilk verilerdeki kiiciik degisiklik, ¢6ziimde kiigiik
bir degisiklige yol acar. Bu beklenen bir durumdur. Ciinkii baslangi¢ deger problemi
dalga denklemi i¢in 1yi konumlandirilmistir.

(a)'y1 belirlemek oldukga zor olabilir. (b) ve (c)'yi ispatlamak, 6zellikle dogrusal
problemler i¢in genellikle daha kolaydir (Well-Posed Problems, 2022).

1.3. Taylor Seri Gosterimleri

Tamm 1.1 (u,), n € Z* bir dizi olsun. Bu dizinin terimlerinin sonsuz toplamina

seri denir.

Z‘;?:lun :ul + uz + -4 un + .-



Tamm 1.2 Tanim kiimesindeki bir x, noktasinda tiim mertebelerden tiireve sahip

bir f = f(x) fonksiyonu i¢in

o M (xp)
T(x) = X0 =22 (x — xp)"

n!

seklindeki kuvvet serisine f(x) fonksiyonunun x = x, noktasindaki Taylor serisi denir.
Teorem 1.1 Eger f fonksiyonu |x — x| = R araliginin iginde analitik ise bu

durumda
Dgr(xg) = {x:|x — x¢| < R}

acik araliginda bulunan her x igin f fonksiyonun Taylor serisi f fonksiyonuna yakinsar,

V x € Dg(x,) igin

w ™)
f) = Bieo = (x = xo)"

yazilir. Ayrica 0 < r < R olacak sekilde bir r sayisi igin Dg(xy) = {x: |x — x| < 1}
kapali yuvarinda seri diizgiin yakimsaktir. Ozel olarak x, = 0 noktasindaki Taylor

serisine

o M0
f(x) =Xn-o x"

n!

Maclaurin serisi denir (Taylor seri gosterimleri, 2022).
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2. ADOMIAN AYRISTIRMA YONTEMI

Matematikte, temel bilim ve miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikmis problemleri
¢oziimlemek igin birden fazla ¢6ziim yoOntemleri ortaya ¢ikmistir. Bu problemleri
“Oncelikle bir denkleme doniistiirmek ve daha sonra ¢6ziim” olmak iizere iki adim halinde
yol izlenmistir. Bu problemleri denklemlestirmek i¢in 6nce bir diferansiyel denkleme
dontistiirmek problemin ¢oziimii i¢in 6nemli bir adimdir. Bu denklemleri ¢6zmek igin ise
analitik ve sayisal yontemler kullanilmaktadir. Son yillarda gelistirilen Adomian
polinomlart ve Adomian ayristirma yontemi bir sayisal ¢6ziim yontemidir.

Bu yontem bize dogrusal ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin
¢oziilmesinde farkli bir yaklagimla bakmamizi saglamaktadir. Biz bu boliimde Adomian
ayrigtirma polinomlarinin ve yonteminin kullanilisin1 ve bazi diferansiyel denklemlere
uygulanigini inceleyecegiz.

Sinir deger problemlerinin ¢ogu dogrusal degildir ve dogrusal olmayan
problemlerin ¢gogunda analitik ¢6ziimii bulmak olduk¢a zordur. Bu nedenle problemin
yaklagik ¢6zliimii i¢in yeni yaklagimlar gerekmektedir. Bu ¢alismada bu yaklasimlardan
Adomian ayrigim yontemi ele alinacaktir (Adomian, 1988a).

Adomian ayrigtirma yontemi, 1980’li yillarin baginda Amerikali bilim adami G.
Adomian tarafindan tasarlanmis daha sonra Yves Cherruault ve ekibi tarafindan
gelistirilmistir. Yontem, seri biciminde bir ¢6ziim elde edebilmek i¢in yapilan ¢calismalara
dayanir. Bu yontem sayesinde dogrusal ve dogrusal olmayan adi ve kismi diferansiyel
denklemleri, integral ve integro-diferansiyel denklemleri, tipta, biyolojide, miithendislik

ve fizikte ortaya gikan problemleri ¢6zmek miimkiindiir (Sahin, 2015).

Fu=g (Esitlik 10)

denklemini inceleyelim. Bu denklemde F dogrusal ve dogrusal olmayan terimler i¢eren
bir diferansiyel operatordiir. L dogrusal operator olmak tizere Lu dogrusal terimi olsun.
Bu halde L operatoriiniin tersi kolaylikla bulunacaktir. Bu durum her zaman karsimiza
¢ikan bir durum degildir. Lu ile Fu ifadesinin dogrusal kisminin en yiiksek mertebeden

tiirevinin terimini gostermek iizere

Fu=Lu+Ru+Nu=g (Esitlik 11)



seklinde gosterelim. L tiirevi kolay alinan bir dogrusal operator, R dogrusal operatoriin
dogrusal kalani, N diferansiyel denklemde dogrusal olmayan kisim olarak (Esitlik 11)
denklemi seklinde yazalim. Buradan (Esitlik 11) denklemine L™! ters operatorii

uygulanirsa
L Lu+ L 'Ru+ L 'Nu=L1g (Esitlik12)
simdi (Esitlik 12) denkleminde L™ Lu yalnz birakirsak
LYu=L19g—LRu—L"Nu (Esitlik 13)

esitligini elde ederiz. (Esitlik 13) denkleminde dogrusal olmayan Nu, A, Adomian

polinomlar1 cinsinden
Nu = 370 Ap (Uo, Uy, Up =+ Up) (Esitlik 14)

seri agilimi bi¢iminde yazabiliriz. Burada A, polinomlar1 Adomian polinomlaridir
(Adomian, 2013).

Fu = g denkleminde L operatoriiniin L = % ile tanimlandigim dolayisiyla L1

ters operatoriiniin sifirdan t’ye n defa integral alma islemi igerdigini yani L71(:) =

ku(tx)
otk

= u(0,x),

) Ot ) Ot (-)9t™ oldugunu kabul edelim. Bu denklem ile verilen (
£=0

k=0.,n-1 ) n tane sart bir baslangi¢c deger problemi tanimlar. Ayrica

tn—l

L™ 'Lu = u(t,x) — u(0,x) — tu'(0,x) — - — u™=1D(0, x) (Esitlik 15)

(n—1)!

olur. Bu durumda (Esitlik 13) denkleminin sol tarafi yukaridaki gibi olur. Simdi (Esitlik
15) esitligini, (Esitlik 13) denkleminde yerine yazarak

tn—l

T (n=1)!

=L19g—L*Ru—L"INu (Esitlik 16)

u(t,x) —u(0,x) — tu'(0,x) — - u™=1(0, x)

elde edilir.
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tn—l

(t,x) = u(0,x) + tu'(0,x) + - + um(0,x) + L (Esitlik 17)
g

(n—-1)!

olarak tanimlanir ve bu (Esitlik 16) da kullanilirsa

u(t,x) = f(t,x) — L"*Ru — L"Nu (Bsitlik 18)

seklinde bulunur. Ayristirilmis seri ¢6ziim fonksiyonu,

u(t,x) = Y=o Un(t, x) (Esitlik 19)

seklinde gosterilir. Bu seri ¢6ziimii ve (Esitlik 14) denklemi, (Esitlik 18) denkleminde

yazilacak olursa

S0 (6,0) = £(6,%) = LR E0 n (6,) — L 350 An (Esitlik 20)

elde edilir. Buradan (Esitlik 20) esitliginden

Uy (t' .X') = f(tr .X')

uy (t,x) = =L (Ruy) — L1 (4p)

uy(t,x) = —=L7*(Ruy) — L7 (4)

uz(t,x) = —=L7'(Ruy) — L™*(4,)

yani

uy = f(t,x),

up(t,x) = _L_l(Run—l) - L_l(An—l) n=1

13



esit oldugu kabul edilip, indirgeme bagintisi ile u, terimleri hesaplanir, sonrasinda

(Esitlik 19) esitligi kullanilip ¢6ziim bulunur (Cherruault, 1989; Kaya ve Inan, 2005).

2.1. Degistirilmis (Tadil Edilmis) Ayristirma Yontemi
Wazwaz, Adomian tarafindan yapilan varsayimlar1 degistirmistir. (Esitlik 18)’e
kadar ayni islemler yapilir. Farkli olarak, degistirilmis bi¢imde (Esitlik 18) denkleminin

sag tarafinda bulunan f fonksiyonunun f; ve f; olarak iki pargaya ayrilabilecegi ve

f(th) = fo(t,X) + fl(t,X)

biciminde yazilabilecegi kabul edilir. Bu yontemde birinci parca f;’1n uy’a atanmasi ve
ikinci par¢a f;’in ise u4’in taniminda diger terimlere eklenmesi temel alinir. u
fonksiyonunun diger bilesenleri u,,’ler (n = 2) i¢in atamalar klasik yontemle ayni1 sekilde

yapilir. Boylelikle
U = fo(t,x),
u; = fi(t,x) — L7 (Rug) — L™*(Ap),
Un(t,x) = =L (Ruy—1) — L7 (Ap-1) ,n 2 2
olarak hesaplanir (Wazwaz ve Sayed, 2001).
2.2. Seri A¢cilimi Kullanilan Degistirilmis Ayristirma Yontemi
Wazwaz ve El-Sayed 2001 yilindaki caligmalarinda degistirilmis ayristirma

yontemini genellestirerek (Esitlik 18) denkleminin sag tarafinda bulunan f

fonksiyonunun seri agilimini

f(t,x) = Yo fa(t, X)

kullandilar. Ozel olarak bu seri Taylor serisi olarak secilebilir. Bu ydntemde yineleme

denklemleri ise

uy = fo(t, x),
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Up = fn(t: x) — L_l(Run—l) - L_l(An—l)' n=1
olarak alinir (Wazwaz ve Sayed, 2001).

Ornek 2.1 Bir u(x) bilinmeyen fonksiyonu asagidaki diferansiyel denklemi ve

verilen baslangig sartlar1 saglasin:

d?u

d .
dx2+£+u=—sm(x), 0<x<1,

u(0)=1, u'(0)=0

Adomian ayrigtirma yontemi kullanilarak u(x) bilinmeyen fonksiyonunu 6. dereceden

yaklagik ¢oziimiini bulalim.

Coziim: Bu dogrusal homojen olmayan baslangic deger probleminin analitik

¢Ozliimiiniin
u(x) = cos(x)

oldugunu biliyoruz. Simdi yontemin uygulamasin ve sayisal ¢6ziimii bulmak i¢in x’nin

ikinci mertebeden tiirevini L operatorii olarak gosterelim ve ters operatorii yazalim.
L) = 20, L' = J7 [F()da?

simdi denklemi
Lou+u +u=—sin(x)

sekline getirip denklemin her iki tarafina da L' operatorii uygulanirsa
LLyu+ Lyt (' + u) = Ly (—sin(x))

elde edilir. Burada L;*L,u nin agilim1
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L Lu = u(x) —u(0) — xu’'(0)

seklindedir. Simdi u(x) —u(0) — xu'(0) ifadesini denklemde vyerine yazarsak

¢ozmemiz gereken denklem
u(x) —u(0) —xu’'(0) = —L;*(w’ + u) + Lz (—sin(x))
seklinde olur. Burada u(0) ve u'(0) degerlerini denkleme yazarsak
u(x)—1—x-0=—-L*(u' +u) + L;*(—sin(x))
ve
u(x) —1=-L7*(w +u) + Lyt (—sin(x))
olur. Oncelikle L3*(— sin(x)) ifadesini hesaplayalim.
Lyl (—sin(x)) = f(f fox — sin(x) dx?
Lyl (—=sin(x)) = sin(x) — x

seklinde olur. Simdi buldugumuz L;'(—sin(x)) denklemde yerine yazarak ¢dziime

baslayabiliriz.

u(x) = —L7;*(w' +u) + 1 +sin(x) — x
denklemi

f(x) =1+sin(x) — x
olarak tanimlanirsa

u(x) = -Ly'(W' +u) + f(x)

biciminde ifade edilir. Yaklasik ¢6ziim elde etmek i¢in f(x)’in Taylor agiliminin
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3 5 7 9 11
T+sin(x) —x=1-"+=-4+Z 4.
3 st 7t o 11

ilk ti¢ terimini alip yerine yazarsak
o y—1py _x %
u(x) =—-Ly'(u' +u) + (1 > + 5!)
elde edilir. Burada

- x3 x5
f(x):1—§+a

fonksiyonu
fo@) =1,
fi@) =0,
f) ==L,
=12

olacak sekilde dort bilesene ayrilirsa

f) = folx) + f1(x) + f2(x) + f3(x),

yaklasim fonksiyonu elde edilir. Bu bilesenler

U = fo(x),

uy = fi(x) — Ly (ug + up)

uy = f,(0) = Ly (ug + uy)
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us = f3(x) = Ly (up + uz)
yineleme denklemlerinde kullanilarak yaklasik ¢6ziim elde edilir. Bu denklemler ile
U, =1
ve
u; = 0 — Ly (ug + ugp)
=-L'((D)'+1)
=—L'(D)

= f;fox 1dx?

olarak bulunur. Buldugumuz u;’den u, yi bulmak i¢in asagidaki islemleri yapilarak u,
Uy = fo(x) = Ly (ug +uy)

.X'3 -1 )
= _;_Lx (uy +uy)
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olarak bulunur. Buldugumuz u,’den u3 yi bulmak i¢in asagidaki islemleri yapilarak us
us = f3(x) — Ly (uz + uy)

XS -1 ’
:E_Lx (uz +u2)

olarak bulunur. Boylelikle yaklasik ¢6ziim

ulx) =ug+u +uy; +us

olarak elde edilir.

Ornek 2.2 Bir u(x) bilinmeyen fonksiyonu asagidaki diferansiyel denklemi ve

verilen baslangi¢ sartlar1 saglasin:

d?u

dx2+3_1;+u=_sin(x), 0<x<1,

u(0)=1, u'(0)=0
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Adomian ayristirma yontemi kullanilarak u(x) bilinmeyen fonksiyonunun analitik

¢Ozimiinii bulalim.

Coziim: Analitik ¢oziimii elde etmek i¢in bir 6nceki ornegin ¢oziimiinden farkli

olarak
f(x) =1+sin(x) —x
fonksiyonunun Taylor serisi

x3 xS x7 x° x11
e - T T

acilimin1 yeniden diizenleyerek
f 0 (x ) = 11

fi(x) =0,

fux) = GV on-1 >
n (2n-1)! =

olarak parcalara ayiralim. Bu bilesenler

ug = fo(x),

uy = fi(x) — Ly (ug + up)

Un = fn(x) - L;l(u;’l—l + un—l),n =2

yineleme denklemlerinde kullanilarak ¢6ziim aranacaktir. Tiimevarim yontemiyle

— (_1)n 2n
Un = (2n)!

oldugunu gosterelim. Burada da bir 6nceki 6rnekte oldugu gibi
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u1 = Z,
U, = Z’
Us 6!

esittir. n = k i¢in

_(-Dk
Uk = G

esitliginin gecerli oldugunu kabul edelim. Simdi n = k + 1 igin

w . = GV 2k
k+1 ™ (or+2)

esitliginin saglandigini gosterelim:

U1 = fre1 () — Lyt (uy + uy)

_ DR k1 -1 [(GDF ok "LEDR o
- (2k+1)!x Lz ((Zk)! x ) T (2k)! x
(- 1)" cg"/ xzk’ GVl Dkt o 2k+2
(2k+2)'
_ DM k2

u
k+1 ™ (or+2)

Tiumevarim ile
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— =pn 2n
Un = (2n)!

esit oldugu gosterildi. Boylelikle analitik ¢oziim

u= Z?f:o Up

— 00 =nn 2n
= Xn=0 (Zn)!x

u = cos(x)

olarak bulunur.
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3. ADOMIAN POLINOMLARI

Adomian ayristirma yonteminin tanitildigi boliimde dogrusal adi diferansiyel
denklemlerin bu yontemle nasil ¢oziilecegi verilmisti. Bu kisimda dogrusal olmayan
denklemlerde yontemin uygulanabilmesi igin Adomian polinomlarini inceleyecegiz.
Dogrusal olmayan denklemlerde u bilinmeyen fonksiyonu sonsuz bir seri toplami
seklinde ifade edilirken, u?, u3, u cosu,ue", uu,, uu,, gibi dogrusal olmayan terimler,
Ozel bir gosterim olan Adomian polinomlar: ile ifade edilir. Burada dogrusal olmayan
terimleri daha 6nce N(u) ile (Esitlik 14) de gostermistik. N (w) ifadesi bir fonksiyon

olarak yeteri kadar diizgiin oldugu ve bu ifadenin
N@) = Xn-04n (Esitlik 21)

biciminde A,, Adomian polinomlarinin seri toplamina esit oldugu kabul edilecektir.
A, polinomu wu, fonksiyonuna; A; polinomu wug, u,; fonksiyonlarina; A, polinomu

Uy, Uq, U, fonksiyonlarina; A,, polinomu ise ug, uq, uy, **- u, fonksiyonlaria baglhdir.

3.1. Adomian Yontemiyle Adomian Polinomlarinin Hesabi
George Adomian kendi ismiyle anilan 4,, Adomian polinomlarin1 asagidaki gibi

verilen C(k,n) ler ile hesaplanigin1 vermistir. A,,, Adomian polinomlari
_ym an "
A, =30 (C(k, n) (duk)u=u0> ,n>1 (Esitlik 22)

ve Ay = N(uy) ile bulunur. Burada C(k,n)’ler

1k
Ck,n) = Z | | —u (Esitlik 23)
k] EN(), j=1.2,“‘,1’l J*
k1+k2+k3+"'+kn=k,
k1+2k2+3k3+-~-+nkn=n

formiilii ile hesaplanir (Adomian 2014).



Ornek 3.1 C(2,3) polinomunu hesaplayalim
n=3k=2dirvek; leri k;+k,+k;=2 veky+2k,+3k;=3

olacak sekilde se¢ilmelidir.

0 2 3

C(2,3) = uluZ
bi¢iminde hesaplanir.

Ornek 3.2 €(2,4) polinomunu hesaplayalim

olacak sekilde secilmelidir.

C(2,3) = uyuz + %u%
bi¢ciminde hesaplanir.

3.2. Parametre Kullanarak Adomian Polinomlarinin Hesabi
Biazar ve arkadaslar1 ile Zhu ve arkadaslar1 A, polinomlarini hesaplamak i¢in

A parametresini kullanmiglardir. 4,, polinomlari

An = () V(2o P, (Esitlik 24)

n!

biciminde yazilir. Problem c¢oziimlerine daha iyi sayisal yaklasimlar bulmak igin
ayristirma serisinin adim sayist artirilmalidir. (Esitlik 24) genel formiilii ayristirma
serisinin adim sayisinin ¢ogaltilmasinda bize avantaj saglar. Simdi (Esitlik 24)

esitliginden ilk dort polinomun hesabi verilecektir.
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Ay = é[N(AOuo)]/lzo:

Ao = N(uyp),

1 d?t 1
A=V (Zhoﬂ"uk)L_O
= % [N(2%uq + AMuy)] 520

= u;N'(ug + Auy) 3=,

Ay = u;N'(up),

A= 3 [V (S P,

1 d?
= 2[ d/12 [N(uo + /11u1 + /12u2)]

= %% [(u1 + Zluz)Nl(uO + Aul + Azuz)]lzo

= —[Qua)N' (uo + Ay + A2uy)

+(uy + 22u,)N" (ug + Auy + 12uy) (ug + 22uy)] 520

Ay = _u1N”(u0) + u,N'(uy),

Az = [N(Zk 0 Pug)z=

31 dl3

Ay = [N(uo + Auy + A%u, + 3u3)])=

3! d/13
1 d?

=~ [y + 24w, + 322u3)N' (ug + Ay + 22w, + A2u3)]3-
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1d
A3 == ga [(Zuz + 6},”3)Nl(u0 + /1u1 + /12u2 + /13113)

+ (uy + 2Au;, + 32%u3) N (uy + Auy + 22uy + 3u3)] -0

= %[(6113)1\/’(110 + /1u1 + /12u2 + A3u3) +

+3(uy + 2Auy + 32%u3) Qu, + 6Auz) X N (uy + Auy + 12u, + A3u3)
+(uy + 24u, + 32%u3)3N"" (ug + Auy + 2%2u, + 13u3)]i-0

1 , " "
As = 2 [6uN' (ug) + 611U, N" (1) + ufN"" (1) 2=,

seklinde bulunur (Biazar vd., 2003; Zhu vd., 2005).

3.3. Genellestirilmis Taylor Serisi Kullanmilarak Adomian Polinomlarinin
Hesabi

N (u) teriminin Adomian polinomlarini bulmak i¢in bir baska bakis agis1 ise Duan
vd. one siirdiikleri Taylor seri yonteminin bir genellestirmesini kullanmaktir. Burada
kullanilan genellestirmede Taylor serisi bir noktada degil bir u fonksiyonu komsulugunda
yazilir. Adomian polinomlar1 dogrusal olmayan N(w) teriminin wu, civarinda u
fonksiyonuna gore Taylor seri agilimi kullanilarak hesaplanir. Burada agilimdaki terimler
u = Yo Uk fonksiyonunun ug, uy, ... bilesenlerinin alt indisleri ile tsler ¢arpimlarinin

toplamlari esit olacak sekilde gruplanir (Duan vd., 2012).

N@w) = N(Xj=o Ui)
= N(up + X1 Uk)

V@) = Bl (5R),, G|
NG = Nao) +(5) St (53) L, G 4o+

) s

n! \dum
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Nw) = Ag+A+4,+A45+ -
= N(ug) + (ug +uy, +ug +uy +us + - )N'(up)
+%(uf + 2uquy + 2uqus + us + 2uguy + 2upug + - )N (ug)
+%(uf + 3ufu, + 3u ud + 3udus + - )N (uy) +
+i(u§1 +4uiu, 4+ - )N (ug) +
+%(uf + o NG () + -

seklinde bulunur. Adomian polinomlar1 ise gruplama yapilarak
Ay = N(ug)

dN

A= ”1(a;)u=uo

- dN u?\ (d?N
A=uw () +(3)(GE).
U=ugy : U=ugy

bi¢iminde verilir.
Ornek 3.3 Ustel bir ifadenin Adomian polinomlarimi gosterelim. Ornegimiz
Nu = F(u) = e®+P

seklinde olsun. Oncelikle verilen F (u)'yu bir seri seklinde tanimlayalim.

F(u) = Xr=0A4n
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Ay = F(up) = e®o*P

F(’U,) = ea(uo+u1+u2+...)+b

simdi denklemi iki ¢arpan olarak yazarsak asagidaki gibi

F(u) — (eau0+b).ea(u1+u2+...)

a(uq+uz+-+)

olur. Simdi de burada ikinci ¢arpan olan e ifadenin Taylor seri agilimini

yaparsak
aug+b a?
F(u) = e (1 ta(u +up +- )+ (W tup +0) + )
haline gelmis olur. Buradan da e®“o*? ile her bir terimi ¢arparsak F(u)

aZ
F(u) = e%o*P 4 gy e®toth 4 (auz + ;u%) goth

3
2 a” .3\ jaup+b
+(au3+a u1u2+ Eul)e 0 +"‘

seklinde olur. Simdi de her bir polinomu asagidaki gibi

— paupg+b
Ay = eto
A, = au,eotb
1= auy
A, = +a_2 2\ ,aug+b
2 =(au; +uf)e

3
a
Ay = (au3 + a’uju, + ;uf) gtoth

gosterilir.
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Ornek 3.4 Trigonometrik bir denklemin Adomian polinomlarini gdsterelim.

Ornegimizi
F(u) = sin(au + b)

seklinde belirleyelim. Yine burada birinci 6rnek gibi verilen F(u)'yu bir seri seklinde

tanimlayalim.

F(u) = ¥nioAn

Ay = F(uy) = sin[(aug+b)+a(u; +uy, +-)]
F(u) = sin[(aug+b) +a(u; +u, +-++)]

sinilis toplam-fark formiillerinden
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)

F(u) = sin(auy + b) cos[a(u; + u, + -+ )]
+cos(auy + b) sin[a(u, + uy + )]

seklinde yazabiliriz. Buradan cos[a(u; + u, + ---)] ifadesi ile sin[a(u; + u, + )]

ifadelerinin Taylor seri agilimlarin1 yazarak

, a? 5, a* 4
F(u) = sin(au, + b){l — 5w tup ) (U Fup £ ) }

3
+ cos(augy + b) {a(ul +u, ++)— %(7«% +u, +-)3 + }
seklinde gosterebilir. Simdi birkag terimi agarak

2 2
F(u) = sin(auy + b) {1 - %u% - 2%“1“2 }

3
+ cos(auy + b) {au1 + au, + auz — %uf }
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F(u) = sin(auy + b) + a cos(auy + b)u,

2
+ (— %sin(auo + b) u? + a cos(au,y + b)UZ)

3
+ (—a2 sin(auy + b) uyu, + acos(aug + b)us — %cos(auo + b)uf)

+ oo
yazilabilir. Buradan ilk ii¢ polinomu asagidaki gibi
Ay = sin(augy + b)

A, = acos(auy + b))y,

2
A, = (—%sin(auo + b) uf + acos(au, + b)uz)

3
A; = (—a2 sin(auy + b) uyu, + acos(auy + b)us — %cos(auo + b)uf)

gosterilir.

Ornek 3.5 Trigonometrik bir denklemin Adomian polinomlarini gsterelim.

Ornegimizi
F(u) = cos(au + b)

seklinde belirleyelim. Yine burada birinci 6rnek gibi verilen F(u)'yu bir seri seklinde

tanimlayalim
F(u) = Z?Lozo Ay
Ay = F(uy) = cos[(auyg + b) + a(uy +u, + )]

F = cos[(auy + b) + a(uy + u, + )]
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cosiniis toplam-fark formiillerinden
cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

F(u) = cos(auy + b) cos[a(uy + u, + )]
—sin(augy + b) sinfa(u, +uy + )]

seklinde yazabiliriz. Buradan cos[a(u, + u, + ---)] ifadesi ile sin[a(u; + u, + -+ )]

ifadelerinin Taylor seri agilimlari

a? 5, a* 4
F(u) = cos(auy +b){1—;(u1 tup + )+ (g Fup + ) }

3
—sin(auy + b) {a(ul +u, + ) — %(u1 +u, +-)3 + }
seklinde ifade edilebilir. Simdi birka¢ terimi agarak

2 2
F(u) = cos(auy + b) {1 —%u% - 2%“1112 }

3
—sin(augy + b) {aul + au, + aus —%uf } + -

bu hale getirmis olduk. Buradan ilk ii¢ polinomu asagidaki gibi

Ay = cos(auy + b)

A, = —asin(auy + b))y,
2
A, = —%cos(auo + b) u? — asin(aug + b) u,
3
A; = —a? cos(aug + b) uyu, — asin(aug + b) uz — %Sin(auo + b)ud

olarak elde edilir. Benzer sekilde diger trigonometrik denklemlerin de Adomian

polinomlar1 gosterilebilir.
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Ornek 3.6 Hiperbolik bir denklemin Adomian polinomlarmi gdsterelim.

Ornegimizi
F(u) = sinh(au + b)

seklinde belirleyelim. Yine burada birinci 6rnek gibi verilen F(u)'yu bir seri seklinde

tanimlayalim

Ay = F(uy) = sinh[(aug + b) + a(u; + u, + -++)]
F(u) = sinh[(auy + b) + a(uy + u, + )]

siniis hiperbolik toplam-fark formiillerinden
sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)

F(u) = sinh(aug + b) cosh[a(u, +uy + )]
+ cosh(aug + b) sinh[a(u; + uy + )]

seklinde yazabiliriz. Buradan cosh[a(u, + u, + ---)] ifadesi ile sinh[a(u; + u, + )]

ifadelerinin Taylor seri agilimlari

. a? 5 a* 4
F(u) = sinh(auy + b){l +E(u1 +u, +-+) +I(u1 +u, +-) }

3
+ cosh(auy + b) {a(u1 +u, + ) +%(u1 Fu, 4 )3+ }
ile gosterebilir. Simdi birkag terimi agarak

F(u) = sinh(aue + b) [1 +% (i + 2uguy + ) |

3
+ cosh(augy + b) [a(u1 +u, + ) +%uf + ]
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F(u) = sinh(auy + b) + a cosh(auy + b) uy
2
+ (% sinh(aug + b) u? + a cosh(au, + b) uz)
+(a? sinh(aug + b) uu, + a cosh(auy + b) us

+Z—Tcosh(au0 + b)uf) + -
yazilabilir. Buradan ilk {i¢ polinomu asagidaki gibi
A, = sinh(au, + b)
A; = acosh(auy + b) uy
@

2
A, = 7 sinh(au, + b) u? + a cosh(auy + b) u,

3
A; = a? sinh(aug + b) u;u, + a cosh(auy + b) uz + %cosh(auo + b)ud

elde edilir.

Ornek 3.7 Hiperbolik bir denklemin Adomian polinomlarmi gosterelim.

Ornegimizi
F(u) = cosh(au + b)

seklinde belirleyelim. Yine burada birinci 6rnek gibi verilen F(u)'yu bir seri seklinde

yazalim
F(u) = Xn=04n

Ay = F(uy) = cosh[(aug + b) + a(u; + uy + +++)]
F(u) = cosh[(auy + b) + a(uy +u, + )]

cosiniis hiperbolik toplam-fark formiillerinden
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cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)

F(u) = cosh(augy + b) cosh[a(u; + uy + )]
+ sinh(auy + b) sinh[a(u; + uy + )]

yazabilir. Buradan cosh[a(u; +u, +---)] ifadesi ile sinhla(u, +u, + )]

ifadelerinin Taylor seri agilimlari
a? a*
F(u) = cosh(auy + b) {1 + ;(ul + Uy + -+ )? +I(u1 +uy + -0 )* }

3
+ sinh(au, + b) {a(u1 +u, + ) +%(u1 +u, + )3+ }

olarak yazilabilir. Simdi birkag terimi agarak

F(u) = cosh(auy + b) + a sinh(auy + b) uy

+ [Z—T cosh(auy + b) u? + a sinh(au, + b) uz]
+ (Z—T 2u u, cosh(auy + b) + a sinh(auy + b) us

3
+%sinh(au0 + b) uf) + -

bulunur. Buradan ilk ii¢ polinomu asagidaki gibi
Ay = cosh(auy + b)

A, = asinh(auy + b) uy

2
A, = %cosh(auo + b) u? + asinh(aug + b) u,

2 3
A; = %Zuluz cosh(auy + b) + a sinh(auy + b) uz + %sinh(auo +b)ud

elde edilir. Benzer sekilde diger hiperbolik denklemlerin de Adomian polinomlari
gosterilebilir.
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Ornek 3.8 Dogrusal olmayan bir denklemin Adomian polinomlarmni gdsterelim.

Ornegimizi
F(u) = u?u,

olarak segelim. Burada u? ve u, ifadeleri asagidaki gibi yazilirsa
Fu) = (uo +ug +uy +--)?(ug, +uy, +uy, +us, +--)

F(u) = (W2 + 2uguy + u? + 2ugu, + u + ugu, + ).

(U.Ox + ulx + uzx + U-3x + "‘)
F(u)’nun son hali asagidaki gibi olur.

F(w) = ufuo, +udu,, + 2uusug, + udu,, + 2ugusuy + ufug,

+2ugupug, + Uiy,
Buradan Adomian polinomlari
Ay = uuy,
Ay = ufuy, + 2ugugug,

Ay = ufu, 4+ 2ugugug, + 2uguzug, + uiug,

olarak elde edilir.

3.4. Homotopi Pertiirbasyon Yontemi ile Adomian Polinomlarinin Hesabi
Bu yontemle Adomian polinomlarinin hesabi bir 6rnek ile anlatilacaktir.
N(u) = u? dogrusal olmayan ifadenin Adomian polinomlarinin hesaplanacagi

diisiiniilsiin. Oncelikle asagidaki bigimde bir homotopi olusturalim:
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HG,p) =G —pu?>=0 (Bsitlik 25)
Burada p = 0 alindiginda G = 0 olur, p = 1 alindiginda G = u? olur.

u(p) = Xn=o UnP" (Esitlik 26)
esitligini (Esitlik 25) denklemin de yerine yazarak

H(G,p) = En=o Bup™) — pXEn=o unp™? =0 (Esitlik 27)
G

esitligi elde edilir. Buradan

P(En=ounp™? = p(uo + usp + upp® + -+)?

= p(u§ + 2ugup + ufp® + 2ugu,p?)

= ugp + 2uguyp® + (uf + 2uouy)p?

(Xn=oP"Bpn) — usp + 2uousp® + (Ui + 2uou,)p® =0 (Esitlik 28)
yazilabilir. p’nin ayn1 kuvvetlerini bir araya toplayip katsayilarini sifira esitlersek

Bop®=0=>B,=0

(Bi—ud)p=0=>B,—u2=0=>B; =u3

(B, — 2uquy)p? = 0 = B, — 2uguy = 0 = B, = 2upu,

[B; — (u? + 2uqu,)]p® = 0 = By — (U2 + 2upuy) = 0 = By = uf + 2uyu,
bulunur. Buradan

AO = B1 Olup AO = u(z) A1 = B2 Olup A1 = 2u0u1 AZ = B3 Olup Az = u% + Zuouz
olarak elde edilir.
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4. ELIPTIK PROBLEMLERDE ADOMIAN AYRISTIRMA YONTEMININ
UYGULANMASI

1988 yilinda Adomian “A Review Of The Decomposition Method In Applied
Mathematics” adli makalesiyle eliptik tip diferansiyel denklemlerin Adomian ayristirma
yontemi ile ¢oziimlerini gosterdi (Adomian, 1988b).

1993 yilinda Gabet “The Decomposition Method And Linear Partial Differential
Equations” adli makalesiyle dogrusal kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini
gosterdi (Gabet 1993).

1994 yilinda Adomian “Solving Frontier Problems Of Physics: The Decomposition
Method” adli kitabinda fizigin sinir deger problemlerinin ¢dziimlerini Adomian
ayrigtirma yontemiyle gosterdi (Adomian, 2013).

2002 yilinda Olivares “Analytical Approximants Of Time-Dependent Partial
Differential Equations With Tau Methods” adli ¢alismasinda Tau spektral yontemleri ve
Adomian ayristirma yontemini, bir dikdortgenin dort tarafinda tanimlanan sinir kosullari
ile zamana bagl herhangi bir kismi diferansiyel denklemin analitik ¢ézlimiine hizli bir
sekilde yaklagsmak i¢in birlikte kullanmustir (Olivares, 2002).

2003 yilinda Olivares “Analytic Solution Of Partial Differential Equations With
Adomian’'s Decomposition” adli makalesinde Adomian ayristirmasi yontemi ile kismi
diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimiinii gosterdi (Olivares, 2003a).

Yine 2003 yilinda Olivares “Analytical Solution Of Nonlinear Partial Differential
Equations Of Physics” adli makalesinde fizigin dogrusal olmayan kismi diferansiyel
denklemlerinin analitik ¢6ztimii i¢gin Adomian ayristirma yontemini kullandi (Olivares,

2003D).

Ornek 4.1 Bir u(t, x) bilinmeyen fonksiyonu asagidaki eliptik kismi diferansiyel

denklemi ve sartlar1 saglasin:

U + Uy = (=18t —45)sin(3x), 0<t<1, 0<x<m,

u(0,x) = 5sin(3x) ,u(1,x) = 7 sin(3x)

u(t,0) =0 ,u(t,m) =0



Adomian ayrigtirma yontemi kullanilarak u(t,x) bilinmeyen fonksiyonunu

bulalim.

Coziim: Coziim icin oncelikle x, t nin tiirevlerini operator olarak gosterelim ve

ters operatorli yazalim.

L) =20 L) =250), L) = [§ [f()de?
Simdi denklemi operator cinsinden
Lou+ Lyu = (—18t — 45) sin(3x)
seklinde yazip denklemin her iki tarafina da L;* operatdrii uygulanirsa
LLeu + L7 Lyu = L7((—18t — 45) sin(3x))
yazilabilir. Burada Ly *L,u gosteriminin agik ifadesi
L7 Leu = u(t, x) — u(0,x) — tu,(0,x)
seklindedir.
Simdi u(t,x) — u(0,x) — tu,(0,x) ifadesini denklemde yerine yazarsak ¢dzmemiz
gereken denklem
u(t,x) —u(0,x) — tu,(0,x) = =L (L, u + (18t + 45) sin(3x))
seklinde olur. Burada t = 1 i¢in
u(1,x) —u(0,x) —u,(0,x) = —Ly*(Lyu + (18t + 45) sin(3x)) =,

olup u(1, x), u(0,x) degerlerini yerine yazarsak

7 sin(3x) — 5sin(3x) — u,(0,x) = —L;*(L,u + (18t + 45) sin(3x)) =1
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bulunur. Buradan

2sin(3x) — u,(0,x) = —L7 (L,u + (18t + 45) sin(3x)) =1
denklemin ¢oziimiinii incelemeliyiz. u; (0, x)’i

u,(0,x) = 2sin(3x) + Ly (L,u + (18t + 45) sin(3x));=;
seklinde bulup bunu

u(t,x) = u(0,x) + u.(0,x) — Ly*(Lyu + (18t + 45) sin(3x))
denkleminde yazarsak

u(t,x) = 5sin(3x) + t(2sin(3x) + L7 (Lu + (18t + 45) sin(3x))¢=1)
—L7Y(L,u + (18t + 45) sin(3x))

olarak bulunur. Burada u,
Uy = 5sin(3x) + 2t sin(3x)
seklinde belirleyebiliriz.
uy = (5 + 2t) sin(3x)
Simdi u;’i bulmak i¢in buldugumuz u,’1 kullanip denklemde yazarsak

u; = tL*((18t + 45) sin(3x))t=1 + L71((18t + 45) sin(3x))

+tL?1 (Lxuo)tzl - L?l (Lxuo)
seklinde olur. Burada oncelikle L;l((18t + 45) sin(3x)) ¢Oziimiini ele alalim

L7((18¢ + 45) sin(3x)) = sin(3x) [ [ (18t + 45) dt
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= sin(3x) [(9t? + 45¢)5dt

= sin(3x) (3t3 +

L ((18t + 45) sin(3x)) = sin(3x) (3¢3 +

45t2)t
2 Jo

45t2)
2

olarak yazilabilir. Simdi de L;((18t + 45) sin(3x))t=1 ¢oziimiinii bulmak icin

yukarida buldugumuz L7*((18t + 45) sin(3x)) ifadesinde ¢ = 1 yazarsak L;*((18t +

45) sin(3x))t=1’in ¢ozimi

L7*((18t +45)sin(3x)),_, = sin(3x) [, f, (18t + 45) dt

= sin(3x) [, (9¢% + 450)5dt

= sin(3x) (3t3

L7*((18t +45) sin(3x)),_, = 2-sin(3x)
seklinde olur. Simdi Ly *(L,ug)’i
L7 (Lyue) = —9sin(3x) [ [[(2t + 5) dt

= —95sin(3x) [, (t* + 50)5 dt

3 2\t
= —9sin(3x) (t? + %)0

= —9sin(3x) (§ + Szﬁ)

L7 (Lyug) = —9(2t + 5) sin(3x)
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seklinde bulunur. Buradan Ly (Lyug) =1
Lr (Lyuo)=1 = —9sin(3x) [, [1(2t +5) dt

= —9sin(3x) [ (t? + 5)5 dt

3 2\1
= —95sin(3x) (% + 5%)0

- 17\ .
L (Lxttg)e=s = =9 (7) sin(32)

olarak bulunur. Bulunan L;*((18t +45)sin(3x)),_,, Lg*((18t +45)sin(3x)),
L7 (Lyug) =1, L1 (Lyug) terimleri uy de yazilirsa
5

1t . 45t2\ . 17\ .
wy = —-sin(3x) — (3t3 + T) sin(3x) — 9t (?) sin(3x)
t3  5t%\ .
+9 (? + T) sin(3x)
2
u; = ZEsin(3x) — 3t3 sin(3x) — =-sin(3x) — Z-sin(3x) + 3¢% sin(3x)
2
+ %sin(&c)
olarak bulunur. Buradan 1. ve 4. terimler, 2. ve 5. terimler, 3. ve 6. terimler birbirini yok
edeceklerdir.
Boylece
ul = 0
olarak bulunur. Dolaysiyla u," den sonraki terimlerde sifir olacagindan ¢éziim

uy, = (2t + 5) sin(3x)

seklinde olur. Buradan da verilen problemin ¢6ziimii
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u =1uy, = (2t + 5) sin(3x)
olarak bulunur.

Ornek 4.2 Bir u(t, x) bilinmeyen fonksiyonu asagidaki eliptik kismi diferansiyel

denklemi ve sartlar1 saglasin:
U H Uy = (Uy)?+1, 0<t<2, 0<x <5
u(0,x) =x u(0,x) =0

Adomian ayrigtirma yontemi kullanilarak u(t,x) bilinmeyen fonksiyonunu bulalim

(Rach vd. 2016).

Coziim: Cozim icin oncelikle x, t nin tiirevlerini operator olarak gosterelim ve

ters operatorii yazalim.

L) =25 () L) =250), L) = fy [i()de? .
af
Simdi denklemi
Leu+ Lyu=(u)?+1
bi¢iminde yazip denklemin her iki tarafina Ly operatorii uygulanirsa
L' Leu + L' Leu = L ((we)?) + L (D)
yazilabilir. Burada Ly *L,u gosteriminin agik ifadesi
L7 Leu = u(t, x) — u(0,x) — tu,(0,x)

seklindedir. Simdi bulunan L;7'L.u = u(t,x) — u(0,x) — tu,(0,x) denklemde yerine

yazilirsa ¢ozlilmesi gereken denklem
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u(t,x) —u(0,x) — tu,(0,x) = Ly (—Lyu + (u,)?) + L71(1)
seklinde olur. Problemde verilen u(0,x), tu,(0,x) degerleri yerine yazilirsa

u(t,x) —x — 0= Ly (—Lyu + (uy)?) + Ly 1(1)

u(t,x) = Ly (—Lyu + (u)®) + L7H(1) + x

olur. Oncelikle denklemin ¢6ziimii icin L7 (1) degerini hesaplayalim

L' = [ [1dt?
= [tdt

t2
2

bulunur. Burada bulunan L7 (1) u(¢, x) de yazarsak
2
u(t,x) = L (—Leu + (ue)?) + 5+ x
haline gelir. Buradan 6ncelikle (u,)?’nin agilimi

(ux)?

(qu + ulx + uzx + )2
2 2
= (qu) + Zuoxulx + Zuoxuzx + (ulx) + -

yazildiktan sonra Adomian polinomlar1 asagidaki gibi

Ag = (uox)z

Al = Zquulx

Az = ZquuZx + (ulx)z
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yazilir. Simdi
2
u(t,x) = LY (—Lyu + (uy)?) + % +x

denkleminde uy’1

secerek A, Adomian polinomu
Ay = (1)?
AO = 1

olarak bulunur. Simdi bulunan A, Adomian polinomunu kullanmak i¢in denklemi daha

genel olarak
Un+1(t, %) = Li' (—Lyun + Ap)

seklinde gosterelim. Simdi n = 0 i¢in u,; denklemini yazalim
u; = Lyt (—Lyug + Ap).

Burada u,’i bulmak i¢in 6nce —L,u,’1 bulalim.

82 [t2
—Lyuo =55 (7 + ")

d
—Lyuy = o (1)
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_Lxuo =0

olarak bulunur. Simdi —L,u, ve daha 6nce bulunan A4,

Uu; = Lzl(_Lxuo + 4Ay)

denkleminde yerine yazildiginda u; fonksiyonu

u; = LeH(1)
t ot
= J, J, 1dt?
= [, tdt
tZ
U, = —

olarak bulunur. Buradan

X

oldugu agiktir. Burada bulunan u,’den A; Adomian polinomu

Al = Zquulx

A, =2.1.0

A]_:O

bulunur. Simdi u,’y1 —L,u, ve A;ile asagidaki gibi

Uy = Lzl(_Lxlh +A;)

yazalim. A;yukarida hesapladik simdi —L,u, hesaplayip degerleri u, de yazalim.
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—L,u, =0
olarak bulunur. Buradan
u, = Ly'(0)

u, =0

olarak bulunur. u, = 0 olmasindan dolay1 A, polinomuda A, = 0 olur. Bundan sonraki

terimler 0 esit olur. u(t, x) ¢Oziimii

u(t,x) =uy+uy

olarak bulunur.
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5. ELIPTiK TERS PROBLEMLERDE ADOMIAN AYRISTIRMA
YONTEMI

5.1. Ters Problemler

Ters problemler teorisi, 1900’lii yillardan baglayarak giiniimiize gelen ve her gegen
giin bilimde ve teknolojide popiilerligi artar bir hale gelmistir. Ters problemler direkt
problemlerin karsitidir. Ters problemlerin birgok alanda uygulamalar1 vardir. Bunlar
fizik, tip, astronomi, kimya gibi matematigin kullanildig1 bir¢cok alanda uygulamalari
goriiliir.

Ters problemleri 6nemli kilan sebep, ¢aligilan bilim alaninda meydana gelebilecek
etkenlerdir. Zira bu problemlerin ¢dziimleri incelenen ortama ait yogunluk, dalga yayilim
hizi, elastisite parametreleri, iletkenlik, elektriksel ve manyetik gegirgenlik gibi 6nemli
fiziksel 6zellikler hakkinda bilgi vermektedir.

Direkt problemler, ortada olan bir problemin sebepten baglayarak sonucun
bulunmasi ile problem c¢dziiliirken ters problemlerde hali hazirda bulunan sonuglardan
sebebin belirlenmesi problemi olarak sdylenebilir. Ornegin, grip olan bir hastada ortaya
cikabilecek belirtilerin neler oldugunun saptanmasi bir direkt problemdir, diger taraftan
yiiksek ates, burun akintis1 ve halsizlik sikayetleri olan bir kisinin hastaliginin teshisi ise
bir ters problemdir. Bu belirtiler farkli saglik sorunlarindan kaynaklanabileceginden
bdyle bir problemin ¢dziimiiniin tek olmadigi agiktir (Golgeleyen ve Kaytmaz, 2016).

Matematiksel fizikte direkt problem; denklem, bolge ve kosullar verildiginde
denklemi ve kosullar1 saglayan ¢éziimiin bulunmasi problemi olarak tanimlanir. Burada
amag, belli bir anda bdlgenin belli bir noktasindaki fiziksel alan1 veya siireci tanimlayan
(elektromanyetik, akustik, sismik vb.) bir fonksiyonun bulunmasidir. Ayrica bu
problemlerde ortamin ozelliklerinin, fiziksel siirecin baslangi¢c anindaki durumunun
ve/veya sinirda saglanan 6zelliklerin bilindigi kabul edilir. Diger yandan siklikla ortamin
Ozelliklerinin bilinmedigi durumlarla da karsilasilmaktadir. Bu da direkt problemin
¢Oziimii hakkinda verilen ek bilgi yardimiyla ilgili denklemin katsayilarinin belirlenmesi
ters problemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir (Amirov, 2014).

Literatiirde ters problemlerle ilgili ¢ok sayida calisma vardir. (Isakov, 2006),
(Samarskii ve Vabishchevich, 2007) ile (Kabanikhin, 2011) bu ¢alismalara 6rnek olarak

verilebilir.



Eliptik denklemler i¢in farkli st belirli smnir deger problemler ve onlarin
yaklasimlart  (Orlovsky, 2013), (Orlovsky ve Piskarev, 2013), (Ashyralyyev ve
Dedeturk, 2013), makalelerinde incelenmistir.

(Ashyralyyev ve Dedeturk, 2013) makalesinde bir H Hilbert uzayinda bilinmeyen

p € H elemani ve u fonksiyonu igin

{ —U(t) FAu(t) = f(t) +p, 0<t<T,
u0) =p,uM =9, uD)=¢ 1€(0,T)

formundaki Dirichlet tipi ters eliptik problemin ¢éziimii igin kararlilik esitsizlikleri
elde edilmistir. Orlovsky, Banach uzayinda bu problem ile ilgili varlik teklik teoremini
(Orlovskii, 2008) makalesinde vermistir.

Eliptik denklemler icin lokal olmayan sinir deger problemleri (Ashyralyev ve
Oztiirk, 2012) ve (Ashyralyev ve Tetikoglu, 2012) makalelerinde ¢alisilmistir.
(Ashyralyyev ve Akyuz, 2016), (Ashyralyyev ve Akyuz, 2018) ¢alismalarinda Dirichlet
kosullu Bitsadze-Samarskii tipi iistbelirli probleminin ¢6ziimii i¢in kararlilik kestirimleri

arastirilmistir.

5.2. Ugiincii Mertebeden Kismi Diferansiyel Denklemler
x,y bagimsiz degiskenlere bagli by, by, b,, b3, ¢y, €1, €3, dy, dq, €y fonksiyonlar

verilsin.

0%u

_ 3 63u
L(u) = i Gx)2-1(ay)!

R ou ou At

operatorii tanimlansin. Eger (x, y)€eG igin
bop® + bip%q + bypq? + b3q® =0 (Esitlik 30)

denklemi bir tek tekrarsiz s reel orani belirlerse, tiglincii mertebeden dogrusal L(u) = 0

kismi diferansiyel denklemine G kiimesinde kompozittir denir. G kiimesinde (Esitlik 29)
denklemi kompozit bir denklem ise (Esitlik 29) denkleminin ¢ziimii var ve tektir (Davis,
1952).
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5.3. Eliptik ters problemlere Adomian Ayristirma Yonteminin Uygulanmasi
Bu kisimda eliptik ters problemlerin ¢oziimiinde Adomian ayristirma yonteminin

nasil uygulanabilecegi iizerine bir 6rnek verilecektir.

Ornek 5.1 Bir u(t, x) bilinmeyen fonksiyonu ve p(x) kaynak fonksiyonu asagidaki

eliptik kismi diferansiyel denklemi ve sartlar1 saglasinlar:
U + Uy = 24xt +p(x), 0<t <2, -1 <x<1,

u(0,x) = 6x3 + 12x + 18, u(t,—-1) =0
u(1,x) = 10x3 + 20x + 30, u(t,1) = 24t + 36
u(2,x) = 14x3 + 28x + 42

Adomian ayristirma yontemi kullanilarak u(t,x) bilinmeyen fonksiyonunu ve p(x)

kaynak fonksiyonunu bulalim.
Coziim: Ilk dnce verilen denklemi t ye gore 1 kere tiirevini alalim.
uttt + uxxt = 24’x.

Burada

Le() =5 (), L) =[5 [ [, () dt?

seklinde yazilirsa denklem
Liu + Uyyy = 24x

olarak ifade edilebilir. Denklemin her iki tarafina da Ly operatérii uygulanirsa
L Leu + Ly (axe) = Ly (24)

yazilabilir. Oncelikle L;1(24x) terimini hesaplayalim

L7 (24x) = [ [, [, (24x) dt®
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= [ [ 24x(t)5dt?

= [ [ 24xt d¢?

t

= [124x (g)o dt

= [ 12xt?dt

L71(24x) = 4xt3.
Bu ifade yukaridaki denklemde yerine yazildiginda
L7 Lou = —L7 (uyyr) + 4xt3
oldugu gériiliir. Simdi Ly *L,u yerine
L7 Leu = u(t, x) — u(0,x) — tu,(0,x) — gutt(O, x)
acilimini yazarsak
w(t, ) = u(0,%) — 6 (0,) = Suge(0,%) = ~L7 (i) + 4xt?
olur. Simdi u(0,x) = 6x3 + 12x + 18 ifadesini denklemde yerine yazalim.
u(t,x) — (6x3 +12x + 18) — tu,(0,x) — gutt(O, x) = =L (Uyye) + 4xt3.

Buradan

50



2
u(t, x) — tu,(0,x) — %utt(O, x) = —Li (uyye) + 4xt3 + (6x3 + 12x + 18)

seklinde yazilir. Daha sonra t = 1 ve t = 2 igin sartlar1 yazarsak

u(l1,t) —u(0,x) — %utt(O, x) = —Li'(Wxr)r=1 + 4x(t3) =g
+(6x3 +12x + 18)
u(2,t) — 2ue(0,x) — 2uy (0,x) = _Lfl(uxxt)t=2 + 4’x(t3)t=2

+(6x3 +12x + 18)

gibi iki denklem elde edilir. Buradan 4xt3 te t yerine 1 ve 2 yazip u(1,t) ve u(2,t)

sartlarin1 yazarsak

[ 102 + 20x + 30 — 1, (0,%) = 7u (0,2) = —L7* (Ux)e=1
+6x3 + 16x + 18
14x3 + 28x + 42 — 2u.(0,x) — 2u,: (0,) = =L (Uynr) e=2

+6x3 + 44x + 18

((—ue(0,2) =5 (0,%) = —Lg (Uyae) =y + 62° + 16x + 18
—(10x3 + 20x + 30)
—Zut((), X) - Zutt(O, X) = _Lzl(uxxt)tzz + 6x3 + 44x + 18

—(14%3 + 28x + 42)

1 -
{ —ut(O, X) - Eutt(o, X) = _Ltl(uxxt)tzl - 4‘x3 - 4‘x - 12
—Zut(O, X) - 2utt(0, X) = _Lzl(uxxt)tzz - 8x3 + 16x — 24

olarak 2 denklem bulunur. Simdi denklemlerdeki u, (0, x), u::(0, x) terimlerini bulmak
icin yok etme yontemini kullanalim.
Oncelikle 1. Denklemi (—2) ile ¢arpalim

2u: (0, ) + U (0,x) = 207 (Uyyr)p=q + 8x3 + 8x + 24

—2u,(0,x) — 2 (0,x) = —L7 (Uyyr)p=p — 8x3 + 16x — 24

carpma isleminden sonra taraf tarafa toplarsak u., (0, x)

U, (0,x) = _ZLzl(uxxt)tzl + Lzl(uxxt)t=z — 24x
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olarak bulunur. Daha sonra 1. Denklemi (—4) ile ¢arpalim.
4u,(0,x) + 2 (0, %) = 4L7  (Uyye) p=1 + 16x3 + 16x + 48
—2u,(0,x) — 2 (0, x) = —L7 (Uynr)p=p — 8x3 + 16x — 24
carpma isleminden sonra taraf tarafa toplarsak u;(0, x) i
e (0,%) = 2L (Une)e=1 — 5 Lt (yae) =z + 4% + 16x + 12
olarak buluruz. Simdi buldugumuz u, (0, x) ve u.; (0, x) ifadelerini
u(t,x) —u(0,x) — tu,(0,x) — ?utt(O, x) = =Ly (Uyye) + 4xt3

denkleminde yerine yazarsak
u(t,x) = 6x3 + 12x + 18

_ 1.
+t [ZLtl(uxxt)t=1 - ELtl(uxxt)t=2 + 4X3 + 16x + 12]

t2 _ _ _
+ ) [_ZLtl(uxxt)t=1 + Ly l(uxxt)t=2 — 24x] — Ltl(uxxt) + 4xt3
ve

u(t,x) = 6x3 + 12x + 18 + 4tx3 + 16tx + 12t — 12t%x + 4t3«x
—_ 1,_
+t [ZLt (Ut ) t=1 — Lt 1(uxxt)t=2]

t2 _ - -
+ [—2L7" (Wt ) e=1 + Lt " (Uoexe)e=2] = Lt (Uexe)
buluruz. Buradan
Uy = 6x3 + 12x + 18 + 16tx + 12t — 12t%x + 4t3x

secersek
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Uyt = 0
olur. Boylece

Le (o) = 00 L' (o), = 0, L™ (Uoyy,),_, = O

olarak elde edilir. Simdi

u = 4tx3 +t [ZLEI(quxt)t=1 - %Lgl(uoxxt)t=2]

2
+5 2L (o), + Lt (t0,,) | — L (20,
3 -19g 171 t? -1 -1 -1
Uy = 4tx +t[2Lt 0—-L¢ 0] +—[-2L7'0 + L70] — L 10
u; = 4tx3

olarak bulunur. Buradan

Uy, = 24X

olur. Buradan
— t pt ot
Ltl(ulxxt) = fo fo fO (24X) dt’
t pt t 2

= 24x [ [, (D) dt
= 24x [, [T tdt?
= 24 ft(f)t dt?
= x 0 2 o

2
= 24x [} = dt
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Lt () = 4t
bulunur. Ayrica
L?l(ulxxt)t=1 = 4x’ Lgl(ulxxt)t=2 = 32x

olarak belirlenir. u, ise

U, =t [ZL?I(ulxxt)tzl - %Lzl(ulxxt)tzz]

2
+5 2L () + Lot (), | — Lt ()

olarak hesaplanir. Yukarida belirlenen L7*(u, xxt), L*(uy,,), . ve Li*(uy,,)

t=1 t=2

ifadeler denklemde yazildiginda

2
u, =t [2.4x — % 32x] + % [—2.4x + 32x] — 4xt3

U, = —8xt + 12xt? — 4xt3
olarak bulunur. Buradan
Uzyye = 0
oldugu goriiliir ve
Le () = Iy Iy Jy 0d°
L{l(uzxxt) =0
bulunur. Boylece

L?l(uzxxt)tzl =0, Lzl(uZxxt)t=2 =0
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elde edilir. Buda u; = uy = -+ = u, = 0 olacagim gosterir ve u ¢éziimii
U =1uUy + uq + Uy

uU=06x3+12x+ 18+ 16tx + 12t — 12t%x + 4t3x + 4tx3
—8tx + 12t%x — 4t3x

u = 6x>+ 12x + 18 + 12t + 8tx + 4tx>
u=(x3+2x+3)(4t+6)

seklinde ifade edilir. Simdi p(x) ¢ozliimii incelerse
Usr + Uy = 24xt + p(x)
P(X) = Upe + Uy, — 24xt

U = 0, Uy, = 6x(4t + 6)
p(x) = 24xt + 36x — 24xt

p(x) = 36x
olarak bulunur. O halde ¢6ziim
(u(t, x),p(x)) = ((x® + 2x + 3) (4t + 6),36x)

olarak elde edilir.
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6. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez caligmasinda giris kisminda Adomian yoOntemiyle ilgili yapilan bazi
caligmalar verilmistir. Giris kisminin altinda eliptik kismi diferansiyel denklem, sinir
kosullari, iyi tanimli problemin nasil olusturuldugu ve Taylor serileri verilmistir. Daha
sonra Adomian ayrigtirma yontemi tanitilmigtir. Sonrasinda Sirasiyla Adomian
polinomlariin hesaplanmasi, Adomian ayristirma yontemi kullanilarak eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin sinir deger problemi ¢6ziimleri, Adomian ayristirma yontemi
ile ters eliptik kismi diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimleri incelenmistir.

Ikinci bolimde Adomian ayristirma yontemi gosterilmistir. Verilen bilgilerden
sonra Adomian ayristirma yontemi kullanilarak tek degiskenli Cauchy sinir kosullu bir
eliptik kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii gosterilmistir.

Ucgiincii boliim altinda su calismalar verilmistir;

1) Adomian yontemiyle, Adomian polinomlarinin nasil hesaplandig: iki 6rnekle
gosterilmistir.

2) Parametre kullanilarak Adomian polinomlarinin hesaplanmasinin nasil
yapilacagi gosterilmistir.

3) Wazwaz’in tanittig1 dogrusal olmayan ifadelerin (6rnegin: istel, trigonometrik,
hiperbolik ifadelerin) Adomian polinomlarinin hesaplanmasi verilmistir. Ayrica verilen
eliptik kismi diferansiyel denklemin Adomian ayristirma yontemi ile ¢6ziimiinde Taylor
seri agilimi kullanilmasi gdsterilmistir.

4) Homotopi pertiirbasyon yontemiyle Adomian polinomlarinin hesaplanmasi
verilmis ve bir 6rnek ile gdsterilmistir.

Dordiincii boliimde eliptik kismi diferansiyel denklem problemlerinde Adomian
ayristirma yonteminin uygulamalari hakkinda yapilan calismalar verilmistir. Yine bu
boliimde 1ki tane eliptik kismi diferansiyel denklemin Adomian ayrigtirma yontemiyle
¢ozimil verilmistir. Birinci o6rnekte dogrusal ve Dirichlet sartli bir eliptik kismi
diferansiyel denklemin ¢dziimii verilmistir. Ikinci 6rnekte ise dogrusal olmayan ve
Karigik sinir kosulu bir eliptik kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii verilmistir.

Son bolimde ise Adomian ayristirma yontemi kullanilarak, ters eliptik kismi
diferansiyel denklemin ¢6ziimii incelenmistir. Burada ters eliptik problemin ¢ézimii
verilmeden Once lglinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii
aciklanmistir. Verilen yardimci bilgilerle ikinci mertebeden dogrusal ve homojen

olmayan bir eliptik kismi diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in verilen denklem tiglincii



mertebeye cikarilip ¢oziilmiistiir. Yapilan bu islemler farkli smir kosullarinda farkl
eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimii igin katki saglayacaktir.

Genel olarak Adomian ayristirma yontemi ikinci, ligiincii mertebeden dogrusal veya
dogrusal olmayan, homojen veya homojen olmayan eliptik kismi diferansiyel
denklemlerin veya ters eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinde

kullanilabilir oldugu gosterilmistir.
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