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SIMGELER
Simge Aciklama
M n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold
MY, (n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold
Ve, M" de indirgenmis konneksiyon
VY oo Y nin X e gore kovaryant tiirevi
O Afin uzay
T ... A Konneksiyon 1 formu
S Afin sekil operatorii
h T A Simetrik bilineer form
C il s B Transversal vektor alani
O eeterereeeeee ettt Indirgenmis hacim elementi
AM) e M manifoldunun vekt6r alanlari kiimesi
TM) i M nin x deki tanjant uzay1
¥ et M™! de konneksiyon
D o R™! de flat konneksiyon
B ceverereereet et M™! de hacim elementi
P 0,4 TOTU SO M™! de f boyunca vektdr alam

J(M) e M" deki diferensiyelienebilir fonksiyonlarin kiimesi



1. GIRIS

Tziteica, 3 boyutlu Oklit uzayindaki bir yiizey i¢in destek fonksiyonunun 4.
kuvvetine Gauss egriliginin oraninin bir afin doniisiim altinda invaryant
kaldigim ilk defa 1908 de gostermistir [1]. Tzitzeica her hangi bir S ylizeyi
tanimlamis ve bu oranin sabit oldugunu ortaya koymustur. Bu S-yiizeyler
sonucta o merkezli proper afin kiireler olarak adlandirilmistir. 1916-1923
yillar1 arasinda Blaschke, Pick, Radon, Berwald ve Thomsen kendi aralarinda
calisarak Afin Diferensiyel Geometriyi sistematik olarak gelistirmisler ve
Blaschke yapmis oldugu calismalar1 Volesungen iiber Differentialgeometrie
" II. Affine Differentialgeometrie isimli kitabinda toplamistir [2]. 1924 yilinda
dikkat ¢ekici bir calisma Afin ylizeyler {zerine E. Cartan tarafindan
vapilmistir {3].Daha sonra Slebodzinski lokal simetrik afin yilizeyler tizerine
calismalar yapmustir [4]. Blaschke agmis oldugu okulda bu konulari anlatirken
sonraki 20. ve 30. yillarda Kubota, Siiss, Su Buging, Nakajima yapmis
olduklar1 ¢calismalar1 Tohoku Mathematical Journal ve The Japanese Journal
of Mathematic isimli dergilerde genis bir sekilde yayinlamislardir.
Esafin(equiafin) doniistimlerin grubu altinda invaryant kalan 3-boyutlu afin
uzaydaki vyiizeylerin Ozellikleri klasik afin diferensiyel geometrinin ana

konusu olmustur.

R’ evrensel uzay1 bir D diizlemsel(flat) konneksiyonuna sahiptir. R’ de paralel
hacim elementi olarak alisilmis determinant fonksiyonu g6z 6niine alinmistir.
Oklit hiperyiizey teorisinden bilindigi iizere esafin(equiafin) agidan R™! de M"
hiperviizeyinin nasil olustuguna dikkat edilmistir. R™ de Oklit metrigini
kullanarak M" ve normal olan , bir birim normal vektor alani secilerek X ve Y

M" de vektdr alanlart olmak tizere R™' de DY kovaryant tiirevi almabilir.

TCYUKSE T

DOKIMANIASY 7 &

A 8



DxY=VyY+h (X, Y)N

seklinde bilesenlerine ayrilabilir. Burada VY teget bilesen ve h ise II. temel
formdur. VY, M" iizerinde indirgenmis Riemann metriginin Levi-Civita
konneksiyonuna gore kovaryant tirevidir. Afin durumda ise keyfi bir &
transversal vektor alani alinarak, V ve h Oklit uzayinda oldugu gibi tanimlanir.
h sadece ylizeye baglh olup & nin se¢imine bagh degildir. Eger Rank h = n ise
bu durumda M" bir bozulmamis hiperyiizeydir. M" bozulmamis hiperyiizeyi

i¢in V indergenmis konneksiyonuna gore 6 indirgenmis hacim elementi

e(XlaX27""Xn) = det[XbXZ"'-’Xna é]

seklinde ve paralel olmak tizere, & transversal vekt6r alani isarete gore tek bir
sekilde segilebilir. Ustelik h bozulmamis metrigi hacim elementiyle 6zdestir.
Bu temel gergek 4. boliimdeki Blaschke Immersionlarinda afin normal alanin
bulunusunda gosterilmistir. Sonug¢ olarak & afin normal alan olarak
adlandinlir.  Afin sekil operatérii S olmak iizere; Dx& = -SX olarak
tanimlanmistir. Boylece M" iistiinde h ve S ile birlikte (V,0) esafin(equiafin)
yapist elde edilir ki bu ise Blaschke yapisi olarak adlandirilir. 1 6zdeslik
doniisiimii ile skalar carpim sonucu elde edilen S yiizeylerine Afin kiire denir.
Oklidyen durumun aksine burada afin kiireler basitce belirlenemez. Diger
onemli bir husus ise C = Vh kiibik formudur ki bu her bir X teget vektorii i¢in
[z,(Vxh) = 0 ozelligini saglar. Bu 6zellige Apolarity sarti denir. Bir
bozulmamis ylizeyin kiibik formunun sifir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
onun bir kuadrik olmas: gerektigini Pick ve Berwald klasik teoremlerinde
ifade etmistir. Blaschke ise bir kompakt afin kiirenin bir elipsoid oldugunu

gostermistir. Elipsoid afin Gauss egriligi K = detS veya afin ortalama egriligi



=lizS sabit olan bir ovaloid olarak da karakterize edilmistir. 1960 dan
n

1970 e kadar Afin Diferensiyel Geometri de pek az sayida calisma yapilmistir.
Ozellikle 1962 de Schirokow un yaptifi ¢ahismalar olduk¢a faydali
olmustur{5]. 1963 de Guggenheimer esafin(equiafin) homojen yiizeylerin bir
siniflandirilmis listesini gosteren ¢alisma yapmustir [6]. 1975 de Spivak afin
ylizey teorisinin glizel bir tanitimini yapmuistir [7]. 1990 da Nomizu ve Sasaki
nin birlikte yaptiklari “On a theorem of Chern and Terng on Affine Surfaces”
isimli ¢alismanin yayinlanmasma kadar Oklidyen ve afin dzellikler birlikte
ifade ediliyorlardi. Bu ¢alismadan sonra bu oOzellikler birbirinden

ayrilmistir[8].

1982 yilinda yapilan Miinster Konferansinda Nomizu, “Afin diferensiyel
geometri nedir?” isimli konusmasiyla yapisal agidan Afin diferensiyel
geometrinin temelini atarak bozulmamis afin hiperylizey Ornegi olarak
SL(n,R) tartisildiktan sonra SL(2.R) istiindeki indirgenmis konneksiyonun
lokal olarak simetrik oldugunu gézlemis ve buna bagl olarak non dejenere
hiperyiizeylerin indirgenmis konneksiyonlarinin lokal simetrik olmasi
problemini ortaya koymustur. Verheyen ve Vestraelen n > 3 i¢in S = 0 ise
hiperyiizeyin bir fonksiyonun grafigi, C = 0 ise hiperylizeyin bir kuadrik
oldugunu gostermistir[9]. Nomizu-Pinkal bu yapiya daha genis bir bakis agisi
getirmistir [10]. h sifira 6zdes ise afin immersionun total jeodezik ve S sifira
6zdes ise afin immersionun bir immersionun grafigi oldugunu gostermistir. Bir
izometrik immersion bir afin immersion olarak diisiintilmistiir. h afin temel
formunu dejenere olarak ifade etmek de miimkiindiir. Bu durumda pek ¢ok
klasik sonu¢ h min ranki en az 2 olacak sekilde yiiksek boyutlara
genellestirilmistir. f: R — R™" seklindeki afin immersionlarin yapisi E" E™
Oklidyen uzaylar veya L" , L""' Minkowski-Lorentz uzaylari arasindaki biitiin

izometrik immersionlara benzer olarak ¢alisilabilir.



Gergekten afin metodun metrik metotlarla ¢akistirilabilecegi, K. Nomizu -
T.Sasaki tarafindan yazilan “Affine Differential Geometry”isimli kitabin 4.
boliimiinden goriilebilir. Boylelikle afin metodun metrik metottan daha genel

bir metot oldugu anlasilir.



2. TEMEL BILGILER

2.1 Grup Etkisi

G bir grup, Q de herhangi bir kiime olsun.

(DZG—-)SQ
g >PD(g) Q>0

X = O(g)(x) = g(x) =gx

seklinde tanumli @ homomorfizmine G nin Q {izerine bir etkisi denir. @ etkisi

(G, Q, ®) seklinde gosterilir[11].

2. 2. Giivenilir(faithful) Etki
(G, Q, D) etkisi i¢in @ homomorfizmi bire bir ise (G, Q, ®) etkisine giivenilir

etki denir. Diger bir ifadeyle e G olmak iizere ®@(e) = Idg oluyorsa, (G, Q, @)

etkisine glivenilir etki denir [11].

2. 3. Gegisli(transitive) Etki

vx,yeQ igin g(x) = y olacak sekilde geG bulunabiliyorsa, (G, Q2, @) etkisine
gecisli etki denir [11].



2. 4. Basit Gegisli Etki

Vx,yeQ i¢in g(x) = y olacak sekilde bir tek geG bulunabiliyorsa, (G, Q, @)
etkisine basit gegisli bir etki denir [11].

2.4.1. Teorem
G bir Abelyen grup ise, her hangi bir glivenilir, ge¢isli etki basit ge¢isli etkidir.
ispat

[11] de goriilebilir.

2. 5. Afin Uzay

Q bir ciimle, V de T cismi izerinde bir vektor uzayi

(DZV—)SQ

Eo B2 = Tz =X+ §

olmak {izere V nin toplamsal grubunu g6z oniine alarak elde edilen (V,Q,®D)
etkisi giivenilir ve gegisli ise Q ciimlesine V ile eslesen afin uzay denir. O(z )
dontistimleri Q in otelemeleri olarak adlandirilir. (V,Q,®) etkisinde (V,+)
grubu Abelyen oldugundan 2.4.1.Teorem den (V,Q,®) etkisi basit gecislidir.
O halde ¥x,yeQ i¢in

y = ®(0(x, y), X)



olacak sekilde

O:Qx0-V

(X, ) 2O, ) = xy

doniisimii vardir. © doniisiimii asagidaki iki aksiyomu saglar. Vx,y,ze Q i¢in

B Ok 2)=0(x,y)+0(y,2)

(1) Ox:yeQ > O(Xx, y)e V déniisiimii bire bir ve drtendir.

Q afin uzaynin boyutu V vektor uzaymin boyutu olarak tanimlanir [11].

2. 6. Afin Cati

{X0,X1,---,Xn},  afin uzayinda (n+1) nokta olsun. Eger { xoX;,XgX2,..XoXq }

V vektor uzay1 icin bir baz oluyorsa, {x¢,Xy,...,x5} nokta (n+1)-lisine, Q afin

uzayninin bir afin catisi denir [11].

2. 7. Afin Koordinat Sistemi

n .
eiey,...en} V de bir baz olsun. Her hangi bir peQ igin op:le(p)ei
1=1

seklinde tek olarak ifade edilir. Burada {o,e,,e;,...,e,} climlesine afin koordinat
sistemi, 0€{) noktasina orjin, (xl(p),xz(p),...,xn(p)) reel sayl n-lisine, p nin

{o0,e1,€3,...,n} koordinat sistemine gore afin koordinatlart denir [12].



2. 8. Afin Koordinat Sistemlerinin Degisimi

{x‘,xz,...,xn} ve .{y[,yz,...,yn} iki afin koordinat sistemi olsun. Bu iki koordinat

sistemi arasindaki degisim

bagntist ile verilir[12].

2. 9. Afin Doniisiim

(V,Q,0) ve (V,Q,0") ayn1 J cismi lizerinde taniml iki afin uzay ve
F:Q — Q' bir donisiim olsun. F doniisiimii asagidaki denk aksiyomlardan

birisini sagliyorsa bu doniisiime bir afin doniisiim denir.

(1) Herhangi bir xeQ i¢in Fe L (Qy ; QF(x))

(11) HerxeQigin FeL(Q,; QF(x))

(i)  Herhangi bir xeQ igin OfF(x) oFe O eL(Q; Q')
(iv)  Her xeQ igin OF(x)oFo Oy eL(Q; Q)

Burada ©F(x)oFe 0, eL(Q; Q') yalmz F ye baghdir ve

F = OF(x) °Fo Oy = L(F)

seklinde ifade edilir. Afin donitisimlerin kiimesi



Afin
—_——>

AQ; Q)={F|F:Q Q'}

ile gosterilir [11].
2. 10. Hacim Elementi

V n-boyutlu vektér uzayi, Q da V ile eslesen afin uzay olsun. V iizerinde

taniml her © alterne n-formuna Q da bir hacim elementi denir [12].

2. 11. Esafin(equiafin) Doniisiim

f afin doniisiimii Q afin uzayindaki o hacim elementini koruyorsa f ye

esafin(equiafin)dir denir [12].

2. 12. Afin Konneksiyon

M n-boyutlu C* manifold olsun.
V(M) x (M) = (M)

doniisiimil asagidaki sartlart saghyorsa V ya M iizerinde bir afin konneksiyon
denir.

XY, X,X5,Y ), Y e (M) ve ¢ e 3(M) olmak lizere
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(l]l) VX(Y1+Y2) :vXYl + VxYZ

(iv) Vx(Y)=[Xo]Y +¢VxY [12].

2. 13. Esafin(equiafin) Yap:

M bir manifold ©, M iistiinde bir hacim elementi olsun. Vo = 0 ise (V,0)

ikilisine M iizerinde bir esafin(equiafin) yap: denir [12].

2. 14. Lokal Esafin(equiafin) Konneksiyon

M bir manifold olsun. M nin her bir x noktasi civarinda Ve = 0 olacak sekilde

bir ® hacim elementi var ise V ya lokal esafin(equiafin)dir denir [16].

2. 15. Lokal Simetrik Afin Konneksiyon

M bir manifold ve V, M iistiinde afine konneksiyon olmak iizere; T =0 ve

VR =0 ise V ya lokal simetrik afin konneksiyon denir [12].

2. 16. Diizlemsel(flat) Konneksiyon

M manifoldu {izerinde tanimli V afin konneksiyonunun torsiyon tensori ve
egrilik tensorii sifira dzdes ise, V afin konneksiyonuna diizlemsel(flat)

konneksiyon denir [12].
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2. 17. Bir Doniisiim Boyunca Vektor Alani

M ve M sirasiyla, n ve (n+p) boyutlu diferensiyellenebilir bir manifoldlar ve
f:M—M bir doniisiim olsun. f« - TM—TM déniisiimii i¢in fi (X),VpeM ye

bir f 1 (Xp) vektorii karsilik getireceginden fy (X), f boyunca bir vektor alani
P

olur [13].

2. 18. Transversal Vektor Alani

ff M — M doniisiimii i¢in & vektor alami  f(M) ye teget degilse, & ye

transversal vektor alani denir [13].

2.19. Tensorel Tiirev

K kontravaryant derecesi r, kovaryant derecesi s, olan (r,s) tipinde tensor alani

ve X bir vektor alani olsun.
(1) Eger K .(0.s) tipinde tensor alani, yani her bir Xey(M) i¢in

(M) x 1 (M)x... x 7(M) —=H0eT 5
ise
S
(VXK)(X],Xz,...,XS) :X(K(Xl,Xz,...,XS))- ZK(XI*XZ""’VXXD“"XS)

1=1

(i) Eger K (1.s) tipinde tensor alany; vani her bir Xey (M) i¢in



s —lineer

(M) x x(M) x...x (M) —————>3(M)

ise

S
(VX K)(Xl,Xz,...,Xs) =V X( K(Xl,Xz,...,XS))- Z K(Xl s Xz ,...,Vxxi ,...,XS)
i=1

olur [12].

2. 20. Torsiyon Tensor Alani

V konneksiyonun torsiyon tensor alani
TXY)=VxY -V X-[X)Y]

esitligi ile tamimlanir [12].

2. 21. Egrilik Tensor Alam
V konneksiyonunun egrilik tensér alani
R(X,Y)Z - VXVYZ - VYVXZ - V[X,Y}Z

esitligi ile tanimlanir [12].

2. 22. Ricci Tensor

V konneksiyonunun Ricci tensorti,

12



13°
Ric(Y,Z) = [z{X->R(X,Y)Z}

esitligi ile tanimlanir [12].

2. 23. Bianchi Ozdeslikleri

V konneksiyonu torsiyonsuz ise,

) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (1.Bianchi 6zdesligi)

()  (VxR)(Y,Z) + VyRIZX) + (V,R)(X,Y) = 0 (2Bianchi dzdesligi)
[13].

2.23. 1. Teorem

Bir M manifoldu iizerinde V konneksiyonunun egrilik tensorii R olmak iizere

R(X, Y) = -R(Y, X) olur.

ispat

[13] de verilmistir.
2. 24. Jeodezik Egri
M diferensiyellenebilir bir manifold V, afin konneksiyon olsun. a< t<b olmak

iizere x, M manifoldu iizerinde C' sinifindan bir egri ve X. x,bovunca tanimli

teget vektor alani igin VX = 0 ise x; edrisine jeodezik egri denir [13].
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2.25. V- Jeodezik Egri

M diferensiyellenebilir bir manifold V, M iizerinde afin konneksiyon olsun.
Y x, egrisi boyunca bir vektor alan1 ise VxY = 0 ise x, ye V- jeodezik egri

denir.

2. 26. Bozulmamis (Non-degenerate) Metrik

M, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. h, (0, 2) tipinde tensor alam

olmak lizere VY e y(M) i¢in h(X, Y) = 0 olacak sekilde X = 0 sartin1 saglayan

Xey(M) varsa, h ya bozulmamis metrik denir [12].

2.27. iImmersion(Daldirma)

M, N sirastyla m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar ve f: M—N bir
C* doniisiim olsun. Eger tanim kiimesinin her bir noktasinda (rankf), = m ise f

ye bir immersion denir[20].
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3. AFIN IMMERSIONLAR

3.1. Afin Immersionlar icin Tanim ve Teoremler
3.1.1.Tanim (Bir Déniisiim Boyunca Dagilim )

Her bir x € M noktasina My in bir p boyutlu N(x) alt uzayini1 karsilik getiren

N doniistimiine M manifoldu tizerinde p boyutlu bir dagilim denir[15] .

3.1.2. Tamim (Afin Immersion)

M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve V, M iizerinde bir afin

konneksiyon, M, (n+p)-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve V,M

tizerinde bir afin konneksiyon olsun.

VxeM igin Tgy) M nin Tt M= f, (TyM) ® N, olacak sekilde f boyunca p

boyutlu diferensiyellenebilir N dagilimi bulunabiliyorsa, f : (M,V) = (M, V)

immersionuna afin immersion denir.

M, M sirasiyla n ve (n+1)-boyutlu diferensiyellenebilir manifoldlar, V ve V

bunlar iizerinde afin konneksiyonlar olsun. Bu durumda f: (M, V) = (M, V)

afin immersionuna hiperyilizey immersionu denir[10].

Ty Z ’
DQK'H M«q*u, Boted a wins
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3.1.3. Tanim (Gauss Denklemi)

f bir hiperyiizey immersionu olsun. Bu durumda N dagilimi 1-boyutlu
olacagindan M nin her bir noktasi civarinda lokal olarak £eN transversal

vektor alani vardir. O zaman V XY €x(M) i¢in

Vxf.(Y) = £.(VxY) +h(X,Y)§ (3.1)

yazilabilir. (3.1) denklemine Gauss Denklemi denir[10].

Sekil 3.1. Afin hiperylizey immersionu

(3.1) esitliginin sol tarafi f boyunca f,(Y) vektor alaninin X vektor alanina
gore kovaryant tirevidir. Sag tarafindaki ilk terim tanjant bilegen ikinci

terimin ¢arpanina ise transversal bilesen denir.



3.1.1. Teorem

17

V£ (Y) = £.(VxY) + h(XY)E esitligindeki V, M iizerinde bir afin

konneksiyondur.
ispat

(1)
(3.1) esitliginden

£.(VxY)= V xf.(Y) - h(X,Y)g
f.(VxavyZ)= Vx.y fu(Z) - h(X+Y, Z)E
=V x £.(Z2) +V ¢ f.(Z)- h(X+Y, Z)E.

¥ xoy £ (Z) = £.(VxZ)+ h(X, 2)E + £,(VyZ)+ h(Y. Z)¢

veE

¥ xoy Be(Z) = £ (T y2) + HXHY, 2)E

(3.2) ve (3.3) denklemlerinden

£ (VxoyZ) = £ (VX Z)+ £.(Vy2)
h(X+Y, Z) = h(X, Z) +h(Y, Z)

elde edilir.

(3.2)

(3.3)

(3.4)
(3.5)
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(i)

f(Vx(Y+2)) =V xf, (Y+Z) - h(X, Y+Z)&
Vxf. (Y2)= Vx LN +V x £.(2)
= (VxY)+h(X, )§ + f.(VxZ)+ h(X, Z)
= £, (Vx Y)+ £.(VxZ)+ h(X, Y)E + h(X, Z)E (3.6)

ve
V x £y (Y+Z) = £ (Vx (Y +2Z))+ h(X, Y+Z) (3.7)

bulunur. (3.6) ve (3.7) denklemlerinden

f*(VX(Y+Z)) = f*(vXY)+f*(VXZ) (3-8)
h(X, Y+Z) =h(X, Y) + h(X, Z) (3.9)
elde edilir.

(111)

% o T+ (V)= OV e (Y)
=0( £.(VxY) +h(X,Y)E)

=0 f.(VxY) +d h(X,Y)E (3.10)

ve

Vi F(Y)= (V) +h(0X, Y)E (3.11)
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bulunur. (3.10) ve (3.11) denklemlerinden

f.(Ve, ) =01.(VXY) (3.12)
h(¢X, Y) = ¢ h(X,)Y) (3.13)
elde edilir.

(iv)

£ (VxdY) =V x ¢ £.(Y) - h(X, $Y)
Vx o £u(Y)=X[0]fu(Y) +6 V x Fu(Y)
=X[0]£.(Y) + ¢( £.(VxY) +h(X,Y)E)
=X[0]f. (V) + ¢ f.(VxY) + 0 h(X,Y)E
= £.(X[0]Y + 0 VxY) + ¢ h(X, Y)§ (3.14)

veE

Vxo L) = (X[]Y + ¢ VxY) +h(9X, Y)E (3.15)

bulunur. (3.14) ve (3.15) denklemlerinden

fu(Vx oY) = (X[o]Y + o VxY) (3.16)
¢ h(X,Y) =h(¢X, Y) (3.17)

elde edilir. f, lokal olarak birebir oldugundan (3.4), (3.8). (3.12), (3.16)

esitliklerinden. V konneksiyvonu M iizerinde bir afin konneksiyondur.
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3.1.4. Tanim (indirgenmis konneksiyon)

V x £ (Y) = f.(VxY) + h(X,Y)E esitligindeki V konneksiyonuna f nin & ye

gore M iizerine indirgedigi afin konneksiyon denir[10].

3.1.2. Teorem

V £ (Y) = . (VxY) + h(X,Y)& seklinde tanimls h simetrik bilineer formdur.

ispat

h nin bilineerligi (3.5).(3.9),(3.13).(3.17)  denklemlerinden ac¢iktir. h nn

simetrikligini gostermeliviz. VX,Y e (M) i¢in

V xf.(Y) = fu(VxY) + h(X,Y)E
V¢ £.(X) = f.(VyX) + h(Y, X)&

Vxfa(Y) =V yf.(X) = £.(Vx Y= VyX) +h(X,Y)E - h(Y, X)&

ise

£.([X, YD) = f.(VxY = VyX) +h(X,Y)E - h(Y, X)E,

Tanjant ve transversal kisimlar karsilikli olarak esitlenirse.

h(X, Y) - h(Y, X) =0
h(X.,Y) = h(Y, X).

olur.
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3.1.5. Tanim (Afin Temel Form)

h simetrik bilineer formuna f immersionunun § ye gére afin temel formu

denmir[13].
3.1.3. Teorem

V konneksiyonu torsiyonsuz ise f nin M iizerine indirgedigi V konneksiyonu

da torsiyonsuzdur.
ispat

TX,Y) =V xfu(Y) = V ¢ £.(X) - f.([X, Y])
=1 (VxY) + h(X,Y)E - f.(VyX) - h(Y, X)& - £.([X, Y])
=0

h, simetrik bilineer oldugundan,

f. (VY- VyX-[X,Y])=0

f, lokal olarak birebir oldugundan,

VY- VyX-[X,Y]=0

VY- VyX=[X, Y]

elde edilir. Bu ise V nin torsiyonsuz olmasidir.
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3.1.6. Tamm (Total Jeodezik Immersion)
xeM igin (3.1) denkleminde h sifira 6zdes ise, f ye xeM noktasinda total

jeodezik tir denir. VxeM noktasinda f total jeodezik ise f ye total jeodezik

immersion denir| 10].

3.1.4. Teorem

f immersionun total jeodezik olmasi & transversal vektor alaninin se¢ciminden

bagimsizdir.

ispat

f total jeodezik ise, V X,Y €y(M) icin

h(X, Y) = 0.

(3.1) denkleminden

Vi fu(Y) = £, (VxY)

olur. Bu durumda & transversal vektor alani ne secilirse se¢ilsin V £ (Y)

degeri M ye teget olacaktir.
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3.1.5. Teorem

f: (M, V) = (M, V) bir afin immersion olsun. &; ve &, de file eslestirilmis iki
transversal vektdr alami olsun. [&;] ve [&,] nin dogrultulari sadece total

jeodezik parcalar tizerinde farkli olabilir [10].

ispat

Sekil 3.2. Total jeodezik immersion

®, M iizerinde C* fonksiyon, Z de M ye teget vektor alani olmak tizere

£, =0 & +1,(2)

yazabiliriz.

VxFY) = £.(VY) +h (X,Y)E;
= (VY) +h(X,Y) 9 & + f.(2)

= £.(VyY) +h (XN (Z) + 0 hy (X,Y)E, (3.18)
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Ayrica,

V xfu(Y) = f.(VxY) +h (X, V)&, (3.19)

(3.18) ve (3.19) denklemleri karsilastirilirsa

f.(VxY) = (VYY) + ha (X, V)14 (Z) (3.20)
¢ hy (X,Y)E; =h (X, Y)S,.

. Buradan,

hy (X,Y)f.(2)=0

veE

P h (X, Y)S = h(XY)E, (3.21)

Eger f immersionu xeM de total jeodezik degilse;

hy (X,Y) = 0 olacak sekilde X, Y ex(M) vardir. (3.21) denkleminden

f.(Z2)=0ve & = @&,

elde edilir. Yine (3.21) denkleminden f immersionu xeM de total jeodezik ise

f.(Z) =0 ve & =98, + £,.(2)

olur.



3.1.6. Teorem

h simetrik bilineer formunun bozulmamis olup olmamasi transversal vektor

alaninin se¢iminden bagimsizdir.
ispat
Kabul edelim ki h; bozulmamuis ve

T ) £ (V) = £.(VyY) + hy (X,Y)E, (3.22)
T £ (V)= £,(ViY) + hy (X Y)E, | (3.23)

& =0 & +{.(2)

olsun. (3.22) ve (3.23) esitliklerinden

hy (X,Y)& =h (X, (2) + o ha (X, Y)Er = hi (X, Y)E,
esitlikleri g6z Oniine alinarak

hy (X,Y)f(Z2) =0

olur. Bu durumda asagidaki iki hal miimkiindir.

(1) f.(Z) #0. hy (X.Y) = 0 olmasi hy(X,Y) nin de bozulmamis olacagt

agiktir.

(1) f.(Z)= 0.h(X.Y) =0 olmasi

o h(X.Y)Z, = h. (X.Y)Z; olmasini gerektireceginden
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(th (XaY) = hl(X7Y)
olur.

h; in bozulmamis olmast ¢#0 oldugundan h, nin bozulmamis olmasini

gerektirir.

3.1.7. Tammm (Weingarten Doniisiimii)

f: (M, V) > (M,V) afin immersionu igin f boyunca lokal transversal vektor

alani £ ve Xey(M) olmak iizere

V x€=-f.(S(X) + uX)E (3.24)
esitligine Afin Weingarten Denklemi, bu denklemdeki S doniisiimiine afin
sekil operatérii, T ya da f immersionu igin transversal konneksiyon 1-formu
denir[10].

3.1.7. Teorem

f:(M,V)—> (M ,5) bir afin immersion, &, f boyunca lokal transversal vektor

alani olsun. R, V nin egrilik tensorii olmak iizere;
() Tan[R(X,Y) f.(Z)] = f. {R(X, Y)Z - h(Y, Z)S(X) + h(X, Z)S(X)}

(i)  Trans[R (X, Y) £.(2)] = (Vxh)(Y, Z) + 1(X)h(Y, Z) + (Vyh)(X, Z)
+(Y)h(X, 2)
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(i) Tan[R (X,Y)E]= ~fu {(VxS)(Y) - 1(X)S(Y) - (VyS)(X) + 1(Y)S(X)}
(iv)  Trans[R (X, Y)&] = —h(X, S(Y)) + h(Y,S(X)) + 2dt(X, Y).
esitlikleri gecerlidir[10].
Ispat
R(X,Y) f (Z) =Tan(R (X, Y) f.(Z)] + Trans[R (X, Y) £.(Z)).
R(X,Y) £, (2) = VxVy£.(2) - VyVfu(2) - Vix vife(2) (3.25)
Vy £ (Z) = £.(VyZ) +h(Y, 2)E
esitliginin her iki yanmina Vy uygulanirsa
%X(:?Yf* (2)) = Vx(f.(Vy2) +h(Y, Z2)§)
elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse

Vx Vy fu(Z) = £.(VxVyZ) + h(X, VyZ2) &+ (Vxh) (Y, 2)E + h(VY ,Z)E

+h(Y, VxZ)E + h(Y, Z)( - £.(S(X)) + ©(X)$)

= £, (VxVyZ) - h(Y, Z) f.(S(X) + { h(X, Vy2)
+ (Vxh)(Y, Z)+ h(VXY Z) +h(Y, VZ)+1UX) h(Y, Z)}+E
(3.26)
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Benzer sekilde
Vxa(2) = £.(Vx2) +h(X, Z)E
esitliginin her iki yanina Vy uygulanirsa

Vy Vi fu(Z) =f.(VyVxZ) - h(X, Z) £.(S(Y) + { h(Y, VxZ)
HVyh)(X,Z)+h(VyX,Z) +h(X, VyZ)+1(Y) h(X, Z)} &

(3.27)
bulunur. Ayrica
Vix.vif«(2D)=f.(Vix 12+ h([X, Y1, 2)§
Vix v (@)= . (Vix 12+ h(Vx Y ,2)E = h(VyX,Z)E (3.28)

olur. (3.26), (3.27), (3.28) de bulunan degerler (3.25) denkleminde yerine

yazilirsa,

R (X, Y)f4(Z) = £+ (R(X,Y)Z - h(Y,Z)S(X) + h(X,Z)S(X)) + {(Vh)(Y,Z)
+1(X)h(Y,Z) + (Vyh )(X,Z) + 1(Y)h(X, Z)}E. (3.29)

(3.29) denkleminde tanjant ve transversal kisimlar géz dniine alinirsa;

Tan[R (X, Y) £.(Z)] = f. (R(X, Y)Z - h(Y, Z)S(X) + h(X, Z)S(X))

ve
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Trans[ R (X, Y) £.(Z)] = (Vxh) (Y, Z) + ©(XOR(Y, Z) + (Vyh )X, Z)
+ 1(Y)h(X, Z)

olur. Bu ise (1) ve (i1) nin ispatidir.

Simdi,

R (X, Y)E = Tan[ R (X, Y)&] + Trans[ R (X, Y)Z]

ve

R(X, Y)E= VxVyE- VyVxé- Vix v (330
ifadeleri gbz Oniine alinarak

VyE=—f(S(Y)) + (Y)E

esitligin her iki tarafina Vy uygulanirsa;

Vx(V v &) =Vx (- £.(S(Y) + T(Y)&)

ViV y E== L (VXS(Y) =t(V)S(X)~{h(X,S(Y)-X[t(V)] = (Y) u(X)}E

(3.31)

Benzer sekilde

V&= — L (S(X)) + 1(X)E
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esitliginde her iki tarafa V y uygulanrsa;

Vy(VxE) =V y (- (S(X) + 1(X)E)

Vv (V x8&) = = £ (VyS(X) - 1(X)S(Y)) —{h(Y,S(X)) - Y[t(X)] - ©(X) ©(Y)}&

(3.32)
Ayrica

Vix g == f(SIXYD) + 1([X,Y])E (3.33)
olur.

(3.31), (3.32), (3.33) de bulunan degerler (3.30) denkleminde yerlerine

yazilirsa,

R (X,Y)&={~ £ (VxS(Y)~t(Y)S(X))+ £.(VyS(X) +T(X)S(Y)) + £.(S[X, YD} +
{=h(X,S(Y)+X[+(YV) [+ (V) u(X)+h(Y,S(X)) =Y [1(X)]
- 1(X) (YY) (X, Y]E (3.34)

elde edilir. (3.34) denkleminde tanjant ve transversal kisimlar g6z Oniine

alinirsa

Tan[R (X, V)] = = fu(VxS(Y) = 1(Y)S(X)) + £.(VyS(X)+ 1(X)S(Y))
+ . (S[X,Y))

= £ (~(VxS(Y) = H(Y)S(X) + (VyS(X) + 1(X)S(Y))
+ (S[X,Y])}
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= LA=(VxSIY) = t(Y)S(X)) + (VySHX) + «(X)S(Y)}

= L {=(VxS(Y) + 1X)S(Y) + (VySHX) - «(Y)S(X)}

Ve

Trans[R (X, Y)E] = {~ h(X, S(Y)) + X[t(Y)] + 1(Y)1(X) + h(Y, S(X)
= Y[tu(X)] = t(X)t(Y) - t([X,YD}E

=-h(X, S(Y)) + h(Y,S(X)) + 2du(X, Y)
bulunur. Bu ise (i11) ve (1v) nin ispatidir.
3.1.8. Teorem
M manifoldu iizerinde tanimlanan V konneksiyonunun simetrik olmasi i¢in
gerek ve yeter sart, M nin her bir noktas: civarinda bir © paralel hacim
elementinin var olmasidir[16].

ispat

V konneksiyvonunun Ricci tensorii simetrik olsun. 2.23.1. Teorem ve 1. Bianchi

Ozdesliginden

R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(X, Z)Y = 0

R(X, Y)Z - R(X, 2)Y = -R(Y, Z)X

esitlikleri g6z Oniine alinarak



R(X,Y)Z = Ay, z(X)
R(Y, Z)X = By, z(X)

doniistimii yapilirsa

Ay, 2(X) = Az, v(X) =-R(Y, Z)X

IZ(A(Y, 7(X) = Az v(X)) = “1ZB(Y, Z)

Ric(Y,Z) - Ric(Z,Y) =- IZB(Y’ Z)

Ric(Y, Z) - Ric(Z, Y) = - [zR(Y, Z) (3.35)

bulunur. (3.35) esitligi ve hipotezden VY, Z € y(M) i¢in

ZR(Y,Z) =0

olur. ®, M manifoldu {izerinde lokal hacim elementi olsun.

Vyo = 1(X)o.

R(X, Y)o = VxVyo — VyVxo - Vix yi0
= Vxu(Y)o - Vytu(X)o - (X, Y]o
= X[t(YV)]o + (X)t(Y)o - Y[r(X)]o - (V)Xo - 1([X, Y])o
=2dt1(X, Y)o.

(IzZR(X. Y)) © = [z(VxVy = VyVx - Vix y)o
=12([Vx,Vy] = Vixypo
=[z(X[x(V)]o - Y[(X)]o - «([X, Y])o)
=2d1(X, Y)o
= (IzZR(X. Y))o.
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V konneksiyonunun Ricci tensorii simetrik oldugundan ve (3.35) esitliginden

[ZR(Y, Z) =2dt(X, Y)o =0
o # 0 oldugundan
du(X,Y)=0

veya

dt=0

bulunur. Tersine

Vo = 0 olsun.
[zZR(Y.Z)=0 ise dt=0

olur. Bu taktirde
Voo =0
olacak sekilde diferensiyellenebilir bir ¢ fonksiyonu vardir.

Vxoo = X[plo + ¢V
= X[¢]o + ¢1(X)o
=0

olur. Bu durumda,

X[9]

—= o =-1(X)o

d(logd)(X)o = —t1(X)o
dlogd = -t

elde ediiir.
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O halde ¢w, V ya gore paraleldir.

Ric(Y, Z) - Ric(Z, Y) = — [zR(Y, Z)

ve dt =0 oldugundan

Ric(Y, Z) = Ric(Z, Y) .

Bu ise V konneksiyonunun Ricci tensoriiniin simetrik olmasidir.

3.1.8. Tamim (Indirgenmis Hacim Elementi)

(M,V, ) bir esafin(equiafin) yap1 ve f: (M, V) = (M,V) afin immersion ve
&, f boyunca eslestirilmis transversal vektor alani ise, {X,X,,...,X,}, x(M) de

bir baz olmak {izere M tiizerinde indirgenmis © hacim elementi,

(D( Xl,XZ,-n,Xn) = (T)(f*(Xl),,f*(Xn),é)

seklinde tanimlanir [10].

3.1.9. Teorem

(M, V,®) bir esafin(equiafin) yapt ve £: (M, V) — (M, V) afin immersion ise

Vxo = (X)o.

ispat

( M.V ) esafin(equiafin) ise



V6 = 0.
(VXD (X (X ), E) = XD (£ (X )oves Fu (X ),E)

n
=3 B(F(X DV Fu(X oo Fu(X ), E)
i=1

n
= > B(fu(X e Fa(X ), VXE) -
i=1

Diger taraftan,

XCT)(f*(Xl),,f*(Xn),E_,) = X(D( Xl,Xz,...,...,Xn)
ve

Vxfe(X;) = (VX)) +h(X, X))
oldugundan

B (£u (X))o VP (X))o £ (X),8) = 0( X1, X0, Vi X 5o Xpy)
ve
B (£ (X)oonn Fu(X ) V8 = B £u(X)seonr Fu(X )= FuS(X))

8 (£ (X )oon E (X ), T(XDE) .

elde edilir. Buradan
B (Fu(X oo T (X)), £S(X)) = 0

oldugundan

Ef)(f*(Xl) ..... t*(v‘(n),f(‘\')i) T(X)O)( Xl.Xz,...,...,Xn)

bulunur. O halde 1.0 YUE

POKDM AN

35
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n
VX (O( Xl,X)_,...,...,Xn) = X(D( Xl,Xz,...,...,Xn) - Z(D(XI’XZ"“VXXi""Xn)

1=1

= 1(X)o( X1,X2,00000,Xp)
ve
Vx o( X,X5,0 0 Xp) = T(X)O( X, X250 00000, X0)
veya
Vx o =1(X)o
elde edilir.
3.1.10. Teorem
(M, V) esafin(equiafin) yap1 ise 1 = 0.
ispat

(M, V) esafin(equiafin) yap1 ise Vo = 0 olacak sekilde © # 0 alterne n-formu

vardir.
Vo =0ise VXey(M) igin Vyo =0 elde edilir.
Vo =1(X)o ve o #0 oldugundan

(X)=0ve ¥V Xey(M) igin 1(X) = 0 oldugundan

T =0,
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3.1.11. Teorem

M, V, ©) nin esafin(equiafin) yapt olmas: icin gerek ve yeter sart t© =0

olmasidir.
ispat
3.1.10. Teorem ve esafin(equiafin) yapi tanimindan agiktir.

3.1.12. Teorem

M, V,0) ve (M,V,®) esafin(equiafin) yapilar ve f: (M, V) — (M,V) afin
immersion ise , & transversal vektor alani esafin(equiafin) olacak sekilde

segilebilir.
ispat

f:(M, V) — (M,V) afin immersion ise M iizerinde ® hacim elementi
o X1,X2,.,Xpn) = O(fu(X)),.., fu(X),8) 1le tanimhidirZey (M) ve ¢, M
tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere &, tansversal vektor

alan1 £7 = f.(Z) + 0&; seklinde degissin. f, M iizerinde hicbir yerde total

jeodezik degilse, 3.1.5. Teorem den &> = @&y degeri goz Oniine alindiginda,

(D( XhX?_,--an) :(T)(f*(Xl).f*(Xn)ig) = (Nl)(f*(Xl),,f*(Xn)([Dél)

(O( Xl,Xz,...,Xn) = (,ND(f*(Xl) ..... f*(Xn )Qil)
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=0 a)(f*(Xl)""’f*(Xn)’él)

oldugundan

Q= CO( X[,Xz,...,Xn)/ @ ( f* (Xl ),..., f*(Xn ),il)
elde edilir.

3.1.13. Teorem

Bir merkezil-afin hiperyiizey tizerinde

(1) R(X, Y)Z =h(Y, 2)X - h(X, 2)Y,
(11)  Ric(Y,Z)=(n-Dh(Y, 2).

ispat

f: Mo R™ afin immersionu i¢in R™! deki afin konneksiyon D olmak

tizere; D konneksiyonu diizlemsel(flat) dir. f immersionu merkezil(centro) afin

oldugundan

DyY = VY + h(X, Y)(=x).
alabiliriz. D konneksiyonu diizlemsel(flat) oldugundan
DxDyZ -~ DyDxZ - Dyx, viZ =0

D\DyZ - DyDxZ - Dix. viZ = R(X, Y)Z - h(Y. Z)X = h(X, Z)Y
VY, Z) = (Vvh) (X, 2)(-x)
=0
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~ bulunur.
Tegetsel ve transversal kisimlar ayri ayr1 esitlenirse
R(X, Y)Z-WY,Z)X+h(X,Z2)Y=0 (3.35)
(Vxh)(Y,Z) - (Vvh)(X,Z) =0 (3.36)
bulunur. (3.35) denkleminden R egrilik tensérii
R(X,Y)Z=h(Y,Z)X - h(X, 2)Y
bulunur. Ricci tensdriin tanimi (3.35) denklemine uygulanirsa
Ric(Y, Z) = 1z{X - R(X, Y)Z}
[Z(R(X, Y)Z) = 1z(h(Y, Z2)X - h(X, 2)Y)
Ric(Y,Z)=nh(Y, Z) - (Y, Z)
=(n- DHh(Y, Z2)

bulunur.

3.1.14. Teorem

n+l . . . . T . =
f: M —> R afin immersion olsun. M iizerinde indirgenmis V ve V afin

konneksiyonlart arasinda
VY= VY +p(X)Y = p(Y)X

seklinde bir bagintt vardir[17].
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ispat

M iizerinde pozitif tanimli diferensiyellenebilir bir fonksiyon A olsun.
M = {X: X =Ax,xeM }

yeni bir hiperyliizey olmak iizere

f:xeM - f(x) = X = Ax eR™!

seklinde tanimlanirsa Y € y(M) i¢in f immersionu

=Y[AJx +AY

ozelligindeki bir immersiondur.

Dy £ (Y) = Dy ( Y[AJx + 1Y)
= XY[AJx + Y[AJX +X[A]Y + A (Dx Y)
= XY[A]x + Y[AJX +X[A]Y +M(VxY) + Ah(X, Y)(=x)

= Y[A]X +X[A]Y +A(VxY) (Mod ) (3.37)

Diger taraftan V konneksiyonu f tarafindan M iizerine indirgenmis afin

konneksiyon olmak iizere

Dy £ (Y) = fu(Vx Y) + h(X, Y)(-X)
= (VxY)hx + AV Y +h (X, Y)(- X)

=A(Vx Y )(ModX). (3.38)
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(3.37) ve (3.38) denklemlerinden

MTxY) = YIAIX +X[A]Y +A(VyY)

VxY=VxY + %X[X]Y + 51: Y[AIX

o =d (log)) 1-form olmak tizere

VxY = VxY +p(X)Y +p(Y)X (3.39)
elde edilir.

3.1.9. Tanim (Projektif Denk Konneksiyonlar)

Diferensiyellénebilir bir M manifoldu iizerinde torsiyonsuz, lokal
esafin(equiafin) iki konneksiyon V ve Volmak iizere (3.39) esitligini
saglayacak sekilde bir p 1-formu varsa bu iki konneksiyona projektif denktir
denir[18].

3.1.10. Tanim (Lokal Esafin(equiafin) Projektif Diizlemsel Konneksivon)

Diferensiyellenebilir  bir M  manifoldu  istiinde  indirgenmis V
konneksiyonunun V diizlemsel(flat) afin konneksiyonuna projektif degisimi
varsa, V lokal esafin(equiafin) konneksiyonuna projektif diizlemsel(flat) dir

denir [18].
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3.1.11. Tanim (Weyl Projektif Egrilik Tensorii)

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu istinde V konneksiyonunun Weyl

projektif egrilik tensorii

WX, Y)Z=R(X,Y)Z - El——l [Ric(Y, Z)X — Ric(X, 2)Y]
ile tanimlanir [12].

¢ —— Ri(Y,2)]=1(Y.2)

olmak tizere
WX, Y)Z=R(X, Y)Z - [1(Y, )X - (X, 2)Y]
seklin de de yazilabilir.

3.1.12. Tanmm (Afin Immersion iizerindeki Weyl Projektif Egrilik

Tensorii)

f: (M, V) — (M, V) afin immersion ise
W(X, V). (Z) = R(X, V)£ (Z) = T(Y, D) (X) + T(X Z)Eu(Y)
ozelligindeki W(X,Y)f . (Z) tensoriine V konneksiyonunun f izerindeki

Weyl projektif egrilik tensorii denir[12].
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VX, Y, Ze x(M) igin W(X,Y)f* (Z) = 0 ise V, f iizerinde projektif

diizlemsel(flat) dir denir. R(X,Y)f.(Z) nin tanimindan

Ric(Y,2)=1z{X —» R(X,Y)f.(2) },

Y= LRic ve ¥ = ——l——ﬁic olmak tizere
n-1 n-1

WX, Y)f, (2) =(W(X, Y)Z - (Y, Z)X + v(X, Z)Y = h(Y, Z)S(X)
+h(X, 2)S(Y) - 7 (Y, Z)X + 7 (X, 2)Y) + {(Vxh )Y, Z)
— (Vyh )X, Z) + 1OOK(Y, Z) —1(Y)h(X, Z)} &

olur[10].
3.1.15.Yardimci Teorem

V konneksiyonu f iizerinde projektif diizlemsel(flat) ise

WX, Y)Z = 1(Y,2)X - X, 2)Y + 7 (Y, D)X - 7 (X, 2)Y) + h(Y, Z)S(X)
~ h(X, Z)S(Y).

ispat

W(X. V), (2) = (WX, Y)Z - (Y, Z)X + (X, 2)Y - h(Y, Z)S(X)

+h(X, Z2)S(Y) - 7 (Y, )X+ ¥(X.2)Y)=0 (3.40)

Ve
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(Vxh XY, Z) (Vyh )X, Z) + t(X)h(Y, Z) «(Y)h(X, Z) = O (3.41)
olur.

f. lokal olarak birebir oldugundan

WX, Y)Z -y(Y, 2)X +y(X, 2)Y - h(Y, Z)S(X) + h(X, 2)S(Y) - 7 (Y, )X
+7(X,2)Y=0

ve

WX, Y)Z = (Y, Z)X - (X, Z)Y + h(Y, Z)S(X)- h(X, Z)S(Y) +7 (Y, Z)X
-7 (X, 2)Y .

3.1.1. Sonug¢

¥V fiizerinde ve V da M {izerinde projektif diizlemsel(flat) ise
RX,Y)VZ=7(,2)X-7(X,2)Y +h(Y, 2)S(X) - (X, Z)S(Y)

olur.

ispat

3.1.15. Yardimer Teorem den agiktir.
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3.1.2. Sonug¢

V konneksiyonu f iizerinde projektif diizlemsel(flat) ve V da M iizerinde

projektif diizlemsel(flat) ise

Ric(Y, Z) = (n=1) 7 (Y, Z) + h(Y, Z)izS - h(S(Y), Z).

ispat

3.1.1. Sonug tan

Ric(Y, Z) = [z{X = R(X, Y)Z }
= iz{ 7(Y, 2)X - 7 (X, 2)Y) + h(Y, Z)S(X) - h(X, Z)S(Y)}
= (n=1) 7 (Y, Z) +Hiz(h(Y, Z)S(X) - h(X, Z)S(Y))
= (n=1) 7 (Y, Z) + h(Y, Z)izS — h(S(Y), Z)elde edilir.

3.1.3. Sonug¢

V konneksiyonu f iizerinde projektif diizlemsel(flat) ve V, M izerinde

projektif diizlemsel(flat) ve ayrica V konneksiyonu diizlemsel(flat) ise

Ric(Y, Z) = h(Y, Z)izS - h(S(Y), 2).

ispat

3.1.2. Sonug tan V konneksiyonu diizlemsel(flat) ise

R(X,Y)f(2)=0
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olacagindan ¥=0 ve

Ric(Y, Z) = h(Y, Z)izS - h(S(Y), Z)

elde edilir.

3.1.4.-Sonuc¢

(M, V) projektif diizlemsel(flat) ise,

(Vxh)(Y,Z)+tu(X)h(Y,Z) = (Vyh )X, Z) + t(Y)h(X, Z) (3.42)

Ispat

(3.41) denkleminden agiktir.

3.1.13. Tanim (Codazzi Denklemi)

(Vxh)(Y,Z)+t(X)h(Y,Z) - (Vyh )X, Z)-t(Y)(X,Z)=0

ifadesine h i¢in Codazzi denklemi denir[10}.

3.1.14. Tanim (Kiibik Form)

C(X,Y,Z)=(Vxh)(Y,2Z) +«(X)Y, Z)

ifadesine afin immersionun kiibik formu denir[12].
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3.1.16. Teorem
Afin immersionun C kiibik formu herhangi iki yere gore simetriktir[12].
ispat

h i¢in Codazzi denkleminden ;

CX,Y,2)=C(Y, X, 2)
oldugu agikuir. Diger taraftan

C(Y, Z,X)=(Vyh)(Z, X) + «(Y)h(Z,X)
CX,Z,Y)=(Vxh)Z,Y)+t«(X)h(Z,Y)
CZ,X,Y)=(Vzh)(X,Y) + (Z2)h(X, Y)
C(Z,Y, X)=(Vzh)(Y,X) + 1(Z)h(Y, X)

esitlikleri g6z Oniine alinarak ;
C(X, Y, Z) = X[(Y, 2)] - h(VxY,Z) - h(Y, VxZ)
ve h simetrik oldugundan

C(X, Y, Z) = X[h(Z, Y)] - h(Z,VxY) - h(VZ,Y)
=C(X,Z,Y)

olur. Benzer sekilde

C(Y, X, Z) = Y[h(X, Z)] - h(VyX,Z) - h(X, V4 Z)



= Y[h(Z, X)] - h(Z,VyX) - (VyZ ,X)
=C(Y, Z, X)

bulunur. O halde

C(X,Y,Z)=C(X, Z,Y)=CY, X, Z)=C(Y, Z, X)

ve

C(X,Y,Z)=C(Y, X, Z)

oldugundan

C(X, Z,Y)=C(Z, X, Y)

oldugu goriiliir.

C(Z,X,Y) = Z[h(X,Y)] - h(V;X, Y) - h(X,VzY)
= Z[h(Y,X)] - h(Y,V,X) - h(V,Y ,X)
= C(Z,Y,X)

elde edilir. O halde

C(X,Y,Z) = C(X,Z,Y) = C(Y,X,Z) = C(Y,Z,X) = C(Z,Y, X) = C(Z,X,Y).

Bu afin immersionun C kiibik formunun simetrik oldugunu gosterir.
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3.1.17. Teorem

(M, V,o) ve (M,V,3) esafin(equiafin) yapilar, f: (M, V) — (M,V) afin

immersion, & transversal alani esafin(equiafin) ise

(Vxh (Y, Z)= (Vyh)(X, Z).
Ispat

€ esafin(equiafin) ise T = 0 ve 3.1.4. Sonug tan

(VXh) (Y’ Z) = (VYh )(X’ Z)

olur.

3.1.18. Teorem

(M,V, ©), (M,V,5 ) esafin(equiafin), & transversal vektor alani safin(equiafin)

iken (M, V) projektif diizlemsel(flat) ise
(Vy¢S)X) - T(Y,0)X = (VxSH(Y) - 7(X,9)Y.
ispat

BX.Y)E = R(X, Y)E - T(Y, X +T(X.8)Y

V projektif diizlemsel(flat) ise @ = 0.

o = 0 olmast
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R(X,Y)E=T(Y, &)X - T(X,8)Y (3.43)
olmasini gerektirir.
RO Y)E =V VyE - VyVxE - Vix v
denkleminden

VxVye = Vx (= (S(Y)) + 1(Y)E)
= Vx (=£.(S(Y) + Vx(t(Y)E)
=~ fu(VxS(Y)) = h(X, S(Y)E + X[t(Y)]E + «(Y) Vy &
=~ L (VxS(Y) + (YV)S(X)) ~ {h(X,S(Y)) - X[2(V)] - (¥) ©(X)} 2

Benzer sekilde

VyVxE = =~ £ (VySX) + 1(X)S(Y)) —{h(Y,S(X) - Y[(X)] - 1(X) ©(Y)} &

Vix.yt =~ (S[X.Y]) + 1([X,Y]E.
(3.34) esitliginden

R(X,Y)E = fu(—=(VxS)Y)+ 1(X)S(Y) + (VyS)(X) ~ 1(Y)S(X))
+(=h(X, S(Y)) + h(Y, S(X)) + 2dt(X, Y))E (3.44)

ve & transversal vektor alani esafin(equiafin) oldugundan
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R(X,Y)E = fu(~(VxS)Y) + (VyS)(X) - 1(Y)S(X))
+(-h(X, S(Y)) + h(Y, S(X))

olur. V projektif diizlemsel(flat) oldugundan

TanR(X,Y)é =0 ve trans R(X, Y)E =0

ve buradan da

=(VxSIY) + (Vy8)(X) =0 (3.45)
bulunur. (3.43) denkleminden

(VyS)(X) —(VXS)(Y) =7(Y, )X -7(X, Y

veya

(VyS)X) =7 (Y, X = (VxS)(Y) =7 (X, OY (3.46)
elde edilir.

3.1.19. Teorem

(M,V,0), (M,V, &) esafin(equiafin). £ transversal vektor alamke§aﬁn(equiaﬁn)
ikenV diizlemsel(flat) ise

(i) (VySHX) = (VxS)Y)

(i) h(S(X).Y)=h(X, S(Y)).



ispat

R(X,Y)E=F(Y,6)X - F(X,E)Y

esitliginden V diizlemsel(flat) ise

R(X,Y)E = 0.

3.1.18. Teorem den

(VyS)(X) =(VxS)(Y) = ¥ (Y, OX =7 (X, &)Y

ve (3.44) denkleminden de

(VyS)(X) =(VxS)N(Y)=0

oldugundan

(VyS)(X) = (VxS)(Y)

olur.

(i1)
(3.44) denkleminden;

R(X.Y)Z = £ (~(VSNY) = U(X)S(Y) = (VyS)(X) = T(Y)S(X))
H=h(X, S(Y) = h(Y, S(X)) ~ 2du(X, Y))§

52



oldugundan ve V diizlemsel(flat) oldugundan,

Trans R(X, Y)E = 0.

-h(X, S(Y)) + h(Y, S(X)) +2du«(X, Y)=0

elde edilir. & transversal vektor alani esafin(equiafin) oldugundan
h(S(X), Y) =h(X, S(Y))

olur.

3.1.20. Teorem

f: (M, V) > (M,V) afin immersion olsun. Z, M iizerinde tanjant vektor alani

ve ¢, M tizerinde c” fonksiyon olmak lizere &; transversal vektoér alam

& = fu(Z) + ¢&; seklinde degistiginde, afin temel form, indirgenmis afin
konneksiyon, konneksiyon 1-formu ve afin sekil operatorii arasinda asagidaki

bagintilar vardir.

(0 m:%m
() VyY = VY- ihl(X, Y)Z

(iif) n:n+$ma»+m@w

(iv)  $:=0S,-VZ+1()Z
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Burada h((Z,.),V , 12(.)Z seklinde tanim!i ifadelerin X {izerinde aldig: degerler
sirastyla h(Z,X),Vx, 1(X)Z dir[ 12].

Ispat
Vi (Y) = £.(VXY) + h(X, Y)E, (3.47)
VXE(Y) = £(VxY) + ho(X, V)5

= f(VxY) +hy(X, Y) £.(Z) + hy(X, V)&, (3.48)

(3.47) ve (3.48) denklemlerinden transversal kisimlar karsilastirilirsa

)
hi(X, Y)&; = hy(X, Y)$E,
= phy(X, Y)&,
oldugundan
hy = i}h

elde edilir.

Yine (3.47) ve (3.48) denklemlerinden tanjant kisimlar karsilastirilirsa

(1)

LAVAY) = (VY +h(X, Y) Z)

bulunur.
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(1) den dolay1

f(VxY) = £ (FxY + %hl(x, Y) Z)
f. lokal olarak birebir oldugundan

VxY = VY + ihl(X, Y)Z

elde edilir.

Vx & =Vx (f.(Z) +0&))

= L(VxZ) T (X, Z) & + X [9] &+ (£, (S1(X)) +Ta(X) &)

= . (VxZ - ¢Si(X) + (h(X, Z) + X [¢]+ ¢1:(X))S, (3.49)
Ayrica

V&= = £ ($a(X) +12(X)E,
= — £, (S2(X) +12(X) £u(Z) +0T2X)E; (3.50)

(3.49) ve (3.50) denklemlerinden transversal kisimlar karsilagtirilirsa

012(X) =h(X.Z) +X[0] +1:(X)

LX) =1(X) + éth,Z) +>_<g}l



S +% hy(X,Z) +dlogl4|

elde edilir.

(iv)

(3.48) ve (3.49) denklemlerinden tanjant kisimlar karsilastirilirsa
£ (=5:(X) +12:(X)Z) = £, (VX Z-$S:(X))

f. lokal olarak bire-bir oldugundan

=Sx(X) + 1X)Z = VxZ-45((X)

Buradan

Sx(X) = ¢S1(X) = VxZ+ 1o(X)Z

Ve

S, =6S,-V Z+15(.)Z

elde edilir.

56



57

4. BLASCHKE IMMERSIONLARI
4.1. Tanim ve Teoremler

3.1.20 Teorem (i) den agiktir ki, h afin temel formunun ranki & transversal
vektér alaninin segiminden bagimsizdir. Blaschke immersionlarinda V afin

konneksiyonu olarak D, M yerine R™! alinacakur.

4.1.1. Tanim (Bozulmamis Iimmersion)

h afin temel formun rank: hiperylizey immersionunun rank: olarak tanimlanir.

h bozulmamus ise hiperyiizey immersionu da bozulmamustir denir[12].

4.1.2. Tanim

f: M —> R™! bozulmamis hiperyilizey immersionu olsun. R"™" de hacim

elementi determinant fonksiyonu olarak tanimlansin.
E transversal vektor alanm keyfi secilerek, M iizerinde h afin temel formu, V
indirgenmis afin konneksiyonu ve 6 indirgenmis hacim elementi belirlenir. g

tranversal vektor alani uygun hale getirilerek asagidaki iki sart saglanir.
(I) (V,0) esafin(equiafin) yapidir. Yani; VO = 0.

(I1) Bozulmamis h metriginin ©, hacim elementi ile © hacim elementi

cakisir[10].
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4.1.1.Yardimci Teorem

¢ # 0 diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve h, 2. dereceden simetrik kovaryant

tensor olmak lizere

(i) 6 =¢0 ise

detgh=0"detgh.

(i) ¢ = 0 diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve
h=¢"'h ise

detgh =0 " detgh.

(iii) © =0 ve h=0¢"'h ise

detg h=0""" detg h.

Ispat

{X,,X,,....X,}, 0 igin unimodiilar bir baz olsun. Yani; 0( X,X,,...,X;) = 1 olsun.
(1) B =00 icin 0( X,,X,,....%X,) = 00 (X1, X2,...Xp) =1

oldugundan

{X[,X5,...X, } de 0igin Ginimodiilar baz ise

0(X[.X2,..Xp) =00 (X[, X2,...Xp)
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=0 (¢321,Xz,...,in)
=0( X,,X,,...,X,)

oldugundan ve O n-formu igin bir tek {X,X,,...,X } unimodilar baz

bulunabildiginden

detg h = det[h] = h(X;,X;)| esitliginden

hXp, XD (X Xp) - B(XpXp)
h(X3,X;) h(Xp,X3) - . h(X3,Xy)
det@hzlh(ii,ij)lz

h(Xp, X)) h(Xp. X)) - . h(Xp.Xp)

1 1 1 = 1 —
h(=X{,—X;) h(=X,X3) . . . h(=X.X,
(¢1¢1) (¢12) (¢1 )
h(ﬁxl,iﬂ WXy . . by %)

L IR
h($X1,Xn) h¥.X,) . . . (X, Xp)
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h(Xn’Xl) h(Xn’XZ)
=-—12— detg h
o
:¢~2 detgh
elde edilir.
(i)
ise

dete H = IH(X,,XJ)l

H(Xl,xl) H(Xth)
h(X,,X;) h(X3,X3)

H(Xn’xl) E(XnaXZ)

h(X1,Xy)
h(X7,Xy)

h(Xy,X4p)

n(X,X,)
h(X;5,X,)

h(X,,Xy,)

POKUMA s et B e

60
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1 1

~h(X{, X)) —h(X,X —-h(X;,X,

(11) 1 X ? 1-X2) ’ (X1, Xy)

S OXD) ShOG Xo) ih(xz,xw
Lo XD AhaXa) . bk Xe)
5 » »

1
= ;;; (h(X, X))l

= ¢ M detgh.

elde edilir.

(i)
6 =¢0 ve h=0¢"1n

1se

detg E:¢_(n+2) detg h

oldugu (1) ve (ii) den agiktir.

4.1.2. Teorem

f:M — R™! bozulmamis hiperyiizey immersionu olsun. Her x, € M noktas:
icin 4.1.2. Tamm (I). (II) sartlarint saglayacak sekilde x, in bir komsulugunda

isarete bagli olarak tanimlanmus bir tek & transversal vektor alant vardir[12].
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ispat

6 ve h aymi bir X, €M noktas1 komsulugunda tanimlanmis hacim elementi ve
bozulmamis metrik olsun. 2. dereceden h simetrik kovaryant tensériiniin © ya
bagli determinant: det,h ve {X,,X,,...,X,}, 8 i¢in unimodiilar bir baz olsun.
Eger h; = h(X,, X)) ise, bu durumda [h;] matrisinin determinanti {X,,X,,...,X,}
unimodiilar bazinin se¢iminden bagimsizdir. Bu determinant deth ile
gosterilsin. Keyfi & transversal vektor alan: igin V, 6 ve h mevcuttur.co, hacim
elementi

0(X,, X X,) = [detly] |12,
O zaman l|det;h| = 1 oldugu zaman ©, = 6 olur. Yani;

O‘)h(XUXZs"'aXn) = e(XDXZB"'aXn) g ldet[hu]ll/z = Idetehl :

<> deteh =1.

Simdi Z, bir tanjant vektor alani ve ¢ diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak

lizere £ transversal vektor alam &, = 0&, + f.(Z) seklinde degissin.

3.1.20. Teorem den h, = %hl esitligi gdz ontine alinarak

G(X],Xz,...,Xn) = a)(f* (Xl),...,f* (Xn),i)
ve
E_: = ¢E,t + £ (Z)

1¢in
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0 (X, Xo0ee5X0) = @ (£ Xseos Fu (X )s £ (D)) + B (£ (X)sevor £ (X ), 0E)

= QO (£ (X, £ (X ), 8)

=00 (X,,Xs,....X,)
oldugundan

0= 00

elde edilir.4.1.1. Yardimer Teorem  (iii) den detgh=¢"""?) detgh bulunur.
Boylece ¢ = ldeteh‘l/ n+2 olmas: halinde of = 6 olur. Z tanjant vektor alani

higbir sarta bagl degildi. Simdi &, nin 4.1.2. Taum (II) sartini saglamasiyla Z
tanjant vektor alant (I) sartin1 saglayacak sekilde secilir. 3.1.20. Teorem (iii)

den
=1, +§;h,<z,.> + dloglol. (a.1)

h bozulmamis oldugundan , Z transversal vektor alani (4.1) denkleminin sag
tarafl sifir olacak sekilde segilebilir. Bu durumda &, transversal vektor alani (I)
ve (II) sartlarinin ikisini de saglar. Simdi &, ve&, transversal vektor alanlari (I)

ve (IT) sartlarini saglasin. Bu durumda;

det,h| = 1 =|det; 1 |
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Boylece 4.1.1. Yardimct Teorem (iit) den |¢| =1 elde edilir. Yani ¢ = F 1. §,
ve &, transversal vektor alanlari i¢in (II) sartindan dolay1 t,=1,=0. ¢ =F 1
oldugundan rt, =1, +%hI(Z,.) + dlog|¢| esitliginde Z = 0 olmak zorundadir.

Boylece &,= ¥ &, elde edilir. Bu ise &, nin isarete bagli olarak tek oldugunu

gostertr.
4.1.3. Tanim (Blaschke Normal Alan)

4.1.2. Tammdan (I) ve (II) sartlarim saglayan & transversal alanina Afin
Normal Alan veya Blaschke Normal Alan denir. Blaschke Normal Alani lokal

bir sekilde isarete bagli olarak tek turlii belirlenir{12].

4.1.4.Tanim (Blaschke Yapisi)

& Afin Normal alaninin tespit edilmesiyle V, indirgenmis afin konneksiyonu,
h, afin temel form ve S, afin sekil operatorii (3.1) ve (3.24) denklemlerinden
belirlenir. Boylece elde edilen (V, h, S) yapisina M hiperyiizey1 lzerinde
Blaschke Yapist denir[12].

4.1.5. Tanim (Blaschke Hiperyiizeyi)

¢ afin normal vektoér alani olmak tizere, f : (M. V) — ( Rnﬂ, D ) afin

immersionuna Blaschke Immersionu denir. M ye Blaschke Hiperyiizeyi

denir[12].



4.1.6.Tamim (Blaschke konneksiyonu)

V, indirgenmis afin konneksiyonuna Blaschke konneksiyonu denir[12].
4.1.1.Sonuc

4.1.1. Teorem den agiktir ki, Blascke Yapisi esafin(equiafin)
transformasyonlar altinda invaryant kalir. M bozulmamis hiperyiizeyi
yonlendirilebilirse &, Afin Normal Alani, M {izerinde global olarak tanimlanir
ve bu & nin isaretine baglidir. & nin y6nii M nin y6nti olarak tanimlanir.

4.1.2. Teorem

M, Blaschke hiperyiizeyi icin asagidaki temel denklemler dogrudur.

(1) R(X, Y)Z) =h(Y, Z)S(X) - h(X, Z)S(Y) ; Gauss denklemi

(1) (Vxh )Y, 2Z) = (Vyh)(X, Z) ; higin Codazzi denklemi
(i)  (VxSXIY) = (VyS XX) ; S igin Codazzi denklemi:
(iv)  h(S(X),Y)=h(X, S(Y)) ; Ricci denklemi

(v) V6=0 ; Esafin(equiafin) Sarti
(vi)y 0 = o, ; Hacim Sarti

(vit) : Vo, =0. ; Apolarity Sarti
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ispat
3.1.7. Teorem ve 4.1.2. Tamim (1), (II) sartlarindan agiktir.

4.1.3. Teorem

(V, h, S) Blaschke Yapist ve (n > 2) olmak tizere bir bozulmamis hiperyiizey

1¢in;

(1) S = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart R =0 olmasidir.

(i)  Ric(Y, Z) = h(Y, 2)izS — h(S(Y), 7) ile tanimlanan Ricci tensérii icin

Ric = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart S = 0 olmasidir.

(1) A, bir skalar fonksiyon olmak tizere: S = Al ise, A sabittir.

ispat

(1)
S=0ise4.1.2. Teorem (i) den dolay1 R = 0.

Tersine R = 0 olsun. Bu taktirde hya bagh {X,,X,,...,X,} ortonormal baz: i¢in
h(Xi’Xj) = g9,

ij oo

alinirsa 0 = h( X, X, )S(X)) =¢S(X)) oldugundan g, # 0 olmas:t S(X,) =0

g, = F1. 1 <1 < n olmak {lizere herhangi bir 1 igin k # 1

olmasin gerektirir. ¥ i i¢in bu islem tekrar edilerek S = 0 elde edilir.

(1)

S = 0 ise Ricci tensdriin tanimindan Ric = 0.
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Tersine Ric = 0 olsun. Her Z igin h(IzS(Y) - S(Y), Z) = 0 ve h bozulmamis
oldugundan her Y igin S(Y) = (1zS)Y bulunur. Buradan S = (izS)I, Her iki

yanin Iz i alinarak ;
[zS =nlzS veya (n-1)IzS = 0 veyahutta [zS = 0
olur.

(iii)

4.1.2.Teorem (iii) den dolay1

(VXS UY) = V(S(Y) = S(VY))
= X[ATY + MV,Y) - A(V,Y)
= X[A]Y.

Yine 4.1.2. Teorem (ii1) ,S i¢in Codazzi denkleminden X ve Y de simetrik

oldugundan

X[AY = Y[AIX.

O halde her X igin X[A] = 0 elde edilir. Bu ise A nin sabit olmasidir.

4.1.7. Tamim (Ozlii(Proper)- Ozlii olmayan(improper) Afin Hiperkiire)
S = 0 ise M Blaschke hiperyiizeyine, improper afin hiperkiire denir.

A. sifirdan farkli sabit bir skalar ve S = Al ise M Blaschke hiperylizeyine,
proper afin hiperkiire denir[12].
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4.1.3. Teorem

(1) M, Blaschke hiperyiizeyi improper afin hiperkiire ise , afin normaller
R"™"' de paraleldir.
(1)  Eger M, Blaschke hiperyiizeyi proper afin hiperkiire ise; afin normaller

R™"'de bir merkez(center)noktasinda birlesirler.
ispat

(1)
D& = -« (S(X)) = 0 oldugundan asikardir.

(i1)
S(X) = AX olsun. xeM — y = f(x) + %2’; doniisiimii g6z 6nline alinirsa herbir
A

Xe T(M) i¢in

Dy

i

1

£ (X) +% £, (S(X))

= 0.

Bu ise gosterir ki y sabit bir noktadir. Bu noktaya y, denecek olursa afin

normaller vy, da birlesirler.
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4.1.4. Teorem

(1) Afin Normaller R™' de paralel ise , M, Blaschke Hiperyiizeyi bir
Improper Afin hiperkiire dir.
(11) Afin normaller R™' de bir noktada birlesirlerse, bu taktirde M,

Blaschke Hiperyiizeyi proper afin hiperkiiredir.
ispat
M

Afin normaller R™"' de paralel ise bu taktirde M tizerinde A& paralel vektor

alam olacak sekilde sifir olmayan bir A diferensiyellenebilir fonksiyonu

bulunabilir.
O halde

Dy(A&) = X[AJE - AL (S(X))

=0
oldugundan
S(X)=0veS=0

elde edilir.
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(i1)
Afin normaller R™™' de bir noktada birlesirlerse bu taktirde xeM noktasinin

seciliginden bagimsiz, y = f(x) + A& olacak sekilde bir A diferensiyellenebilir

fonksiyonu bulunabilir. Béylece her bir XeT (M) i¢in

fue (X) + X[AJE - AL (S(X)) =0
bulunur. O halde

S(X) = %X

elde edilirki bu ise M nin proper afin hiperkiire olmasidir.

4.1.5. Teorem
f: M — R""' Blaschke Yapist ile birlikte bir bozulmamis immersion olsun. f
nin bir Afin Hiperkiire olmas: i¢cin gerek ve yeter sart M iizerinde her V-

jeodezigin R™! de belirli bir 2-diizlem iistiinde yatmasidir.
ispat

f bir afin hiperkiire olsun. S=Al ve 0 <t <c, (c =0) olmak iizere x, ,

V-jeodezik olsun. Her bir t i¢in 2, diizlemi, £;=Ey, ve f.(X() vektorleri

t

tarafindan gerilen f{( x{) noktasi boyunca 2-diizlem olsun. Yani;

x:[0c]>M R e fox [0c] - R"

o= fixp) = x,(1) L (X)) +X(DE [0St



seklinde ifade edilirse Y, diizlemi, f,(X¢) ve &, vektorleri tarafindan gerilir.

Buradan

f(xp)y =x(t) fu(X¢) + x,(0)E,

denkleminden

y=f(x¢)+ X, (1) £ (Xy) + x,(D)E,

elde edilir. Ayrica

-~

o -
Xx(5) = X
*at t

oldugundan

03y = ol Ag—C

D5, & = Af(%y)
(4.1) ve (4.2) denklemlerinden

D‘—\tf*(;(-t) € Sp{ f*(it% ir:

D)_(.t‘i € Sp{ f*(it)v at}

71

(4.1)

(4.2)
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elde edilir. O halde bu denklemlerin her ikiside 2. diizlemine aittir. Boylece 2.,

R™! de paraleldir. Buradan x, jeodezigi, x, boyunca 2, 2-diizleminde yatar.
Tersine h(X,, X,) # 0 olacak sekilde X, € Tyx_(M) olsun. x, jeodezigi (X, X,)

baslangi¢ sartiyla goz Oniine alindig taktirde hipotezden x, jeodezigini igeren

bir 2, diizlemi vardir. O halde &, i¢in

0 .-
DX*(Q)f*(X*(Et“)) =h (X¢,X¢)E.

h (%¢,X¢) # 0 oldugundan &, , >, diizlemine paraleldir. Ciinkii D{X paraleldir.

Ozellikle 2, diizlemi Ex, ve fu(X,) vektorleri tarafindan gerilir.

D¢, 1 =0 =— £.(S(X,), Y, diizleminde yattigindan A, u skalarlar olmak iizere

£ (S(Xp) =M (Xo) + ps,.

Boylece SX,=AX, ve u=0 elde edilir ve A, X, 1n secilisinden bagimsizdir.

O halde S =AI bulunurki, bu ise f nin afin hiperkiire olmasidir.
4.1 6. Teorem

V., n-boyutlu reel vektor uzayt ve h, V tizerinde tanimh i¢ ¢arpim olsun. A , X e
bagli bir skalar ve h(X, X) # 0 olmak iizere S lineer endomorfizmi SX = AX

ozelligine sahip olsun.Bu durumda, A sabit olmak iizere

S=Al
dir.
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ispat

{X,X5,-.,X, ). V de h ya bagl bir ortanormal baz olsun.hipotezden (I1<i<n)
olmak iizere SX; = A X; olacak sekilde A, skalarlar1 vardir. Simdi A, lerin
hepsinin esit oldugunu gostermek gerekir. i # j olmasi durumunda Z = X; + 2X|
esitligi h ya bagl olarak sifir degildir. Yani h(Z, Z) # 0 olmasi ve hipotezden
SZ = XZ elde edilir. Diger taraftan

SZ = S(X, +2X)
= X, + 20X,
= MX +2X)

esitligi gbz Oniine alinarak lineer bagimsizhiktan A = A; = A; elde edilir.

4.1.2. Sonug¢

Eger x, noktas: Afin hiperkiirenin bir noktasi ise, X, # 0 ve X. € Tx_(M)

olmak iizere (x,, X,) baslangi¢ sarth geodezik, X, ve &, tarafindan gerilen 2

diizlemine aittir.
4.1.8. Tamum (Afin Gauss-Kronecker Egriligi- Afin Ortalama Egriligi)

Bir M Blaschke hiperyiizeyinin Afin Gauss-Kronecker Egriligi K = detS ile,

Afin ortalama cgriligi H = iz S ile tammlanir[12].
n
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4.2. Afin Normal Alanin Bulunmasi

(1)

(2)

)

4

(3)

(6)

Keyfi bir £ transversal vektor alani segilerek t konneksiyon bir formu

hesaplanir.

V x £ (Y) = £.(VxY) + h(X,Y)é, Gauss denkleminden £ i¢in h afin
temel formu belirlenir. h nin bozulmamis olup olmadig: kontrol edilir.
Blaschke immersionlarinda V konneksiyonu  yerine R™' in D

diizlemsel konneksiyonu kullanilir.

0(X,, X, X)) = det] £ (Xy), o T (X )€ ] esitliginden & igin ©
indirgenmis hacim elementi belirlenir.

0(X,,X,,....X,) = 1 olacak sekilde {X,X,,...,X, } unimodiilar baz
secilerek

hy = h(X,, X)) igin det[h;] = det;h hesaplanur.

¢ = ldetehll/ n+2 ahnarak, 1, = T, +$h1(Z,.) + dlog|¢| denkleminden

T, +%h1(Z,.) + dlog|d| = 0 esitligiyle Z tanjant vektor alani belirlenerek

&, =0&, + f,(Z) donlistimil ile &, bulunur. Eger t, = 0 ise her X igin
h(Z, X) =-X[¢] olur.

&, Afin Normal bulunduktan sonra h, = éh‘ afin metrik, S afin sekil

operatorii ve V indirgenmis konneksiyon hesaplanir.
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4.3. ORNEKLER
4.3.1. Eliptik paraboloid

z= %(x2 + y2 ) fonksiyonunun grafigi, f: M = R2 - R3 immersionu olarak

g0z oniine alinsin.

(xy) > £(x, ) = (x,, %(xZ +y2)) e R3

-~

R2 iistiinde , 4 koordinat vektor alanlari igin
ox oy

-

f*%):(l,o, X)

0
f* — = 0, 1, / .
(6y) 0, L, y)

€=1(0,0.1) keyfi transversal vektor alan i¢in

D ;& =—F.(S(X) +T(X) &
ox

denkleminden
(0,0,0) = —f. ( S(X)) +1(X)(0, 0, 1)

elde edilir. Buradan 7t =0 ve S = 0 bulunur.



1 0 0

9(—6—,—8—) = det|0 1 0|=1.
ox oy
x y 1
o 0 TR L
{—, — } unimodiilar bir bazdir. Simdi
ox oy
D) = (0,0,1)=¢
i* Ox » Yy
X
0
Dif*(g) =(0,0,1)=¢&
oy
154
D £ = (0,0.0)= D, (D).
e —  0X
ox By
Buradan
0 0 o @
D;:f*—— = f* V; +h-——’—-—-—
2Rl = LV =)+ h(——, —)5
&x ox
0 o 0
0,0, 1)=1f(V 2 < +h(—, =)0,0, 1
(0.0.0)= £V & )+ h(, (0.0,
oxX
denkleminden
¢ . ¢ 0
V's - :0 h—,— :1
f‘r(‘ax) ve (Ex' 8x)

-~

X

elde edilir.



77

. 0 o 0
Benzer sekilde V 5(—) =0 veh(—, —) =1
— 0y dy 5}’)
cy
elde edilir. Yine
0 0 o 0
D@f*(““) = f*(vé —*)+h(—a _'_)E_!
= o Ox oy

5. o 0
0,0,0) = £,(V 2 —)) +h(—=, =)0, 0, 1
( ) ( &ay)) (ax 8y)( )

denkleminden

4, c 0
Vo(z)=0veh(—, —)=0
P oy dx oy
Benzer sekilde
0 0 0
Vfl(éx—) :Oveh(gy—, %):0
oy

elde edilir. Boylece

deton =1 % =1
etoph = =
o 01

bulunur. & afin normaldir. ¢ =1 ve Z=0dir. S=0 ve f improper afin kiire
dir. V indirgenmis konneksiyonu diizlemsel ve {x, y}, V igin dizlemsel

koordinat sistemidir. Afin metrik pozitif tanimlidir. [sareti (+. +) dir. Bu 6rnek
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n- boyutlu eliptik paraboloide genellestirilebilir.

Sekil 4.1. Eliptik paraboloid

4.3.2. Hiperbolik paraboloid

Z= %(x2 — y2 ) fonksiyonunun grafigi f: M = R2 — R3 immersionu olarak

g6z Oniine alinsin.
1 ‘
V==Y S (x2-y2)) e R

ile tanimlansin. 4.1.1. Ornek teki islemler aynen tekrarlanirsa Afin metrigin
isareti (+. —) olan bir Improper afin kiire elde edilir. Bu 6rnegin n-boyuta

genellestirilmesi, Afin metrigin isareti (p, n—p) olmak iizere
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F (xl,xz,...,xn )=

| P ) n
(Yeh?- Sah?)
1=1

i=p+1

[N

kuadratik fonksiyonu olarak bulunur.

Sekil 4.2. Hiperbolik paraboloid

4.3.3. Bir fonksiyonun grafigi

= F (x1,x2,...x") ,R" nin bir G tanim bélgesi iizerinde diferensiyellenebilir

bir fonksiyon olmak iizere ;

£ (xlx2,.x") e G- (xIx2,...x", F(x1 x2,..x")) e R"

immersionu goz oniine alinarak 4.1.1. Ornek deki gibi keyfi bir transversal
vektor alanm &, =(0,0, ..., 1) olarak segilsin.

D ;5 Z,=0oldugundan t = 0.

ot
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- koordinat vektor alan1 ve F,= —af— olmak lizere
ox oxJ

oF
vy —=)

oxJ
=(0,0, ...,1, ...,Fj ).

£.(-2) =(0,0,..1,.
oxJ

O halde
0 0 0 0
ox' ox! ox
2
o0°F |
Fg’ b
ox'ox]

elde edilir. Buradan

vV oa @' =0 ve h( O.,—a—.):FU.
o ox) ox' ox)
ox

Béylece f immersionunun bozulmamis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

det [F; ] # 0 olmasidir. Burada det;h asagidaki sekilde bulunur.

c 0 0 0

0(——, ..., —)=det[fu(—),..., fu(—),&] =1
le axn axl aXn

ve

h(—— ., <—)=F,.
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Boylece ¢ = ldet[Fij ]i 1/n+2 olarak bulunur.

n .
Son olarak —@l— + ZhijZJ = 0 denklemi ¢6ziilerek Z tanjant vektor alani

x =1
n i 5
Z=>7'—
=1 &

olarak bulunur. [FU], [F;] matrisinin ters matrisi ve ¢ = Idet[Fij ]| 1/n+2 olmak

tizere , &, afin normali

n . Ak 2
E=— Y (M 2 (—) + 08
k.izzl ox' ek

olarak bulunur.
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5. AFIN HIPERYUZEY IMMERSIONLARIN TRANSVERSAL
SIMETRIGI

5. 1. Hiperyiizey Immersionunun Transversal Simetrigi

5.1.1 Teorem

M afin uzay ve f : (M,V) = (M,V) afin hiperyiizey immersionu &, f ile
eslesen transversal vektor alani , & ye gore f nin Sekil Operatorii S # %In

olmak iizere g: M — M, g(x) = f(x) — 2&, immersionu da bir afin hiperyiizey

immersionudur.
Ispat

& transversal vektor alaninin g hiperylizey immersionu i¢in de transversal

vektor alani oldugunu gostermek yeterlidir. V'Y € (M) i¢in

g (V)= £ (Y) - Vy&
= fo (T+28))(Y) - 2%(Y)§

bulunur. g.(Y) ve & lineer bagimsizdir.

¢, g«(Y)+c.&=0
e (fu (Y)+2£ (S(Y)) - 2¢Y)§) t ¢, =0
c(fa (1+29)Y) + (=2¢,7(Y) + )& = 0.
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f afin hiperyiizey immersionu ve f, lokal olarak birebir oldugundan,
c, (I+25)Y=0 ve (I+2S)Y =0

olmasi

c, = O’

olmasini gerektirir.

c,=01sec,=0

elde edilir.

5.1.1. Tamm (Afin Hiperyiizey Immersionunun Transversal Simetrigi)
f: (M, V) > (M,V) afin hiperyiizey immersionu icin 5.1.1.Teorem deki

g (M, V') > (M,V) afin hiperyiizey immersionuna & transversal vektor

alanina gore f hiperyiizey immersionunun transversal simetrigi denir. Burada
(I+2S)(Y) € Ker(I +2S) ve Ker(I +2S) = {X € y(M)| S(X) = —% X}

g nin tanimindan Ker(I + 2S) = {0}.

Boyy (M) = boy(Im(I + 2S)) + boy Ker(I + 2S)
n = bov(Im(I + 2S))
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[+2S: (M) = x(M) déniisiimii régﬁler bir déntisimdiir.
f hiperyiizey immersionu oldugundan
Vxfu(Y) = fu (VxY) +h(X, V)&
ve g transversal hiperylizey immersionu oldugundan

Vxg«(Y) = g (VXY) + h'(X, Y)E .
e (VXY ) = (VXY ) =2V yE
= £, (VX Y) +26(S(VxY)) - 21(VXY )E

=f, (I+2S)VxY) — 2t(ViY)E.
elde edilir.

5.1.2. Teorem

~f,g: M — M, 5.1.1 Teorem deki afin hiperylizey immersionlar olsun. f nin
sekil operatorii S. konneksiyon bir formu 1, g nin sekil operatérii S',
konneksiyon bir formu 1’ olmak tizere bunlar arasinda asagidaki bagintilar

vardir.
(1) T =1(1-25")

(11) S =S(I-2S") vevaS=(1+25)S".
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ispat

(1)

Vx € =—f.(S(X) + u(X)E (5.1)
Vx € =—g.(S' (X)) + 7(X)%E (5.2)

(5. 1) ve (5. 2) denklemlerinden

— £ (S(X)) + ©(X)E = - g« (S (X)) + T (X)E (5.3)
(5. 3) denkleminden

g« (S'(X)) = f« (S’ (X)) +2S (S' (X)) - 21 (S (X))

elde edilir. Bu deger (5. 3) denkleminde yerine yazilirsa

—£,.(SX)) + «X)E =—1£, ((S' (X)) +2S (S (X)) +H('(X) + 21 (S'(X))E
(5. 4)

elde edilir. (5. 4) denkleminden transversal kisimlar karsilastirilirsa

UX) = (X)) + 2t (5" (X))
(X)) =1uX) -2t (8" (X))

VvV Xe(M) igin

T =1-2t ¢




v o=1(1-28)

elde edilir.

(it)

(5. 4) denkleminden tanjant kisimlar kargilagtirilirsa

—£.(S(X)) =, (S (X)) +2S (' (X))

ve f, lokal olarak birebir oldugundan

S(X) =S (X)+2S (S' (X))

S=8 +2S §

S=(I1+2S)¢ (5.5)
veya

S'=S(1-28") (5.6)
elde edilir.

5.1.1 Sonug

(I+28)" l=1-23".

ispat

(1+28)(1-28')=1+2(-28S' +S~§')
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=1+ 2[S(I-28") - §')]

esitliginden ve (5.6) denkleminden

(1+2S)1-2S")=1+2[SI-28)~S(I-28")]
=1 (5.8)

olur. Benzer sekilde

(1-28')(1+28)=1+28 - 28 - 48'S
=1+2[-S'(I+2S)+S]

(5.5) denkleminden

(1-28')(1+2S)=1I (5.9)

bulunur. (5.8) ve (5.9) denklemlerinden

(1+28)-l=(1-29")

elde edilir.

5.1.3. Teorem

f g: M — M, 5.1.1. Teorem deki afin hiperyiizey immersionlar olsun. f nin
M iizerine indirgedigi V konneksiyonu ile g nin M iizerine indirgedigi V'

konneksiyonu i¢in



VXY= VXY +2(1+ 28y 1(VxS) () + 1(Y)S(X))

bagintis1 vardir.

ispat

g(x) = f(x) — 2& olmak iizere V Y ey (M) i¢in

g:(Y) = fu (Y) - Vy&

f. (Y)+2f, (S(Y)) - 2t(Y)E
fo (T+2S))(Y) — 2¢(Y)E.

vV Y ey(M) igin

Vxg«(Y) = gi (VXY) + b'(X, Y)E

Vxge(Y) = Vi (£ (Y)=2VyE)

= Vi (£x(Y) +2£.(5(Y)) - 20(Y)E )

= Vxfu(Y) + 2V fu(S(Y)) -2V ((Y)E)

= £.(VxY) +h(X, V)& +2(£.(VxS)(Y)) +2 h(X, S(Y))¢
“2X[T(Y)]E + 21(Y) £ (S(X)) — 20(Y)e(X)E

88

= £,(VxY +2(VxS(Y)+ 21(Y)S(X)) + ( h(X, Y) +2h(X, S(Y))

=2X[1(Y)] + - 21(Y)u(X))§

Diger taraftan;

g« (VXY) = fu(VXY) - 2Vyy vE

= £, (VxY) + 26 (S(VY)) - 21( VY )E

(5. 10)
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= £, (I+2S)VkY) - 21(VxY)E

ve

Vxg«(Y) = g. (VXY)+ h'(X, )&
= £, (VX Y)+2S(VxY)) Hh' (X, Y) =21( VXY ))E. (5.11)

(5.10) ve (5.11) denklemlerinden f, lokal olarak birebir oldugundan

(VXY)+28(VXY)= VXY +2(VxS(Y)+ 2t(Y)S(X))
= VxY +2(VxSI(Y)+285(VxY) + 21(Y)S(X).

Buradan

(I+2S) (VY ) = (I+2S) VY + 2(VxSHY) + 21(Y)S(X) -
VY = VY + 2 (I+28) 1((VxS)(Y) +2t(Y)S(X))

elde edilir.

5.1.4. Teorem

f,g: M — M, 5.1.1. Teorem deki afin hiperylizey immersionlar1 olsun. h, f

icin simetrik bilineer form ve h’, g igin simetrik bilineer form olmak izere

h(X.Y)=h (X, (I+2S)Y)) +
2127 [(1+28)" H((V ¢ S)(Y) +21(V)SCXO)] = (V1) (Y) = t(Y)(X)5.
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ispat

5.1.3. Teorem, (5.10) ve (5.11) denklemlerinden transversal kisimlar

esitlenirse,
h'(X,Y) -29(VkY) =h(X, Y) +2h(X, S(Y)) - 2X[t(Y)] - 2t(")(X)
elde edilir. Buradan,

h'(X,Y) -21(VxY)=h(X,Y) +2h(X, S(Y)) - 2(VxD) (Y) - 2¢(VxY) -
27(Y)u(X)

h (X, Y) =h(X, I+2S)Y) + 2{t(VXY -VxY ) - (Vx) (Y) = t(¥)«(X)}
5.1. 2. Teorem ve 5.1.3. Teorem den

h'(X,Y) = h(X,(I+2S)Y) +
2{2¢[(I+28) 1 ((Vx9)(Y) +2t(V)S(X))] - (VX (Y) = (Y)t(X)}
elde edilir.

5.1.5. Teorem

g M — M, 5.1.1. Teorem deki afin hiperyiizey immersionu ve V'

konneksiyonunun egrilik tensdrti R’ olmak {izere

() TanR,(X,Y)gu(Z) = g.(R'(X,Y)Z=(h'(Y,2)S'(X) -h'(X.Z)S'(Y)))
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(i)  TransRy(X,Y)g.(2)
= {(Vxh')(Y,Z2) + T (X)h'(Y,Z) - (VYyh')(X,Z2) -T'(VHh'(X,Z) }
(il) TanRy(X,Y)E = —(VxS)Y) + 7' (X)S'(Y) +(VyS)X) - T(Y)S'(X)

(iv) TransRg(X,Y)§ = -W(X,S(Y)+ h(S'(X),Y) +2d7' (X, Y)

ispat
g immersionuda afin immersion oldugundan 3.1.7. Teorem den agiktir.

5.1.6. Teorem

f,g: M — M, 5.1.1. Teorem deki afin hiperyiizey immersionlari ve V ile V'

konneksiyonlarinin egrilik tensorleri sirasi ile R ve R’ olmak iizere

() tanRy(X,Y)g.(2) =(1+28) IR(X,Y)(I+28)(Z)-h(Y,(1+28)Z)(1+28) 15(X)
+h(X, (I+28)Z)(I + 2S)-1S(Y)
—27(Z)(1+2S)- 1 (tan R(X, Y)£)
(i) transR (X, Y)g.(Z)= (Vxh)(Y,(1+28)Z)+ 1(X)h(Y, (I+28)Z)
—(Vyh)(X,(I+28)Z)+ t(Y)h(X, (I+2S)Z)

—217(Z) tanR(X, V)& +21( tanR 4 (X, Y)g.(Z) )

(i) tanR (X, Y)s = (1 +2S) ! tanR¢(X,Y)E

(1v) tra,nsﬁg(X.Y)E_ = transﬁf(X,Y)i + 21 ﬁg(X,Y)i.



ispat

Rg(X,Y)g.(Z) = g« {R'(X,Y)Z - (0'(Y,2)S'(X)-h'(X,2)S(Y) } +
{(Vxh)(Y,Z)+ (XN (Y,Z) - (Vyh')(X, Z) - T (VN'(X,Z) }

(5.12)

(5.12) denkleminden
g {R'XY)Z-(0'(Y,2)S'(X)-h'(X,Z)S'(Y) } =

f. AIR'(X,Y)Z-(h'(Y,Z2)S'(X)-h'(X,2)S'(Y)) }

-2 ‘~7[R’(X,Y)Z-h'(Y,Z)S'(X)+h’(X,Z)S’(Y)]E.

= £, {R'(X,Y)Z~(h'(Y,2)S'(X) -0 (X, 2)S'(Y) } -2 VRrix 1)z &

+ 2Vhy. 25005 — 2 Vix.2)s(v)E (5.13)

(5.13) denkleminden

Vrix )zt =~ (S(R'(X,Y)Z)) + Y(R'(X,Y)Z)E
Viiy.zso0s = —E(SM(Y,2)S'(X)) + t((h'(Y,2)8'(X))E

Vix.zsne = — B (S(N(X.2)S'(Y) + t(h'(X, 2)S(Y))§

elde edilir. Bulunan bu degerler (5.13) denkleminde yerlerine yazilirsa

2. I RUX,Y)Z - (h'(Y,2)S'(X) - h'(X.Z)S"(Y)) }

92
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f {R'(X,Y)Z ~ (h'(Y, Z)S'(X) - h'(X,Z)S(Y)) *2S(R'(X,Y)Z )
~2S(h'(Y,2)S'(X)) +2S(h'(X, 2)S'(Y))} -2 1(R'(X,Y)Z)E +21((0'(Y,Z)S'(X))E
— 2t(h'(X,Z)S'(Y))E (5.14)

(5.14) denklemi (5.12) denkleminde yerine yazilirsa,

Ry (X,Y)g4(2)= £ {R'(X,Y)Z - (W'(Y,2)S'(X) - h'(X, 2)S'(Y)) +2S(R(X,Y)Z)
—2S(h'(Y,2)S'(X)) + 2 S(h'(X,Z)S'(Y))} +
{(Vh')(Y,2) + 7' (X)h'(Y,Z) - (Vyh')(X,Z) - 7' (Y)h' (X, 2)
—2 1(R'(X,Y)Z) + 2t((h'(Y, 2)S'(X)) —27(h'(X, Z)S'(Y) )} €
(5.15)

Diger taraftan
RXV){f.(2) + 2£u(S(2)) - 21(2)5} = Ry (X, Y)g«(D)
oldugundan

R(X, Y){f.(Z) + 2£.(S(2)) - 20(Z)& } = £, {R(X,Y)Z-h(Y,Z)S(X)+h(X,Z)S(Y)}
H{(Vxh)(Y,Z) + t(X)h(Y,Z) - (Vyh)(X,Z) - (Y)h(X, Z) } §
+2 £, { R(X,Y)S(Z) - h(Y,S(Z))S(X) + h(X,S(Z))S(Y);
+2{(Vxh)(Y,S(2)) + «(X)h(Y,S(Z)) - (Vyh)(X,S(Z)) + ((Y)h(X,S(Z)} &
=2YZ) £ 4~V S)Y) + t(X)S(Y) +(V,:SHX) - «(Y)S(X) }
~27(Z) {~h(X,S(Y)) + h(S(X),Y) + 2dt(X,Y)} £

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse,
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Rg(X,Y)g«(2)=

f, {R(X,Y)Z +2R(X,Y)S(Z) - h(Y,Z)S(X) -2 h(Y,S(Z)S(X) + h(X,Z)S(Y) +
2h(XS(ZNS(Y) + 2tZYV,SUY) ~ 2°Z)uX)S(Y) - 2t(Z)(V,S)(X)
21Z)(Y)S(X)} + { (Vxh)(Y,Z) +1()h(Y,Z) = (Vyh)(X, Z) - o(Y)h(X, Z)

+ 2(Vxh)(Y,S(Z)) + 2t1(X)h(Y,S(Z)) - 2(V v h)(X,5(Z)) + 21(Y)h(X,S(Z))
+21(Z)h(X,S(Y)) —2t(Z)h(S(X),Y) - 2t(Z)dt(X,Y)} & (5.16)

elde edilir. (5.15) ve (5.16) denklemlerinden tanjant kisumlar karsilastirilirsa;

f. lokal olarak birebir oldugundan

(I+29)R'(X,Y)Z - (I+2S)[h'(Y, Z)S'(X) - (I1+29)h'(X, Z)S'(Y)] =
R(X, Y)(I+28)Z) — h(Y (1+28)Z)S(X) + h(X,(I+2S)Z)S(Y)
+F2U(Z){(ViS)(Y) = t(X)S(Y) = (VS)(X) +1(Y)S(X)}

elde edilir. O halde
(I2S)R(X,Y)Z-h'(Y,Z2)S'(X) +h'(X,Z2)S'(Y)) =
R(X,Y)((1+2S)Z) - h(Y ,(1+28)Z)S(X)

+ h(X,(I+2S)Z)S(Y) - 21(Z) tanR(X, Y)E .

Buradan

tanRg (X, Y)g«(2) = (I+2S) IR(X,Y)((1+28)Z) - h(Y,(1+28)Z) (1+2S)-18(X)

h(X,(1+28)Z) (1+28)-1S(Y) - 21(Z) (1+28)-1 tanR(X, Y)¢
elde edilir. Bu ise (i) nin ispatidir.

(5.15) ve (5.16) denklemlerinden transversal kisimlar karsilagtirilirsa;
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(Vih')(Y,Z) + T (X)N'(Y, Z) - (Vi h')(X, Z) - T (Y)R'(X, Z) —2T(R'(X, Y)Z)
+21((0'(Y,Z)S'(X)) —21h'(X, Z)S'(Y) ) =

(Vxh)(Y,Z) + t(X)h(Y, Z) - (Vyh)(X, Z) - ©(Y)h(X, Z) +

2(Vxh)(Y,S(Z)) + 21(X)h(Y,S(Z)) - 2(V v h)(X, S(Z)) + 23(Y)h(X,S(Z))
+27(Z)h(X,S(Y)) —21(Z)h(S(X),Y) - 21(Z)dt(X,Y)

elde edilir. Bu denklem diizenlenirse;

trans ﬁg (X, Y)g«(Z) -27( tanf{g (X,Y)g«(2)) =
(Vxh)(Y,(I+28)Z) + 1(X)h(Y,(I+2S)Z) -
(Vy D)X, (1+28)Z) - 1(Y)h(X, (I + 28)Z) — 2t(Z)transR (X, Y )&

bulunur ki, buradan da

trans ﬁg (X,Y)g«(Z) = 27( tan IN{g (X,Y)g.(2)) - 21(Z)trans R (X,Y)E
+(Vxh)Y,(1+25)Z) + 1(X)h(Y,(I+2S)Z)
~(Vyh)(X, (I1+28)Z) - t(Y)h(X, (I + 28)Z)

elde edilir. Bu ise (ii) nin ispatidir. Simdi

Rg(X,Y)E = gu (= (VXSHY)+ T (OS(Y) + (VySHX) - T'(Y)S'(X))

+(-h'(X,S'(Y)+ h'(S'(X),Y) +2d7 (X, Y))§
~ denkleminden

2« (= (VXSHY) + T(X)S'(Y) + (VyS)X) - T(Y)S' (X)) =



96

£ (= (VXS)Y) + T (X)S'(Y) + (VS')(X) - T'(Y)S'(X))
=2 Y~7(—V'><S’)(Y)+r’(X)S’(Y)Jr(V'YS')(X)—r’(Y)S'(X)g =
fu (= (VXS)Y) + TOS (V) + (VY S)NX) - T (V)S'(X)) -2V vy sy v

2Voxs i — 2V wysymb - 2V v vysxt (5.17)
elde edilir. Burada

2V(wsnmE = =26 (S(VXS)UY))) +21((VXS)HY))E
2V s n)E = 26 (S(TOS(Y))) - 21(¢(X)S'(V))E
=2V (vysyx)8 = 26 (S(VYS)(X))) = 2T (VYS)(X))E

=2V _vnis08 = 2 (SENS'ON) + 21 (2 (V)S(X)) &
degerleri (5.17) denkleminde yerlerine yazilirsa,

g« (= (VXSHY) + T(X)S'(Y) + (V¢ SUX) - T'(Y)S'(X) )
=£ (= (VXS)Y) + T (X)S'(Y) + (VY SHX) - T(Y)S'(X)
—2S((VXSNY) )+ 28 (T'(X)S'(Y) + 28 (VY S)(X)) - 28 (T'(Y)S'(X))
+ (~h'(X,8'(Y) + h'(S'(X),Y)+ 2d 7' (X, Y)
+ 2V SHY) = 21(r'(X)S'(Y)) ~ 2t(Vy SHX) + 27(T'(Y)S' (X)) &
= £, (=(I+28) (VxS)(Y) + (I+2S) (v (X)S'(Y)) +
(I+2S) (Vi S)(X) =(I+28) (7'(Y)S'(X)) ) +{( —=h'(X,S'(Y)) + h'(S'(X), Y)+
2d7 (X, Y) F21((VSHY)~ (T (X)S'(Y)) = (VYSHX) +(T(YV)S'(X))} &
(5.18)

Diger taraftan
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RE(X,Y)E = £ (=(VS)YY) + T(X)S(Yr) +(VyS)(X) — ((Y)S(X))
(~h(X,S(Y)) + h(S(X),Y) + 2dt(X,Y))E (5.19)

(5.18) ve (5.19) denklemlerinden tanjant kisimlar karsilastinilirsa f, lokal

olarak birebir oldugundan

IF28)(= (VXSHY) + (T'XDS'(Y) + (VY SHX) —(T'(Y)S(X)))
=—(VS)(Y) + tX)S(Y) + (Vi S)(X) - 1(Y)S(X)

elde edilir. Buradan

(I+28)tanR ¢ (X, Y)E = tanRf (X, Y)E
veE

tanRg (X, Y)E = (1+28) 1 anR¢ (X, V)%

elde edilir. (5.18) ve (5.19) denklemlerinden transversal kisimlar

karsilastirilirsa

trans R g (X, V)& —2tR (X, Y)E = trans R (X, Y)&
trans R g (X, Y)& = trans R (X, V)& + 2tR (X, Y)&

elde edilir. Bu ise (iv) nin ispatidir.



98

5.1.7. Teorem

f,g:(M, V) > (M,V),5.1.1. Teorem deki iki afin immersion olsun. &] ve &> ,
f ve g ile eslestirilmis transversal vektor alanlar olsun. g(x) = f(x) — 2&x
olmak tzere [£1] ve [£2] dogrultular sadece h, h' nin 6zdes stfir oldugu

kiimede farkl: olabilir.
ispat

ZeyM) ve Z. M ve teget vektor alant ve ¢, M iistiinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyon olmak lizere;

&= f(Z) T 95,

Vifu(Y) = £ (Vx Y) + h(X,Y)E,

ve

3.1.5 Teorem den h,(X,Y)f,(Z)=0 ve ¢h(X,Y)=h(X,Y).
Simdi

Vxgul(Y) = 2. (VX Y) +h5 (X, Y)E) (5.20)
28.(VxY) = (VX Y)~ 2V vE)

= £(VXY) + 2E(S(VY) - 2T(VX Y)E)

Il

Fa(I+29)VXY) = 21(VX Y)ES .

O halde (5.20) denklemi
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Vxgx(Y) = fx((T+29)VXY) + (W5 (X, Y) - 2¢(VX Y))ES
= L ((I+2S)VXY + (05 (X,Y) - 21(Vx Y))(I + 2S)Z)
+(h2(X,Y) = 21(VX YY) )(¢ - 21(Z)))&, (5.21)

seklini alir. Diger taraftan

£y = g.(2)+ §E,

£ =1.(2) -2V 7€ + 9§,
= £.(Z) + 2£.(S(2)) - 21(2)E +9&,
= L (1 +2S)Z) + (¢ - 27(2))E,.

O halde

Vig.(Y) = £u((+ 29)VX Y) + (05 (X, V) = 2(VX YV))(T +29)f. (Z)
+(h2(XY) - 2t (V) )9 - 2°(2))E,

bulunur. Bu denklem

Vxge(Y) = £ ((1+ 29V Y) - 21V Y) - h] (X, Y))E,

denklemi ile karsilastirilirsa

£ ((T+29)V5Y) = f (1 +28)V Y) +(h5 (X,Y) - 2t (VX Y) (I+2S) £.(Z))
ve

h2(X.Y) = 20(VX )9 - 21(Z)) &, = b1 (X, V), = 21(VXY)
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bulunur. O halde

(h2(X.Y) = 2t(VX Y)(I+28)f.(Z)) = 0

veE

(6 = 27(Z)(0, (X,Y) = 2T1(VX V))&, =(h{ (X, Y) - 2T (VX Y))E,

elde edilir. Eger g, total geodezik degilse

hH (X,Y) - 21(VXY) # 0 ve (I+2S) £, (Z) = 0 olacak sekilde X. Y € y(M)

vardir. O halde

& = (¢ - 21(2))5,

elde edilir.

5.1.8. Teorem

f, g (M, V) - (M,V), 5.1.1.Teorem deki iki afin immersion olsun. f i¢in &
transversal vektor alani &) = f.(Z) + ¢&1 seklinde degistiginde g igin &

transversal vektor alan1 £ = g.(Z)+ ¢& seklinde degisiyorsa: bu durumda

Je
[N
il
e
|
[\
<N
N
Je

elde edilir.



ispat
V X ex(M) igin
2.(X) = fu(X) - 2Vx§,
= £ (X) + 2. (8(X)) - 21(X)&,
ise
f.(X) = g.4(X) -2 £ (S(X)) + 21(X)E,
elde edilir.
&, = f.(Z) + 9,

denkleminden

£, = gu(2) 2L (S(Z)+ 20(2)E, +
= g (Z)HE, + 2= E.(S(Z)+ 21(2)E)-

Buradan

£,=89 +2VzE)

elde edilir. O halde

W

&IZ = E.v "262

elde edilir.

iy

<l
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5.1.9. Teorem

f, g (M, V) - (M,V), 5.1.1. Teorem deki iki afin immersion olsun. &
transversal vektor alanina gore g nin afin temel formu h’, afin sekil operatorii
S', g nin M {izerine indirgedigi afin konneksiyon V’ ve konneksiyon bir formu

7" olmak lizere &5 = g.(Z)+ ¢&1 oldugunda,

DRSNS

P

() VxY=VxY- éh’l(X,Y)Z

: gl

(1) tH =1]+=hi(Z,.) +dlog|d|

(1v) S$2=081-V' Z+1tH()Z.
Ispat
3.1.20. Teorem den agiktir.

5.1.2. Sonu¢

f,g (M. V) = (M.V), 5.1.1 Teorem deki afin immersionlar olmak iizere; &y
ye gore afin temel formu h5(X,Y), f nin & e gore afin temel formu h{(X, Y)

ve konneksiyon bir formu t | ise

B (V) = S (hy (X1 + 25)Y) = 29 1 NY) = 27, (X)Ty (Y) + doy (14 25) 7!
Q

(T SUY) = 71 (YIS(X))



103

g i¢in h5 afin temel formunun f i¢in h, afin temel formu cinsinden degeridir.
ispat
3.1. 20. Teorem ve 5.1.9. Teorem den agiktir.

5.1.3. Sonug

f,g :(M, V) - (M,V), 5.1.1. Teorem deki afin immersionlar olmak iizere g

i¢in indirgenmis konneksiyon V', figin indirgenmis konneksiyon V ise

VXY = VY + 2(1+28) L {(VxSKY) + 11 (Y)S(X))

—i 1 (X,d+29)Y)Z -2(Vx T XY)Z = 271 (X)t (Y)Z +

4(1+28) H((VXS)(Y) + 11 (V)S(X)Z) }

g afin immersionu i¢in V'indirgenmis konneksiyonunun f immersionu icin

V indirgenmis konneksiyonu cinsinden degeridir.
ispat
3.1.20. Teorem ve 5.1.9. Teorem den agiktir.

5.1.4. Sonug

f,g (M, V) > (M,V), 5.1.1. Teorem deki afin immersionlar olmak iizere: g

i¢in afin temel formu 15, fi¢in afin temel form 1} 1se
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™ (X) = (I+28)1g,(x) + i(h;(Z, (I+28)X) - 2(Vz1 )(X) - 21,(Z)1¢(X)

+ 47, (1+28) L((V xS )(X) + 1,(2)S(X)) + dlogl$)|

g immersionu i¢in afin temel formun f i¢in afin temel form cinsinden

degeridir.
ispat
3.1.20. Teorem ve 5.1.9. Teorem den agiktir.

5.1.5. Sonug¢

f, g (M, V) > (M,V), 5.1.1. Teorem deki afin immersionlar olmak iizere; g
immersionu igin afin sekil operatorii S, ve f immersionu igin afin gekil

operatorii S ise
S5 (X) = ¢(1+28)-18(X) -V, Z - 2(I+ZS)((VXS)(Z) + 1(Z)S(X))
+{([+28) 11,(X) +(h(Z, (1+28)X) = 2(V 1 )(X) - 27,(Z)7(X)

+ 47, (1+28)- 1 (V,8)(X) + 1,(Z)S(X))} Z

g immersionu i¢in S5 sekil operatoriiniin f immersionu igin S sekil operatorii

cinsinden degeridir.
ispat

3.1.2. Teorem (ii), 3.1.20. Teorem ve 5.1.9. Teorem den agiktir.
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5.1.10. Teorem

f, g (M, V) -> (M, V), 5.1.1. Teorem deki iki afin immersion olsun. f
immersionu i¢in indirgenmis hacim elementi o ve g immersionu i¢in hacim
elementi © g ise;

0(X,X,,....X,) = det(I+2S)w(X,,X,,....X,) .
ispat
f, £ transversal vektor alanl afin immersion oldugundan

(’O&XDXZr"’Xn) = (T)(f* (X1)9f* (XZ)vvf*(Xn)zé) .

Benzer sekilde g immersionu da & transversal vektdr alanli afin immersion

oldugundan

O*)g(XbXZv""Xn) = a)(g*(Xl)ag*(Xz)>~"7g*(Xn ),E_,) .

v Xex(M) icin

g.(X) = fu(X)~2VxE
= £ (X) +2£(S(X)) - 2¢X)E

It

£, (1+28)(X) - 2T(X)E.

Buradan



(Dg(Xl,Xz sy Xy )= O(Fu (T4 2S)(X 1) = 26X E, Fu T+ 2S)H(X3) = 21X )Esens

£ (I+28)(X ) = 21X )E, &)

®, (n+1)-alterne form oldugundan

X, X X,) = B (K(I+28)(X), £u (1+28)(Xy),., £ (IF28)(X,), €)
= o(1+2S)(X,), (1+28)(X,),..., 1+28)(X,))

elde edilir. Diger taraftan

o(AX,,AX,,...,AX,) = [Alo(X,,X,,....X,) [19]
oldugundan

cog(Xl,Xz,...,Xn) = det(I+2S)w (X 1,X2,....Xp)

elde edilir.

5.1.11. Teorem

106

g:(M, V) > (M,V),5.1.1. Teorem deki afin immersion olsun. g immersionu

icin hacim elementi ®' ve konneksiyon bir formu t’ olmak tizere;

Vx o, =1tXo,



ispat
@ hacim elementi paralel oldugundan V& = 0.

O halde

VX B8 (X1): 2 (X2) o u (X 1) = XB(24 (X)), 84 (X2 )rrr0: 84 (X 1), )
- ila (24 (X1) 22 (X2 VX 8 (X v 85 (X )
iz
— B8 (X1), 80 (X)sr8(Xp), VE)
= X0 ,(X;, X X,)

n
- Z(TJ (g*(Xl),g*(Xz),g*(VXXJ +h(X7Xi)""7g*(Xn)’é)
i=1 ‘

— 0(8x(X), 84 (X)), 82 (X )~ (S(X)) + T/(X)E)

n
= X ,(X,X,,.0,X,) — ng ( X, X5,... V' (X,,... X))
i=1

= T(X) 09X, X,,...,X,)

= V'0,(X,X,,...,X,) =T (X) 0,(X,X;,.-,X,)
=0

oldugundan ¥X €y(M) igin

V' 0,(X,X,,...X,) =T (X) 0X,X,,...,X,) =0

ve

107
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V' 0,(X. X, X)) =1 (X) 0,X,Xs,.,X,)

elde edilir. Buradan,

Vi, = 17(X) o,

bulunur.
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5.2.0RNEKLER

5.2.1. [zometrik olarak immerse edilmis(daldiriimis) hiperyiizey

(M, p) n-boyutlu, (M,p) (n+1)- boyutlu Riemann manifoldlar: olmak iizere
sirastyla V ve V da M ve M iizerinde Levi-Civita konneksiyonlar1 olsun. Eger
£ (M, p) = (M,p) izometrik immersion ise, f: (M, V) — (M, V) doniisiim{i.
birim normal vektor alani lokal olarak verilen & transversal vektor alani olarak

g6z Oniline alinirsa bir afin immersiondur.
Vifu(Y)= B (V) + h(X, Y)E

Gauss denklemi g6z 6niine alinirsa
N,= {&e TM) [ p (§, X) =0, Xeyx(M)}

£: M — Mise p(f,(X), N)=0 ve fizometrik oldugundan
p (£ (X), (YY) =p(X, Y).

wWM) = f.(x(M) @ S,(N,) oldugundan {f.(X), N} lineer bagimsiz ve
N ¢ f,.(x(M)). Bu durumda

Vi (V)= f(ViY) + p(X, Y)N

ve

Ve, (x) £ (V)= £ (VxY) + B(E.(X), e (YIN

= £ (V,.Y) +p(X, Y)N.
O halde

h(X, Y) = p(f(X), £(Y)= p(X, Y) ve

Vi (V)= f(VY) + h(X, Y)N
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bulunur ki, bu da f nin izometrik olarak immerse edilmis bir afin hiperytizey

oldugunu gosterir.

5.2.2. Afin Silindir

R™! de bir y(t) egrisinin her bir noktas: boyunca gegen R™'(t) (n-1)-afin
uzaylarinin paralel ailesi tarafindan tretilmis hiperyiizeye R™ de bir afin

silindir denir. Afin silindir immersionu su sekilde tanimlanir.

(1), R™ 'de diizeiin bir egri ve (1), y(t) egrisi boyunca vektor alam ve R™,
R™de (n-1)-afin uzay olsun. R""'de biitiin (n-1) paralel uzaylar gz Oniine

alinsin ve bir pe R""' noktast boyunca R™'(p) ile gosterilsin. Bu durumda

(1) Y'(1), E(t) ve Rn’l(y(t)) lineer bagimsiz,
(i) ¥ () = p(H)E(), (p(t) = p belirli diferensiyellenebilir bir fonksiyon)

olsun.

f: R"— R™" déniisiimii icin R" = RxR™" olmak tizere teR ve yeR"' icin R"

nin her bir noktasi (t. y) seklinde ifade edilsin. Bu durumda
f(t, y) = (t) + y bir immersiondur. Xe¥(R") igin

£ = (X[1(0) vyl X[ (OF Y]

by ]

tyeRYigin S0 < O | =5 R".

8}’1

=)
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(g[ﬁl, g[fz],... %[m )= (7, (1),err Yar1 (D)

ve

(2 O+ ydee O+ yde 2 [a® +yeD = B2 = 2
oy o oy oy

oy J

O halde

n-1
x=%x202 + inf—.
ot i
1=1 oy
a n—1 a
£ (X) = Xof*(j) + ZXif*(—i)
o =l oy

n-1
£ (X) = Xgy'(D) + in(gy‘%)

i=1
=Xy (1) + (X,..X,..,,0, 0)
=X'(0) + X.

Simdi (i) sartindan dolay1 {f.(X), &} lineer bagimsizdir.

i (X)+c,E=0

e(Xey'(H) + X) +c,6=0 ve
f(2) =y
ot

c,y'(t) + ¢, =0.



Y'(0) = 0 1se y'(t) # 0 oldugundan ¢,= 0 dir. O halde buradan c,& = 0 ise & # 0
0 dir. Bu ise {f.(X), &} nin lineer bagimsiz oldugunu

oldugundan ¢, =
gosterir. O halde

~ & 8 %
Vs (=) =1£(V 5 =)+ h(—,=)&(t
o () = £ é% 6)t)+ (é% é%)é( )

at

Buradan V 3 (%) =0 oldugundan
at
)E(L)

QB[Q)
QQIQ)

Vo () =h(z,

g)

ve (1) sartindan dolay1 h(__ , __) = p(t) oldugundan
ot

Va *
ct

f (%) = p(DE(H)

elde edilir. Yani

YV fu(=) = V(1) = y"(1) =p(D)&(1)

bulunur.

5.2.1. Sonug¢
" lineer

2.2. Ornek geregince 6zel olarak p(t) = 1 ve v = & alinirsa vy ile y

bagimsiz olurlar. Bu durumda buna proper afin silindir denir. O hald

N
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£ ):—f*<s<§t—>>+r<§t—>y".

Burada daima S # 0, ayn1 sekilde h # 0 olur.

5.2.2. Sonug¢

Afin silindir immersionunun transversal simetrigi de yine bir afin silindir

immersionudur.
ispat
5.2.2. Ornek ten f(t,y) =y(t) +y.

g (t, y) =1(t, y) - 2&()
=y(t) +y - 281
=y(t) - 2§ +y.

v (1) = y(t) — 2&(1) ise

g(t, y) = ¥(t) + y elde edilir ki ¥(t), y(t) nin transversal simetrigidir. O halde
(70, &, R™(F (1)) lineer bagimsizdir. £.(£) = y'(v),
ot
g.(2)=7()
ot

~ 0

= v ()= 2V - i(—

7' (1) ‘;‘(at)
t

i

Y (0 = 2 (<L (S~ 21( )
ct ct
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i

0.
P+ 2680 - 2r<—§>§

i

o 0 0.
f* —_— * ~ ) -~
(&)+ 2f. (S(at)) 2T(at)§

i

)] - 2v(2
L LA+ 28)(1 = 2138

elde edilir ki 5.2.2. Ornek ten f immersionu bir afin silindir immersionu

oldugundan g transversal simetrigi de bir afin silindir immersionudur.
5.2.3. Grafik Immersion

(M, V) bir afin manifold ve V diizlemsel konneksiyon olmak tizere

@: (M, V) = R" bir afin immersion olsun. Bu ¢ immersionu ¥peM noktasinin
bir U agik komsulugunu R" de ¢(p) noktasimin bir V agik komsuluguna
karsilik getiren ve konneksivonu koruyan bir diffeomorfizmdir. Simdi R"™'de
H hiperdiizlemi H = R" ve &, H ya transversal, paralel vektor alan1 olsun. Bu
durumda Vx& = 0 olur. Herhangi bir F: M — R" diferensiyellenebilir
fonksiyonu i¢in f: M — R™! doniisimiic. xeM i¢in f(x) = o(x) + F(x)&

seklinde tanimlandiginda
x=(x1x2,..x" = f(x) = (x1 x2,..x", F(x)) e R""
olur. ¥ Yey(M) igin

£ (Y)= 0.(Y) +(dF)(Y)S.
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O halde f bir immersiondur.V X, Y €y(M) i¢in

Vxfu(Y)= Vx (0.(Y)) + Vx((YIEDE)
= 0. (VxY)+ X[Y[F]IE + Y[F] Vx&
= o« (VxY)+ X[Y[F]I§ (5.22).

MR R™ ve ¢ konneksiyonu koruyan doniisiim oldugundan
0 (VxY) = Dy, (x)@x(v) = V@ (Y)
esitligi elde edilir ve transversal bilesen yoktur. Yani h(X, Y) =0. O halde

Fe(Y)= @x(Y) + (dF)(Y)E

denkleminden

L(VxY)= 0.(VxY) + VxY[F]g

¢«(VxY) = £.(VxY) — VY [F]¢
elde edilir. Bulunan bu deger (5.22) denkleminde yerine yazilirsa

Vxfu(Y) = £(VxY) + X[Y[F]JE -VXY [FS
= f(VxY)+ (X[Y[F]] -VxY [F])S

elde edilir. Boylece f, h(X, Y) = X[Y[F]] -V xY [F] transversal bilesenli bir

afin immersiondur. Bu ise F nin H Hessian 1 ile ¢akisir. Boylece H Hessian 1
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bozulmamis ise f de bozulmamugdir. Son olarak VxZ = 0 oldugundan S =0

bulunur.

5.2.3. Sonug¢

f grafik immersion iken f nin transversal simetrigi de grafik immersiondur.
ispat

f(x) = o(x) +F(x)& doniislimii i¢in f nin transversal simetrigi

g(x) =f{(x) —2&. O halde
g(x) = o(x) HF(x) - 2)&.

VY eyx(M) igin

g(Y) =0.(Y) + (dF)(Y)E -2V v

elde edilir. &, R" de paralel oldugundan Vx& = 0 bulunur. O halde
g«(Y) = 0.(Y) + (dF)(Y)E =£.(Y).

Bu ise fnin transversal simetrigi olan g nin de grafik immersion olmasidir.

5.2.4. Merkezil(Centro)afin Hiperyiizey

f£: M — R"'-10 bir immerse edilmis hiperylizey olsun. """ de 0 a bagh

of(x) yer vektori f(x) € R™" noktasinda daima fiM) ye transversal ise f ye

merkezil afin hiperylizey immersionu denir. Buna goére & = —of(x) se¢ilirse



117

VxE == (S(X)) +1(X)E

Vx (of(x)) = — £, (S(X)) +1(X)E

= — £, (S(X)) +T(X)(~0f(x) )&
ve

Vx (-f(x) = ~ £ (X)
oldugundan

£, (X) = £. (S(X))
ve

(X)=0

bulunur.
5.2.4. Sonug¢

Merkezil afin hiperyiizey immersionunun transversal simetrigi de merkezil

hiperyiizey immersiondur.

ispat

V(D)= - (X)= Vx& = —g.(S'(X)+7'(X)g (5.23)
2. (S'(X) = £x(S'(X)) - 2Vs(x)6

= £,(S'(X)) = 2(~ Fu(S' (X)) + T(S'(X))E)

=3 £f.(S'(X)-21(S'(X))E

ve f merkezil afin oldugundan 1 =0 ve g.(S'(X)) = 3£.(S (X)) olur. Bu(5.23)

denkleminde yerine yazilirsa
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~ (X)) = =3 £,.(§(X)) +7"(X)&
A%+

fu(X) = 3 f.(8(X)), v =0

1 1
S = =X, =1
X) 3 3
olur. O halde g merkezil afindir.

5.2.5. Konormal Immersion

f:M, V,o) > R™ bir bozulmamis esafin (equiafin) yapi, & transversal
vektdr alani esafin(equiafin) olsun. f bir afin immersion ve R, vektdr uzayt
R uzayina dual uzay olsun. v: M — R, — {0} doniislimii asagidaki sekilde

tanimlansin.
vV xeMiginv, e R, oldugunda VXey(M) igin
v (&) =1vevu, (f(X)=0 : (5.24)

olur. Bu sekilde tanimli v, doniisiimiine xeM noktasinda konormal vektor

denir. {X,.X,,...,X,}, ya bagl y(M) de iinimodiilar bir baz, 6(X, ,X,,....X) =1

ise Yey(R™)igin

O(Y) = det] £, (X)), fu(X.) s £ (X,).Y].
Y[0( £ (X)] = (Vyu)(£.(X)) + u(Vy (X))
= LAY (X)) +u( £V, X) - h(Y, X)E)
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= L. (V)(f. (X)) + v(f, VYX)j +h(Y, X)u(§)
(5.24) den

0= v (Y)(£. (X)) + h(Y, X)
. (Y)(£. (X)) = - h(Y, X) (5.25)

L niin immersion oldugunu gostermek icin Yey(M) ve v.(Y) = 0 oldugunu
kabul edelim. O zaman (5.25) den VXe %(M) i¢in h(Y, X) = 0 ve h

bozulmamis oldugundan, Y = 0 olur. O halde v, 1-1 dir. Yani v bir

immersiondur.
5.2.6. Sonu¢

Konormal afin immersionun transversal simetrigi de yine bir konormal afin

immersiondur.
Ispat

f bir immersion, g de f immersionunun transversal simetrigi olsun.

Yex(Rnﬂ) icin
v (Y) =det[ £, (X)), fu(X)),..., fu(X),Y]
ve

U (Y) =det[g.(X,), g.(Xo) 0. 8. (X,).Y]



denklemlerinden

U (§) =det[g.(X)), g4(X)) .., 84(X),E]
=0,(X,, X,, ... X))

U (§) = det[ £ (I+28)(X)), fu (I+28)(X,) ..., fu (I+2S)(X,),E]
= 0(I+28)X,, (I+28)X,, ...,(I+25)X.).

6, alterne n-lineer n-form oldugundan

v (&) = [I+25|6«(X,, X,, ...,X)

v (&) =I+2Sv (&) , (5.26)

bulunur. (I+28S) regiiler bir dontisiim ve v konormal immersion oldugundan ©

da bir konormal immersiondur.

5.2.7. Sonug

Bir f immersionunun transversal simetrigi ile kendisinin, konormal

immersionlarinin ¢akistk olmasi i¢in gerek ve yeter sart |I+2S] = 1 olmasidir.

ispat

v = v ise [[+25]| =1 olur.

Tersine |[I+2S] = 1 olsun. (5.26) esitliginden

0 (8) = () (5.27)



olur. {X,, X,, ...,X,} g i¢in iinimodiilar baz olsun. Yex(R"H) i¢in
Y = £(X) + A8
ve

O(Y) =det[g.(X)), g4(X,) ., 8+(X),Y]
= det[ g4 (X)), e (X)) ey 84(X,), 1 (X) + X E]
= det[g* (Xl) s Zx (Xg) seeey S (Xn)7 7\'an]

~ }\'n'l det[g* (X]) > g* (X‘_’> 300 g* (Xn), E)]

- Kn*l 6 (&,)

{X1, X1, .., X1} ficin tinimodiilar baz olsun.
V(Y) =det[ £ (X)), f(XL,), ..., £ (X)), Y]

Y = f.(X) + A& esitliginden

L(Y) = A det[ £ (X)), f. (X1, ..., f.(XL), &]
u(Y)=A4,.,v (&)

bulunur.

(5.27),(5.28) ve (5.29) denklemlerinden

(5.28)

(5.29)
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B(Y) = u(Y)

elde edilir. O halde;

<l
I
c

5.2.8. Sonug

ficin inimodular bir bazin g i¢in iinimodiilar olmasi i¢cin gerek ve yeter sart

det(I+2S) = 1 olmasidir.

ispat

{X,, X, ...,X,} bazi igin

0,(X,, Xo, .. X,) = [1+2S104X,, Xs, ... X,) (5.30)
0,(X,, X, ....X,) = [1+28] = 1.

{X,, Xs ... X, } bazi hem figin hemde g i¢in inimodiilar baz olsun. (5.30)

denkieminden

+28] = 1

elde edilir.

Tersine



1428 = 1

ise

(5.30) denkleminden

eg(Xls Xza 9Xn) = et(XU Xb an) = 1

elde edilir. Buise {X,, X,, ...,X,} bazinin iinimodiilar olmasidir.
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6. SONUC VE ONERILER
Bir afin immersiyonun Blaschke immersiyonu ile bunlarin transversal
simetrik immersiyonlarinin Blaschke immersiyonlart arasindaki iligkiler

incelenebilir.

Bu konuda ¢alismalarimiz devam etmektedir.
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