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OZET

Afin Matris Ailelerinin Kararhilik Bolgeleri Uzerine

Dilan POLATLI HOSLAN

Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisanstistii Egitim Enstittisii, Aralik 2021
Damsgman: Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

Bu tez caligmasinda Afin matris ailelerinin 6zdegerleri kiimesinin kom-
pleks diizlemdeki konumlar: incelenmistir. Matris 0zdegerlerinin kompleks
diizlemdeki yeri, o matrisin belirledigi sistemin asimptotik kararlihigin1 karak-
terize etmektedir. Afin polinom ailelerinin kararliligi probleminde Kenar Teo-
remi o ailenin giirbiiz kararliligini garanti etmektedir. Afin matrisler ailesinde
ise kenarlarinin kararliligindan ailenin giirbiiz kararliligi garanti edilemez. Bu
caligmada afin matrisler ailesi igin kenar teoreminin gecerli oldugu bir matris
ailesi ele alinmigtir. Afin matrisler ailesinin kararhiligi bu matrislerin karak-
teristik polinomlarinm kararliligma denktir. Ozel bir durumda karakteristik
polinom ailesi multilinear olarak elde edilebilmektedir. Bu tiir matris aileler-
ine bir 6rnek verilmigtir. Afin matrisler ailesi verildiginde bu kiimenin giirbiiz
kararl oldugu bir @ kutusunun bulunmas: problemi ele alnmgtir. Incelenen
problemlerle ilgili uygulamalar icin aciklayic1 ornekler verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Hurwitz Kararlilik, Schur Kararlilik, Afin Matrisler

Ailesi, Kenar Teoremi, Polinomlar Ailesi
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ABSTRACT
ON STABILITY REGIONS OF AFFINE MATRIX FAMILIES

Dilan POLATLI HOSLAN
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Supervisor: Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU

In this thesis, the location of the set of eigenvalues of the family of affine
matrices in the complex plane has been investigated. The location of the ma-
trix eigenvalues in the complex plane characterizes the asymptotic stability
of the system determined by that matrix. In the stability problem of affine
polynomial families, the Edge Theorem guarantees the robust stability of that
family. In affine matrices family, on the other hand, the robust stability of the
family cannot be guaranteed from the stability of its edges. In this study, a
matrix family for which the edge theorem is valid for affine matrices family is
discussed. The stability of the family of affine matrices is equivalent to the sta-
bility of the characteristic polynomials of these matrices. In a special case, the
characteristic polynomial family can be obtained multilinearly. An example of
such matrix families is given. Given the family of affine matrices, the problem
of finding a () box in which this set is robustly stable is addressed. Explanatory
examples are given for applications related to the problems discussed.

Keywords: Hurwitz Stability, Schur Stability, Afin Matrices Family, Edge

Theorem, Polynomial Family
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK

Bu tezin bana ait, 0zgiin bir ¢caligma oldugunu; ¢aligmamin hazirhik, veri
toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak tizere tiim agamalarinda bilim-
sel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimi; bu c¢aligma kapsaminda elde
edilen tiim veri ve bilgiler i¢cin kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kay-
nakcada ver verdigimi; bu calismanin Eskigehir Teknik Universitesi tarafindan
kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigini ve hicbir sekilde
“intihal igermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢aligmamla il-
gili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya

gikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.

Dilan POLATLI HOSLAN
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Gergel sayilar kiimesi
n-boyutlu Oklid uzay:

Kompleks sayilar kiimesi

x(t) e R", dx(t)/dt

Bir kompleks sayinin gercel kismi

n X n boyutlu gergel matrisler kiimesi
A matrisinin devrigi (transpozesi)

P = PT porzitif belirli matris

Konveks zarf

Oklid normu

A Matrisinin izi
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1 Giris

Matrisler, lineer sistemleri temsil etmede ve bu sistemlerin karakterizasyonunu
belirlemede 6nemli rol oynamaktadirlar. Herhangi bir gercel say1 1 x 1 boyutlu
bir matristir ve say1 dogrusu tizerinde bu sayinin yerini belirleyebilir, isaretini,
biiyiikliiglini (orijine olan uzakhgin) ifade edebiliriz. Genel durumda, bir
matrisi bu sekilde dogrudan ele almak miimkiin degildir. O matrisle ilgili say1
dogrusunda ya da diizlemde ele alinabilecek belli niceliklerin tanimlanmasi
gerekmektedir.

Pozitif bir n tam sayisi i¢gin n X n (n > 2) boyutlu kare matrisler i¢in
o matrisi karakterize eden niceliklerden bazilari; matrisin karakteristik poli-
nomu, ozdegerleri, ozvektorleri, determinant1 6rnek olarak verilebilir. Lineer
sistemlerin fiziksel uygulamalarinda matris girdileri belli sayilar olmayip, be-
lirsiz parametreler bulundurmaktadir. Bu durumda belirsiz matrisler ailesi
ortaya cikmaktadir. Bir matrisin 6zdegerlerinin kompleks diizlemdeki kon-
umu o matrisle verilen lineer sistemin kararliligini tanimlamaktadir. Matrisin
ozdegerleri (veya karakteristik polinomunun kokleri) istenilen yaklagiklikta,
niimerik yontemlerle hesaplanabilmektedir. Ancak matrisler ailesindeki her
bir matrisin 6zdegerini hesaplamak miimkiin olmamaktadir. Bunun i¢in ma-
trisler ailesi simflandirilmakta ve her bir smif i¢in teorik sonuclar yardimiyla
matrisler ailesinin kararliligi ele alinmaktadir.

Bir kare matrisin 6zdegeri ve bu 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii agagidaki

gibi tanimlanmaktadir.

Tanim 1.1 A € R™ "™ matrisi verilsin.
Ax = \x

denklemini saglayan A € C saypsina A matrisinin bir ozdegeri ve bu A sayist
icin denklemi saglayan x € C™ (x # 0) vektdrine de A matrisinin X 6zdegerine

karsilik gelen bir ozvektorudir denir.

Bir A sayist A matrisinin bir 6zdegeri ve 0 # x € R™ vektori de bu A



ozdegerine karsilik gelen 6zvektor ise o zaman

Ar = Mz
—Ax = 0
(M—-A)x = 0

olacagindan A\I — A matrisi tekil (singiiler) matristir. Bir matrisin tekil olmasi
icin gerek ve yeter kosul o matrisin determinantinin sifir olmasidir. Buna
gore det(Al — A) = 0 denklemini saglayan A kompleks sayilar1 A matrisinin

ozdegerleridir. Bu determinant
det(\ — A) = A" — By(AN" o (=) E, (AN + (=1)"E,(A)

seklinde ifade edilebilmektedir [ 1, s. 52 |. Burada & = 1,2,...,n igin
Ex(qi My + C) ile g1 M7 + C matrisinin k£ X k boyutlu esas minédrlerinin ((Z)

tanedir) toplamlarim gostermektedir.

pa(s) = det[s] — A]
nci dereceden monik bir polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu denir.
2 Siirekli ve Kesikli Lineer Sistemler. Kararlhihk Bolgeleri
Basit baglantili, acik ve reel eksene gore simetrik D C C kiimesi verilsin.

Tanim 2.1 A € R™" matrisinin tim ozdegerleri D kiimesinde ise A matri-

sine D-kararle matris denir.

Tanim 2.2 p(s) = a,s" + a, 18" + -+ + a15 + ag polinomunun tim kokleri

D kimesinde ise p(s) polinomuna D-kararl polinom denir.

Bu D bolgesinin kompleks diizlemdeki durumuna gore kararlilik bolgeleri

ifade edilebilmektedir:

e D={zeC: Re(z) <0} ise D-kararlihga Hurwitz kararlilik,



e D={z¢eC: |z| <1} ise D-kararlihga Schur kararhlik

denir. Bu tez calismasinda kararlilik bolgesi olarak Hurwitz ve Schur kararlhilik

bolgeleri ele alinmaktadir.

2.1 Siirekli sistemlerin kararlihig:

A € R™™ matris, z € R" olmak tizere

T = Ax

(1)
z(0) = z¢

sistemine siirekli lineer sistem denir. Denklem (1) ile verilen sistemin asimp-
totik kararli olmas i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin tiim 6zdegerlerinin
gercel kisminin negatif olmasidir (her i = 1,2,...,n igin Re(\;) < 0). Eger A
matrisinin tiim ozdegerleri kompleks diizlemin sol acik yarisinda ise t — oo
iken sistemin herhangi z(0) baslangi¢ noktasidan baglayan ¢oztimii x(t) — 0
olur [ 2].

Bir n x n boyutlu A matrisinin tiim 6zdegerleri kompleks diizlemin sol
acik yarisinda ise A matrisine Hurwitz kararli matris denilir. Bir matrisin
ozdegerleri o matrisin karakteristik polinomunun kokleri oldugundan benzer
tamm p(s) = a,8" + ap_18" ' + -+ + ays + ag polinomu igin de verilmektedir.
Eger p(s) polinomunun tiim kokleri kompleks diizlemin sol agik yarisinda ise
o polinoma Hurwitz kararl polinom denir.

Bir polinomun Hurwitz kararhligina iliskin temel teoremler su sekildedir:

Teorem 2.3 p(s) = a,s" +a, 18" '+ -+ a5+ ag polinomu Hurwitz kararh

1se tum katsaylary ayne isaretlidir.

Teorem 2.4 Her i = 0,1,...,n i¢in a; > 0 olmak dzere p(s) = a,s"™ +

Ap_ 18"+ 4 ays + ag polinomu verilsin. p(s) polinomunun Hurwitz kararh



olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul n X n boyutlu

Ap—1 Ap-3 0
Gy, Qp—2 O
0 ap—-1 Gp-3 0
H(p) =
0 Ay, Ap—9 0
0 0 0 ao
. p—1 Qp—3 .
matrisi icin Ay = ap_1, Do = oo Ay = det H(p) olmak tizere
Qn, an—2
heri=1,2,...,n icin A; > 0 olmasidar.

Ikinci ve iigiincii dereceden polinomlarin Hurwitz kararliligi Teorem 2.4’in

bir sonucu olarak asagidaki gibi verilebilir:

Sonug 2.5 p(s) = ag+a;s+ays® ikinci dereceden polinomunun Hurwitz kararh
olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul ag, a; ve ag katsayilarinin ayni isaretli

olmasadar.

Sonug 2.6 ag,ay,as,az > 0 olmak tizere p(s) = ag + a1s + ass® + azs® tgiinci
dereceden polinomunun Hurwitz kararl olmasy icin gerekli ve yeterli kosul

aias — agas > 0 olmasider.

2.2 Kesikli sistemlerin kararlilig:

A € R™™ matris

Thi1 :Aa:k, k20,1,2,... (2)

sistemine kesikli lineer sistem denir. Bu sistemin herhangi bir zy baglangic

noktasindan baslayan ¢oziimii:
1 = Axg, 1y = Az = 19 = A2, ..., 1) = Afny, . ..

olur.



Kesikli sistemlerde, sistemin matrisinin 6zdegerlerinin birim diskte olmasi
o sistemin asimptotik kararlihgini karakterize etmektedir. Bir n x n boyutlu
matrisin tiim 6zdegerleri kompleks diizlemde agik birim diskte ise (yani [\;| < 1
(1t = 1,2,...,n)) bu A matrisine Schur kararli matris denir. Benzer tanim
p(s) = aps" +a, 18" '+ -+ a1s+ay polinomu icin de verilir. Bir polinomun
tiim kokleri kompleks diizlemde acik birim diskte ise o polinoma Schur kararh
polinom denir.

Denklem (2) ile verilen sisteminin asimptotik kararli olmasi igin gerek ve
yeter kogul A matrisinin Schur kararli olmasidir. Eger A matrisi Schur kararh
ise k — oo iken sistemin herhangi zy baslangi¢c noktasidan baglayan ¢oziimii

z — 0 olur [ 3].

3 Belirsiz Lineer Sistemler. Matrisler Politopu

() C R™ kiimesi verilsin. Her ¢,j € {1,2,...,n} icin a;; : Q — R fonksiyonlar

siirekli ve ¢ € @) olmak {tizere

[ anle) anl@) - ) |
A(q) _ GQIZ(Q) a22:(€I) a2n:(Q) (1)
i Qan1 (Q) CLm(Q) T ann(Q) i

matrisini ele alalim. Bu durumda

t=A(gr, q€Q

z(0) =z
lineer sistemine belirsiz lineer sistem denir ve burada ¢ € ) vektorii belirsizlik
parametresi olarak adlandirilir [ 4,5].

Denklem (1) formundaki matrislerden olugan

A={A(q): qeQ} (2)

kiimesine bir matrisler ailesi denir. Eger ) belirsiz kiimesinden alman her
q € @ icin A(q) € A matrisleri D-kararh ise o zaman A ailesine giirbiiz D-

kararli matrisler ailesi denir.



Matrislerde oldugu gibi polinomlar i¢in de benzer tanim su sekilde ifade
edilmektedir: ¢ € @, a; : Q@ — R siirekli fonksiyonlar (i = 0,1,2,...,n) ve
an(q) # 0 (her ¢ € Q) olmak tizere

p(s.q) = ao(q) + a1(q)s + az(q)s® + - + an(q)s” (3)

polinomu verilsin. O zaman

P={p(s,q): qeQ} (4)

kiimesine n-nci dereceden polinomlar ailesi denir. Her ¢ € @ igin p(s,q) € P
polinomu D-kararli ise P polinomlar ailesine giirbiiz D-kararh polinomlar ailesi
denir [ 4,5].

Baz1 6nemli polinomlar ailesi tiirlerini ve bunlarin giirbiiz Hurwitz kararlilig:
ile ilgili sonuglar1 verelim.

Denklem (3) ile verilen polinomlarin katsayi fonksiyonlar1 ¢ = 0,1,2,...,n
icin a;(q) = ¢; ve q; . ¢ € R (0 € [¢,, ¢;f]) olmak iizere ¢; € [g; , ¢;"] oldugunda

(4) polinom ailesine aralik polinom ailesi denir:

p(s.q) =lao . af] + lar,aifls + (a2, a5 )s° + - + [a, , 4 ]s™ (5)

Aralik polinom ailelerinin giirbiiz Hurwitz kararlihg Q = [qy, 0] X [¢1, 1] X
-+ X[q, ] kutusunun dort 6zel kogesine kargilik gelen polinomlarin kararhligina

denktir [ 4,6].

) = GGt S s+

) = qo + sttt aist s st
) = @@ s+ S+t gt

) = @+t staas s arsttassaist -

polinomlarmi tammlayalim. Ornegin

p(s,q) = [1,2] + [3,4]s + [5,6]s* + [7,8]s* + [9, 10]s* + [11, 12]s°



polinomu i¢in K(s), Ka(s), K3(s), K4(s) polinomlar:
= 1435+ 652+ 853+ 95t + 1157,
= 2445+ 552+ 753+ 10s* 4 125°,

)
)

s) = 2+ 3s+5s?+8s3+10s* + 11s°,
) = 1+4s+ 65>+ 7s3 + 9s? 4 125°

seklindedir.

Teorem 3.1 (Kharitonov Teoremi) [ 4/, 6 | Denklem (5) aralik polinom
atlesinin gurbtuz Hurwitz kararl, olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul bu poli-
nom ailesine karsilik gelen ve (6) denklemi ile verilen dort polinomun Hurwitz

kararl olmasidir.

Ornek 3.2 Q =[0.6,1.7] x [3.5,4.6] x [7.7,8.8] x [8.4,8.5] x [3.5,4.6] x [0.9, 1.5]

olmak tizere q € Q igin
p(5,q) = qo + @15 + @25° + q35° + qus* + ¢58°

aralik polinom ailesini ele alalim. Bu aileye karsilik gelen Kharitonov polinom-

lar

Ki(s) = 0.9s° +3.5s" 4 8.55% + 8.85% + 3.55 + 0.6,

kokleri: —1, —1.15+1.935, —2.28 £0.227,
Ko(s) = 1.55° +4.6s" +8.4s> +7.7s* +4.65+ 1.7,

kikleri: — 0.81, —0.240.72j, —0.9 + 1.26],
Ks(s) = 0.9s° +4.6s* +8.5s% + 7.7s* +3.55s + 1.7,

kokleri: — 2.505, —0.09 «+ 0.58j, —1.21 + 0.8047,
Ky(s) = 1.5s°+ 3.5s* + 8.45 + 8.85% + 4.65 + 0.6,

kokleri: — 0.185, —0.44 + 1.805§, —0.62 =+ 0.4j

Hurwitz kararhdyr. Kharitonov teoremine gore bu aralk polinom ailesi gurbiiz
Hurwitz kararlbidir. Sekil 3.1°de QQ kumesi gridlenerek elde edilen bazi polinom-

larin koklerinin kompleks duzlemdeki dagilima gorulmektedir.



Sekil 3.1: Ornek 3.2'de verilen @ kiimesi gridlenerek elde edilen polinomlarm

koklerinin kompleks diizlemdeki yeri.

Aralik polinom ailesinin giirbiiz Schur kararliligi tizerine Kharitonov Teo-
remi benzeri bir sonug yoktur. Eger aralik ailesinin belli bir terimden sonraki

katsayilar1 sabit ise bu durumda asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.3 ( 7)

p(z,q) = Yiola ¢
= lw.q]+ e ¢ =+, ¢ 122+ + g, ¢ ="

(O & lg,.ql]) aralik polinom ailesi verilsin. 0 < Y." g7, 0 < Y0, q
veyay . oq; < 0, >r g < 0 olsun. i = 2] +1,[%] +2,...,n (burada
| 5] ile § 'den Kiigiik veya esit en biiyik tamsayr gdsterilmektedir) olmak tizere
q; = q olsun. Bu aralik polinom ailesinin giirbiz Schur kararl olmas i¢in

gerekli ve yeterli kosul Q kutusunun her ¢* késesi icin p(z,q") polinomunun

Schur kararly olmasidar.

Bu teoremle ilgili bir 6rnek vermeden 6nce n-nci dereceden bir polinomun

Schur kararliligi ile Hurwitz kararhihgi arasindaki iligkiyi ifade edelim.



Teorem 3.4 ( 5) p(z) = ap + a1z + a2z® + -+ + a,2" polinomunun Schur

kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

o) = s 1 () 7)

s—1

polinomunun Hurwitz kararl olmasidar.
Ornek 3.5 ¢ = (qo, q1,q2) € [0.2,2] x [0.2,1] x [—1, —0.5] olmak iizere
P(2,0) = @ + @1z + qos” — 2° + 0.1z + 32° (8)

aralik polinom ailesi verilsin.

Burada

SO 0q = 024024 (1) +(=1)+01+3=15>0
S5 g = 2414 (=05)+(—=1)+01+3=46>0

ve [0.2,2] x [0.2,1] x [—=1, —0.5] kutusunun kdse noktalar:

¢' =(02,02,-1), ¢*=(2,02,-1), ¢ =(02,1,-1),
¢ =(2,1,-1), ¢ =(02,02,-05), ¢°=(2,02,-0.5),
¢ =(02,1,-05), ¢%=(2,1,-0.5)

olur. Bu kose noktalarina karsilhik gelen polinomlar:

pi(z) = p(z,q") = 02402z —2%—2%+0.12% + 327,
p(2) = p(z,¢°) = 2+02z—2%—234+0.121 4 325,
p3(z) = p(z,¢®) = 024 2—2%2—23+0.12% + 32°,

pa(z) = plz,q*) = 242—22—22+0.12" + 32°,

ps(2) = p(z,¢°) = 02+40.22—0.522 — 23 +0.12* + 325,
pe(2) = p(z,¢°) = 2+022—052%2—2%+0.12* + 32°,
pr(z) = p(z,q") = 02+42—0522 — 2% +0.12* + 325,
ps(z) = p(z,¢®) = 2+2—052%— 234+ 0.12 + 32°.

Bu pi(2) (i =1,2,...,8) polinomlarinin Schur kararliliginy belirleyebilmek icin
. s+1
o) = (51

1) (7) (i = 1,2,...,8) polinomlarimin Hurwitz kararlligina
S R

9



inceleyebiliriz. Bu polinomlar:

= 1.55° 4+ 13.7s* + 36.65° + 28.25% + 13.1s5 + 2.9,
= 3.35° 4+ 4.7s* +54.65° +10.25> + 22.1s + 1.1,
= 2.35° 4+ 11.3s* + 38.25% +29.85% + 10.7s + 3.7,
= 4.15° +2.35* +56.25% + 11.85> + 19.7s + 1.9,
= 25° +13.25* 4+ 35.65% 4+ 29.25% + 13.65 + 2.4,
= 3.85° 4+ 4.25* +53.65% + 11.25% + 22.65 + 0.6,
= 2.85° 4+ 10.85* +37.25% + 30.85> + 11.25 + 3.2,
= 4.65° + 1.85* +55.25% + 12.85% +20.25 + 1.4

olarak bulunur. p1(s) polinomunun tim katsayilary pozitiftir ve

seklindedir. p;(s) polinomlarinin her biri i¢in (i = 1,2,...,8) Teorem 2.4 de
ifade edilen A; (57 = 1,2,3,4,5) sayilary asagidaki Tablo 3.5°deki gibi hesa-

planar.

Cizelge 1: p;(s) polinomlar: igin Teorem 2.4’de ifade edilen A; sayilari.

i 13.7 282 29 0
1.5 36,6 131 O
0 13.7 282 29
0 1.5 36.6 13.1
I 0 0 13.7 28.2 2.9_

0
0
0
0

Ay Aoy As Ay As

pi(s): | 13.7 | 459.12 | 10548.04 | 90210.09 | 261609.28
pa(s): | 4.7 | 222.96 | 1803.06 | 26820.60 | 29502.66
ps(s): | 11.3 | 363.12 | 9550.85 | 51827.30 | 191761.01
pa(s): | 2.3 80.88 868.08 8757.24 16638.77
Ps(s): | 13.2 | 411.52 | 9710.08 | 97735.47 | 234565.14
pe(s) : | 4.2 | 182.56 | 1655.58 | 31756.28 | 19053.77
p7(s) 10.8 | 315.52 | 8508.41 | 58738.27 | 187962.49
Ds(s) 1.8 40.48 464.28 6443.00 9020.21

Burada her bir polinom igin A; > 0 (7 = 1,2,...,5) oldugundan p;(s)
(i =1,2,...,8) polinomlari Hurwitz kararl ve dolaysiyla p;(s) (i =1,2,...,8)
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polinomlary Schur kararlidur. Teorem 3.3°e gore (8) aralik polinom ailesi giirbiz
Schur kararldar.
Sekil 3.2°de [0.2,2] x [0.2,1] x [-1, —0.5] kutusu gridlenerek elde edilen (8)

ailesine ait baz polinomlarin kokleri kompleks diizlemde gosterilmistir.

Sekil 3.2: Ornek 3.5’de verilen [0.2,2] x [0.2,1] x [—1, —0.5] kiimesi gridlenerek

elde edilen polinomlarin koklerinin kompleks diizlemdeki yeri.

Polinomlar ailelesi i¢in ikinci olarak verilebilecek sinif afin polinomlar aile-
sidir. Denklem (3) ile verilen polinomlarin katsayilar: ¢'nun afin lineer fonksiy-
onlar1 ise, yani ¢ = 0,1,2,...,n i¢in a; : Q — R fonksiyonlari, a; € R™ siitun

vektorii ve 3; € R olmak tizere
a;(q) = af ¢ + Bi

seklinde ifade edilebiliyorsa bu durumda (4) polinomlar ailesine afin polinomlar
ailesi denir. Afin polinomlar ailesinin giirbiiz D-kararliligi Kenar Teoremi ile

karakterize edilmektedir:

Teorem 3.6 (Kenar Teoremi) [ 8/ Denklem (4) ile verilen P = {p(s,q) :

q € Q} n-nci dereceden (degismez dereceli) polinom ailesinin giirbiz D-kararl
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olmasi igin gerek ve yeter kosul Q kutusun kése noktalarr V= {q', 4%, ..., ¢"}

olmak fizere her ¢, q € V ikilisi i¢in
Pirin(8,A) = (1= N)p(s, ¢") + Ap(s,4)
polinomlarimn (segmentlerinin) her A € [0, 1] i¢in D-kararle olmasidar.

Bir afin polinom ailesinin giirbiiz Hurwitz kararliligi problemi ele alindiginda

@ kutusunun ¢*, ¢*2 kose noktalar icin

[pi (5), pin ()] = {(1 = N)p(s,¢™) + Ap(s, ¢%) - A e [0,1]}

kenariin (segmentinin) giirbiiz Hurwitz kararhihigini incelemek gerekir. Bunun
icin de agagida verilen Segment Lemma ile bu kenarin giirbiiz kararli olup

olmadig1 belirlenebilmektedir.

p(s) = a9+ ais+ 0,232 4+ -4 an_lsn—l + anSn

polinomu w € R ve 7 = +/—1 olmak tizere s = jw i¢in

p(jw) = ag — asw? + aqw? + - - + jw(a; — azw? + asw + -+ +),
Pi(w) = ap — aw? + agw' + -+,

P°(w) = a; — azw? + asw* + - - -
p(jw) = p®(w) + jwp°®(w) seklinde tek ve ¢ift kisimlarma ayrigtirilir.

Teorem 3.7 (Segment Lemma) [ 5,9/ pi1(s) ve pa(s) polinomlar: dereceleri
ayni olan gergel katsayil iki Hurwitz kararl polinom olsunlar. [p1(s), pa(s)]

segmenti gurbiz Hurwitz kararl olmamasi i¢in gerek ve yeter kosul
pi(w)pi(w) — pi(w)ps(w) =0 (9)
denkleminin en az bir w > 0 kokunin olmast ve bu w i¢in
Pi(w)ps(w) < 0 veya pf(w)pj(w) <0 (10)
olmasudar.
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Ornek 3.8 ¢ = (q1,¢2) € Q = [—2,4] x [-1,7] i¢in
p(s,q) = 3q1 — g2 + 20+ (g1 + 3q2 + 40)s + (q1 + ¢2 + 23)s” + (1 + 11)5°

afin polinom ailesinin gurbiz Hurwitz kararbiligine arastiralim. @ kutusunun
koseleri ¢t = (=2,—1), ¢* = (4,-1), ¢ = (=2,7) ve ¢* = (4,7) noktalaridr.

Bu kose noktalar: i¢in

= 15+ 35s + 205 + 9s°

pi(s) = pls,q')

pa(s) = p(s,¢*) = 33+4ls+26s*+ 15s°
p3(s) = p(s,¢®) = T+ 59s+ 28s% + 953
pa(s) = p(s,q") = 25+ 65s+ 34s® + 1553

olur. Burada [pi(s),p2(s)], [p1(s), ps(s)], [p1(s), pa(s)], [p2(s), p3(s)], [p2(s), pa(s)]
ve [p3(s), pa(s)] segmentlerinin girbiz Hurwitz kararlblige Theorem 3.7 ile ver-
ilen kosullar kullamilarak belirlenir.

p1(8), p2(8), p3(s) ve ps(s) polinomlarinan tek ve ¢ift kisimlar

pi(jw) = pf(w)+ jwpS(w) = 15— 20w? + jw(35 — 9w?)
p(jw) = ps(w) + jwps(w) = 33 —26w? + jw(4l — 15w?)
ps(jw) = p§(w)+jwpi(w) = 7—28w?+ jw(59 — Iw?)
pa(j) = Pw)+jurg) = 25— 34w + juw(65 — 1507)

olur.

[p1(s), p2(s)] segmenti i¢in (9) denklemi
Pi(w)ps(w) — pi(w)ph(w) = 66w’ + 162w” — 540 = 0
ve bu denklemin pozitif kokiu w = 1.373056863 olarak hesaplanir. Bu kok i¢in
P (w)ps(w) = 363.6 > 0 ve pf(w)p3(w) = 229.3 > 0

olur. Teorem 3.7’e gore [p1(s), p2(s)] segmenti giirbiz Hurwitz kararhdur.
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Diger segmentler i¢in denklem (9) ¢ozilir ve (10) esitsizlikleri hesaplanirsa

[p1(s), p3(s)] : pS(w)ps(w) — p§(w)ps(w) = —T2w* — 272w? + 640 = 0,
w = 1.280831,
5 (w)ps(w) = 693.4 > 0, p§(w)p§(w) =895.1 >0
[p1(s) pa(s)] : pi(w)pf(w) — pf(w)pf(w) = —6w! — 110w?* + 100 = 0,
w = 0.931662,
pi(w)pf(w) =10.6 > 0, pf(w)ps(w) = 1413.2 >0
[p2(s). p3(s)] : p5(w)ps(w) — ps(w)p§(w) = —186w! — 578w?* + 1660 = 0,
w = 1.346687,
p5(w)ps(w) = 619.6 > 0, p(w)pg(w) = 588.8 >0
[p2(s), pa(s)] : p5(w)pf(w) — ps(w)pf(w) = —120w" — 416w* + 1120 = 0,
w = 1.333860,
pS(w)ps(w) = 470.5 > 0, p3(w)p(w) = 548.3 > 0
[p3(s),pa(s)] = p5(w)p§(w) — p3(w)pi(w) = 114w + 306w? — 1020 = 0,
w = 1.391546,
ps(w)p§(w) = 1928.3 > 0, p§(w)p}(w) = 1494.6 > 0

bulunur. Teorem 3.7'ye gore bu segmentler girbuz Hurwitz kararhdir. Ke-
nar Teoremine (Teorem 5.6) gére bu afin polinomlar ailesi girbiiz Hurwitz

kararlidur.

Afin polinomlar ailesinin giirbiiz D-kararliligi karakterize eden Kenar Teo-

remi (Teorem 3.6) afin matris aileleri i¢in gegerli degildir.

3.1 Afin matrisler ailesi

A matris ailesindeki A(g) (1) matrisleri ¢ € @ C R™ parametresine afin lineer
olarak bagh ise, yani a;; : ) — R fonksiyonlar1, o;; € R™ siitun vektortu ve
Bi; € R olmak iizere

aij(q) = O%'qu + Bij
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seklinde ifade edilebiliyorsa o zaman A (2) matrisler ailesi afin matrisler ailesi

olarak adlandirilir

Bir afin matris ailesi {Ag, A1, ..

uzere

A={A(q) :

q € Q}.

., A, } matrisleri n x n boyutlu matrisler olmak

Alg) =Ao+ A+ As+ - + ¢ An

afin lineer toplam seklinde ifade edilebilir.

Ornegin ¢ = (q1,¢2) € @ = [~1,3] x [1,2] i¢in

31 —2¢2+1 1 —q—2 ¢ +2¢
Alq) = ©2—=3  ate+2 a-g¢
| atetd -1 qatde-5
X 1 -2 0 3 11 -2 -1 2
= -3 2 0 + a1 0 1 1|+aq 1 1 -1
4 -1 -5 -1 0 1 1 1 4

olarak yazilabilir.

3.2 Matrisler politopu

Ay, Ay, Ay € R matrisleri verilsin. >0 N =1, A\, >0,i=1,2,...,N

icin

A=NMNA + -+ AVAN
toplamina Ay, As ..., Ay matrislerinin bir konveks kombinasyonu denir. Bu
A; (i = 1,2,..., N) matrislerinin tiim konveks kombinasyonlaridan olugan

afin matrisler ailesi

A = conv{A;, Ay..., Ay}
- {A:)\lAl—F—{—)\NAN Z:L:l)\lzl, )\7,207 Z:1,2,,N}

matrisler politopu olarak adlandirihir. Burada {A;, As..., Ay} kiimesine A

politopunun iireteci denir.
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3.3 Kenar teoreminin gecgerli olmadig: afin matris ailesine bir 6rnek

Bu ornekte My, My, M3 matrisleri 3 X 3 boyutlu Hurwitz kararli matrisler i¢in
A: {M:)\1M1+)\2M2+)\3M3 : )\1—|—)\2+)\3 == 1, )\1,)\2,)\3 2 O}

matris politopunun tiim kenarlari, yani

[Ml, MQ] = {OéMl + (1 — O[)MQ A [O, ]_]},
[Ml, Mg] = {Ole + (1 — Oé)Mg A [O, ]_]},
[MQ, Mg] = {CMMQ + (1 - Oé)Mg YOS [O, ]_]}

segmentleri glirbiiz Hurwitz kararli olmasina ragmen A afin matrisler ailesinde
Hurwitz kararli olmayan bir matris bulunmaktadir. Dolayisi ile afin polinomlar
ailesinin giirbiiz kararlilig: i¢in verilen Kenar Teoremi (Teorem 3.6) kogullari
saglandigi halde bu afin matrisler ailesi giirbiiz kararh degildir. Bu karsit 6rnek

[ 10] cahgmasinda verilmistir. Simdi bu érnegi inceleyelim.

-1 0 1 -1 0 0 -1 0 -1
Mi=|0 -1 0|, My=| 0 -1 1|, Ms=| 0 -1 -1
-1 0 0.1 0 —1 0.1 1 1 0.1

matrisleri verilsin. Bu matrislerin karakteristik polinomlar

par (8) = det(sI — M;) = 0.9+ 1.8s+ 1.95* + 53,
P (s) = det(sl — My) = 0.9+ 1.8s+ 1.95* + 53,
P (s) = det(sl — M3) = 1.9+28s+1.95* + 53

ve bu polinomlarin her biri i¢in Sonug 2.6’de verilen ajas — agas > 0 kosulu
saglanmaktadir. Bu polinomlar, dolayisiyla My, Ms ve M3 matrisleri Hurwitz

kararlidir. Bu polinomlar (s + 1) ortak ¢arpanina sahiptir:

o (8) = (s+1)(0.9+0.9s + s?),
P (s) = (s+1)(0.9+0.9s + s?),
P (s) = (s+1)(1.940.9s + s?).

A matrisler politopunun kenarlar1 olan [My, My], [My, Ms], [Ms, M)

segmenlerinin kararliligini inceleyelim.
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[M;, Ms] segmentinin kararhligr i¢in o € [0, 1] olmak {izere bu segmentin

karakteristik polinomu
det[s] — {aM; + (1 — a)Ms}] = (s + 1)(s* + 0.95 + 20* — a + 0.9)

olur ve a € [0, 1] i¢in 0.4 < 2a® — a + 0.9 oldugundan ikinci dereceden carpan
Hurwitz kararhdir (Sonug 2.5). Dolayisiyla her o € [0, 1] igin [M7, M,] segmenti
(kenar1) Hurwitz kararhdir.

Benzer gekilde « € [0, 1] i¢in
det[s] — {aM; + (1 — a)Ms}] = (s + 1)(s* + 0.95 + 50 — 6a + 1.9)
ve
det[s] — {aM; + (1 — a)Ms}] = (s + 1)(s* + 0.95 + 50 — 6a + 1.9)

0.1 < 5a® — 6+ 1.9 olur ve buna gore ikinci dereceden bu polinomlar Hurwitz

kararhdir. A politopunun kenarlart Hurwitz kararhdir.

Diger taraftan Ay = Ay = A3 = % icin My, My ve M3 matrislerinin konveks
kombinasyonu
-1 0 0
1M + 1]\4 + 1M == 0 1 0 eA
R T -
0 0 0.1

olur. Bu matrisin ozdegerleri —1, —1 ve 0.1’dir ve Hurwitz kararl degildir.
Buna gore A afin matris ailesinin giirbiiz Hurwitz kararh olmadigi sonucu elde

edilmig olur.

3.4 Kenar teoreminin gecgerli oldugu afin matrisler ailesi

Yukarida (Bolum 3.3) goriildiigi {izere afin matrisler ailesindeki tiim kenarlar
Hurwitz kararh oldugu halde afin matrisler ailesi giirbiiz kararli olmayabilmek-

tedir.
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Ay, Ag, ..., Ay matrisleri n x n boyutlu Hurwitz kararli matrisler olsun.
A = conv{Ay, As, ..., Ay} matrisler politopunu ele alalim. Bu matris poli-

topunun iirete¢ kiimesindeki matrislerin ikiger ikiger farklarinin ranki 1, yani
i,j €{1,2,...,N}, i# jicin rank(4; — A4;) =1

ise A matrisler politopu (afin matris ailesi) i¢in Kenar Teoreminin gegerli
oldugu [ 12] galigmasinda verilmigtir. Bu ¢aligmada verilen sonucu ifade etmeden
once ranki 1 olan matrisleri karakterize etmemize imkan veren agagidaki teo-

remi ifade edelim.

Teorem 3.9 [ 1, s. 13/ A matrisimxn boyutlu bir matris olsun. rank(A) =1
olmasi icin gerek ve yeter A = x.y’ olacak sekilde sifirdan farkl x € R™ ve

y € R™ vektorlerinin varolmasidar.

Ay, Ay, ..., Ay matrisleri matrisleri i¢in rank(A4; — A;) = 1 ise Teorem
3.9’ye gore Oyle n x n boyutlu Ay matrisi ve 6yle z € R" ve y1, v, ..., y, € R”

vektorleri vardir ki ¢ =1,2,..., N i¢in
A= Ao+ zy] (11)
seklinde ifade edilebilir.

Teorem 3.10 ( 12) Ay, Ay, ..., Ay matrisleri n x n boyutlu D-kararls ma-
trisler ve her i,5 € {1,2,...,N} (i # j) i¢in rank(A; — A;) = 1 olsun.
A = conv{Ay, Ag, ..., Ax} matrisler politopunun giirbiz D-kararle olmasu igin
gerek ve yeter kogul heri,j € {1,2,...,N} (i # j) i¢in conv{A;, A;} = [A;, Aj]

matris segmentlerinin D-kararly olmasidr.

Kanit. =: A = conv{Ay, Ay, ..., Ay} giirbiiz D-kararh olsun. Bu durumda
conv{A;, A;} segmentlerinin D-kararli oldugu aciktur.
<: A e A= conv{A, Ay, ..., Ay} alahm. Bu durumda ) ", a; = 1 ve

a; >0 (i=1,2,...,N) kogullarin1 saglayan dyle «; skalerleri vardir ki
A:a1A1+a2A2+-~~+aNAN
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seklinde yazilabilir. Denklem (11)’daki ifadeler burada yerine yazilirsa

A = 041A1+062A2+"’+OZNAN
= a(Ag+2yl) + ax(Ao +z.yd) + -+ an(Ao + z.y%)
= (Oé1+a2+---+aN)Ao+w.(oqy1T+a2y2T+---+04Nyﬁ)
N

= Ay+ux. Za,-yiT

=1

elde edilir. A matrisinin karakteristik polinomu

pa(s) = det(sl — A)

[sT — Ao)[I — {s] — Ao} .. 0L, auyl])
= det(s] — Ag)det(I — [sI — Ag] " z. N auy!)
olur.
S e Rm™, T € R™™ ve Iy (k € N) k x k boyutlu birim matris olmak

uzere

det(l,, — ST) = det(I,, — T'S) olur.
(I —[sI — Ag)™ ) st ve Zf\il @iyl )1 xn oldugundan

pa(s) = det(sI — Ag)det(l, — [sI — Ag] ™ z. o ayT)
(s = Ao) det(h — [, ag?] [sT = 4] L)
= det(sI — Ay ( [Zf\il aiyﬂ [sT — AO]_l.x>
(

(Z Loyl det(sI — Ag)[sI — Ag] ™t

)
) de
)-
= det(sl — Ap) —

olarak ifade edilebilir. Tekil olmayan bir B matrisi i¢in
adj(B) = det(B).B™!

oldugundan

pa(s) = det(sl — Ag) — (Zalyz adj(sI — Ap). )

seklinde yazilir. Burada p;(s) = y!adj(s] — Ag).z dersek

pa(s) = pa, — (aapi(s) + aapa(s) + - -+ + anpn(s))

19



pals) = (o + o+ +an)pay(s) — (api(s) + azpa(s) + -+ + anpn(s))
= a[pay(s) = pa(s)] + aa[pag(s) = pa(s)] + - - + anlpag(s) — pn(s)]
olur. p;(s) = pa,(s) — pi(s) diyecek olursak

A

pA(S) € COHV{ﬁl(S),ﬁQ(S), s ’pN(S)}

olarak elde edilmig olur. conv{p;(s), p2(s),...,pn(s)} politopunun giirbiiz D-

kararliligi Teorem 3.6’ya gore bu politopun kenarlarinin D-kararlhiligina denktir.

Ornek 3.11
-5 4 1 -3 3 1 -5 3 1
Ai=| 3 -7 2|, A=|-1 -5 2 |, A3=| 3 -5 2
-5 7 —4 1 4 -4 -5 4 —4

Hurwitz kararle matrisleri i¢in rank(A; — As) = 1, rank(A; — A3) = 1 ve

rank(As — Az) = 17dir.
—5+4+2a 44—« 1
(A, A =(1-a)Ai+ads=| 3—4a —T74+2a 2 |, a€cl0,1]
—-5+6a T7T-3a —4
olur ve bu segmentin karakteristik polinomu
pia(s,a) = 8% + (16 — 4a)s® + (62 — 21a)s + 76 — 35a
olarak hesaplanir. Bu polinomun tim katsayalar: o € [0,1] i¢in pozitiftir ve
ajas — apaz = (62 —21a)(16 — 4a) — (76 — 35a)
= 84a% —549a + 916 > 451 Va € [0, 1]

oldugundan Sonug¢ 2.6°c gore pio(s, ) polinomu her a € [0,1] igin Hurwitz

kararhdir. Buna gore [Ay, As] segmenti Hurwitz kararldor.

A, A5l =(1—a)A1+ads=| 3 —7+2a 2 |, acl0]]
-5 7—-3a —4
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0.5 1

-15 -10 -5 0

-0.5 1

Sekil 3.3: Ornek 3.11°de verilen matris ailesinin 6zdegerlerinin kompleks

diizlemdeki yeri.

olur.

Bu segmentin karakteristik polinomu
pis(s,a) = s> + (16 — 2a)s* + (62 — 9a)s + 76 — 9a
olur ve polinomun tim katsayalar: o« € [0,1] i¢in pozitiftir.

ajas —apaz = (62 —9a)(16 — 2a) — (76 — 9«)
— 182 — 259 + 916 > 675 Va € [0,1]

oldugundan Sonu¢ 2.6°e gére p13(s,a) polinomu her a € [0,1] i¢in Hurwitz

kararhidir. Buna gore [Ay, As] segmentinin Hurwitz kararl oldugu gorilir.

—3—-2a 3 1
[Ay, A3] = (1 —a)As+alz3=| —1+4a -5 2 |, ae€l0,1]
1—6a 4 -4
seklinde elde edilir ve bu segmentin karakteristik polinomu

pas(s,a) = 8% + (12 4+ 2a)s* + (41 + 12a)s + 41 + 26«
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olur. Tium katsaylar: o« € [0, 1] i¢in pozitif olan bu polinomunda

ajas —apaz = (41 + 12a)(12 + 2a) — (41 + 26«)
— 2402+ 200a + 451 > 451 Va € [0, 1]

oldugundan Sonug¢ 2.6°e gire pos(s,a) polinomu her a € [0,1] igin Hurwitz
kararhidir. Bu sonuca gore [As, As| segmenti Hurwitz kararlidur.

Tkiser ikiser farklare ranks 1 olan bu Ay, Ay ve As matrisleri i¢in A =
conv{ Ay, Ay, A3} matrisler politopunun tim kenarlars Hurwitz kararlidur. Teo-

rem 3.10°a gore A matrisler politopu girbiz Hurwitz kararldor.

3.5 Karakteristik polinomu multilineer olan afin matrisler ailesi

Bir f: R™ - R, ¢ = (¢1,92,- - -,qm) — f(q) fonksiyonu her bir ¢; bilesenine
gore (1 =1,2,...,m) afin lineer ise f fonksiyonuna multilineer fonksiyon denir.

Ornegin; f: R® = R, f(q1,¢2,¢3) = Q102 + 01¢2G3 — G2q3 + 2 fonksiyonu igin

fla,02,6) = (g2 + q2q3) — g2g3 + 2
= @@ +as—q9g)+2
= @1 — @)+ qg +2

oldugundan f fonksiyonu multilineer bir fonksiyondur.
Q) C R™ belirsizlik kiimesi igin a; : Q — R (i = 0,1, ...,n) katsay1 fonksiy-

onlart multilineer ise

P ={p(s,q) = ao(q) + a1(q)s + az(q)s” + -+ + an(q)s" : ¢€Q}  (12)

polinom ailesine multilineer polinomlar ailesi denir.

‘P multilineer polinomlar ailesinin giirbiiz kararlik problemi i¢in Kenar Teo-
remi (Teorem 3.6) gegerli degildir.

@ C R™ bir kutu ve f : @ — R multilineer fonksiyon olsun. f fonksiy-
onu () kutusu tizerinde minimum ve maksimum degerlerini () kutusunun kose
noktalarinda alr [ 4, s. 245]. Bu 06zellik yardimiyla multilineer polinomlar

ailesinin giirbiiz D-kararliligi problemi i¢in algoritmalar verilebilir. Multilineer
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polinomlar ailesinin giirbliz Schur ve Hurwitz kararhiligi problemi i¢in [ 11]
calismasinda verilen yontemler kullanilabilir.

Bu bolumde karakteristik polinomu multiliner polinomlar olan bir matrisler
ailesini ele alacagiz.

My e R ve i =1,2,...,k icin M; € R™"™ matrislerinin ranki 1 olmak

iizere ¢ = (q1, ¢, - - -, &) € R¥ igin
M(q) = Mo + i My + @2 M + - - - + g1 M (13)

afin matrisler ailesini verilsin. Bu matris ailesinin karakteristik polinomlarinin
multilinear polinomlar ailesi oldugu [ 5, s. 510]’da kamtlanmigtir. Burada bu

sonucun farkli bir kanitin1 verecegiz.

Teorem 3.12 [ 5, s. 510] Denklem (13) ile verilen M(q) matrisler ailesinin

karakteristik polinomlary bir multilineer polinomlar ailesidir.

Kanit. M(q) = Mo+ ¢ My + goMs + - - - + ¢ My, matrisinin p(s, q) = det(sl —
M(q)) = ao(q) + a1(q)s + - - - + a,(q)s™ karakteristik polinomunun multilineer
oldugunu, yani a;(q) (i = 0,1, ...,n) katsay1 fonksiyonlarinin her bir ¢, go, .. .,
q: bilegenine gore afin lineer oldugunu gosterecegiz.

q1 bilegeni diginda diger bilegenleri sabit alalim. Bu durumda C' = M, +
g Ms + - - - 4+ qp M, olmak tizere

M(q) =q M +C

olur.

p(s,q) = det(sI — M(q))
= s"— El(qlMl + C)Snfl + Eg(qlMl + C)8n72 + -+ (—1)”En(q1M1 + C)

seklinde ifade edilebilir [ 1, s. 52 |. Burada £ = 1,2,...,n igin
Er(q1 My + C) ile ¢y M7 4+ C matrisinin k£ x k boyutlu esas minorlerinin toplam-

larini gostermektedir.
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Mj matrisinin ranki 1 oldugundan M; matrisin tiim siitunlar: lineer bagimhidir.

u € R™ ve 1, B, ..., 3, € R sabit sayilar olmak tizere M; matrisi

Mi=| piu Bou -+ Pyu

seklinde yazilabilir. k € {1,2,...,n} i¢in ¢ M; + C matrisinin k£ X k boyutlu

esas minorleri

det [q1 511 + é1, 1 ol + G2, . . ., 1 BT + Gk (14)

seklindedir. Burada u, ¢y, ¢o, ..., ¢ k-boyutlu siitun matrisleridir. Determi-

nant fonksiyonunun lineerlik 6zelliginden (14) determinanti

det [q1 810 + C1, q1 B2t + Co, . . ., 1 BT + G =
qfrdet [G, 1 Boti + Co, - ., 1 BT + &) + det [C1, i foli + Ca, - ., 1 Brll + G =
G B1Ba det [, @, qu B3t + Cs . . ., 1Bkl + ] +
@1/ det [t Co, 1 B3+ C3, . ., qu Bl + Ck] +
q1B2det [C1, U, 1 B3t + C3, . .., qu Bl + G] +

det [¢1,Co, 15U+ C3 ..., quBkU + Gk = -+ (15)

seklinde ifade edilebilir. Bu igleme devam edildiginde m > 2 i¢in ¢"’li terim-
lerde determinant icerisindeki matrisin m tane sitununu u vektorii olusturacagindan

bu determinantlar sifir olur. Buna gore (15) denklemi ile verilen determinant

det [q1 51T + ¢1, 1 fotl + Co, . .., 1 iU+ &) =

siitunlarindan siitunlarinda
bir tanesi £;u u vektorii olmayan
¢1 | olan matrislerin | + | matrislerin (16)
determinantlar determinantlar
toplami toplami

seklinde ifade edilir.
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Ex(q1 M,+C) katsayi fonksiyonu (16) seklindeki determinantlarin toplamidan
olugtugu icin ¢;’e gore afin lineerdir. ¢ icin yapilan bu islemler sirasiyla o,
qs, - - -, Q& icin yapildiginda bu katsay1 fonksiyonlarinin bu bilegenlere gore de
multilineer oldugu goriiliir. Buna gore p(s,q) = det(s] — M(q)) polinomu

multilineer katsayili bir polinomdur.

Ornek 3.13
-1 3 2 2 2 1
My=1] 5 2 4 My =] -2 —2 —1
-3 1 7 4 4 2
-2 2 —4 —4 -2 2
My=1 1 -1 2 My=1 2 1 -1
1 -1 2 2 1 -1

matrislert verilsin.

Burada rank(M;) = rank(M,) = rank(M3) = 1°dir. ¢ € R? igin
M(q) = My + q1 My + goM> + g3 M3

matrisinin karakteristik polinomu

p(s,q) = det[s] — M(q)] = s> + (—2q1 + qo + 4q3 — 8)s*+
(4q1g2 — 9q193 — 16q1 — 47g2 — 28g5 — 8)s—

97q1q0 — 43q1q3 — 39q1 + 232¢q5 — 92q5 + 129

multilineer polinomudur.

Ornek 3.14
1 1 -29 1 17 3
My=1]121 2 , E=12 4 6
1 1 1 6 7 18
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matrisleri verilsin. rank(FE) = 2’dir. ¢ € R igin

g+1 17¢+1 3q—29
M(g)=Mo+qgE= | 2¢+2 4g+1 6g+2
6g+1 7¢g+1 18¢+1

matrisinin karakteristik polinomu
p(s,q) = det[s] — M(q)] = s* + (—23q — 3)s* + (161¢ + 28)s + 190q + 30
afin katsaiyly polinom olur.

Ornek 3.14, lineer toplamdaki matrislerin ranklarinin 1 olmamasi1 durumunda
da afin matris ailesinin karakteristik polinomunun multilineer polinom ola-

bilecegini gostermektedir.

4  Afin Matrisler Ailesinin Giirbiiz Kararh bir () Kutusunun

Belirlenmesi

Boyutu n x n olan D-kararli matrislerin kiimesi acik, konveks olmayan bir
kiimedir. D-kararli bir Ay € R™*" matrisi verildiginde A;, Ay, ..., A, € R™"

ve Q =[q7,q] % - % [q,,q"] C R™ olmak iizere

A={A(q) = Ao+ A1+ A+ +@mdln: ¢=(q1,q2,...,qn) € Q} (1)

afin matrisler ailesi giirbliz D-kararli olacak sekilde bir ) kutusunun belirlen-

mesi problemi énem tagimaktadir [ 4,5, 13].

4.1 Girbiiz kararhhk icin Q kutusu

Bu béliimde (1) afin matrisler ailesi giirbiiz Hurwitz kararh olacak sekilde mak-
simal @) kutusunu belirlemeye yonelik [ 13]’de verilen sonuglari ele alacagiz. Bu
sonuclar Kronecker matris carpimi, toplami ve 6zdeger ozellikleri kullanilarak

verilmigtir.
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Tanmim 4.1 S € R T ¢ R™" matrisleri verilsin. S ile T matrisinin

Kronecker carpima

sul' spd - syT
S&T — ST ST -+ 8T
sl spT -+ spT

seklinde tanimlanyr. S @ T matrisinin boyutu km x In’dir.

Tanim 4.2 U € R™", V € R™ ™ matrisleri verilsin. U ile V' matrisinin

Kronecker toplama

seklinde tanimlanyr. U &V matrisinin boyutu nm x nm dir.

Teorem 4.3 A, B € R™" matrisleri verilsin. A matrisinin ozdegerleri Ay, Ao,

..o, Ay ve B matrisinin ozdegerleri iy, o, - . ., fby olsun. Bu durumda A & B
matrisinin ozdegerleri i,j = 1,2,...,n olmak tzere \; + p; toplamlarindan
olusur.

A € R™™ matrisi Hurwitz kararli olsun. A matrisinin tiim 6zdegerlerinin
reel kismi negatiftir: \; <07=1,2,...,n.
K[A] = A® A diyelim. Eger A matrisi Hurwitz kararh ise K [A] matrisi de

Hurwitz kararlh olur.

Teorem 4.4 [ 13, s. 40] Ay € R™"™ Hurwitz kararl, Ay, As, ..., A, € R™"

ve Q= lqy,qf] X - X [q,,q5] CR™ olmak iizere

A={A(q) = Ao+ A1+ As+ -+ qnAn: ¢=(q1,q2,--.,qn) € Q}

afin matrisler ailesinin girbuz Hurwitz kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her q € Q i¢in
det (1 + (K[A) ™) qu[AZ-]> >0
i=1
olmasuidar.
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Kanmit. =: her ¢ € @ igin A(q) Hurwitz kararli olsun. Bu durumda her
q € Q icin K[A(q)] matrisleri de Hurwitz kararhdir. p(A) = det(A — K[A(q)])

karakteristik polinomu her ¢ € @) igin Hurwitz kararh olur ve
p(0) = (=1)" det(K[A(g)]) > 0
olur. Diger taraftan
K[A@) = KA + 3 gK[A
i=1

ve det(K[Ap]) # 0 (K[Ao] Hurwitz kararl) oldugundan

2

—1)" det(K[Ag]) det (I + (K[Ag) ™" o7, : K[A,])

0 < (=1)" det(K[A(q)])
= (=1)" det(K[Ao] + X1, i [Al])
= (—1)" det(K[A{I + (K[Ao)) ™" 327, @K [A]})
(=)™ det(K[Ao]

olarak yazlabilir. K[A] Hurwitz kararl matristir ve 0 < (—1)"" det(K[Ao])

olur. Buna goére her ¢ € @) i¢in

0 < det (1 + (K[Ag)) ™ i qu[Ai]) .

<: Her ¢ € Q igin

0 < det (I + (K[Ao])™* zm:QiK[Az‘]>

olsun. A afin matrisler ailesinin giirbiiz kararli olmadigim varsayalim. O za-
man oyle ¢* € @ vardir ki A(¢*) Hurwitz kararh degildir, yani en az bir \;,
ozdegeri i¢in Re();,) > 0 olur. Ozdegerlerin parametreye siirekli baghiligi teo-
remine ([ 4,s. 52]) gore Oyle ¢ € @ vardir ki A(§) matrisinin kompleks diizlemde
imajiner eksen tizerinde en az bir 6zdegeri vardir. Bu 6zdeger A = 0 ise K[A(q)]
matrisinin de bir 6zdegeri 0 olur. Eger bu 6zdeger piir imajiner, yani0 < w € R
i¢in jw ise —jw da A(q) matrisinin bir ézdegeridir. Bu durumda da K[A(q)]

matrisinin bir 6zdegeri 0 olur. Her ¢ € @) igin

0 < det (I + (K[Ao]) ™ zm:qu[AiO :
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K[Ap] Hurwitz kararli oldugundan her ¢ € @ igin

2

0 < (=1)" det(K[Ao]) det (I + (K[Ag]) ™' 3202, ¢ [A]) @)
= (—1)" det(K[A(q)))

olmaldir. Ancak det(K[A(G)]) = 0 olacagindan bu durum (2) esitsizligi ile

celismektedir. Bu nedenle A afin matrisler ailesi giirbiiz Hurwitz kararhdar.

Teorem 4.5 [ 13, s. 1] Ay € R™™ Hurwitz kararli matris olmak fizere

Ay, Ag, .. Ay € R™ matrisleri verilsin,.

1
p{ (L K [Ao]) T KA}

icin Q@ = {q¢ = (1,92, ---,qm) € R™ 1 —pu < q; < p} kutusunu alalim. Bu

O0<pu<

durumda
A={A(q) = Ao+ A1 + As+ - -+ ¢@nAn - ¢ € Q}
afin matrisler ailesi girbiz Hurwitz kararldir.

Kanit. () C R™ bir kutu ve ¢ € @ alalim.
B(q) = (K[Ay])™ Z ¢; K[A;] matrisinin 6zdegerleri A1(q), A2(q), - .., A\(q)
i=1
(r = n?) olsun. O zaman I + B(q) matrisinin 6zdegerleri 1+ A\;(q), 1+ A2(q),

...y, 1+ X.(q) olur.
Eger her q € @ i¢in

p{(K[AO])_leiK[Ai]} = max{|A(q)], [A=(q)], -, [A(@)]} <1

ise bu durumda her ¢ € @) i¢in

m

I+ (K[A)™' Y K[A]

i=1

0 < det

olur ki bu da her g € Q i¢in A(q) = Ag+q A1+ qAs+- - -+ ¢ A, matrislerinin

Hurwitz kararhh olmasimi gerektirir (Teorem 4.4).

29



Co = K[Ay], C; = K[A;] (i=1,2,...,m) diyelim. O zaman

p (Oo_l Z %@) = p (Z %Co_loi)
; i—1

< p<2|quolCi|>
i=1
m
< ma h Cilci
< e lail p (;I 5 !)
olacagindan p = {n12ax , |g;| diyecek olursak
1€4{1,2,..., m

.p (Z |C’0_10i|> <1

=1

esitsizliginden
1
< m =
p (X 1C ' Cil)
olarak alimirsa her ¢ € Q = [—u, pu]™ i¢in
0 <det I+ (K[Ag))™ Y K[A]

i=1

olur. Teorem 4.4’e gore
A={A(q) = Ao+ @A+ @As+ -+ guAm : ¢€Q}
glirbiiz Hurwitz kararhdir.

Ornek 4.6

1 2 -1 1 -3 1
Ay = , A= , Ay =
-3 =2 1 2 2 -1

(Ao Hurwitz kararl) matrisleri i¢in ¢ = (q1,q2) olmak dizere

—ql —3¢2+1 ql+q2+2
ql +2¢2 -3 2q1 —q2 -2

Alq) = Ao+ 1 A1 + @Ay =
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afin matrisler ailesini ele alalim.

2 2 2 0

-3 -1 0 2
K[A)) =A@ T+ 1® Ay = ,

3 0 -1 2

-2 110
1 1 01
K[A1]2A1®I+[®A1: )
1 011
0 1 1 4
—6 1 1 0
2 -4 0 1
2 0 -4 1
0 . 2

olur ve
[ 5 2 2 3 ]
. . 9/2 3 0 3/2
(M = |(K[Ao]) " K[A]| + [(K[Ao]) " K[A]| =
9/2 0 3 3/2
| 27/4 3 3 11/4 |

olur ve ve

p(M) = max{3,11.682,| — 0.466 + 0.651;], | — 0.466 — 0.6515|}
— max{3,11.682,0.801} = 11.682

oldugundan p <

1632 0.085 i¢in
A={A(q) = Alg) = Ao+ @A + @Az - ¢ = (q1,82) € [=p, 1] X [—p1, 1]}

afin matrisler ailesi Teorem 4.5°a gore giirbiiz kararlhdur.

31



6 6 o6 o6 6 o6 o o6 & o 6 6 o6 o6 6 o6 o o6 o o
O 6 6 0 o6 o o O o o O 0 6 O o6 o o O o o
© 0 0 0o 0 o o o o (R4g © © ©° O o ©o O O O o
6 6 o6 o6 6 o6 o o6 & o 6 6 o6 o6 6 o6 o o6 o o
O 6 6 0 o6 o o O o o O 0 6 O o6 o o O o o
© 0 o 0o o o o gro o O 0 6 ° © o o o o o
6 6 6 0 06 0 o o o (P24 S O o o o o o o6 o O
O 6 6 0 o6 o o O o o O 0 6 O o6 o o O o o
O 6 0 0 © o o o o o O 06 O ° © o o o o o
6 6 o6 o o6 o o o o o sl o o 6 o o o o o

< 0_0~40 L4 0_0~20 <ol © 0 o |0 o 002 L 4 004 o o

/
© 0 0 0 O 0 O O O 4 L I 4 qo L R 4

6 6 0 6 o o o6 o o O 0 o O o o o

© 0 o0 o o o (P29 o° o o

O 6 o 0 o o o
/

~0.4 1

Sekil 4.1: Ornek 4.6’de verilen A(q) matrislerinin Hurwitz kararh oldugu baz
(¢1, g2) noktalar1 ve [—0.08,0.08] x [—0.08,0.08] kutusu.

Teorem 4.5°de A afin matrisler ailesinin giirbiiz Hurwitz kararh oldugu bir
@ kutusu verilmektedir. Ay, Hurwitz kararli olmak tizere matrisler uzayinda
merkezi Ay olan ve belirsizlik parametrelerinin bir kiirede bulundugu bir ma-
trisler ailesini ele alalim. Bu ailenin giirbliz Hurwitz kararli olmasina iligkin
bir sonug [ 5]’de yer almaktadir. Burada, [ 5]teki bu yontemle matris ailesinin

glirbiiz Hurwitz kararl oldugu kiire formundaki belirsizlik kiimesinin elde edilisi

verilmektedir.
Ay € R™™ Hurwitz kararhh matris olmak tizere A;, As,..., A, € R™"
matrisleri verilsin. ¢ = (q1,q2, ..., ¢n) € R™ i¢in

A={A(g) = Ao+ A1 + @As + -+ gmAn : gl < R}

afin matrisler ailesi giirbiiz Hurwitz kararli olacak sekilde 0 < R sayis1 su
sekilde belirlenebilmektedir.

Ao Hurwitz kararh oldugundan ) > 0 i¢in
AfP+PA = -Q
(Lyapunov denklemi) olacak sekilde P > 0 vardir [ 2].
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Teorem 4.7 [ 5, 5. 519]i=1,2,...,m i¢in ju; = ||[AT P+ PA;||o olmak iizere

zm:QQ < U?nin(@)
= S I 1 SR Sy T

egitsizligini saglayan q = (q1,q2, - - -, qm) i¢in A(q) Hurwitz kararlidur (burada
omin(B), B matrisinin modiilii en kii¢ik dzdegerini gostermektedir).
Ornek 4.6’teki matrisleri tekrar ele alalim.

1 2 -1 1 -3 1
AO = ) Al = ) AQ =
-3 -2 1 2 2 -1

x
@ = I alahm. P = / matrisi igin AJ P + PAy = —Q denklemi

Yy z
20 —6y 20—y —3z B -1 0
20 —y — 32 4y — 4z - 0 -1
olur ve ¢oziimu
_ 17/8 7/8
| 78 98
dir.
= ||ATP + PA|| = 8.907,
po = ||ATP + PAy|| =9.345

olarak hesaplanir. Buna gore

Orznin Q 1
i+ < Tmnl®)
1+ e 18.253

= 0.054.

Eger R < +/0.054 = 0.234 almursa ||q|| = ||(¢1,92)]] < R igin

—ql —3¢2+1 ql+q2+2
ql +2¢2 -3 21 —q2 -2

Alq) = Ao+ 1 A1 + @Ay =

matrisi Hurwitz kararhdar.
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Sekil 4.2: Ornek 4.6’de verilen A(q) matrislerinin Hurwitz kararh oldugu baz
(g1, q2) noktalari, [—0.08,0.08] x [—0.08,0.08] kutusu ve R = 0.234 yarigaph

gember.
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