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AGLARDA ZEDELENEBILIRLIGIN AYRIT ARTIK YAKINLIK iLE
OLCUMU

0z

Ag, merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglant1 hatlarindan olusur.
Zedelenebilirlik, bir agda, baz1 merkezlerin veya baglanti hatlarinin bozulmasiyla
iletisim kesilene kadar agin gosterdigi dayanma giictidiir. Bir ¢izge modeli olarak ele
alinan agin zedelenebilirliginin dl¢iilmesi igin baglantililik sayist ve ayrit-baglantililik
sayisi, toughness ve ayrit-toughness, scattering sayisi ve ayrit-scattering sayist,
integrity ve ayrit-integrity, tenacity ve ayrit-tenacity, rupture derecesi ve ayrit-rupture
derecesi gibi farkli parametreler tanimlanmistir. Tepe artik yakinlik ve ayrit artik

yakinlik, ag zedelenebilirlik 6l¢iimii olarak tanimlanmis yeni parametrelerdir.

Bu tezde ilk olarak, ayrit artik yakinlik parametresinin, literatiirde bilinen diger
zedelenebilirlik Ol¢iimlerinden daha hassas olarak Ol¢lim yaptigi belirtilerek,
parametrenin gerekliligi ve avantajlar1 agiklanmisti. ~ Daha sonra, 0Ozel ¢izge
tiplerinin, yol ve tekerlek benzeri ¢izgelerin ve ¢izge islemleri i¢in ayrit artik yakinlik
degerleri hesaplanmistir. Son olarak, bir ¢izgenin ayrit artik yakinlik degerini bulmak
icin Floyd-Warshall algoritmas1 temel alinarak polinom zamanli bir algoritma

onerilmistir.

Anahtar kelimeler: Zedelenebilirlik, baglantililik, artik yakinlik, yol ¢izge, cevre
cizge, tekerlerk ¢izge, Floyd-Warshall algoritmasi
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MEASURING THE VULNERABILITY IN NETWORKS VIA LINK
RESIDUAL CLOSENESS

ABSTRACT

A network is composed of processing nodes and communication links between
these nodes. In a network, vulnerability measures the resistance of the network to
disruption of operation after the failure of certain stations or communication links. A
variety of parameters have been proposed to measure the vulnerability of a
network modeled by a graph including connectivity and edge-connectivity, toughness
and edge-toughness, scattering number and edge-scattering number, integrity and
edge-integrity, tenacity and edge-tenacity, rupture degree and edge-rupture degree.
Vertex residual closeness and link residual cleseness are novel parameters defined as

network vulnerability measures.

In this thesis, firstly it is pointed out that link residual closeness is more
sensitive as a measure of graph vulnerability than the other vulnerability measures
existing in literature and the need and advantages of the parameter are stated. Then,
link residual closeness of specific types of graphs, path and wheel related graphs and
graph operations are evuluated. Finally, a polinomial time algorithm based on
Floyd-Warshall algorithm is proposed to determine the link residual closeness of a

graph.

Keywords: Vulnerability, connectivity, residual cloeseness, path, cycle, wheel, Floyd-

Warshall algorithm
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BOLUM BiR
GIRIS

Sosyal aglar, teknolojik aglar (iletisim aglari, internet), bilgi aglar1 (World Wide
Web, dil aglar1), biyolojik aglar (protein-protein etkilesim aglari, yapay sinir aglari,
ekolojik aglar), kimyasal aglar karmasik aglardir. Karmasik aglarin analizi matematik,
fizik, biyoloji, sosyal bilimler, bilisim ve diger teorik ve uygulamali bilimleri iceren

disiplinler aras1 alanlarda giincel popiiler bir konudur.

Ag, merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglant1 hatlarindan olusur.
Ag, distan gelen etkiler altinda kolayca bozulmayacak sekilde, bozulmaya ugramasi
durumunda da kolayca yeniden yapilandirilabilecek sekilde tasarlanmalidir. Agin
temelini olusturan topoloji bir ¢izge ile modellendiginde, ¢izgenin tepeler kiimesi agin

merkezlerine, ¢izgenin ayritlar kiimesi agin baglant1 hatlarina karsilik gelir.

Zedelenebilirlik, ag analizinde 6nemli bir kavramdir. Bir agin zedelenebilirligi,
agin temelini olusturan ¢izgenin saglamhiginin  Sl¢timiidiir. Bir agin
zedelenebilirliginin ~ belirlenmesi  igin ¢ok sayida Olglim  tanimlanmistir.
Zedelenebilirlik dl¢timleri, ag tasarimeilarinin uygun topolojiyi se¢gmelerine yardimci

olma agisindan gereklidir.

Tepe-baglantililik sayis1 ve ayrit-baglantililik sayist tanimlanmis en eski
zedelenebilirlik  dl¢limleridir. Baglantililik sayist 6nemli bir zedelenebilirlik
Olclimiidiir ancak bu parametre agdaki iletisimin kopmasi sonucu geriye kalan yapiy1
dikkate almaz. Baglantililik sayis1 disinda, toughness ve ayrit-toughness, scattering
say1s1 ve ayrit-scattering sayisi, integrity ve ayrit-integrity, tenacity ve ayrit-tenacity,
rupture derecesi ve ayrit-rupture derecesi gibi farkli zedelenebilirlik olc¢timleri
tanimlanmustir.  Baglantililik sayisinin aksine bu Ol¢limler agda meydana gelen
zararin hem maliyetini hem de boyutunu ele alir. Algoritmik agidan ele alindiginda,
baglantililik sayist disinda bu 6l¢iimler kullanilarak genel ¢izgelerin zedelenebilirlik
degerlerinin hesaplanmasi genel olarak NP-zor siniftir. Dolayisiyla, bu dlgiimler

karmagik aglarin analizi i¢in etkin bir kullanim saglamazlar.



Bu olctimlerde, bir ¢izgenin zedelenebilirlik degeri geriye kalan ¢izge baglantisiz

olacak sekilde ¢izgeden tepe veya ayrit atilarak hesaplanir.

Tepe artik yakinlik (vertex residual closeness) ve ayrit artik yakinlik (link residual
closeness), Dangalchev (2006) tarafindan tanimlanmis olan yeni zedelenebilirlik
Olctimleridir. Artik yakinlik, ¢izgedeki herbir tepeyi veya herbir ayrit1 birbirinden
bagimsiz olarak ele alir. Cizgeden tek bir tepe veya tek bir ayrit atilmasi sonucu,
geriye kalan ¢izgenin durumunu baglantisiz olma kosulu olmaksizin inceler. Bir
zedelenebilirlik ol¢iimii  olarak artik yakinlik parametresinin gerekliligini  ve
avantajlarin1  agiklamak amaciyla, diger bilinen zedelenebilirlik Olgiimleri ile
karsilagtirmalar yapilmis ve artik yakinlik parametresinin diger 6l¢iimlerden ¢cok daha

hassas bir zedelenebilirlik 6l¢limii oldugu belirtilmistir.

Bu caligmanin ikinci boliimiinde, diger boliimlerde kullanilacak olan genel tanim
ve teoremler verilmistir.  Calismanin ic¢lincii boliimiinde ayrit artik yakinlik
tanimlanmis ve ayrit artik yakinlik ile ilgili bilinen sonuglar verilmistir. Dordiincii,
besinci ve altinci boliimde, sirasiyla, 6zel ¢izge tiplerinin, yol ve tekerlek benzeri
cizgelerin ayrit artik yakinlik degerleri arastirilmistir.  Yedinci boliimde, cizge
islemleri icin ayrit artik yakinlik degerleri bulunmustur. Son olarak, sekizinci
boliimde, bir ¢izgenin ayrit artik yakinlik degerini bulan polinom zamanli bir

algoritma Onerilmistir.



BOLUM iKi
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, bu tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu tezde,

bukle ve katli ayrit icermeyen basit yonsiiz ¢izgeler lizerinde ¢alisilmstir.

Tamim 2.1: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinin her tepe ¢ifti arasinda en

az bir yol var ise, G ¢izgesine birlestirilmis veya baglantili ¢izge denir.

Tanim 2.2: (Chartrand ve Lesniak, 1996) G ¢izgesi, V (G) tepeler kiimesi ve E(G)
ayritlar kiimesine sahip olan bir ¢izge olsun. V(H) C V(G) ve E(H) C E(G) olacak
sekilde V' (H) tepeler kiimesi ve F/(H) ayritlar kiimesine sahip olan H ¢izgesine, G

¢izgesinin alt ¢izgesi denir ve H C G ile gosterilir.

Tanim 2.3: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir GG ¢izgesinde, herhangi bir v tepesi

herhangi bir ayrit ile bitisik degilse, bu tepeye izole tepe denir.

Tanim 2.4: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Birlestirilmemis bir ¢izgenin birlestirilmis

veya izole tepe(ler)den olusan her bir alt ¢izgesine ¢izgenin bileseni denir.

Tamim 2.5: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinde v € V(G) olmak tizere,
v tepesinin agik komsulugu Ng(v) = {u € V(G)|uv € E(G)} seklinde tanimlanir.
S C V(@) olmak tizere S kiimesinin agik komsulugu N (S) = U,esN(v) seklinde

tanimlanir.

Tamim 2.6: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinde e € E(G) olmak tizere,
G\ {e} ¢izgesi, V(G) tepeler kiimesine ve E(G) \ {e} ayntlar kiimesine sahip olan
bir alt ¢izgedir.

Tanim 2.7: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinin herhangi bir v tepesine
bitisik olan ayritlarin sayisina v tepesinin derecesi denir ve deg(v) veya degq(v) ile

gosterilir.



Tamm 2.8: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir GG ¢izgesinin tepe derecelerinin toplami

ayrit sayisinin iki katidir; 3 () dege(v) = 2|E(G)].

Tanim 2.9: (Buckley ve Harary, 1990) Bir G ¢izgesinde, herhangi iki tepeyi birbirine

baglayan yollardan en az ayrita sahip olan yola en kisa yol denir.

Tamim 2.10: (Buckley ve Harary, 1990) Bir GG ¢izgesinde, herhangi iki tepe arasindaki
en kisa yolda bulunan ayrit sayisina iki tepe arasindaki uzaklik denir. w,v € V(G)
olmak tizere, G ¢izgesinde u ve v tepeleri arasindaki uzaklik d(u, v) veya dg(u,v) ile
gosterilir. u ve v tepelerini birbirine baglayan bir yol mevcut degil ise d(u,v) = oo

olur.



BOLUM UC
AYRIT ARTIK YAKINLIK

Bu boliimde, ayrit artik yakinlik parametresi tanimlanmis ve ayrit artik yakinlik
parametresinin diger bilinen zedelenebilirlik parametrelerinden daha hassas bir 6l¢tim

oldugu belirtilmistir.

3.1 Yakinlik, Ayrit Artik Yakinlik Ve Diger Zedelenebilirlik Olciimleri

Agdaki baglant1 hatlarinin bozulmasi durumunda agin zedelenebilirligini 6lgmek
icin baglantililik sayis1 (connectivity), toughness, scattering sayisi, integrity, tenacity

ve rupture derecesi gibi ayrit zedelenebilirlik parametreleri tanimlanmistir.

Tanim 3.1: Birlestirilmis bir G ¢izgesini birlestirilmemis bir ¢izge ya da sadece izole
tepelerden olusan bir ¢izge haline getirmek i¢in ¢izgeden atilmasi gereken en az ayrit
sayisina ¢izgenin ayrit baglantililik sayist (edge connectivity) denir ve £'(G) ile
gosterilir. Bir G ¢izgesinin bilesenlerinin sayist w(G) olmak tizere ayrit baglantililik
sayisl,

K(G) = min {|S]: w(G —8) > 2} 3.1)

SCE(G)

olarak tanimlanir.

Tanim 3.2: (Chen ve diger., 1993) G bir ¢izge ve G ¢izgesinin ayritlarinin herhangi
bir alt kiimesi S kesim kiime olsun. G — S ¢izgesinin bilesenlerinin sayis1 w(G — 5)

olmak iizere, GG ¢izgesinin ayrit toughness degeri,

#(Q) :min{ﬁ .S C B(G),w(G— 8) > 2} (3.2)

olarak tanimlanuir.



Bir ¢izgenin ayrit toughness degerinin hesaplanmasi NP-zor problemdir (Bauer ve

diger., 1990).

Tamm 3.3: (Aslan, 2014) G bir ¢izge ve G ¢izgesinin ayritlarinin herhangi bir alt
kiimesi S kesim kiime olsun. G’ — S ¢izgesinin bilesenlerinin sayis1 w(G — S) olmak

lizere, GG ¢izgesinin ayrit scattering sayisi,
§'(G) =max {w(G — 5) —|S]: S C E(G),w(G - 8) > 1} (3.3)

olarak tanimlanir.

Bir ¢izgenin ayrit scattering sayisinin hesaplanmasi NP-tam problemdir (Zhang ve

diger., 2002).

Tamim 3.4: (Bagga ve diger., 1994) G bir ¢izge ve G ¢izgesinin ayritlarinin herhangi
bir kiimesi S olsun. G— S ¢izgesinin en bilyiik boyutlu bileseninin tepe sayist m (G —.S)

olmak iizere, GG ¢izgesinin ayrit integrity degeri,
I'(G) =min{|S|+m(G - S5): S C E(G)} (3.4)

olarak tanimlanur.

Bir cizgenin ayrnit integrity degerinin hesaplanmast NP-zor problemdir (Moazzami,

2011).

Tamm 3.5: (Piazza ve diger., 1995) G bir ¢izge ve G ¢izgesinin ayritlarinin herhangi
bir kiimesi S olsun. G— S ¢izgesinin en biiyiik boyutlu bileseninin tepe sayist m(G—.S)
olmak iizere, GG ¢izgesinin ayrit tenacity degeri,

|S| +m(G —S)
w(G —9)

T'(G) :min{ .S C B(G),w(G - S) > 1} (3.5)

olarak tanimlanir.



Bir ¢izgenin ayrit tenacity degerinin hesaplanmasi NP-zor problemdir (Mann, 1993).

Tamm 3.6: (Li ve diger., 2017) G birlestirilmis bir ¢izge ve G ¢izgesinin ayritlarinin
herhangi bir kiimesi S olsun. G — S ¢izgesinin bilesen sayis1 w(G — S) ve G — S
¢izgesinin en biiyiik boyutlu bileseninin tepe sayist m(G — S) olmak {izere, tam ¢izge

olmayan bir GG ¢izgesinin ayrit rupture derecesi,
r'(G) = max{w(G — S) — |S| —m(G—-S): S C E(G),w(G-25)>1} (3.6)

olarak tanimlanur.

Bir ¢izgenin ayrit rupture degerinin hesaplanmasi NP-zor problemdir (Li ve diger.,

2011).

G Go

Sekil 3.1 5 tepeli, 5 ayrith G gizgesi ve 5 tepeli, 5 ayrith G4 gizgesi

Sekil 3.1°deki G ve G gizgeleri tepe ve ayrit sayilari ayni olan iki farkli ¢izgedir.
Bu ¢izgelerin zedelenebilirlik degerleri ayrit baglantililik sayisi, ayrit toughness, ayrit
scattering sayisi, ayrit integrity, ayrit tenacity ve ayrit rupture derecesi parametreleri

kullanilarak hesaplanmis ve elde edilen sonuglar Tablo 3.1’de verilmistir.

Tablo 3.1 G; ve G5 gizgelerinin ayrit zedelenebilirlik degerleri

[ ¥FG) 7(G) §G) TG TG 70|

G, 1 1 1 5 1,2 -1
Go 1 1 1 5 1,2 -1




Tablo 3.1°de goriildiigi gibi, tepe ve ayrit sayilart ayni olan birbirinden farkli G,
ve (&5 ¢izgelerinin ayrit zedelenebilirlik 6l¢iimleri tim parametreler i¢in ayni sonuglari
vermistir. Bu durumda, ag topolojisi olarak ele alinan bu iki ¢izgenin saglamligini
6le¢mek ve bu iki ¢izgeyi birbirinden ayirt etmek i¢in cok daha hassas bir 6l¢iime ihtiyag

vardir.

Ayrit artik yakinlik, Dangalchev (2006) tarafindan tanimlanmis olan yeni bir ¢izge
ayrit zedelenebilirlik dl¢timidiir. Ayrit artik yakinlik, ¢izgedeki herbir ayrit1 ¢izgenin
diger ayritlarindan bagimsiz olarak ele alir ve ¢izgeden tek bir ayrit atilmasi sonucu
geriye kalan ¢izgenin durumunu birlestirilmemis olma kosulu olmadan inceler.
Boylece, cizgede iletisimin hizli ve etkin olmasimi saglayan ayrit veya ayritlar
belirler. Bir ¢izgenin ayrit artik yakinlik degerini veren ayrit veya ayritlar, cizgede

hizli veri dagilimini saglar.

Tanim 3.7: (Dangalchev, 2006) G bir ¢izge ve u€V(G) olsun. wu tepesinin G

cizgesindeki yakinlik (closeness) degeri,

1
vé}\;/"éztG)

olarak tanimlanuir.

Tamm 3.8: (Dangalchev, 2006) Bir GG ¢izgesinin yakinlik degeri,

cG) = > Cu (3.8)

ueV(G)

olarak tanimlanur.

Tamim 3.9: (Dangalchev, 2006) G bir gizge ve e € F(G) olsun. e ayrit1, G gizgesinden



atilirsa, geriye kalan alt ¢izgenin yakinlik (closeness) degeri,

= Y aw= Y Y (39)

ueV (G\fe})) weV(G\fe})  vAu
veV(G\{e})

olarak tanimlanir.

Tamim 3.10: (Dangalchev, 2006) G ¢izgesinin aynt artik yakinlik (link residual

closeness) degeri,
R(G) = min {C.} (3.10)

e€E(Q)

olarak tanimlanur.

Ornek 3.1: P; yol ¢izgesinin yakinhk ve ayrit artik yakinlik degerlerinin

hesaplanmasi:
€1 €2 €3 €4 €5
° . ° ° ° °
U1 (%) V3 V4 Vs Ve

Sekil 3.2 Fg yol cizgesi

P yol ¢izgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in Vv; € V(F) (1 < i < 6)

tepesinin Py ¢izgesindeki yakinlik degeri bulunur:

* vy tepesi, Py ¢izgesinde vy tepesine komsu, vs tepesine 2 uzaklikta, v4 tepesine 3
uzaklikta,vs tepesine 4 uzaklikta, vg tepesine 5 uzakliktadir. O halde, v; tepesinin

yakinlik degeri, C'(v1) = 3r + 35 + 35 + 3t + 35 = 0,96875 elde edilir.

* vy tepesi, Py cizgesinde v, ve vz tepelerine komsu, vy tepesine 2 uzaklikta, vs
tepesine 3 uzaklikta ve vg tepesine 4 uzakliktadir. O halde, v, tepesinin yakinlik

degeri, C'(v2) = 5r + 51 + 35 + 35 + 51 = 1,4375 elde edilir.



» vg tepesi, Py cizgesinde vy ve vy tepelerine komsu, v; ve vs tepelerine 2
uzaklikta ve vg tepesine 3 uzakliktadir. O halde, v3 tepesinin yakinlik degeri,

C(v3) = 51 + 5 + 35 + 3 + 35 = 1,625 elde edilir.

* vy tepesinin Py cizgesindeki yakinlik degeri vy tepesine benzer sekilde

hesaplanir. O halde, v4 tepesinin yakinlik degeri, C'(v4) = 1,625 elde edilir.

* v tepesinin Py ¢izgesindeki yakinlik degeri v, tepesine benzer sekilde

hesaplanir. O halde, v5 tepesinin yakinlik degeri, C'(v5) = 1,4375 elde edilir.

* vg tepesinin Py cizgesindeki yakinlik degeri v, tepesine benzer sekilde

hesaplanir. O halde, vg tepesinin yakinlik degeri, C'(vg) = 0, 96875 elde edilir.

O halde, Ps gizgesinin yakinlik degeri, C'(Ps) = .0, C(v;) = 8, 0625 elde edilir.

Fs yol ¢izgesinin ayrit artik yakinlik degerinin hesaplanmasi i¢in bes durum soz

konusudur:

Durum 1: e; aynitt Py gizgesinden atilirsa geriye Fs \ {e1} alt ¢izgesi kalir

(Sekil 3.3).

€2 €3 €4 €5
[ ] @ L L4 @ L
(%1 (%) (%] V4 (% Vg

Sekil 3.3 Ps \ {e1} ¢izgesi

Ps \ {e1} ¢izgesinde,

* vy tepesi izole tepedir ve yakinhik degeri, Ce, (v1) = 5% + 35 + 5 + 35 + 50 = 0

elde edilir.
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* vy tepesi, vs tepesine komsu, v, tepesine 2 uzaklikta, vs tepesine 3 uzaklikta,
vg tepesine 4 uzakliktadir ve v, tepesi ile baglantisizdir. O halde, vy tepesinin

yakinlik degeri, Ce, (v2) = 51 + 55 + 55 + 51 + 3= = 0, 9375 elde edilir.

* v3 tepesi, v ve vy tepelerine komsu, vs tepesine 2 uzaklikta, vg tepesine 3
uzakliktadir ve vy tepesi ile baglantisizdir. O halde, v3 tepesinin yakinlik

degeri, C, (v3) = o5 + 31 + 55 + 55 + 3= = 1,375 elde edilir.

* vy tepesi, vs ve v tepelerine komsu, vo ve vg tepelerine 2 uzakliktadir ve vy
tepesi ile baglantisizdir. O halde, w4 tepesinin yakinlik degeri,

Cer(Vs) = g + 5 + 35 + 35 + 5= = 1,5 elde edilir.

* v5 tepesinin yakinlik degeri, w3 tepesine benzer sekilde hesaplanir ve

C,, (vs) = 1,375 elde edilir.

* vg tepesinin yakinlik degeri, v, tepesine benzer sekilde hesaplanir ve

Ce,(vg) = 0,9375 elde edilir.

O halde, e; ayrit1 P ¢gizgesinden atilirsa, geriye kalan P \ {e;} ¢izgesinin yakinlik
degeri, C,, = >, C., (v;) = 6,125 elde edilir.

Durum 2: ey aynti Py gizgesinden atilirsa geriye Fs \ {e2} alt ¢izgesi kalir

(Sekil 3.4).

€1 €3 €4 €5
o————eo [ ® ® ®
U1 V2 U3 V4 Us Ve

Sekil 3.4 Pg \ {ea} ¢izgesi

Py \ {e2} cizgesinde,
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* v tepesi, vy tepesine komsu, vs, vy, v5 Ve vg tepeleri ile baglantisizdir. O halde,
v; tepesinin yakinlik degeri, C.,(v1) = 2—11 + 2%0 + 2%.0 + 2%0 + 2%.0 = 0,5 elde

edilir.

* vy tepesinin yakinlik degeri, wv; tepesine benzer sekilde hesaplanir ve

Ce,(v2) = 0,5 elde edilir.

* w3 tepesi, vy tepesine komsu, v tepesine 2 uzaklikta, vg tepesine 3 uzakliktadir,
v1 ve vy tepeleri ile baglantisizdir. O halde, vs tepesinin yakinlik degeri,

Ce,(v3) = 31 + 55 + 35 + 35 + 5= = 0,875 elde edilir.

* vy tepesi, ws ve v tepelerine komsu, wvg tepesine 2 uzaklikta, vy
ve vy tepeleri ile baglantisizdir. O halde, v, tepesinin yakinlik degeri,

Ce,(v4) = 31 + 51 + 32 + 3 + 5 = 1,25 elde edilir.

* vs tepesinin yakinlik degeri, v, tepesine benzer sekilde hesaplanir ve

Ce,(vs) = 1,25 elde edilir.

* vg tepesinin yakinlik degeri, w3 tepesine benzer sekilde hesaplanir ve

Ce,(vg) = 0,875 elde edilir.

O halde, eq ayritt Py gizgesinden atilirsa, geriye kalan Py \ {es} ¢izgesinin yakinlik
degeri, Ce, = >, C,(v;) = 5,25 elde edilir.

Durum 3: e; aynitt Py cizgesinden atilirsa, geriye Fs \ {e3} alt cizgesi kalir

(Sekil 3.5).

Ps \ {e3} cizgesinde,
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€1 €2 €4 €5

Sekil 3.5 Fs \ {es} ¢izgesi

e v; tepesi, vy tepesine komsu, wv3 tepesine 2 uzaklikta, v, vs ve wvg
tepeleri ile baglantisizdir. O halde, wv; tepesinin yakinlik degeri,

Cey (V1) = 31 + 55 + 5% + 5 + 3 = 0,75 elde edilir.

* vy tepesi, v; ve vz tepelerine komsu, vy, vs ve vg tepeleri ile baglantisizdir. O
halde, v, tepesinin yakinlik degeri, Ce, (v2) = 31 + 57 + 3= + 55 + 3= = 1 elde

edilir.

* 3, U4 Ve vg tepelerinin yakinlik degerleri, v, tepesine benzer sekilde hesaplanir

ve Ce,(v3) = Cey(vg) = Cey(vg) = 0,75 elde edilir.

* 5 tepesinin yakinlik degeri, v, tepesine benzer sekilde hesaplanir ve C., (vs) = 1

elde edilir.

O halde, eg ayrit1 Py gizgesinden atilirsa, geriye kalan Py \ {es} ¢izgesinin yakinlik
degeri, Ce, = >, Ce,(v;) = 5 elde edilir.

Durum 4: e, ayritt Py cizgesinden atilirsa, geriye Py \ {es4} alt cizgesi kalir

(Sekil 3.6).

€1 €2 €3 €5
[ ® ® ® o ———o
U1 V2 U3 V4 Vs Ve

Sekil 3.6 Ps \ {eq} cizgesi

Ps \ {es} ¢izgesinin yakinlik degeri, Durum 2’ye benzer sekilde hesaplanir ve

Ce, = 5,25 elde edilir.
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Durum 5: e; aynitt Py cizgesinden atilirsa, geriye Fs \ {es} alt cizgesi kalir

(Sekil 3.7).

€1 €2 €3 €4
@ L @ L ® (]
U1 V2 U3 V4 Us Ve

Sekil 3.7 Ps \ {e5} cizgesi

Ps \ {es} ¢izgesinin yakinlik degeri, Durum 1’e benzer sekilde hesaplanir ve

Ce, = 6,125 elde edilir.

Durum 1, 2, 3, 4 ve 5’ten P c¢izgesinin ayrit artik yakinlik degeri,
R(Ps) = min;{C,,} = 5 elde edilir.

Aciklama 3.1: Sekil 3.1°deki tepe ve ayrit sayilar1 ayni olan birbirinden farkli Gy ve
G+ ¢izgelerinin ayrit artik yakinlik degerleri, sirasiyla, R(G1) = 5 ve R(Gy) = 4

olarak ol¢tilmiistiir.

Yakinlik ve ayrit artik yakinlik ile ilgili bilinen temel sonuglar izleyen teoremlerde

verilmistir.

Teorem 3.1: (Aytag ve Odabas Berberler, 2017; Aytac ve Odabas, 2011; Dangalchev,
2006; Odabas ve Aytag, 2013)

n(n—l).

(a) K,,n tepeli tam ¢gizge olmak iizere, C'(K,) = =5

(n—1)(n+2)
a1

(b) Ki,—1,n tepeli yildiz ¢izge olmak tizere, C (K ,_1) =

(c) P,,n tepeli yol ¢izge olmak tizere, C'(P,) = 2n — 4 + 271;_2

3 o
n(2 — —ﬁ), n ¢ift ise;
(d) C,, n tepeli gevre ¢izge olmak tizere, C'(C,,) = 2>
2n(1 — —), ntekise.
N
n’4+3n—6

(e) F,,n tepeli yelpaze ¢izge olmak iizere, C'(F),) = 1=

14



® Thm» n(m + 1) tepeli diizenli tirtil ¢izge olmak iizere,

C(Tn,m) _ (m+2)2C(P1)+mn(m+3).

Teorem 3.2: (Aytac ve Odabas Berberler, 2018) Gy, Gs, ..., GG, ayrik ¢izgeler olsun.
G =UL,G;ise, C(G) =31, C(Gy).

Teorem 3.3: (Dangalchev, 2006) G bir ¢izge ve H C G olmak tizere, R(H) < R(G).

Teorem 3.4: (Dangalchev, 2006) K,, n (n > 2) tepeli tam ¢izge olmak {izere,
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BOLUM DORT
OZEL CiZGE TIiPLERININ AYRIT ARTIK YAKINLIK DEGERLERI

Bu boliimde, 6zel cizge tiplerinden yol, c¢evre, yildiz, tekerlek ve iki-pargali tam

cizge i¢in ayrit artik yakinlik degerleri hesaplanmustir.

4.1 Yol Cizge

Teorem 4.1: P,, n tepeli yol cizge olmak iizere,

8
2n — 8 + 25 n cift ise;

R(Pn> = 6
2n — 8+ 2,1—1, n tek ise.

z
Ispat: ¢, (1 <k <n — 1)aynti, P, gizgesinin herhangi bir ayrit1 olsun. e;, ayrit1 P,
cizgesinden atilirsa , geriye iki yol ¢izgenin birlesiminden olusan P, U P; (j = n — i)
alt c¢izgesi kalr. P, U P; gizgesinin yakinhk degeri, Teorem 3.2°den,
Ce, =C(P,UP;) =C(P)+ C(P;)+ C(P) + C(P,—;) olur. Theorem 3.1(c)’den,

. 1 ‘ 1 1 1
Ce, = (22 -4+ W) + <2(n —i) — 4+ 2ni2) =2n—8+ = + s
elde edilir.

Ayt artik yakinlik tanimindan,
R(P,) = ming{C,, } = min;{2n — 8 +

1 e <
— T . 2} olur. 7 degerine bagl

2 2n—1—
fonksiyonunun minimum degerini hangi noktada
1 1 1 1

9i—2 + on—i—2 on—i-2 2i—2)'

f) = 2n — 8 + +

9i—2 | on—i-2
aldig1 bulunur: f(i) = 2n — 8 +

1 1
@) = 25 — 55) = 0= i = g elde edilir.

= f(i) = In2(

Bulunan koke ikinci tiirev testi uygulanir. f”(i) > 0 esitsizligini saglayan i degeri
1 1
icin f(z) fonksiyonu minimum degerini alir. f'(i) = ln2(2n_i_2 — 22._2) =
1 1
J'(0) = (2P (5 + 55)- 1 = g icin f”(i) > 0 oldugundan, f(7) fonksiyonu
n
2

© = — noktasinda minimum degerini alir.

P, ¢izgesinin tepe sayisina bagl olarak iki durum s6z konusudur:
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Durum 1: n ¢ift ise,

£(3) :f(g) =2n -8+ & (4.1

Durum 2: n tek ise, n bir tamsay1 oldugundan, iki alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ; = [g} ise,

£y = fC ey = om 8+ 6 4.2)
Alt Durum 2: i = | - | ise,
£ = FO=Ly o —g+ 6 (4.3)
olur. (4.2) ve (4.3) degerlerinden,
f(i)=2n—8+ 6; (4.4)

2

elde edilir.

(4.1) ve (4.4) degerlerinden, R(P,) - 26
2n—8+2—17 n tek ise.

8 -
2n — 8 + 2 n ¢ift ise;

n—21

2
olur ve ispat tamamlanur.

4.2 Cevre Cizge

Teorem 4.2: C,, n tepeli gevre ¢izge olmak tizere, R(C,,) = 2n — 4 + 2%2

Ispat: C, gizgesinden herhangi bir e; (1 < i < n) ayrit1 atilirsa, geriye n tepeli yol
cizge kalir. O halde, geriye kalan alt ¢izgenin yakinlk degeri, C., = C(FP,) olur.
Teorem 3.1(c)’den, C,, = 2n — 4 +

= olur. Ayrit artik yakinlik tanimindan,
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172}:2n—4+

R(C,) = mini{C,,} = min {2n — 4 + o

= elde edilir ve ispat

tamamlantr.

4.3 Yildiz Cizge

(n—2)(n+1)

Teorem 4.3: K ,_1, n tepeli yildiz ¢izge olmak tizere, R(K;,,—1) = 1 )

Ispat: K, ; cizgesinden herhangi bir ¢; (1 < i < n — 1) ayrit1 atilirsa, geriye

K U K ,,— birlestirilmemis alt ¢izgesi kalir. K U K ,,_9 ¢izgesinin yakinlik degeri,

Teorem 3.2°den, C,, = C(K, U K ,_2) = C(K}) + C(K},,—2) olur. Teorem 3.1(a)
(n—2)(n+1)

ve 3.1(b)’den, C;, = 1 elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.4 Tekerlek Cizge

Teorem 4.4: W, , n + 1 tepeli tekerlek ¢izge olmak iizere, R(W,,) = %.

Ispat: W, cizgesinden atilacak ayrita bagli olarak iki durum séz konusudur:

Durum 1: ¢; (1 < i < n) aynti, W, ¢izgesinin dig gevresine ait herhangi bir ayrit
olsun. e; ayriti, W), ¢izgesinden atilirsa, geriye n + 1 tepeli F},;1 yelpaze ¢izgesi kalir.
O halde, W, \ {e;} alt ¢izgesinin yakinlik degeri, C., = C'(F,,+1) olur. Teorem 3.1(e)’

2 _ eqe
den, C,, = “+2"=2 ¢lde edilir.

Durum 2: f; (1 < i < n) aynti, W, ¢izgesinde, ¢ merkez tepesine bitisik olan
herhangi bir ayrit olsun. f; ayriti, W, ¢izgesinden atilirsa, geriye W), \ { f;} alt ¢izgesi
kalir. W, \ {f;} alt gizgesinin yakinlik degerinin hesaplanmasi i¢in bes alt durum s6z

konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, W,, \ {fi} ¢izgesinde, dis ¢evrenin n — 1 tepesine

komsu ve diger tepesine 2 uzakliktadir. O halde, ¢ merkez tepesinin W, \ {f;}
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cizgesindeki yakinlik degeri,

1
Cwaryle)=Mm—1)57+ ()55 = (4.5)
olur.

Alt Durum 2: x tepesi, f; ayritinin merkez tepeden farkli olan ug tepesi olsun. z
tepesi W, \ {fi} alt ¢izgesinde dis ¢evrenin 2 tepesine komsu, bu tepelere komsu olan
dis ¢evrenin 2 tepesine ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta ve dis ¢cevrenin geriye kalan
n — 5 tepesine 3 uzakliktadir. O halde, x tepesinin W, \ {f;} ¢izgesindeki yakinlik

degeri,

1 1 1 n-+9
Cw,\ (53 (2) = (2)5 o (3)§ + (n — 5)5 =3 (4.6)

olur.

Alt Durum 3: y tepesi, x tepesine dis ¢gevrede komsu olan 2 tepeden herhangi biri
olsun. y tepesi, W,, \ {f;} alt ¢izgesinde, = tepesi dahil olmak tizere dis ¢evrenin 2
tepesine ve ¢ merkez tepesine komsu, dis ¢evrenin geriye kalan n — 3 tepesine 2

uzakliktadir. O halde, y tepesinin W, \ {f;} ¢cizgesindeki yakinlik degeri,

1 1 n+3
Cw\i () = (3)5 +(n — 3); = 4.7)

olur.

Alt Durum 4: 2 tepesi, W,, \ {/f;} alt cizgesinde x tepesine 2 uzaklikta olan dis
cevrenin 2 tepesinden herhangi biri olsun. =z tepesi, W, \ {f;} alt ¢izgesinde, dis
cevrenin 2 tepesine ve ¢ merkez tepesine komsu, dis ¢evrenin diger kalan n — 3

tepesine 2 uzakliktadir. O halde, z tepesinin W), \ { f;} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

gy = "1 (4.8)

1

21

olur.
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Alt Durum 5: ¢ tepesi, W,, \ { fi } alt ¢izgesinde dis ¢evrenin diger n — 5 tepesinden
herhangi biri olsun. ¢ tepesi, W), \ { f:} ¢izgesinde dis ¢evrenin 2 tepesine ve ¢ merkez
tepesine komsu, dis ¢evrenin n — 4 tepesine 2 uzaklikta, x tepesine 3 uzakliktadir. O

halde, ¢ tepesinin W, \ { f;} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 2n+5
Cwar(t) = B) 57 + (0= 4) 55 + ()5 = — (4.9)
olur.
(4.5), (4.6), (4.7), (4.8) ve (4.9) degerlerinden,
Cp =C(Wa \ {fi}) (4.10)
Cr. =Cw\i5:3(©) + Cwon iy () + 20w\ 113 (4) + 20w, (3 (2)+
(n = 5)0Wn\{fi}(t) (411)
2n—1 n+9 n+3 n—+3 2n+5
Crp=—p—+—5 2= )2 )+ (n=5(—=F—) @12
2
4
¢, " rAnts3 (4.13)
4
elde edilir.
Ayrit artik yakinhk tanimindan, R(W,) = min{C,,, Cy,}olur. Durum 1 ve

n2+5m—2 n2+4n+3

Durum 2’den, R(W,,) = min{ 1 ) 1

} olur.

n?+4n + 3 < n*+b5n — 2
4 - 4
degerler Tablo 4.1°de verilmistir.

esitsizliginin n > 5 i¢in dogru oldugu agiktir. n < 5 igin
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Tablo 4.1 n < 5 i¢in degerler

[ n 3 4]
C., 55 85
Cp 55 8,5
R 55 85

4.5 iki-Parcah Tam Cizge

Teorem 4.5: K,,,, (m > 1,n > 1) m + n tepeli iki-parcali tam ¢izge olmak iizere,

R(Km,n) _ n2+m2+4nin—m—n—3 )

Ispat: R = {ry,ro,...,7n} ve S = {s1, 89, ..., 8, } kiimeleri K, iki-parcali tam
¢izgenin pargali kiimeleri olsun. e = r;s; (1 < ¢ < m,1 < j < n) aynt1, K, ,
cizgesinden atilirsa geriye X, , \ {e} alt ¢izgesi kalir. K, ,, \ {e} ¢izgesinin yakinlik

degerinin hesaplanmasi i¢in tepelerine bagh olarak dort durum s6z konusudur:

Durum 1: r; tepesi, Nk, .\(e}(ri) = S\ {s;} kiimesinin tepelerine komsu,
R \ {r;} kiimesine ait tepelere 2 uzaklikta ve s; tepesine 3 uzakliktadir.
O halde, r; tepesinin K,,, \ {e} cizgesindeki yakinlikk degeri,
Ce(ri) = (n—1)gr + (m — 1)3 + (1)55 = 225 olur.

Durum 2: s; tepesi, Nk, ,\{e}(5;) = R\ {r;} kiimesinin tepelerine komsu,
S\ {s;} kumesine ait tepelere 2 uzaklikta ve r; tepesine 3 uzakliktadir.
O halde, s; tepesinin K,,, \ {e} ¢izgesindeki yakinlikk degeri,
Ce(s;) = (m—1)5 4+ (n — 1)55 + (1)55 = 2225 olur.

Durum 3: r;, (1 <t < m,t # i) tepesi, Nk, ,.\{e}(1:) = S kiimesinin tepelerine
komsu ve R\ {7} kiimesine ait tepelere 2 uzakliktadir. O halde, r; tepesinin K, ,,\ {e}

¢izgesindeki yakimlik degeri, C..(r;) = (n)5r + (m — 1)5 = 2222=1 olur.

Durum 4: s, (1 < k < n,k # j) tepesi, Nk, .\{}(sx) = R kiimesinin tepelerine

21



komsu ve S\ {sx} kimesine ait tepelere

O halde, s, tepesinin K, \ {e} c¢izgesindeki

1 _2m+n—1

Ce(sk) =(m)gr + (n—1)55 = 1 olur.

Durum 1, Durum 2, Durum 3 ve Durum 4’ten,

2 uzakliktadir.
yakinlik  degeri,

Ce =C(Kpn \ {€}) (4.14)
C. =Cu(r) + Culs;) + (m — 1)Culry) + (n — 1Ci(s1) (4.15)
Ce:4n+28m—5 +4m—l—§n—5 ikt

(n— 1)(%+_1) (4.16)
Ce:n2+m2+4nm—m—n—3 @17

4

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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BOLUM BES
YOL BENZERI CiZGELERIN AYRIT ARTIK YAKINLIK DEGERLERI

Bu boliimde, yol benzeri ¢izge tipi olan diizenli tirtil ¢izge (regular caterpillar) igin

ayrit artik yakinlik degeri hesaplanmistir.

5.1 Diizenli Tirt1l Cizge

Tamim S.1: P,, n tepeli yol ¢izgenin her bir tepesine m adet ug tepe eklenmesi ile

elde edilen ¢izgeye diizenli tirtil ¢izge ad1 verilir ve T;, ,,, ile gosterilir (Gallian, 2012).

/I\\I//I\\I//I\

Sekil 5.1 n = 5 ve m = 3 i¢in diizenli tirt1l ¢izge T3, 1,

Yardimeir Teorem 5.1: (Aytag ve Odabas Berberler, 2017) 7),,, , n(m + 1) tepeli

_ (m+2)2C(Pp)+nm(m+3)
1 .

diizenli tirt1l ¢izge olmak tizere, C'(7},.,)

Yardimei Teorem 5.2: (Dangalchev, 2011) Bir G g¢izgesinden, & € V(G)

tepesi atilirsa, geriye kalan alt ¢izgenin yakinlik degeri,

C(G\{k}) = C(G) = 2Ca(k) = X X jsine (557 — 5707) -

Yardimei Teorem 5.3: G bir gizge ve v € V(G), e € E(G) olsun. Eger v ug tepesi, e
destek ayritina bitisik bir tepe ise, 0 zaman C,.(G) = C(G) — 2C(v).

Ispat: Eger e destek ayrit1 G gizgesinden atilirsa, 0 zaman e ayritina bitisik olan v ug
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tepesi geriye kalan G \ {e} alt ¢izgesinde izole tepe olur. Dolayisiyla,

Co(G) =D ) 270 (5.1)

i g

Co(G) = (D) 27Dy 4 (D (27%lw) g7l (5.2)
i#v jFELv 1#v

Ce(@) = (@) (5.3)

olur. Yardimci Teorem 5.2°den,

Cy(G) = C(G) = 2Cq(v) = > > (27409 — o= b (i) (5.4)
£V jFEiv

Co(G) = C(G) —2Ca(v) (5.5)

olur ve ispat tamamlanur.

Teorem 5.1: T, ,,,, n(m + 1) tepeli (n > 1) diizenli tirt1l ¢izge olmak iizere,

(m+2)?R(P,) + nm(m + 3)

R(Tym) = (5.6)

Ispat: T, ,, cizgesinden atilacak ayrita bagl olarak iki durum sz konusudur:

Durum 1: ¢, (1 <t < n — 1) aynt1 7, ,, ¢izgesinde P, ¢izgesine ait ayritlardan
biri olsun. e; ayriti, T, ,,, ¢izgesinden atilirsa geriye Gy = T ,,, U T}, (j = n — k) alt

cizgesi kalir. O halde, Teorem 3.2’den, (¢ alt ¢izgesinin yakinlik degeri,

C., = O(G1) = O(Thm U Tym) (5.7)
Cet = C(Tk,m) + C(TJM) (5.8)
Cet = C<Tk,m) + C(Tn—k,m) (59)
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olur. Yardimci Teorem 5.1°den,

(m + 2)2C(Py) + km(m + 3) N

Ce, =
‘ 4
2)2C(P,_ —
(m+2)*C(P,—i) + (n — k)m(m + 3) (5.10)
4
olur. Teorem 3.1(c)’den,
c. = (m +2)*(2n — 8 4+ 3 + 5==) + nm(m + 3) 5.11)

4

elde edilir.

Durum 2: ¢; (1 < i < ml1 < j < m) aynti, T,,, cizgesinde w;;
(1 <i<mn;1<j<m)ug tepesine bitisik olan bir destek ayrit olsun. Eger e;; ayriti,
T, cizgesinden atilirsa geriye birlestirilmemis Gy = (T, \ {wi;}) U {uw;;} alt
cizgesi kalir.Yardime1 Teorem 5.3’ten,

€ij

olur.

Ayt artik yakinlik tanimindan,

R(T,, ») = min{C,,,C,, . } = min{mtin{Cet}, min{C.,, }} olur.
irj

(5.2) degerinden,

(m+2)?(2n — 8 + 5 + 55— + nm(m + 3)
4

mtin{C’et} = mkin { } olur. k£ degerine bagl,

(m+2)2(2n—8+ ptg + -t ) +nm(m+3) ) .. o .
flk) = e E— fonksiyonunun minimum degerini hangi
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noktada aldig1 bulunur:

(m +2)*(2n — 8+ 3 + 577=2) + nm(m + 3)

f(k) = 1 =
, 22(n2) . 1 1
f (k) = m + 4) i )(anz 21@72)
£y =t 24)2””2) (Qn_lk_2 - 2,3_2) = 0= & = 2 elde edili

Bulunan koke ikinci tiirev testi uygulanir. f”(k) > 0 esitsizligini saglayan k degeri

icin f(k) fonksiyonu minimum degerini alir.

fl(k) _ (m + 24) (In2) (Qn_lk_2_2k1_2) N f//(k) _ (m + 231 (In2) (2n_1k_2+2k1_2).

k = % icin (k) > 0 oldugundan, f(k) fonksiyonu k¥ = % noktasinda minimum

degerini alir.
T’,.m ¢izgesinin tepe sayisina bagl olarak iki durum s6z konusudur:

Durum 1: n ¢ift ise,

g): (m+2)2(2n—8+42%)+nm(m+3) 5.13)

fk) = S(

olur.

Durum 2: n tek ise, iki alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: k = [%] ise,

nal (m+2)2(2n—8+2n%)+nm(m+3)

£y = f(=) = 2

(5.14)

olur.
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Alt Durum 2: k = | 7] ise,

_1 (m+2)22n—8+ <L) + nm(m +3)

olur.

) = 42 z (5.15)

(5.14) ve (5.15) degerlerinden,

f (k)

elde edilir.

(m +2)*(2n — 8 + —r) + nm(m + 3)

= 2 (5.16)

4

Teorem 4.1, (5.13) ve (5.16) degerlerinden,

mtin{ce:} =

olur.

(5.12) degerinden,

(m+ 2)?R(P,) + nm(m + 3)
4

(5.17)

min; j{C,,;} = min{C(T,m) — 207, (ui;)} = C(Thm) — 2max;;{Cr, ,, (uy)}
olur. O halde, max; ;{C7, . (ui;)} = C(urzy;)  (n > 2) oldugu agiktir. O halde,

Hll%X{CTn,m (uig)} =

l+x+22+.. + a1

(

1 1 n
(Dgr + (m+ 1o + 2m+2)(Es 3)
1

1 g
+(2m + 1)@ —+ (m)ﬁ, n Qlft 1S€;

(g + s 1) + (2m+2)(SE )

\+(2m>m,

n tek ise.

(5.18)

"—1
7 7 sonlu geometrik seri formiilii kullanilarak,
T
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1 1
(1)5 + (m + 1)@
1 1 1
4@m+m§u+?+§+m+£%»
1 1 o
+(2m + 1)2%“ + (m)ﬁ, n  ciftise;
I{}?}X{Cn,m(uij)} =
’ 1 1
(1)5 (m + 1)@
1 1 1 1
1 .
\+(2m)2n7+1+1, n tek ise.
(5.19)

( 1
1 1 1 (532~
1 1 o
+(2m+1)—%+1 +(m)—2%+2, n  ¢iftise;

Hgéjl.x{cn,m(uij)} =

L —1
1 (=S
(1)51+(m+1)—+(2m+2)—3<2%__1 )
1
+(2m — n tekise.
\ ( )QnT‘H
(5.20)
(22(3m +5) —3m —6 .
5+ , n giftise;
max{Cr, , (ui;)} = (5.21)
2y
_ 27n+3 2
\3m+5 42 (m + >, n tek ise.

elde edilir.
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O halde,

( 23 (3 5)—3m—6
C(Thm) — *(Bm + n) - m , n ¢ift ise;
9 25_’_
min{C,,; } = (5.22)
2, .
3m+5—2"%" 2
C(Thm) — mT 5 (m + ), n  tek ise.

elde edilir.

R(T,m) = min{min,{C,, }, min; ;{C,, }} degerini bulmak igin (5.17) ve (5.22)

degerlerine bagli olarak iki durum s6z konusudur:

Durum 1: n ¢ift ise, min; {C,} < min,; ;{C;,} olsun. O halde (5.17) ve (5.22)

degerlerinden,

(m+2)2R(P,) +nm(m+3) _ C(Ty.m) —22(3m +5) — 3m —6

1 < T olur.
Teorem 4.1 ve Yardimci Teorem 5.1°den,
(m+2)%(2n — 8 + 2%) + nm(m + 3) -
4 L
(m+2)2C(P,) +mn(m+3) 22(3m+5)—3m—6
1 — i olur.

Teorem 3.1(c)’den,

(m+2)*(2n — 8 + J5r) + nm(m + 3) _(m+2)°(2n — 4+ 5k) + mn(m +3)
4 - 4
22(3m +5) —3m —6
95 +1

(5.23)

(m+2)%(—4 + 2373 —227) o _3m+5  3(m+2)
4 - 2 25 +1

(5.24)

n

25 (m +2)2 + 4(m +2)? — 2175 (m + 2)2 < —23(3m + 5) + 3(m + 2) (5.25)
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|3

25 (—2m?* — 5m — 3) — 2172 (m? + 4m + 4) < —4m?® — 13m — 10 (5.26)

—m?(23 T 4 2172) — (5,25 +2372) — (3.22 +2572) < —4m? —13m — 10 (5.27)
olur. (5.27) esitsizliginin, n > 2 i¢in dogru oldugu aciktir.

Durum 2: n tek ise, min;{C,,} < min; ;{C,, } olsun. O halde (5.17) ve (5.22)

ij

degerlerinden,
2)2R(P, 3 3m4+5—2"%" 2
4 ’ 2

olur.

Teorem 4.1 ve Yardimci Teorem 5.1°den,

2 6
(m—|— 2) (2n — 8+ 2”?) +nm(m—|—3) <(m+2)ZC(Pn) +mn<m+3)_
4 P 4
3m+5—27%" 2
m + 2 (m+2) (5.29)

2

Teorem 3.1(c)’den,
2 6
(m+2)*(2n -8+ 2754) +nm(m + 3) <(m+2)2(2n—4+22_”) + mn(m + 3)
4 - 4
—n+3

3m+5—-2"2 (m+2)
2

(5.30)

—n—+5

2 (m + 2) (5.31)

(m+2)%(—=446.2"2" —227") < 6m + 10 — 2

2 1-n -n ln -n
m*(—4+ 6277 —27"4) +m(—16+ 272 .24 — 27".16)+

—n—+5 —n+7
2

(1642224 —2"16) <m(6—2"7 +10—2"2") (5.32)

elde edilir. (5.32) esitsizliginin n > 1 i¢in dogru oldugu agiktir.
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O halde, Durum 1 ve Durum 2’den,

R(T,m) = min{mtin{Cet}, min{C,,, } = mtin{Cet} (5.33)
2%

(m + 2)?R(P,) + nm(m + 3)
4

R(T,m) = (5.34)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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BOLUM ALTI
TEKERLEK BENZERIi CiZGELERIN AYRIT ARTIK YAKINLIK
DEGERLERI

Bu boliimde, tekerlek benzeri ¢izgeler olan disli ¢izge (gear graph), diimen c¢izge
(helm graph), ayg¢igegi ¢izge (sunflower graph) ve arkadaslik ¢izge (friendship graph)

icin aynit artik yakinlik degerleri hesaplanmstir.

6.1 Disli Cizge

Tanmm 6.1: W, tekerlek cizgenin dis ¢evresinde birbirine komsu olan her tepe ¢ifti
arasina bir tepe eklenmesiyle elde edilen ¢izgeye disli ¢izge denir ve G, ile gosterilir
(Gallian, 2012). G, ¢izgesi, 2n + 1 tepe ve 3n ayrita sahiptir. G, ¢izgesinin dis
cevresinde, tepe derecesi 2 olan n tepe ve tepe derecesi 3 olan n tepe olmak {izere,
toplam 2n tepe vardir. ¢ tepesi, G, ¢izgesinin merkez tepesi olmak iizere, deg(c) = n
olur. vy, vy, v, ..., v, tepeleri derecesi 2 olan tepeler ve wy, wq, ws, ..., w,_1 tepeleri
derecesi 3 olan tepeler olsun. w; tepesi (0 < i < n — 1) v; ve v;41 ((i + 1)mod(n))

tepelerine komsudur.

Us Ws Vo
®
W4y Wy
C
(1 (%1
ws wh
L
V3 Wao V2

Sekil 6.1 n = 6 igin 13 tepeli, 18 ayrith disli ¢izge G,
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Teorem 6.1: G,,, 2n + 1 tepeli disli ¢izge olmak iizere,

9n? +49n — 18 )
16 , n = J3ise; 61
R(Gh) = In? 4+ 40n + 18 . ©6.1)
6 , n > 3ise.

Ispat: G, ¢izgesinden atilacak ayrita bagl olarak iki durum s6z konusudur:

Durum 1: v;c aynt1 (0 < i < n — 1) G, ¢izgesinden atilirsa, geriye kalan
G, \ {vic} alt gizgesinin yakinlik degerinin hesaplanmasi igin alti alt durum s6z

konusudur:

Alt Durum 1: c merkez tepesi, Ng,\(v,e}(c) = {vp | Vp # 4,0 < p < n—1}
kiimesinde bulunan n — 1 tepeye komsu, tepe derecesi 2 olan n tepeye 2 uzaklikta ve v;
tepesine 3 uzakliktadir. O halde, ¢ merkez tepesinin G, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik

degeri,

Cliny(sey(©) = (n = gy + (m) g + (1) 5 = (62)
olur.

Alt Durum 2: v; tepesi, N, \(v,c} (Vi) = {wi, wi—1} ((1 — 1)mod(n)) kiimesinde
bulunan 2 tepeye komsu, v; 1 ve v; 11 ((¢ — 1)mod(n) ve (i + 1)mod(n)) tepelerine 2
uzaklikta, tepe derecesi 2 olan iki tepeye ve ¢ merkez tepesine 3 uzaklikta, geriye kalan
diger tepe derecesi 3 olan n — 3 tepeye 4 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan n — 4 tepeye

5 uzakliktadir. O halde, v; tepesinin G,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1 1 3n+50
Canfue (v:) = )57 + (D)5 + Bz + (0= 3) 7 + (0 = 455 = =5

(6.3)

olur.

Alt Durum 3: w; tepesi (j =i, — 1,7 — 2,7+ 1 ve (j) mod(n)), tepe derecesi 3
olan 2 tepeye komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta,

tepe derecesi 3 olan n — 2 tepeye 3 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan n — 3 tepeye 4
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uzakliktadir. O halde, w; tepesinin G,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1 3n + 21
Canuer(w;) = @)gp + B)gz + (0 =255 + (0 =3) 57 = —¢ (6.4)
olur.
Alt Durum 4: v, tepesi (k = i — 1,0 + 1 ve (k) mod(n)),

Na,\fvie} (V) = {wr—1,wy, ¢} ((k — 1)mod(n)) kiimesinde bulunan tepelere komsu,
dis ¢cevrede bulunan tepe derecesi 3 olan n — 1 tepeye 2 uzaklikta ve tepe derecesi 2
olan n — 2 tepeye 3 uzakliktadir. O halde, vy tepesinin G,, \ {v;c} ¢izgesindeki
yakinlik degeri,

1 1 1 3n + 8

olur.

Alt Durum 5: v, tepesi (V¢ # i, k ve (t)mod(n)), G, \ {v;c} alt gizgesinde tepe
derecesi 3 olan, geriye kalan diger n — 3 tepeden biri olsun. v, tepesi, tepe derecesi 2
olan 2 tepeye ve ¢ merkez tepesine komsu, dig ¢evrede bulunan tepe derecesi 3 olan
n — 2 tepeye 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan n — 2 tepeye 3 uzaklikta, v; tepesine 4

uzakliktadir. O halde, v, tepesinin G,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1 6n+13
Cantey () = @) 7 + (0 =25+ (=25 + (N7 = —

(6.6)

olur.

Alt Durum 6: w,, tepesi (Vm # j ve (m)mod(n)), G, \ {v;c} alt ¢izgesinde tepe
derecesi 2 olan geriye kalan diger n — 4 tepeden biri olsun. w,, tepesi, tepe derecesi 3
olan 2 tepeye komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta,
tepe derecesi 3 olan n — 3 tepeye 3 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan n — 3 tepeye 4

uzaklikta, v; tepesine 5 uzakliktadir. O halde, w,, tepesinin G, \ {v;c} ¢izgesindeki
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yakinlik degeri,

1 1 1 1 1
Convtne} (W) = (257 + B) 5 + (0 =3) 5 + (n = 3) 7 + (N5
6n + 39
-t (6.7)
32

olur.

(6.2), (6.3), (6.4), (6.5), (6.6) ve (6.7) degerlerinden, G, \ {vic} ¢izgesinin yakinlik

degeri,

Coie =C(Grn \ {uic}) (6.8)

Cvic :Cvic(c) r Cvic(vi) - 40U,-c<wj) + QCviC(Uk) + (TL - 3)CUiC<Ut)+
(n —4)Cy,c(wp,) (6.9)

6n—3 3 50 3 21 3 8
Ovic:n d n -+ +(4)( n -+ )—I—(Q)( n+ )+

8 32 16 8
on + 13 6n + 39

— —4 N
=3 (M) - (M) (6.10)
9n? + 40n + 18

= 6.11
C’U;C 16 ( )
elde edilir.

Durum 2: f aynti (f = v;w; veya f = wv;11) ((¢ + 1)mod(n)) dis ¢evreye ait
bir ayrit olmak tizere, f ayrit1 G,, ¢izgesinden atilirsa, geriye G, \ { f} alt ¢izgesi kalir.
G \ {f} ¢izgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in tepelerine bagh olarak alt1 alt

durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, dis ¢cevrenin tepe derecesi 3 olan tiim tepelerine

komsu, tepe derecesi 2 olan tiim tepelerine 2 uzakliktadir. O halde, ¢ merkez tepesinin
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Gn \ {f} cizgesindeki yakilik degeri,

Canry(c) = (n)= + (n) 5 = — (6.12)
olur.

Alt Durum 2: v; tepesi (j = i veya j =i+ 1 ve (j)mod(n)), dis cevreye ait tepe
derecesi 3 olan bir tepe olsun. v; tepesi, Ngoan(v;) = {c,w}

i—1, j=1 ise;

(t = ) ((t)mod(n)) kiimesindeki 2 tepeye komsu, tepe
1+1, j=1i+1 ise.

derecesi 3 olan n — 1 tepeye 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan n — 1 tepeye 3

uzakliktadir. O halde, v; tepesinin G, \ {f} ¢izgesindeki yakilk degeri,

1 1 1 3n+5

Conin(ts) = @)gr +(n = 1)z + (1= 1) =

(6.13)

olur.

Alt Durum 3: vy, tepesi (Vk # j) ((k)mod(n)), G,\{ f} alt cizgesinde tepe derecesi
olan geriye kalan diger n — 1 tepeden biri olsun. vy, tepesi N\ (13 (v) = {wg, wi—1, c}
((k—1)mod(n)) kiimesindeki 3 tepeye komsu, dis ¢cevreye ait tepe derecesi 3 olann—1
tepeye 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan n—2 tepeye 3 uzakliktadir. O halde, vy, tepesinin
Gn \ {f} cizgesindeki yakilik degeri,

1 1 1 3n+8
Canry(e) = @)y +(n =155 +(n=2) 53 = — (6.14)

olur.

Alt Durum 4: w; tepesi, dis ¢evrede bulunan tepe derecesi 2 olan bir tepe olmak
tizere, v; veya v;11 ((i + 1)mod(n)) tepesine komsu, w;_; ((: — 1)mod(n)) veya w; 1
((i+1)mod(n)) tepesine ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta, dis cevreye ait tepe derecesi
3 olan geriye kalan diger n — 1 tepeye 3 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan geriye kalan

diger n — 2 tepeye 4 uzakliktadir. O halde, w; tepesinin G,, \ { f} ¢izgesindeki yakinlik
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degeri,

Conisy () = (D + (g + (= D)o + (n —2) 5

olur.

1—1, f=wvuw ise;

) (o), @
1+ 1, f = W;Vi41 ise.
gevreye ait tepe derecesi 2 olan bir tepe olmak iizere, Ne,\(r}(wp) = {Vp, Upt1}

Alt Durum 5: w, tepesi ( =

kiimesinde bulunan 2 tepeye komsu, dis ¢evrede bulunan tepe derecesi 2 olan w.,
p—1, [f=vw,  ise

tepesine (r = ) ((r)mod(n)) ve ¢ merkez tepesine 2
p+ 1, f = W;V;41 ise.

uzaklikta, dis cevrede bulunan tepe derecesi 3 olan geriye kalan diger n — 2 tepeye 3

uzaklikta, tepe derecesi 2 olan geriye kalan diger n — 2 tepeye 4 uzakliktadir. O

halde, w, tepesinin G,, \ {f} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1 3n+18
Canint(wy) = @) g + @)z + (=25 + (0 = 2) 57 = —¢ (6.16)

olur.

Alt Durum 6: w,, tepesi ((m)mod(n)), dis ¢cevrede bulunan tepe derecesi 2 olan
geriye kalan diger n — 2 tepeden herhangi biri olsun. w,, tepesi, G,,\ { f } alt ¢izgesinde
Na\ (5} (Wn) = {Vm, Vms1} ((Mm + 1)mod(n)) kiimesinde bulunan 2 tepeye komsu,
Win—1, Umt1 ((m — 1)mod(n), (m + 1)mod(n)) ve c merkez tepesine 2 uzaklikta, dis
cevrede bulunan geriye kalan diger tepe derecesi 3 olan n — 2 tepeye 3 uzaklikta, tepe
derecesi 2 olan n— 3 tepeye 4 uzakliktadir. O halde, w,, tepesinin G, \ { f } ¢izgesindeki
yakinlik degeri,

Clinyt5)(m) = (2) 5 + ()5 + (n— 2)o + (0 = 8)

olur.
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(6.12), (6.13), (6.14), (6.15), (6.16) ve (6.17) degerlerinden,

Cp =C(Gu \ {[}) (6.18)

Cr =Cs(c) + Cr(vy) + (n = 1)Cy(vg) + Cp(wi) + Cp(wy,)+

(n— 2)Cy(w) (6.19)
3n 3n+5 3n+8 3n+12 3n+18
= —1
o e 53 J;l(n )( 3 )+ TERRRET I
n -+
-2 6.20
n-2)(P (6:20)
24490 —1
c, :9n + 1271 8 621)

elde edilir. Ayrit artik yakinlik tanimindan, R(G,,) = min{C,,., C;} olur. Durum 1

9In? + 40 18 9n? +49n — 18
ve Durum 2’den, R(G,,) = min{ o - i i+ =X

: } olur.
16 16

9n? + 40n + 18 4 9n? +49n — 18
16 - 16
aciktir. Boylece,

esitsizliginin n > 4 i¢in dogru oldugu

In? +49n — 18 )
_ 16 , m=S e 6.22
R(Gn) = 9In? + 40n + 18 ) (6.22)
16 , n>3 1se.

olur ve ispat tamamlanur.

6.2 Diimen Cizge

Tanmm 6.2: W, tekerlek cizgenin dis ¢cevresindeki her bir tepeye bir ug tepe eklenmesi
ile elde edilen ¢izgeye diimen c¢izge denir ve H,, ile gosterilir (Gallian, 2012). H,
cizgesi V(H,) ={v; |0<i<n—1}U{a; | 0 <i<n—1}U{c} tepeler kiimesi ve
E(H,) ={vivis1 |0<i<n—1}U{va; |0<i<n—1}U{vc|0<i<n-—1}

((i + 1)(mod(n)) ayntlar kiimesine sahiptir (Javaid and Shokat, 2008). v; destek tepe
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(0 <i<n-—1)i¢indeg(v;) =4, a;ug tepe (0 < i < n—1)igin deg(a;) = 1 vec
tepesi, H,, ¢izgesinin merkez tepesi olmak tizere, deg(c) = n olur.

o Gy
®

Uy
Vo

as Qo
U3 Vo

V2

a9 as a1

Sekil 6.2 n = 4 ve n = 5 igin diimen ¢izge H,,

Yardimci Teorem 6.1: (Ayta¢ ve Odabas Berberler, 2017) H,,, 2n + 1 tepeli diimen

n(9n+49)
16

¢izge olmak tizere, C'(H,) = olur.

Yardimci Teorem 6.2: (Aytac ve Odabas Berberler, 2017) a tepesi, H, diimen

__ 3n+15

= 2 olur.

¢izgesinin bir ug tepesi olmak iizere, Cy, (a)

Teorem 6.2: H, (n >5), 2n + 1 tepeli dimen ¢izge olmak {izere,

In? 4 43n — 30 .
16 , n<21 1se;
R(Hn) = 3 9p2 4 400 + 33 . (6.23)
16 , n>21 1se.

Ispat: H,, cizgesinden atilacak olan ayrita bagli olarak ii¢ durum s6z konusudur:

Durum 1: v;v;4; ayriti (0 < i < n — 1; (i + 1) mod(n)), H, ¢izgesinden atilirsa
geriye H,, \ {vv;11} alt ¢izgesi kalir. H,, \ {v;v;11} ¢izgesinin yakinlik degerini

hesaplamak i¢in, ayritlarina bagli olarak bes alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, H,, \ {v;v;11 } alt gizgesinde, Ny, \ {0,131 (¢) = {vi |

Vk,0 < k < n— 1} kiimesinde bulunan destek tepelere komsu, dolayisiyla ug tepelere
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2 uzakliktadir. O halde, ¢ merkez tepesinin, H,, \ {v;v; 11} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

CHn\{Uivi+1}(C> = (77,)— + (n)_ = (6.24)
olur.

Alt Durum 2: v, tepesi (t = i veyat =i+ 1) ((t)mod(n)),

t—1, t=1 ise;

Vi) = feand(p = ) (@modtn)

t+1, t=i+1 ise.
kiimesinde bulunan tepelere komsu, a, ug tepesine ve geriye kalan diger n — 2 destek

tepeye 2 uzaklikta, geriye kalan diger n — 2 u¢ tepeye 3 uzakliktadir. O halde, v,

tepesinin Ny, \ fv,0,.,} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 3n+8

olur.

Alt Durum 3: v; tepesi (Vj # t ve (j)mod(n)), H, \ {viviy1} alt ¢izgesinde
geriye kalan n — 2 destek tepeden biri olsun. v;  tepesi
Nu\fviwiay (v5) = {¢, a5, vj-1, 0541} ((§ — 1) mod(n), (j + 1) mod(n)) kiimesindeki
tepelere komsu, a;_; ve a;41 ug tepelerine ve geriye kalan diger n — 3 destek tepeye 2
uzaklikta, geriye kalan diger n — 3 ug tepeye 3 uzakliktadir. O halde, v; tepesinin
H, \ {v;v;11} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 3n+11
Cht\oin) (V) = ()7 + 2+ (0 = 3) 5 + (= 3) 5 =

i 5 (6.26)

olur.

Alt Durum 4: o, (t = i, i+ 1 ve (t)mod(n)) ug tepesi, H,, \ {v;v;+1} alt ¢izgesinde

v; destek tepesine komsudur. O halde, Alt Durum 2’den yararlanilarak a; tepesinin
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H,, \ {vvi11} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

_ (6.27)

olur.

Alt Durum 5: a; (Vj # t ve (j)mod(n)) ug tepesi, H, \ {v;v;41} alt ¢izgesinde
v; destek tepesine komsudur. O halde, Alt Durum 3’ten yararlanilarak, a; tepesinin

H, \ {v;v;i11} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1
CHn\{UiUi+1}(aj) = (1)5 + (3>§ + (2 + (n - 3))% + (TL — 3)?
3n + 15
= 2
16 (6.28)
olur.
(6.24), (6.25), (6.26), (6.27) ve (6.28) degerlerinden,
Cowipn =C(Hy \ {viviza}) (6.29)
CUiUi+1 :C'Uivi+1 (C) + 2CUi'Ui+l (Ut) + (TL - 2)0Uivi+l (Uj) + QC'Ui'Ui+1 (at)
+ (n - Q)vaz'+1 (aj) (630)
In? +49n — 18
OviviJrl = 16 (631)
elde edilir.

Durum 2: v;c (0 <i <n — 1) aynti, H, ¢izgesinden atilirsa geriye H,, \ {v;c} alt
cizgesi kalir. H, \ {v;c} ¢izgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in, tepelerine
bagli olarak yedi alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, Ny, \(v,e}(c) = {v, | Vp # 9,0 < p < n —1}
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kiimesinde bulunan tepelere komsu, n — 1 ug tepeye ve v; destek tepeye 2 uzaklikta, a;
ug tepesine 3 uzakliktadir. O halde ¢ merkez tepesinin, H,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik
degeri,

6n —3

1 1 1
Cinvfuiet(€) = (= Doz +((n =1 +1) 55 + ()55 = — (6.32)

olur.

Alt Durum 2: v; destek tepesi, H, \ {wvic} alt c¢izgesinde
N\ fvier(vi) = {ai,vic1,viga} (6 — 1) mod(n), (i + 1) mod(n)) kiimesinde
bulunan tepelere komsu, v;_5 ve v;12 ((i — 2) mod(n), (i + 2) mod(n)) destek
tepeleri, a;,_; ve a;11 ug tepeleri ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta, a; o ve a; 12 ug
tepeleri ve geriye kalan diger n — 5 destek tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan diger
n — 5 ug tepeye 4 uzakliktadir. O halde v; tepesinin, H,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik
degeri,

I 3n+33

Cr\foicy (Vi) = (3)2—11 + (5)% + (24 (n— 5))% +(n=5) p

(6.33)

olur.

Alt Durum 3: q; ug tepesi, H,, \ {v;c} alt ¢izgesinde v; destek tepesine komsudur.
O halde, Alt Durum 2’den yararlanilarak, a; tepesinin, H,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik

degeri,

= (6.34)

olur.

Alt Durum 4: v, destek tepesi (k =i—2,i—1,i+1,i+2; (k) mod(n)), H, \{vic}
alt gizgesinde Ny, \ fv,e} (Vi) = {¢ ar, Vi1, vi—1 } (B 4 1) mod(n), (k — 1) mod(n))
kiimesinde bulunan tepelere komsu, ax; ve ax_1 ug tepelerine ve geriye kalan diger

n — 3 destek tepeye 2 uzaklikta, geriye kalan diger n — 3 ug tepeye 3 uzakliktadir. O

42



halde, vy, tepesinin, H,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlk degeri,

1 1 1 3n+11
O\t (0r) = ()57 + 2+ (0 =3)) 5 + (0 =3) 55 = —— (6.35)

olur.

Alt Durum 5: aj ug tepesi (k=i —2,i— 1,1+ 1,0+ 2; (k) mod(n)), Hy, \ {vic}
alt cizgesinde vy destek tepesine komsudur. O halde, Alt Durum 4’ten yararlanilarak,

ay, tepesinin, H,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1 3n+15
Crinquer(ar) = (g7 + ()55 + 2+ (n = 3)) 5 + (n = 3) 57 = =

(6.36)

olur.

Alt Durum 6: v, tepesi (Vg # i, k ve (j)mod(n)), H,, \ {vic} alt ¢izgesinde geriye
kalan diger n — 5 destek tepeden biri olsun. v;  tepesi,
Nuquier(v;) = {c,a5,v5-1,v41} ((7 — 1) mod(n), (j + 1) mod(n)) kiimesinde
bulunan tepelere komsu, a;_; ve a;; ug tepelerine ve geriye kalan diger n — 4 destek
tepeye 2 uzaklikta, n — 4 ug tepeye ve v; destek tepesine 3 uzaklikta, a; ug tepesine 4
uakliktadir. O halde, v; tepesinin, H,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

Oty () = W + 2+ (1= D) + (n = 4) + 1) + (D

21 27 21
_ 6n+19

16

(6.37)

olur.

Alt Durum 7: a; ((j)mod(n)) tepesi, H,, \ {v;c} alt ¢izgesinde geriye kalan diger
n—>5ug tepeden biri olsun. a; tepesi, H,,\ {v;c} ¢izgesinde v; destek tepesine komsudur.

O halde, Alt Durum 6’dan yararlanilarak a; tepesinin, H,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik
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degeri,

1 1 1 1
Crfue (@) = (D7 + B)gz + 2+ (n—4) 5+ ((n=4) + 1)
_ bn+27
32

olur.

(6.32), (6.33), (6.34), (6.35), (6.36), (6.37) ve (6.38) degerlerinden,

Cvic :C(Hn \ {Uic})

C’uic :Cvic(c) + Cvic<vi) + Cvic(ai) A 4Cvic<vk) + 4Cvic<ak>
+ (n = 5)Cc(vs) + (n = 5)Cle(ay)

. :9712 + 40n + 33
‘ 16

elde edilir.

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

Durum 3: v;a; (0 < i < n — 1) aynti, H, ¢izgesinden atilirsa, a; ug tepesi v;a;

destek ayritina bitisik bir tepe oldugundan, Yardimci Teorem 5.3’ten,

Cya; = C(H,) — 2Cy, (a;) olur. Yardimci Teorem 6.1 ve Yardimcei Teorem 6.2°den,

elde edilir.

o _n(9n—|—49)_2 3n+15\  9n®+43n — 30
R (¢ 16 ) 16

Ayrit artik yakinlik tanimindan, R(H,,) = min{C,,.,.,, Cy,c; Cy,a, } Olur.

i1

Durum 1, Durum 2 ve Durum 3’ten,

In? + 49n — 18 9n? + 40 33 9n? +43n — 30
R(H,) = min n A+ Aan , ne A+ A0n 4 , ne A Aon olur,
16 16 16

9n? + 40n + 33 _ 9n? + 49n — 18

16 16 esitsizliginin n > 5 i¢in dogru oldugu
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aciktir.

9In? + 40n + 33 < In? + 43n — 30
16 - 16
aciktir.

esitsizliginin n > 21 i¢in dogru oldugu

9n? + 43n — 30 _ 9n? + 49n — 18

esitsizliginin dogru oldugu aciktir.

16 16
Boylece,
(02
435 —
n” + 43n 30, 6 <n<21 ise;
16
R(H,) = (6.42)
2
9n + 40n + 33’ 0> 21 s,
0 16

olur. n < 6 i¢in degerler Tablo 6.1°de verilmistir.

Tablo 6.1 n < 6 i¢in degerler

n 3 4 5
Coin 13,125 20,125 28,25
Chie 13,5 20,5 28,625
Ch;a; 11,25 17,875 25,625

R 11,25 17,875 25,625

6.3 Aycicegi Cizge

Tanmm 6.3: W, tekerlek cizgeye wq, wy, ws, ..., w,_; olmak iizere, n adet ek tepe
eklenir. Ardindan, w; tepesi (0 < i < n — 1) ile, W, ¢izgesinin dis ¢evesindeki v; ve
v;11 tepeleri (0 < i <n — 1, (i + 1)mod(n)) arasina birer ayrit eklenmesi elde edilen
cizgeye aycicegi ¢izge denir ve SF), ile gosterilir (Gallian, 2012). SF,, ¢izgesi 2n + 1
tepe ve 4n ayrita sahiptir. w; tepesi (0 < i < n — 1) i¢in deg(w;) = 2, v; tepesi
(0 < i <n-—1)igin deg(v;) = 5 ve c tepesi, SF, ¢izgesinin merkez tepesi olmak

tizere deg(c) = n olur.
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V4 U1

U3 (%)
W2

Sekil 6.3 n = 4 icin 9 tepeli, 16 ayrith aygicegi ¢izge SF;, ve n = 5 i¢in 11 tepeli, 20 ayrith aygigegi
cizge SF,

Teorem 6.3: SF, (n > 5), 2n + 1 tepeli aycicegi ¢izge olmak iizere,

9n? + 61n + 24

16 , n>06 ise;
R(SFw) = gn2 4 67 — 18 . (643)
16 , n=06 1se.

Ispat: SF, ¢izgesinden atilacak olan ayrita bagh olarak ii¢ durum s6z konusudur:

Durum 1: v;c (0 < i < n — 1) aynit1, SF), ¢izgesinden atilirsa geriye SF,, \ {v;c}
alt cizgesi kalir. SF,, \ {v;c} ¢gizgesinin yakinlik degerini hesaplamak igin, tepelerine

bagli olarak alt1 alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, SF, \ {v;c} alt ¢izgesinde, Ngp,\ (v,c} (¢) = {vm |
Vm # 1,0 < m < n — 1} kiimesinde bulunan n — 1 tepeye komsu, v; tepesine ve
geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n tepeye 2 uzakliktadir. O halde c tepesinin,

SF, \ {vic} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 3n—1
OSFn\{vic}(c) = (n — 1)5 -+ (1 + n)§ = 1 (6.44)

olur.

Alt Durum 2: v; tepesi, SF,, \ {v;c} alt ¢izgesinde, tepe derecesi 5 olan 2 tepeye,
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tepe derecesi 2 olan 2 tepeye komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, tepe derecesi 5 olan
2 tepeye ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye ve tepe derecesi
5 olan n — 5 tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 5 olan n — 6 tepeye 4

uzakliktadir. O halde v; tepesinin, SF), \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1
Csp\fuey (Vi) = (2 + 2)5 +2+2+ l)ﬁ + 2+ (n— 5))§ + (n— 6)?
3n + 40
= 6.45
16 (6.45)

olur.

Alt Durum 3: v; (j =i —2,i— 1,0+ 1,9+ 2; (j) mod(n)) tepesi SF,, \ {vic}
alt ¢izgesinde tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, tepe derecesi 5 olan 2 tepeye ve ¢ merkez
tepesine komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye ve geriye kalan diger tepe derecesi 5
olan n — 3 tepeye 2 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 4 tepeye 3

uzakliktadir. O halde, v, tepesinin SF,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1
CSFn\{vic}(Uj) = (2 + 2+ 1)5 + (2 + (n — 3))@ + (n — 4)5
14
- 3”; (6.46)

olur.

Alt Durum 4: vy, (Vk # i, j ve (k)mod(n)) tepesi, SF), \ {v;c} alt ¢cizgesinde geriye
kalan diger tepe derecesi 5 olan n — 5 tepeden biri olsun. vy tepesi, IV, SF”\{vic}<Uk) =
{¢, k-1, V41, , Wg—1, W1} (B + 1) mod(n), (k — 1) mod(n)) kiimesinde bulunan
tepelere komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, tepe derecesi 5 olan n — 4 tepeye 2
uzaklikta, v; tepesine 3 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 4 tepeye

3 uzakliktadir. O halde, vy, tepesinin SF,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1
Cstuer(00) = 2424+ 1) + 2+ (1= 4) 55+ (1+ (0= )
_ 3n+ 13 (6.47)

8

olur.
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Alt Durum 5: w; (t =i —3,i—2,i—1,4,7+ 1,7+ 2; (t) mod(n)) tepesi,
SF, \ {vic} alt gizgesinde Ngp,\ (v,e} (we) = {ve, veq1} ((¢ + 1) mod(n)) kiimesinde
bulunan tepelere komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, tepe derecesi 5 olan 2 tepeye ve
c merkez tepesine 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye ve tepe derecesi 5 olann—4
tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 5 tepeye 4 uzakliktadir.
O halde, w, tepesinin SF,, \ {v;c} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

Cor oy (W) = (2D + (2424 1) g+ (24 (n = 4)) o + (n = 5)

21
_3n+427

16

olur.

Alt Durum 6: w, (Vp # t ve (p)mod(n)) tepesi, SE), \ {v;c} alt ¢izgesinde geriye
kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 6 tepeden biri olsun. w,, tepesi, Ngr,\ {v;c} (wp) =
{vp, vp41} ((p + 1) mod(n)) kiimesinde bulunan tepelere komsu, tepe derecesi 5 olan
2 tepeye, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta, tepe derecesi
2 olan 2 tepeye, tepe derecesi 5 olan n — 5 tepeye 3 uzaklikta, v; tepesine ve geriye
kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 5 tepeye 4 uzakliktadir. O halde, w, tepesinin

SF, \ {vic} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1
Csr\fvict (Wp) = (2)5 +(24+2+ 1)2—2 + (24 (n— 5))§ + (14 (n— 5))?
_ 3n+26 (6.49)
16

olur.
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(6.44), (6.45), (6.46), (6.47), (6.48) ve (6.49) degerlerinden,

Crie =Clye(€) + Cuie(v;) + 4C,,c(v5) + (0 — 5)Cye(vi) + 6Cy,(wr)
+ (n —6)Cy,c(w)) (6.51)

3n—1 3 40 3 14 3 13
Cvic:n L 3n Jr4(77,—|r >+(n_5)(n—|— )

4 16 8 8
3n+ 27 3n + 26
_ 6.52
+6( 16 >+(n 6)( 6 ) (6.52)
z 1 24
’ 16
elde edilir.

Durum 2: v;v;41 (0 <i <n—1; (i + 1) mod(n)) ayriti, SF,, ¢izgesinden atilirsa
geriye kalan SF,, \ {v;v; 41 } alt ¢cizgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in, tepelerine

bagli olarak bes alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, SF,, \ {v;v;11} alt ¢izgesinde, tepe derecesi 5 olan
tiim tepelere komsu, tepe derecesi 2 olan tiim tepelere 2 uzakliktadir. O halde, ¢

tepesinin, SF), \ {v;v;11} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

CSFH\{UiUiJrl}(C) - (n)_ + (TL)— - I (654)
olur.

Alt Durum 2: v; (j =i, + 1; (j) mod(n)) tepesi, SF,, \ {v;v;41} alt ¢cizgesinde,
tepe derecesi 5 olan 1 tepeye, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, ¢ merkez tepesine komsu,
tepe derecesi 2 olan 1 tepeye, tepe derecesi 5 olan n — 2 tepeye 2 uzaklikta, geriye

kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 3 tepeye 3 uzakliktadir. O halde v; tepesinin,
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SF, \ {vivis1} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1
CSFn\{’Uz’vi+l}(vj) = (1 +2+ 1)5 + (1 + (n - 2))? + (n - 3)?
3 11
. ”g (6.55)

olur.

Alt Durum 3: v; (Vt # 4,7+ 1 ve (t)mod(n)) tepesi, SF,, \ {v;v; 11} alt ¢izgesinde
geriye kalan diger tepe derecesi 5 olan n — 2 tepeden herhangi biri olsun. v, tepesi,
tepe derecesi 5 olan 2 tepeye, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, ¢ merkez tepesine komsu,
tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, geriye kalan diger tepe derecesi 5 olan n — 3 tepeye 2
uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 4 tepeye 3 uzakliktadir. O halde
v; tepesinin, SF,, \ {v;v;11} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1
Osruonsy (1) = @ +2+ 7 + (0= 3) + 22 + (n— )
B 3n+ 14
8

(6.56)

olur.

Alt Durum 4: w, (p = ¢ + 1,7 — 1; (p) mod(n)) tepesi, SF,, \ {vivit1} alt
gizgesinde, Ngp\(vivis1}(Wp) = {vp,vpi1} ((p + 1)mod(n)) kiimesinde bulunan
tepelere komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, tepe derecesi 5 olan 1 tepeye, ¢ merkez
tepesine 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan 1 tepeye, geriye kalan diger tepe derecesi 5
olan n — 3 tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan tepe derecesi 2 olan n — 4 tepeye 4

uzakliktadir. O halde, w, tepesinin SF,, \ {v;v;+1} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

Csp\owi (Wp) = (2 4 (2414 D)+ (14 (2= 3)) s+ (1 — 4)

21 22 23 24
3n+ 24
= 16 (6.57)

olur.

Alt Durum 5: wy, (Vk # i+ 1,7 — 1 ve (k)mod(n)) tepesi, SF,, \ {vvi11} alt
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cizgesinde geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 2 tepeden herhangi biri olsun.
wy, tepesi, Ngp,\ {013 (Wk) = {vi, vip1} kiimesinde bulunan tepelere komsu, tepe
derecesi 5 olan 2 tepeye, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye ve ¢ merkez tepesine 2 uzaklikta,
tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, geriye kalan diger tepe derecesi 5 olan n — 4 tepeye 3
uzaklikta, tepe derecesi 2 olan n — 5 tepeye 4 uzakliktadir. O halde, w; tepesinin

SF, \ {vivi11} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1
Csp\fvivi1} (W) = (2)5 +(2+2+ 1)§ + 2+ (n— 4))5 + (n — 5)?
3n + 27
=16 (6.58)
olur.
(6.54), (6.55), (6.56), (6.57) ve (6.58) degerlerinden,
C’Uz’UiJrl = C<SFn \ {UiUiJrl}) (659)
C'Ui'Ui+1 = vai+1(c) + QCvin(Uj) T (n - 2)0Uivi+l(vt) + 20Ui'Ui+l(wp)
+ (n — 2)C’Uivi+1(wk) (6.60)
3n 3n+ 11 3n+ 14 3n + 24
= — 42 -2 2
CU1U1+1 4 + < 3 > + (TL )( 3 ) -+ ( 16 )
3n + 27
-2 .61
=) ( M) (6.61)
2
—1
Covig = o7t ?én 5 (6.62)

elde edilir.

Durum 3: v;w; (0 <i,j <n-—1,j=1iveyaj =1i— 1)aynty, SF, ¢izgesinden
atilirsa, geriye kalan SF), \ {v;w;} alt ¢izgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in

tepelerine bagl olarak sekiz alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, SF,, \ {v;w; } alt ¢cizgesinde, tepe derecesi 5 olan tiim
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tepelere komsu, tepe derecesi 2 olan tiim tepelere 2 uzakliktadir. O halde, ¢ tepesinin,

SF, \ {viw;} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

CSFn\{inj}@) = (n)— + (n)— = — (6.63)
olur.

Alt Durum 2: v; tepesi, SF,,\ {v;,w; } alt ¢izgesinde, c merkez tepesine, tepe derecesi
2 olan 1 tepeye, tepe derecesi 5 olan 2 tepeye komsu, tepe derecesi 2 olan 3 tepeye,
geriye kalan diger tepe derecesi 5 olan n — 3 tepeye 2 uzaklikta, geriye kalan diger
tepe derecesi 2 olan n — 4 tepeye 3 uzakliktadir. O halde, v; tepesinin, SF,, \ {v;w;}
cizgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 3n + 12
Csp\ o} (Vi) = (4)5 +((n—=3) + 3); +(n— 4)@ =3 (6.64)
olur.
1—1, 7=1 ise;
Alt Durum 3: vy (k = ) ((k)mod(n)) tepesi

1+1, j=1—1 1ise.
SF, \ {viw;} alt gizgesinde, ¢ merkez tepesine, tepe derecesi 5 olan 2 tepeye, tepe
derecesi 2 olan 2 tepeye komsu, tepe derecesi 2 olan 1 tepeye, geriye kalan diger tepe
derecesi 5 olan n — 3 tepeye 2 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 3
tepeye 3 uzakliktadir. O halde, vy tepesinin, SF), \ {v;w;} ¢izgesindeki yakinlk

degeri,

1 1 1 3n 4+ 13

olur.

Alt Durum 4: v, (Vt # i, k) ve ((t)mod(n)) tepesi, SE), \ {v;w;} alt ¢izgesinde,
geriye kalan diger tepe derecesi 5 olan n — 2 tepeden herhangi biri olsun. v, tepesi,
Nsp\fviw;} (V) = {¢, V-1, Vg1, we, w1 } ((E—=1) mod(n), (t+1) mod(n)) kiimesinde

bulunan tepelere komsu, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, geriye kalan diger tepe derecesi
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5 olan n — 3 tepeye 2 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 4 tepeye 3
uzakliktadir. O halde, v, tepesinin, SF,, \ {v;w;} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 3n—+ 14
3

Corn o) () = () + (1= 3) + 25 + (1~ )5 = "0 (6:66)

21
olur.

Alt Durum 5: w, tepesi, SF,, \ {v;w,} alt ¢izgesinde, tepe derecesi 5 olan 1 tepeye
komsu, ¢ merkez tepesine, tepe derecesi 2 olan 1 tepeye, biri v; tepesi olmak iizere tepe
derecesi 5 olan 2 tepeye 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, geriye kalan diger
tepe derecesi 5 olan n — 3 tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan

n — 4 tepeye 4 uzakliktadir. O halde, w; tepesinin, SF,, \ {v,w; } ¢izgesindeki yakinlik

degeri,
1 1 1 1
Cstrgunus) () = (D35 + ()55 + (1= 3) + 25 + (0 — 4)
3n + 18
= 6.67
T (6.67)
olur.
j—1, 7=1 ise;
Alt Durum 6: w,, (m = ) ((m)mod(n)) tepesi,
i , J=1—1 Iise.

SFE, \ {viw;} alt gizgesinde, Nsp,\(vw,}(Wm) = {Um,Ums1} ((m + 1) mod(n))
kiimesinde bulunan tepelere komsu, ¢ merkez tepesine, tepe derecesi 5 olan 2 tepeye,
tepe derecesi 2 olan 1 tepeye 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan 3 tepeye, geriye kalan
diger tepe derecesi 5 olan n — 4 tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2

olan n — 5 tepeye 4 uzakliktadir. O halde, w,, tepesinin, SF), \ {v;w;} ¢izgesindeki

yakinlik degeri,
1 1 1 1
3 25
_ont (6.68)
16
olur.
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1—=2, j=1 ise;

Alt Durum 7: w, (p = ) ((p) mod(n)) tepesi,
1+1, j=1—1 Iise.

SF, \ {viw;} alt gizgesinde, Ngp\jfvw,}(wWp) = {vp,vpe1} ((p + 1)mod(n))

kiimesinde bulunan tepelere komsu, ¢ merkez tepesi, tepe derecesi 5 olan 2 tepe, tepe
derecesi 2 olan 2 tepeye 2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan 1 tepe, geriye kalan diger
tepe derecesi 5 olan n — 4 tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan

n — 4 tepeye 4 uzakliktadir. O halde, w, tepesinin, SF,, \ {v;w;} ¢izgesindeki

yakinlik degeri,
1 1 1 1
Cira o) () = (D)oy + (B)gg + (0= 4) + 1)y + (0 — 4);
3n + 26
Y (6.69)

olur.

Alt Durum 8: w, (Vr # j,m,p ve (r)mod(n)) tepesi, SF, \ {v;w;} alt
cizgesinde, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 3 tepeden herhangi biri olsun.
w, tepesi, Ngp\fow;3(wr) = {vp,vepa} ((r 4+ 1) mod(n)) kiimesindeki tepelere
komsu, ¢ merkez tepesine, tepe derecesi 5 olan 2 tepeye, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye
2 uzaklikta, tepe derecesi 2 olan 2 tepeye, geriye kalan diger tepe derecesi 5 olan
n — 4 tepeye 3 uzaklikta, geriye kalan diger tepe derecesi 2 olan n — 5 tepeye 4
uzakliktadir. O halde, w, tepesinin, SF,, \ {v;w;} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 1
Csp\ foiw;} (Wr) = (2)5 + (5)§ +((n—4)+ 2)5 + (n — 5)@
3n + 27
— 6.70
16 (6.70)

olur.
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(6.63), (6.64), (6.65), (6.66), (6.67), (6.68), (6.69) ve (6.70) degerlerinden,

Cviwj :C(SFTL \ {inj}) (671)

Oviwj :C'inj (C) + C'inj (UZ) + C”Uz"wj (Uk) + (TL - 2>C”Uz"wj (Ut) + C'Uz'wj (wj)+

Cow; (W) + Cop; (wp) 4 (1 — 3)Coyy; (W) (6.72)
o 3n+3n+12+3n+13+( %) 3n+ 14 +3n+18+
VWi T . n—
4 8 8 8 16
3n+25 3n-+26 3n + 27
16 + 16 —I—(n—3)( 16 ) (6.73)
In% +67n — 18
Cow: = 6.74
a 16 (6.74)
elde edilir.

Ayrit artik yakinhk tammindan, R(SF,) = min{Cl,¢, Cy,o,,,, Co,w, } Olur.

Durum 1, Durum 2 ve Durum 3’ten,

In? + 61 24 9n? 4+ 67n — 18 9In% +67n — 18
R(SFn):min{n_l_ nt Ao oAb } olur.

16 ’ 16 ’ 16

9n2 + 61n + 24 < 92+ 67n — 18

esitsizliginin n > 7 i¢in dogru oldugu aciktir.

16 - 16
O halde,
(9n? + 61n + 24 ,
, n>6 Iise;
16
R(SF,) = (6.75)

In? 4+ 67n — 18 6 s

\ 16 I '

olur ve ispat tamamlanur.

n < 6 i¢in degerler Tablo 6.2’de verilmistir.
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Tablo 6.2 n < 6 igin degerler

n 3 4 Y

Cose 16 30 34,5
Cvivi+1 16 24,5 33,875

Cow, 15,75 24,5 33,875
R 1575 24,5 33,875

6.4 Arkadashk Cizgesi

Tanim 6.4: n adet (5 cevre ¢izgenin ortak bir tepeyi paylasmasiyla elde edilen ¢izgeye
arkadaslik ¢izgesi denir ve f,, ile gosterilir (Gallian, 2012). f,, ¢cizgesinin merkez tepesi
c tepesi olmak tizere, deg(c) = 2n olur. f,, ¢izgesindeki diger 2n tepenin derecesi 2

olur.

Sekil 6.4 n = 5 i¢in arkadaslik ¢izgesi f;,

Teorem 6.4: f,, 2n + 1 tepeli arkadaslik ¢izgesi olmak iizere,

n(2n + 3)

R(fn) = — s (6.76)

Ispat: f, cizgesinden atilacak ayrita bagl olarak iki durum s6z konusudur:

Durum 1: e = cv ayrit1 f,, ¢izgesinde, ¢ merkez tepesine bitisik olan ¢evreye ait
ayritlardan herhangi biri olsun. e ayriti, f,, ¢izgesinden atilirsa, geriye kalan f,, \ {e}
alt cizgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in tepelerine bagh olarak dort alt durum

s0z konusudur:
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Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, f, \ {e} alt ¢cizgesinde 2n — 1 tepeye komsu, v

tepesine 2 uzakliktadir. O halde, c tepesinin f,, \ {e} ¢izgesindeki yakilik degeri,

1 1 4dn—1
Cr\ey(c) = (2n — 1)5 + (1) =

6.77

olur.

Alt Durum 2: v tepesi, f, \ {e} alt ¢cizgesinde tepe derecesi 2 olan u tepesine komsu,
c merkez tepesine 2 uzaklikta, geriye kalan diger 2n — 2 tepeye 3 uzakliktadir. O halde,

v tepesinin f, \ {e} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 1 n+2
Craver(v) = W57 + (g + (2 =2)55 = —; (6.78)

olur.

Alt Durum 3: u tepesi, f,, \ {e} alt ¢izgesinde biri ¢ merkez tepesi olmak iizere
cevrenin 2 tepesine komsu, alt ¢izgede geriye kalan diger 2n — 2 tepeye 2 uzakliktadir.

O halde, u tepesinin f,, \ {e} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

= — (6.79)

1 1 n+1
Chata(®) = @) + (20— 2);

olur.

Alt Durum 4: w tepesi, f,, \ {e} alt ¢izgesinde geriye kalan diger n — 1 ¢evrede
bulunan, ¢ merkez tepesinden farkli herhangi bir tepe olsun. w tepesi, ait oldugu
cevrede, ¢ merkez tepesi de dahil olmak iizere 2 tepeye komsu, diger cevrelerde
bulunan 2n — 3 tepeye 2 uzaklikta, v tepesine 3 uzakliktadir. O halde, w tepesinin

fn \ {e} cizgesindeki yakinlik degeri,

Crey() = ()57 + (20— 3) o5 + (1) (6.80)

olur.
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(6.77), (6.78), (6.79) ve (6.80) degerlerinden,

C. = C(fu\ {e}) = Cule) + Culw) + Culu) +2(n — 1)Co(w) (6.81)

dn—1 n+2 n+1l dn + 3 n(2n + 3)
- 2n — 1 —
C. T Tt + (2(n ))( S ) 5

elde edilir.

(6.82)

Durum 2: f aynti, f,, ¢izgesinde u¢ noktalarindan biri ¢ merkez tepesi olmayan
cevreye ait ayritlardan herhangi biri olsun. f ayriti, f,, ¢izgesinden atilirsa, geriye kalan

fa \ {f} alt ¢izgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in ii¢ alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: ¢ merkez tepesi, f, \ {f} alt ¢izgesinde, n ¢evrenin geriye kalan
diger tiim tepelerine komsudur. O halde, ¢ tepesinin, f,, \ {f} ¢izgesindeki yakinlik
degeri,

1

Cran(e) = @n)g =n (6.83)

olur.

Alt Durum 2: v tepesi, f ayritinin iki u¢ tepesinden herhangi biri olmak {izere,
fn \ {f} alt gizgesinde, ¢ merkez tepeye komsu, geriye kalan diger tiim tepelere 2
uzakliktadir. O halde, v tepesinin, f,, \ {f} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 n+1
Cran () = Wgg + 20 = 1) + 15 = —

(6.84)

olur.

Alt Durum 3: w tepesi, f,, \ {f} alt ¢izgesinde, ¢ merkez tepesinden farkli geriye
kalan diger n — 1 gevreye ait tepelerden herhangi biri olmak {izere, biri ¢ merkez tepesi
olmak iizere, ait oldugu ¢evrede 2 tepeye komsu, alt ¢cizgede geriye kalan diger tepelere

2 uzakliktadir. O halde, u tepesinin, f,, \ {f} ¢izgesindeki yakinlik degeri,

1 1 n+1

Cran () = )5 + (20— )55 = 5 (6.85)
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olur.

(6.83), (6.84) ve (6.85) degerlerinden,

Cr = C(fu \{f}) = Cs(ec) +2C¢(v) + 2(n — 1)C(u)
1

1
Of=n+2<2": )+2(n—1)(”;

2

elde edilir.
Ayrit artik yakinlik tanimidan, R(f,,) = min{C,, C}} olur.
Durum 1 ve Durum 2’den, R(f,,) = min {

2 ’ 2

n(2n + 3) > 2n% +4n — 1

2
R(f,) = w elde edilir ve ispat tamamlanir.
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n(2n +3) 2n%+4n — 1}
olur.

(6.86)

(6.87)

esitsizliginin n > 1 i¢in dogru oldugu agiktir. O halde,



BOLUM YEDI
CIZGE ISLEMLERI VE AYRIT ARTIK YAKINLIK

Bu béliimde, ¢izge islemlerinden birlesim ve toplama islemi ele alinmis, birlesim
ve toplama islemi sonucunda elde edilen ¢izgelerin ayrit artik yakinhik degerleri

hesaplanmustir.

7.1 Cizgelerde Birlesim

Tanim 7.1: (Chartrand ve Lesniak, 1996) GG} ve G4 ayrik tepe kiimelerine sahip olan
iki ¢izge olsun. G, ve G cizgelerinin birlesim islemi sonucunda elde edilen
G = Gy U Gy gizgesi, V(G) = V(G U V(Gy) tepe kiimesi ve
E(G) = E(G1) U E(G5) aynt kiimesine sahiptir.

Teorem 7.1: G4, (., ..., G, ayrik gizgeler olsun. G = U}' , G| ise,

R(G) = min{R(G;) + Z(J (G} (1< k<n) (7.1)
k#]

Ispat: e € E(G;) (1 < j < n) aynt, G cizgesindeki bilesenlerden herhangi birine
ait olan bir ayrit olsun. e ayrit1, G ¢izgesinden atilirsa, geriye G \ {e} alt ¢izgesi kalir.
Teorem 3.2°den G \ {e} ¢izgesinin yakinlik degeri,

C(G\{e}) =C(Gj\ {e}) + ZE;} C(Gg) olur. Ayrit artik yakinlik tanimindan,

R(G) = min{C,(G;) + ZC (Gp)} (1 <j<n) (7.2)
k#]
R(G) = min{min,{C,,(G;)} + iC’(Gk)}(l <j<m1<t<|E(G;)|) (71.3)
k=1
k#j
R(G) =min{R(G,) + » C(Gy)} (7.4)

ksﬁj
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elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

7.2 Cizgelerde Toplama

Tanim 7.2: (Chartrand ve Lesniak, 1996) GG; ve G4 ayrik tepe kiimelerine sahip olan
iki ¢izge olsun. G, ve G, gizgelerinin toplama islemi sonucunda elde edilen G =
G1 + Gq gizgesi, V(G) = V(Gy1) U V(G,) tepeler kimesi ve E(G) = E(Gy) U
E(Gy) U{(u,v)lu € V(Gy) ve v € V(Gs)} ayntlar kiimesine sahiptir.

Teorem 7.2: G1,ny (ny > 1) tepeli ve my ayritli, G, ny (ng > 1) tepeli ve my ayrith

iki ayrik ¢izge olmak tiizere,

n? 4+ n2 +4niny — ny — ny + 2my + 2my — 2
4

R(Gy+ Go) = (7.5)

Ispat: G, + G, ¢gizgesinden atilacak ayrita bagl olarak ii¢ durum s6z konusudur:

Durum 1: e = wvayritiu € V(G;) vev € V(G3) olmak tizere, G; +G5 ¢izgesinde,
G, ve (5 ¢gizgeleri arasinda bulunan ayritlardan herhangi biri olsun. e ayriti, G +
G cizgesinden atilirsa, geriye kalan G + G \ {e} alt ¢izgesinin yakinlik degerini

hesaplamak i¢in dort alt durum s6z konusudur:

Alt Durum 1: u € V(G)) tepesi, Gy + G \ {e} alt gizgesinde, | N, 1\ (e} (v)| =
degg, (u) + (ny — 1) tepeye komsudur, G ¢izgesinin geriye kalan n; — 1 — degg, (u)

tepesine ve v tepesine 2 uzakliktadir. O halde,

Cul) = (deg, (u) + m — V) + (my — 1 — dege, (u) +1)g (7.6

~ ny+2ny — 2+ degg, (u)

C.lw) ;

(7.7)

olur.
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Alt Durum 2: w € V(Gy) tepesi, G; + G \ {e} alt ¢izgesinde, G ¢izgesinin
u tepesinden farkli herhangi bir tepesi olsun. w tepesi G; + G» \ {e} alt ¢izgesinde
ING,+G2\{e} (W)| = dega, (w) + no tepeye komsudur. G gizgesinin geriye kalan n; —

1 — degg, (w) tepesine 2 uzakliktadir. O halde,

Co(w) = (degg, (w) + ng)l + (n1 — 1 — degg, (w)) !

51 b9} (7.8)
2ny —1+d
C’e(w) _ n1 + 2ng 4+ €gda, (w) (79)
olur.

Alt Durum 3: v € V(G>) tepesi i¢in, Alt Durum 1’e benzer sekilde,

1 1
Cuv) = (dege,(v) +m — 1) + (ms — 1~ deg, (0) + Dg (7.10)

2 —2+d

C,(w) = 2t na = 2+ dega, (v) (7.11)

4

olur.

Alt Durum 4: k € V(G,) tepesi, G + G2 \ {e} alt gizgesinde, G5 ¢izgesinin v

tepesinden farkli herhangi bir tepesi olmak tizere, Alt Durum 2’ye benzer olarak,

C.(k) = (degg, (k) + nl)% + (ng — 1 — deng(k))% (7.12)
Ce(k) _ 2ny +mno — 1+ degGQ(k;) (713)

4

olur.
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Alt Durum 1, 2, 3, 4’ten,

C. =Ce(u) + (n1 — 1)Ce(w) + Ce(v) + (ny — 1)Ce(k) (7.14)
C, =n3 +nj +4niny — ny — ng — 2 + (degg, (u Z dega, (w
Yw##u
+ (dega, (v) + Y dega, (k (7.15)
Vk#£v
elde edilir.

n%—l—n%—i—élnlng—nl—n2—|—2m1+2m2—2

Tanim 2.8’den, C, = 1

olur.

Durum 2: f = xy aynti x,y € V(G;) olmak tizere, G; + G; ¢izgesinde, G4
cizgesine ait herhangi bir ayrit olsun. f ayriti, G; + G4 gizgesinden atilirsa, geriye
kalan G + G2 \ {f} alt ¢izgesinin yakinlik degerini hesaplamak i¢in dort alt durum

s0z konusudur:

Alt Durum 1: = € V(G,) tepesi, G1 + G \ { f} alt ¢izgesinde, | Ng, 1\ (@) =
ny + degg, () — 1 tepeye komsudur ve y tepesi de dahil olmak tizere GGy ¢izgesinin

geriye kalan ny — 1 — (degq, () — 1) tepesine 2 uzakliktadir. O halde,

C(e) = (ma + dega (2) = )y + (m1 — 1 = (dege, () = D)5~ (116)
Cy(a) = ny + 2ng — Z + degg, (x) 7.17)
olur.
Alt Durum 2: y € V(G,) tepesi i¢in, Alt Durum 1’e benzer sekilde,
Coly) = ny + 2ng + dege, (y) — 2 (7.18)

4

elde dilir.

Alt Durum 3: 2z € V(Gy) tepesi, Gi + Gy \ {f} alt cizgesinde,
x ve y tepelerinden farkli herhangi bir tepe olsun. z  tepesi,

INGi+aa\{3(2)] = n2 + degg, (2) tepeye komsudur ve G ¢izgesinde geriye kalan
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diger ny — 1 — degg, (z) tepeye 2 uzakliktadir. O halde,

Cp(2) = (na + degGl(z))% ol —1-— deggl(z))%

~ ny+2ny — 1+ degg, (2)
B 4

(7.19)

Cy(z)

(7.20)

olur.

Alt Durum 4: ¢t € V(G,) tepesi, G + G2 \ {f} alt gizgesinde G, ¢izgesine ait
herhangi bir tepe olsun. ¢ tepesi, |Ng, +a.\(7}(t)| = n1 + degq, (t) tepeye komsudur
ve (35 ¢izgesinin geriye kalan ny — 1 — (degg, (t)) tepesine 2 uzakliktadir. O halde

Cr(t) = (mn + dege, () m + (n2 — 1 — deges, (£))

= > (7.21)
2 —1+d t
Cyt) = 21112 . - dege, (1) (7.22)
olur.
Alt Durum 1, 2, 3, 4’ten,
Cy =Cy(x) + Cp(y)(n1 — 2)Cy(2) + (n2)Cy () (7.23)
Cy =n? +n3 +4niny —ny — ng — 2+ dega, () + dega, (y)
+ Z dege, (2) + Z dege, (t) (7.24)
Vz#z,y Vit

n%+n%+4n1n2—n1—n2+2m1+2m2—2

4

olur. Tanim 2.8’den, Cy = clde

edilir.

Durum 3: g ayriti, G; + G5 ¢izgesinde, G ¢izgesine ait bir ayrit olsun. g ayriti,
G1 + Gy gizgesinden atilirsa, geriye kalan G; + G5 \ {g} alt ¢izgesinin yakinlhk

degeri Durum 2’ye benzer sekilde hesaplanir ve
n%—i—n%—i—élnlng—nl —n2+2m1+2m2—2

Cy = 1 elde edilir.
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Durum 1, Durum 2, Durum 3 ve ayrit artik yakinlik tanimindan,

n3 +n3 +4niny — ny — ny + 2my + 2my — 2
4

R(Gl + GQ) = min{Cea Cf> Og} =

elde edilir ve ispat tamamlanir.

65



BOLUM SEKiZ
AYRIT ARTIK YAKINLIK ALGORITMASI

Bu boliimde, bir c¢izgenin aynt artik yakinlik degerinin hesaplanmasi i¢in
literatiirde mevcut olan Floyd-Warshall algoritmasindan yararlanilarak polinom

zamanl bir algoritma tasarlanmaistir.

8.1 Floyd-Warshall Algoritmasi

Floyd-Warshall algoritmasi, ayritlari agirliklandirilmis yonlii ve negatif cevre
icermeyen bir ¢izgenin tiim tepe ¢iftleri arasindaki en kisa yollar1 hesaplamak igin
kullanilan bir algoritmadir (Floyd, 1962). Bu algoritma, n tepeli gizgeler igin O(n?3)

zaman karmasikligina sahiptir.

Algoritma 1 SHORTEST PATH, ROBERT W. FLOYD

procedure shortest path (m, n); value n; integer n; array m;
comment Initialy m[i, j] is the length of a direct link from point i of a network to
point j. If no direct link exists, m/[i, j] is initially 1010. At completion, mli, j] is
the length of the shortest path from i to j. If none exists, m/[i, j| is 1110. Reference:
WARSHALL, S. A theorem on Boolean matrices. J, ACM 9(1962), 11-12;
begin

integer i,j,k; real infs; inf :=110;

for i:=1 step 1 until n do

for j:=1 step 1 until n do

if m[j,i] <inf then

for k:=1 step | until n do

if m[i, k] < inf then

begin s := mlj,i| + m[i, k;

if s <m[j, k] thenm[j, k] :== s
end
end shortest path
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8.2 Aynit Artik Yakinhk Algoritmasi

n tepeli bir ¢izgenin ayrit artik yakinlik degerinin hesaplanmasi i¢in
Floyd-Warshall algoritmas1 kullanilarak bir algoritma tasarlanmistir.  Ayrit artik
yakinlik algoritmasi, ¢izgede bulunan her bir ayrit1 diger ayritlardan bagimsiz olarak
ele alir ve bu ayritin ¢izgeden atilmasi sonucu geriye kalan alt c¢izgenin yakinlik

degerini hesaplar. GG ¢izgesinin komsuluk matrisi,

Ali.j) 1, 1 ve j tepeleri G ¢izgesinde birbirine komsu ise;
Lyl =
0, ¢ =jveyazt ve jtepeleri GG ¢izgesinde birbirine komsu degil ise.

olmak tiizere, GG ¢izgesinden ug tepeleri u ve v olan bir e = wv ayrit1 atildiktan sonra,

geriye kalan G \ {e} alt ¢izgesi i¢in

(
1, G\ {e} cizgesinde i ve j tepeleri birbirine komsu ise;

dli, j] = 0, i=jise;

oo, G\ {e} ¢izgesinde i ve j tepeleri birbirine komsu degil ise.
\

matrisi olusturulur. d matrisi iizerinde Floyd-Warshall algoritmasi c¢alistirilarak
G\ {e} ¢izgesi igin uzaklik matrisi elde edilir. d uzaklik matrisi kullanilarak G\ {e}
cizgesinin yakinlik degeri hesaplanir ve bu deger yakinlik G \ {e} degiskeninde
tutulur. G ¢izgesinden atilan ilk e = wwv ayrit1 i¢in bu ayritin ug noktalar1 tepel ve
tepe2 degiskenlerinde, G \ {e} ¢izgesinin yakinlik degeri min degiskeninde saklanir.
G cizgesinden ayrit atma islemi, ¢izgede mevcut olan siradaki e = uw ayrit1 ile devam
eder ve bu ayrit icin de ilk ayrita uygulanan adimlar tekrarlanir. Algoritma ¢ikti
olarak ¢izgenin ayrit artik yakinlik degerini ve bu degere sahip olan ayrit1 verir. Ayrit
artik yakinlik algoritmasi polinom zamanli bir algoritmadir ve n tepeli bir ¢izge igin

O(n®) zaman karmagikligina sahiptir.
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Algoritma 2 Ayrit Artik Yakinlik Algoritmast

A: array[1..n,1..n] of boolean;
d: array[1..n,1..n] of nonnegative integer;
1,7, k,u,v,n,tepel, tepe2: nonnegative integer;
yakinlik_G\{e}, min: real;
begin
AN, <— 00
for : < 1ton do
for j < 1ton doread A, j|;
end for
end for

for u < 1ton do
forv < u+1tondo

if (Afu,v]) =1 then

begin
(Alu,v]) = 0;
(Av,u]) = 0;

forzeltondo
forg(—ltondo

if i = j then d[i, j] < 0

else if (A[i, j]) = 1 then d[i, j] +

else d[i, j| + oo;
end if
end for
end for
for k < 1ton do
for; < 1ton do
for j < 1ton do

if d[i, k|+d[k, j]<d]i, j] then
dli, j] < d[i, k] + d[k, j1;
end if
end for
end for

end for
yak:mlik: - G\{e} «+ 0;
for; < 1tondo
for j < 1ton do
if i # j and d[i, j| # oo then
yakinlik_G\{e} <«
yakinlik_G\{e} + 1/27];
end if
end for

end for
if yakinlik_G\{e} < min then
begin
min < yakinlik_G \ {e};
tepel <+ u;
tepe2 < v;
end
end if
Alu,v] = 1;
Alv,u] = 1;
end
end if
print( R(G) =, min,’e ! tepel,’—' tepe2);
end for

end for
end

1
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BOLUM DOKUZ
SONUCLAR

Bu tezde, yeni bir ag zedelenebilirlik 6l¢iimii olan ayrit artik yakinlik parametresi
calisilmistir. Ayrit artik yakinlik parametresinin tanimi yapilmis ve parametre ile ilgili
temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrit artik yakinlik parametresinin, daha once
tanimlanmis olan ayrit zedelenebilirlik parametrelerinden daha hassas bir 6l¢tim oldugu
belirtilmistir. Temel ¢izge smiflart i¢in ayrit artik yakinlik degerleri hesaplanmigtir.

Cizge islemlerinden birlesim ve toplama i¢in ayrit artik yakinlik degerleri bulunmustur.

Temel c¢izge tiplerinin ayrit artik yakinlik degerlerinin hesaplanmasi dnemlidir.
Her cizge baska bir ¢izgenin alt ¢izgesi oldugundan temel ¢izge tipleri i¢in bulunan
sonuglardan kompleks c¢izgelerin ayrit artik yakinlik degerlerinin hesaplanmasi icin

yararlanilir.

Aynt artik yakinlik, ¢izgenin ayrit-baglantililik sayisi ile dogrudan iliskili degildir.
Cizgenin aynt artik yakinlik degerini veren ayrit(lar), ¢izgenin ayrit-baglantililik
degerini veren ayrit(lar) olmayabilir. Bu durum i¢in diimen ¢izge H,, (n > 21) 6rnek

cizgedir.

Yildiz ¢izge K, ,_1, tekerlek ¢izge W, disli ¢izge G,, (n > 3), diimen ¢izge H,,
(n > 21), ay¢igegi ¢izge SF,, (n > 6) ve arkadaslik ¢izgesi f,, i¢in ayrit artik yakinlik
degerini veren ayritlar, bu c¢izgelerin merkez tepelerine bitisik olan ayritlardir;
dolayisiyla merkezle baglantili olan ayritlar bu ¢izgelerde iletisimin hizli ve etkin

olmasini saglayan ayritlardir.

Son boliimde ise, bir ¢izgenin ayrit artik yakinlik degerini bulan polinom zamanlt

bir algoritma Snerilmistir.
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