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AGIR KUYRUKLU TALEP YAPISINA SAHIP YARI-MARKOV
ENVANTER SISTEMLERDE iSTATISTiKi TAHMIN EDICiLER

Envanter sistemleri ile ilgili problemlerde agir kuyruklu dagilimlar siklikla
gozlenmektedir. Talep miktarlarimi ifade eden rastgele degiskenlerin kuyruklarinin
envanter sistemleri tizerinde 6nemli etkileri oldugu bilinmektedir. Beklenmeyen talep
dalgalanmalarinin bu sistemler iizerindeki uzun vadeli etkilerini tahmin edebilmek
icin, agir kuyruklu talep miktarlarina sahip envanter kontrol modelleri istatistiksel
olarak analiz edilmelidir.

Bu calismanin amaci, tiptan sigorta problemlerine kadar pek ¢ok alanda etkin
bir sekilde kullanilan u¢ degerlerteorisinin istatistiki ve matematiksel saglam bir
arastirma yontemi olarak envanter sistemlerde kullanilabilirligini bir uygulama ile ele
almaktir. Bu kapsamda, yenileme fonksiyonlari i¢in u¢ deger teorisine dayal istatistiki
tahmin ediciler aragtirilacaktir. Talep miktarlar1 u¢ degerler iiretme egiliminde olan
agir kuyruklu dagilima sahip yar1 Markov bir stok kontrol model ele alinarak modeli
ifade eden stokastik silirecin bazi karakteristikleri i¢cin u¢ deger teorisine dayali
istatistiksel tahmin ediciler dnerilecektir. Daha sonra bu tahmin edicilerin asimptotik
tutarlilik ve asimptotik normallik 6zellikleri arastirilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Uc degerler teorisi, agir kuyruklu dagilimlar, yenileme
fonksiyonu, istatistiki tahmin ediciler, yar1 Markov envanter modeller.
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ABSTRACT

STATISTICAL ESTIMATES IN SEMI-MARKOVIAN INVENTORY
SYSTEMS WITH HEAVY-TAILED DEMAND STRUCTURE

Heavy-tailed distributions are frequently observed in problems related to
inventory systems. It is known that the tails of random variables that express demand
quantities have significant effects on inventory systems. In order to predict long term
effects of unexpected demand fluctuations on these systems, inventory control models
with heavy tailed demand quantities should be analyzed statistically.

The purpose of this study is to examine the applicability of extreme value
theory, which has been used effectively in many fields from medicine to insurance
problems, to inventory systems as a statistically and mathematically sound research
method with an application. In this context, statistical estimators based on extreme
value theory for renewal functions will be investigated. A semi-Markovian inventory
control model with a heavy-tailed demand, which tends to produce extreme values,
will be considered and statistical estimators based on extreme value theory will be
proposed for some characteristics of the stochastic process expressing the model.
Then, the consistency and asymptotic normality properties of these estimators will be
investigated.

Keywords: Extreme value theory, heavy tailed distributions, renewal function,
statistical estimates, semi-Markovian inventory models.
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GIRIS

Yasadigimiz fiziksel diinya literatiirde siradisi ya da katastrofik olaylar olarak
adlandirilan  olaylar ile kusatilmistir. Gergceklesme olasiligi  diisiik  fakat
gerceklestiginde kayip degeri olaya maruz kalan kisi veya kurumlar icin yiiksek olan
olaylara katastrofik olaylar denir. Bu olaylar gerek ekonomik ve finansal krizler,
gerekse kasirga ve tsunami gibi ¢evresel felaketler seklinde kendilerini gosterebilirler.
Risk yoOnetiminin ana konusu olan siradisi olaylarla tiptan insaat miihendisligi
uygulamalarina, meteorolojiden finansal risk yonetimine ve envanter sistemlere kadar
yasamin bir¢ok alaninda karsilagilmaktadir. Sira dis1 olaylarin meydana gelme zamani
ve olast etkileri konularinda belirsizlik s6z konusudur. Bu belirsizligin belli bir
diizeyde tahmin edilebilmesi ve ortadan kaldirilabilmesi i¢in bazi bilimsel yontemlerin
kullanilarak bu olaylarin meydana gelme dinamiklerinin ve ¢alisilan sistem tizerindeki
etkilerinin anlagilmas1 gerekmektedir.

Giliniimilizde siradis1 6zellik gosteren olaylara ait verilerin agir kuyruklu
dagilim yapis1 gosterdigi bilinmektedir. Olasilik teorisinde agir kuyruklu dagilimlar
tistel dagilim, normal dagilim gibi dagilimlara goére daha agir kuyruk yapisina sahip
dagilimlar olarak tanimlanirlar. Agir kuyruklu dagilimlarin kuyruk agirliklarina gore
siiflandirilmalarinda tehlike hizi fonksiyonu, kuyruk endeksi gibi pek cok farkli
faktor rol oynar. Agir kuyruklu dagilimlar ile hafif (ince) kuyruklu dagilimlar
arasindaki temel fark; ince kuyruklu dagilimlarda moment ¢ikaran fonksiyon sonlu bir
deger alirken, agir kuyruklu dagilimlarda bu degerin sonsuz olmasidir (Asmussen,
2000). Buradan yola ¢ikarak reel sayilarda tanimli bir F dagilim fonksiyonu her A > 0
icin agagidaki sart1 sagliyor ise F dagilimina sagdan agir kuyruklu dagilima sahiptir

denir (Foss, 2011).

J+Ooe7‘x F(dx) = o (1)

Son zamanlarda sira dis1 olaylarin olasiligini tespit etme, risk yonetimi, sigorta
teorisi ve envanter problemler gibi modern bilimin farkli alanlarinda 6nemli bir
calisma konusu haline gelmistir. U¢ degerler teorisi (UDT) bu tiir sira dis1 olaylarin
istatistiksel modellemesi ve ug¢ degerlerden kaynaklanan risklerin matematiksel

hesaplamasi i¢in gereken saglam temelleri saglar.



Bu ¢aligmanin amaci, ug degerler teorisi kullanilarak yar1 Markov (s, S) tipli
bir envanter modeli ifade eden X (t) stokastik siirecinin baz1 6zellikleri igin istatistiksel
tahminciler elde etmektir.

Bu amagla oncelikle yenileme fonksiyonu icin u¢ deger teorisine dayali farkli
tiirde tahminciler aragtirilmigtir. Bu siirecin bazi temel 6zellikleri i¢in matematiksel ve
kesin formiiller kullanilarak, agir kuyruklu yar1 Markov (s, S) tipli envanter modeli
ifade eden bir stokastik siire¢ kurulmustur. Son olarak X (t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonu ve siirecinin ergodik dagiliminin momentleri i¢in yeni tahminciler
Onermek amaciyla u¢ deger teoremi tabanli yenileme fonksiyonu tahmincilerinin iyi
bilinen sonuglar1 kullanilmistir 6rnegin (Bebbington vd., 2007; Embrechts vd., 2001;
Gumbell, 1958; Necir vd., 2010; Johansson, 2003; Peng, 2001).

Klasik istatistigin aksine, agir kuyruklu dagilimlar ve u¢ degerler analizi, ug
olaylarin, yani diisiik siklikta ger¢eklesen ancak sonuglar1 olaya maruz kalan kisi ve
kurumlarm biiyiik kaybina neden olabilen olaylarin modellenmesi ile ilgilenir. Bu
nedenle u¢ deger analizinin uygulama alani1 ve yontemleri oldukca cesitlidir. Ug
degerler calismalar1 {izerine bilinen ilk ¢alisma, Gumbel, 1958 yilinda yayimnladig
kitabina kadar uzanmaktadir (Gumbel, 1958). Giliniimiizde asir1 deger analizi,
meteoroloji (biiyiik firtinalar, yogun hava kirliligi, siddetli yagislar, kasirgalar), finans
(risk altindaki deger, gelir dagilimi, giivence), bilgisayar bilimi (ag trafigi verileri),
biyoistatistik, envanter kontrolii (kitaplar ve moda endiistrisi gibi yaratici tirtinlerdeki
talep miktarlar1) gibi bir¢ok farkli bilimsel alanin ana araglarindan biridir. Ug degerler
teorisinin ger¢ek diinyadaki uygulamasi hakkinda daha fazla bilgi i¢in, 6rnegin (Reiss
ve Thomas, 2007; Castillo vd., 2005) kaynaklar1 incelenebilir.

Bilindigi gibi extrem olaylara ait bilgiler dagilimlarin kuyruk kisminda yer
alirlar. Bu nedenle u¢ deger analizi, agir kuyruklu dagilimlar ve bir 6rneklemdeki en
bliyiik dl¢iimiin analizi ile yakin iliskiye sahiptir. Bu konuda daha detaylh bilgi igin
(Adler vd., 1998; Bektas Kamislik, 2017; Bingham vd., 1987; Crovella vd., 1998; Foss
vd., 2001; Kliippelberg, 1988; Mikosch, 1999; Resnick, 2006) kaynaklari
incelenebilir.

Farkli ozelliklerinden dolayr agir kuyruklu dagilimlarin matematiksel ve
istatistiksel analizi i¢in 6zel yontemlere ihtiyag¢ vardir. Agir kuyruklu dagilimlar diger

dagilimlardan ayiran 6zellikler asagidaki gibi 6zetlenebilir:



« Ustel dagilimdan daha yavas sifira yaklagirlar. Ustel dagilim, agir kuyruklu
ve hafif kuyruklu dagilimlar arasindaki bir sinirdir.

» Agir kuyruklu dagilimlar Cramer kurallar olarak bilinene kurallara uymazlar.

* Her dereceden sonlu momentleri mevcut degildir.

Ornegin, merkezi limit teoremi, orneklem biiyiikliigii arttikca rastgele
degiskenlerin orijinal dagilimindan bagimsiz olarak, 6rneklem ortalamasinin Normal
(Gauss) dagilimina zayif bir sekilde yakinsadigini belirtir. Varyansin sonlu oldugu
durumlarda merkezi limit teoremi bilinen dagilimlarin ¢ogu icin gecerlidir. Bu
nedenle, hafif kuyruklu dagilimlarin sekli, deneysel verilerle, 6zellikle de ortalama bir
deger etrafinda kiimelenmis verilerle ¢ok uyumludur. Ornegin Tiirkiye'de yetigkin
kadinlarin ortalama boyu 1,60 cm' dir. Her bireyin boyu nadiren bu degerden ¢ok fazla
sapmaktadir ve giinliik yasamda sikca karsilagilan bu tiir verilerin dagilimi, beklenen
deger ve varyans ile iyi karakterize edilmektedir. Kisacasi, tim bu 6rnekleri temel
olarak {iireten siirecler, merkezi limit teoremini saglayan genel bir sinifa dahil edilir.

Giliniimiizde normal dagilim varsayimindan sapan bir¢cok olay oldugu
bilinmektedir. Ozellikle son 15 yilda sosyal, biyolojik ve teknolojik sistemlerin
modellenmesinde asir1 degerler iceren ve normal dagilim varsayimini saglamayan ¢ok
sayida veri oldugu goézlemlenmistir. Baz1 durumlarda, bu tiir verileri temsil eden
dagilimlarin varyanslar1 veya ilk momentleri sonsuz olabilir, bu nedenle beklenen
deger ve varyans bu verileri karakterize etmek icin yeterli degildir.

Ug deger analizi, arastirilan modele gore iki farkli sekilde ele alinmaktadir. Bu
yaklasimlar toplamlarin dalgalanmasi (fluctuations of sums) ve maksimumun
dalgalanmas1 (fluctuations of maxima) olarak bilinir (Embrechts vd., 2001). Ilk
yaklasim, bagimsiz rasgele degiskenlerin toplamlari ile ilgili temel teorileri ele alir. Bu
yaklasimda agir kuyruklu dagilimlara sahip rasgele degiskenler icin gii¢lii biiyiik
sayilar kanununa benzer sonugclar elde edilir. Bu durumda, verilerdeki asir1 uglari ele
almak i¢in klasik parametrik olmayan tahmin teknikleri ve ampirik dagilim ve ampirik
momentler iizerine kurulu biiyiik 6rneklem yontemi, kullanilir. Tahminde zorluga
neden olan faktor, asir1 degerler lireten dagilimlarin ¢ogunlugunun merkezi limit
teoremini saglamamasidir. Merkezi limit teoreminin, asimptotik normallik ve giiven
araliklar1 elde edilirken tahmin problemlerinin ana araci oldugu iyi bilinmektedir.

Bununla birlikte, asimptotik dagilimi elde etmek i¢in Griibel ve Pitts, 1993



calismasinda tanitilan ve Bebbington, 2007 calismasinda yenileme fonksiyonunun
tahmininde kullanilan baska bir yontem daha vardir (Griibel ve Pitts, 1993;
Bebbington, 2007). Bu yaklasimda merkezi limit teoremi yerine, alfa kararli rasgele
degiskenlerin kararli dagilimlar1 ve ¢ekim alanlar1 kullanilmaktadir.

Son zamanlarda genel olarak giiven araliklar1 olusturmak i¢in, basit formiillere
ve bir tiir asimptotik normallik O6zelligine sahip tahminciler daha ¢ok tercih
edilmektedir (Necir vd., 2010). Bu ihtiyactan dolay1 klasik parametrik olmayan tahmin
yontemlerinin ve ESAD (Esik Seviyesini Asan degerler) tabanli yar1 parametrik
tahmin yontemleri 6ne siiriilmiistiir. Bu yontem ilk olarak hidrolojistler tarafindan
bulunmustur. ESAD metodunda belli bir esik seviyesini asan degerler asagida tanimi

verilen genellestirilmis Pareto dagilimi ile modellenirler:

1

G(m,(x)=1—(1+(y;u) x) " 2)

Bu tez ¢alismasinda ESAD tabanli tahmin yontemi ele alinacaktir. Toplamdaki
dalgalanmalar1 ele alan ilk yontemden farkli olarak ESAD yontemi bir 6rneklemdeki
maksimumlarin dalgalanmalarinin incelenmesi iizerine kurulmustur. Bu yaklasim,
dagilimin kuyruk kismindaki sinirli gozlemler nedeniyle 6zel yontemler gerektirir.
Ornegin, ilk yontemde yenileme fonksiyonu genellikle ampirik bir dagilim fonksiyonu
veya Ornek istatistiklere dayanan agirlikli tahminciler araciligiyla tahmin edilir. ESAD
yontemi, Balkema De Haan, 1974 yilinda sabit bir esik iizerindeki asan degerlerin
kosullu dagiliminin genellestirilmis Pareto dagilimi ile yaklasik olarak belirlendigini
sOyleyen calismasinin sonucglarina dayanmaktadir (Balkema De Haan, 1974). Bu
yontem, herhangi bir bilinmeyen dagilimin kuyruklarinin dogru bir sekilde
modellenmesine olanak taniyarak yar1 parametrik istatistiksel ¢ikarimi agir kuyruklu
veriler i¢in daha spesifik hale getirir. Bu tez ¢alismasinda ESAD tabanli tahmin
yontemi hakkinda daha detayli bilgi verilip literatiir taramas1 yapilacak, ayrica bu
yontemin (s,S) tipli envanter modelini tanimlayan stokastik siire¢ X(t) lizerine

uygulanmasi aragtirilacaktir.



1. UC DEGERLER TEORISINE GIRiS$

1.1. Tarihce

Ug deger dagilimlari iizerine ilk tarihsel arastirma Kotz ve Nadarajah, 2000
yilinda yapmistir (Kotz ve Nadarajah, 2000). Daha modern bir kavram olan en biiyiik
deger dagilimi ilk olarak Von Bortkiewicz, 1922 yilinda tanimlanmistir (Von
Bortkiewicz, 1922). Frechet, 1927 yilinda maksimum sira istatistikleri i¢in olas1 bir
limit dagilimi belirlemis ve bir sonraki yi1l Fisher Tippett, 1928 bu dagilimlarin sadece
li¢ tipte olabilecegini gostermistir (Frechet, 1927; Fisher Tippett, 1928). Von Mises,
1936 yilinda bu tiirlerin her birine yakinsamalar i¢in yeterli kosullar1 sunmus ve
Gnedenko, 1943 yilinda zayif yakinsama i¢in gerekli ve yeterli kosullarla birlikte ug
deger teorisinin temelini olusturmustur (Von Mises, 1936; Gnedenko, 1943). 1930’
larin sonlar1 ve 1940' larda, pratik uygulamalarla ilgilenen bir dizi makale
yayinlanmistir (Weibull, 1939; Gumbel, 1958). Kotz ve Nadarajah, 2000 yilinda
belirttigi gibi, u¢ deger analizi literatiirii artik ¢ok biiylik ve ¢ok hizli bir sekilde
biiylimektedir (Kotz ve Nadarajah, 2000). Bu kapsamli literatiir, u¢ deger dagilimlari
ve slire¢lerinin giivenilir bir yontem olarak uygulanabilirligine bir kanit olarak hizmet
ederken, ayn1 zamanda ne yazik ki ¢esitli yayinlar; arastirmacilar arasindaki
koordinasyon eksikligine ve ortaya ¢ikan sonuglarin tekrarlanmasina neden olmustur.
Bu koordinasyon eksikligi, u¢ deger teorisini nokta siireglerinin yakinsamasi ile
iliskilendiren Pickands, 1971 yilinda dile getirmistir (Pickands, 1971). Sonrasinda
Pickands, 1975 yilinda gelistirilen istatistiksel yaklasim olan esik seviyelerine dayali
yontemde genellestirilmis Pareto dagilimi, hidrologlar tarafindan yaygin olarak
kullanilir (Pickands, 1975). Bununla beraber Weissman, 1978 yilinda sira
istatistiklerine dayanan farkli yontemler 6nerilmistir (Weissman, 1978). Bu yontemler
daha sonra Davidson ve Smith, 1990 yilinda gelistirilmistir (Davidson ve Smith,
1990). Galambos, 1978 yilinda yayinlanan monografisi 06zellikle istatistiksel
modellere adanmis ve ayn1 zamanda ¢ok degiskenli u¢ degerler teorisini da ele alan ilk
referans kitaplarindan biridir (Galambos, 1978). Bunu sabit dizileri ele alan ve ug
deger teorisi i¢in referans olan Leadbetter vd., 1983 yilinda yayinladiklari
calismalariyla takip etmektedir (Leadbetter vd., 1983). Bu tez ¢alismasinda u¢ deger

teorisi ve uygulamalari ile ilgili baz1 temel kavramlar sunulmaktadir. Bu kavramlar,



mevcut ¢cok sayida referans kitapta bulunabilir. Bunlarin arasinda (Leadbetter vd.,
1983; Tiago de Oliveira, 1984; Resnick, 1987; Embrechts vd., 2001; Kliippelberg ve
Mikosch, 1997; Kotz ve Nadarajah, 2000; Reiss ve Thomas, 2001; Coles, 2001;
Finkenstadt ve Rootzen, 2004; Beirlant vd., 2005 ve Haan ve Ferreira, 2006)

bulunmaktadir.

1.2. Siradis1 (Nadir Olaylar)

Nadir olaylar genellikle asagidaki ii¢ 6zellige sahip olan olaylar1 niteleyen bir
kavramdir:

1. Cok nadir karsilasilan olaylardir.

2. Biiyiik etkileri olur.

3. Istatistiksel olarak beklenmedik olaylardir.

Adindan da anlasilacag1 ilizere sira disi olaylar ekstrem durumlardir, yani
gerceklesme sanst ¢cok azdir. Fakat son zamanlarda sira dis1 olaylarin gézlemlendigi
durumlar 6nemli 6l¢iide artmistir. Sira dis1 olaylarin toplum {izerindeki etkisi uzun ve
derindir. Bu tiir olaylarin nedenlerini arastirmak ve bunlara kars1 korunmak i¢in planlar
gelistirmekle kalmayip, ortaya c¢ikan biiyilk mali kaybin da telafi edilmesi
gerekmektedir. Sira digi olaylarin etkisinin azaltilmasma yonelik mali planlar
olusturulmustur. Ornegin son yillarda, sigorta sektdriinde miilk kazasi riskinin
bliyiikliigli onemli bir aragtirma konusu haline gelmistir. Geleneksel olarak sigortacilar
felaket riskine karsi korunmak i¢in reasiirans satin alirlar. 5 milyar dolardan fazla
sigortali kayba neden olan felaket durumlarinda ise biiylik ¢ogunluk reasiirans
kapsaminda degildir. Tablo 1. Amerika Birlesik Devletleri tarihindeki en biiyiik

kayiplara neden olan 10 felaket olayini listelemektedir.



Tablo 1. Amerika Birlesik Devletleri tarihindeki en biiyiik kayiplara neden olan 10

felaket olay1

Yil Kadastrofik olaylar Yaklasik kayip miktar1 (milyon dolar cinsinden)
1989 Hugo Kasirgasi 4.2
1992 Andrey Kasirgasi 15.5
1993 Midyest Kar Firtinasi 1.8
1994 Northridge Depremi 12.5
1995 Opal Kasirgasi 2.1
1998 Georges Kasirgasi 3.0
1999 Floyd Kasirgasi 2.0
2001 St.Louis Dolu Firtinasi 1.9
2001  Allison Tropik Firtinasi 2.5
2001 Yangin ve Patlamalar 20.3

1.3. Tamimlar ve Temel Ozellikler

Bu kisimda olasilik teorisi ve ¢ikarimsal istatistikteki genel tanimlara yer
verilecektir.

Tamm 1.3.1. Q 6rnek uzay, 3, () 6rnek uzayinin alt kiimeleri tizerine kurulmus
bir sigma cebir ve P bir olasilik 6lgiisii olmak tizere, (Q, S, P) ti¢liisiine olasilik uzay1
denir.

Tamim 1.3.2. (Q,A) 6lgiilebilir uzay; (R), B(R) reel sayilar tizerinde bir
Borel sigma cebir olsun. Her B € B(R) i¢in {w: X(w) € B} € A sart1 saglaniyor
ise, (Q, A)’da tanimlanan X = X(w) reel degerli fonksiyonuna bir rasgele degiskendir
denir.

Tanim 1.3.3. X bir rasgele degisken olsun.

Fx(x) = Piw: X(w) < x},x ER 3)

biciminde tanimlanan fonksiyona X rasgele degiskeninin birikimli dagilim fonksiyonu

denir. X rasgele degiskeninin kuyruk dagilimi ise

Fy(x) =1 — Fx(x) 4



bigiminde tanimlanir.

Tamim 1.3.4. Ayn1 F(X; € B; € R, B; sonlu bir kiime) dagilimina
sahip X;, X5, ..., X, rasgele degiskenleri her By, By, ..., B, € B(R) i¢in

P(X, €By,..,X, €B,) = P(X, € By) ..P(X,, € B,) (5)

F(xq, x5, .., Xp) = F(x)F(x3) ... F(xp,) (6)

sartin1 sagliyor ise bu rasgele degiskenlere bagimsiz ve ayni dagilima sahiptir denir.

Tamm 1.3.5. (X, X5, ... X;;) bir drneklem olsun.

n
1
Fn(x)=£ Z 1, xeR

i=1{X;<x}

(7)

biciminde tanimli fonksiyona ampirik birikimli ya da 6rneklem birikimli dagilim

fonksiyonu denir.

1.4. Bagimsiz Aym1 Dagilima Sahip Rasgele Degiskenlerin Toplamlar
Tamm 1.4.1. X;, X,, ..., X;, ayn1 F dagilimina sahip rasgele degiskenlerinin bir

dizisi olsun. Her n > 1 tamsayisi i¢in S, = Y.I' X; toplam1 tanimlansin.

_ S
X, =7” (8)

orneklem ortalamasi ya da ampirik ortalama olarak adlandirilir.

1.4.1. Zayif Biiyiik Sayilar ve Giiclii Biiyiik Sayillar Kanunu:
Teorem 1.4.1.1. (X4, X,, ..., X;,) ayn1 F dagilimina sahip rasgele degiskenlerin

bir drneklemi olsun ve E(X;) < oo olsun. Bu durumda;

P

Zay1f biiyiik sayilar kanunu: X,, >y, n — . 9)
— h.hy.
Giicli biiyiik sayilar kanunu: X,, — u, n - oo. (10)



saglanir.
Giiclii biiyiik sayilar kanununun F, ampirik dagilimma uygulanmasi ile

asagidaki sonuca ulasilir: Her x € R igin

Fn(x)ﬂ}?(x)’ n - oo. (11)

1.4.2. Merkezi Limit Teoremi:

Teorem 1.4.2.1. {X;}, i > 1 bagimsiz ayn1 F dagilim fonksiyonuna sahip
rasgele degiskenlerin bir dizisi, u = E(X) < o ve Var(X) = 2 < o olsun. Ayrica
Sp = X1 + X, + -+ + X,, olarak tanimlansin. ¢(z) standart normal dagilimimn dagilim

fonksiyonu olmak iizere;

%EEOP(%SZ> = ¢(2) (12)
dir.

Merkezi limit teoremi {X;}, i > 1 rasgele degiskenlerinin kendi dagilimlari
hangi dagilim olursa olsun, 6rneklem biiyiikliigii “n” arttik¢a 6rneklem ortalamasinin
dagiliminin ortalamasi p ve varyanst 2/n olan normal dagilima zayif anlamda
yakinsadigini soyler. Merkezi limit teoreminin gegerli olmasi igin gerekli sart
varyansin sonlu olmasi sartidir. Eger sonlu varyans sart1 saglanmaz ise merkezi limit

teoremi gegerli olmayacaktir.

1.5. Bagimsiz Aym Dagilima Sahip Rasgele Degiskenlerin Maksimumu
X1, X5, ..., X, ayn1 F dagilimina sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi olarak ele
alinacaktir. Bu kisimda 6zellikle ilgilendigimiz konu {X;, X5, ..., X} Ornekleminin

maksimasi olarak adlandirilan
M, = max{Xi,X,, ..., X}

olacaktir. M,,’nin dagilimina gegmeden 6nce bu kisimda kullanilacak bazi tanimlari

verelim:



Tanim 1.5.1. F bir birikimli dagilim fonksiyonu olsun. F’nin {ist (sag) ug

noktasi ve sol u¢ noktasi sirasi ile agagidaki gibi tanimlanir:

xt=sup{x e R:F(x) <1}, x~ =inf{x € R:F(x) > 0} (13)

Tamm 1.5.2. X;,X,, ..., X;, ayn1 F dagilimina sahip rasgele degiskenlerin bir

dizisi olsun. Orneklemin maksimumu asagidaki gibi tanimlanr:

Ml = Xll Mn = maX(Xl,Xz, ...Xn), n 2 2. (14)

Maksimumun tanimini kullanarak, minima igin karsilik gelen sonug¢ asagidaki

gibi elde edilir:
min(Xl, Xz, ...Xn) EF maX(—Xl, _Xz, e _Xn). (15)
x* ve x~ degerlerinin, sirastyla F ile iliskili X rasgele degiskeninin miimkiin

olan maksimum ve minimum degerleri oldugunu goriiyoruz. Dolayisiyla, eger X

rasgele degiskeni iistten sinirsiz ve alttan sinirsiz bir rasgele degisken ise sirasi ile,

xt = +00 ve x~ = —oo dir. Ayrica temel olasilik kurallar1 kullanilarak kolaylikla
gorilir ki
P(M,<x)=[Fx)]", xeRneN (16)
ve
nhy 17)
dir.

Yine de bu sonug¢ bir dagilimin ug¢ degerlerine dair cok fazla bilgi
vermemektedir. Ozellikle maksimumlarin biiyiikliilerinin siralamasi hakkinda daha
genis bilgi zayif yakinsama teoremleri tarafindan saglanmaktadir. Bu da u¢ degerler
teorisinin oziidiir.

Ug degerler teorisinin temel analitik araci diizenli degisen fonksiyonlar ile
tanimlanan dagilimlardir. Dolayis1 ile ug¢ degerler teorisi ile ilgili kavramlara

geemeden once ug degerler teorisinde siklikla kullanilan ve bu teorinin mantiginin ve

10



sonuglarinin daha iyi anlagilmasini saglayacak olan diizenli degisen fonksiyonlardan

bahsedecegiz.

1.6. Diizenli Degisen Fonksiyonlar Teorisi:

Tammm 1.6.1. Diizenli Degisen Fonksiyonlar: f pozitif ve Olciilebilir bir
fonksiyon, ayrica f fonksiyonu herhangi bir A > 0 i¢in [4, o) araliginda tanimlanmis
olsun. Eger her t > 0 i¢in

F)
e " (18)

lim
X—00

olacak sekilde bir &« € R mevcut ise, f fonksiyonuna sonsuzda @ € R indeksi ile
diizenli degisen fonksiyondur denir ve f € RV («) ile gosterilir (Embrechts vd., 1997).

Tammm 1.6.2. Yavas Degisen Fonksiyonlar: L pozitif ve Olgtlebilir bir
fonksiyon, ayrica L fonksiyonu herhangi bir A > 0 i¢in [A, o) araliginda tanimlanmis

olsun. Eger her t > 0 i¢in

L(tx) B

=1
xl—>r?o L(x)

sart1 saglaniyor ise, L fonksiyonuna sonsuzda yavas degisen fonksiyondur denir.
Yavas degisen fonksiyonlar sinifi S ile ifade edilir (Embrechts vd., 1997).

Ornek 1.6.1. Yavas degisen fonksiyonlarin tipik drnekleri pozitif sabitler,
sonsuzda pozitif bir sayiya yakinsayan fonksiyonlar ve logaritma fonksiyonudur
(Embrechts vd., 1997). Yavas degisen fonksiyonlar, tanimindan da goriilecegi lizere
“0” indeksi ile diizenli degisen fonksiyonlardir.

Diizenli degisen fonksiyonlar ile ilgili pek cok onemli ¢alisma literatiirde
mevcuttur (Adler vd., 1998; Alexander vd., 2015; Asmussen, 2000; Beirlant vd., 2001;
Bingham vd., 1987; Coles, 2001; Embrechts vd., 2001). Bu kisimda diizenli degisen
fonksiyonlarin temel 6zellikleri ile ilgili ispatsiz olarak verilen teoremler, calismanin

ilerleyen asamalarinda kullanilacaktir.
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Teorem 1.6.1 L(x) yavas degisen bir fonksiyon olsun. fdiizenli degisen bir

fonksiyondur ancak ve ancak f asagidaki gdsterime sahiptir

f(x)=x*L(x), 0 <a< oo (19)
(Embrechts vd., 1997).
Teorem 1.6.2. Gosterim Teoremi: [x(, ) araliginda pozitif 6l¢iilebilir bir L
fonksiyonu yavas degisen fonksiyondur ancak ve ancak, L fonksiyonu (20)

gdsterimine sahiptir:

L(x) = c(x) exp {fxg(y—y) dy} (20)

0

burada, c(.) fonksiyonu, lim c(x) = ¢, € (0, o) olacak bi¢cimde 6lgiilebilir, negatif
X—00

olmayan bir fonksiyondur (Embrechts vd., 1997). Ayrica e(x) — 0, x — oo dir.
Sonug¢ 1.6.1. £(x) ve c(x) Teorem 1.6.2.°de belirtilen sartlar1 saglasin. Bu

durumda her diizenli degisen fonksiyon

f(x) = x%c(x) exp {j % dy} (21)

0

bigiminde bir gésterime sahiptir.
Sonu¢ 1.6.2. Diizenli degisen fonksiyonlarin tanimindan f, a indeksi ile

diizenli degisen bir fonksiyon olmak iizere, x — oo iken

00, a>0
f(x)_’{o, @ <0 (22)

sonucu elde edilir.

Teorem 1.6.3. L, L, ve L, yavas degisen fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur:

i) Her a € R igin (L(x))% yavas degisen fonksiyondur.

12



(i) Ly(x).L,(x) ve Li(x) + Ly(x) yavas degisen fonksiyondur. Ayrica

eger lim L,(x) = oo ise bu durumda L, (L,(x)) yavas degisen fonksiyondur.
X—00

(iii) Hera > 0i¢in x* L(x) = oo ve x™% L(x) — 0 dur.
(Mikosh, 1999)

Teorem 1.6.4.

i) Eger f(x) € RV () ise f(x)P € RV (ap) dur.

(i) fi€RV(a), ((=12) ve fo(x) > oo, (x> ) ise fi(fa(x))€
RV (a;.a,) dir (Mikosh, 1999).

Diizenli degisen fonksiyonlar ile ilgili en 6nemli teoremlerden biri de asagida
ifadesi verilen Karamata Teoremi’ dir. Karamata Teoremi diizenli degisen
fonksiyon iceren integrallerin ¢dziilebilmesi i¢in ¢ok Onemli bir teoremdir.
Karamata Teoremi’ne gore diizenli degisen fonksiyonlarin integralleri de diizenli
degisen fonksiyonlardir.

Daha acik bir ifade ile diizenli degisen fonksiyonlar1 integrallerken diizenli
degisen fonksiyonun yavas degisen kismi integral digina ¢ikarilabilir. Burada 6nemli
noktalardan biri, yavas degisen fonksiyonlarin reel sayilarin biitiin sonlu alt
araliklarinda sonlu olduklaridir. Bu 6zellikten dolay1 kolayca goriilebilir ki diizenli
degisen fonksiyonlar da reel sayilarin sonlu her alt araliginda sonludur.

Teorem 1.6.5. Karamata Teoremi: x, = 0 olmak ftizere; L(x), [x, o)
araliginda tanimli herhangi bir yavas degisen bir fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidaki onermeler dogrudur:

(i) a > —1 i¢in

X a+1
J11_1)’{)10 Lot"‘L(t)dt~a 1 L(x) (23)
dir.
(ii) a < —1ig¢in
%) a+1
,lii?o ) t*L(t)dt~ — ) L(x) (24)

dir (Mikosh, 1999).
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Teorem 1.6.6. « > —1 olmak {lizere; R(t), a indeksi ile diizenli degisen

herhangi bir fonksiyon olsun. Her t > A i¢in

f R(t) dt = o (25)
A

saglanir (Mikosh, 1999).
Teorem 1.6.7. L(x), (0,0) araliginda tanimli yavas degisen ve (0, )
araliginin her alt araliginda sonlu bir fonksiyon olsun. Ayrica verilen reel degerli

herhangi bir f fonksiyonu ve n > 0 igin

B
f t™" f(t)dt
0

integrali mevcut olsun. Bu durumda; x — oo i¢in

B B
j FOLGD) dt ~ L) f £ dt 26)

asimptotik iligkisi dogrudur (Mikosh, 1999).

Tahmin problemlerinde birikimli dagilim fonksiyonu F' nin tam sekli
genellikle bilinmemektedir. Literatiirde M,,, n — oo davraniglar1 i¢in bazi limit
kurallar1 mevcuttur. Ancak bu konudaki literatiir pratik uygulama i¢in ¢ok fazla
genistir. Uygulamadaki zorluk, asimptotik yontemlere dayali bir yaklasim
gelistirilmesine neden olmustur. Burada spesifik olarak n — oo durumunda M,, i¢in
olast limit dagilimlarinin neler olabilecegini gorecegiz. Daha sonra bu dagilim

ailelerini n’nin biiyiik degerleri i¢in M,,” nin dagilimina yaklasim i¢in kullanacagiz.

1.7. Maksima i¢in Klasik Limit Kurallar
Bu kisimdaki temel soru n — oo oldugunda 6rneklem maksimumu M, ’nin

limit dagiliminin ne oldugu sorusudur. Yani

lim M,, =H

n—oo
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olacak sekilde F den bagimsiz bir H dagilim1 bulunabilir mi?

Bu durumda, M, dagilimi, orijinal F dagilimmin seklinin bilinmemesi
durumunda bile, dogrudan H ailesi kullanilarak tahmin edilebilir. Burada merkezi
limit teoremi taklit edilerek asagidaki soruya cevap aranabilir:

Uygun ¢, > 0 ve d,, € R sabitleri i¢in;

M, —d, _
P (c— < x) = lim F*(c,x + dy,) = H,(x) (27)
n n—oo

olacak sekilde bir H,(x) fonksiyonu bulunabilir mi? Eger bulunabilirse bu
fonksiyonun sekli nasildir?
Tanm 1.7.1. X;, X5, ... , X, ayn1 F dagilimina sahip rasgele degiskenlerin

bir dizisi olsun. Ayrica M; = X;, M,, = max(X,,X,,...X,;), n = 2 olsun. Eger

P (M"C—_d" < x) = lim F™(cyx + dy) 5 36,0 (28)

n
sartin1 saglayan c¢,, > 0 ve d,, € R dizileri mevcut ise bu durumda X; rasgele degiskeni
H,, dagilimmin maksimum ¢ekim alanindadir denir ve X € MC, A(H,,) ile gosterilir
(Fisher-Tippet, 1928).

Burada ¢, > 0 ve d,, € R sabitlerine normallestirme sabitleri denir. Burada
ikinci problem H,, dagilimin seklinin belirlenmesidir.

Teorem 1.7.1. Fisher-Tippet Teoremi: X4, X5, ... , X,, ayn1 F dagilimina sahip
rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Ayrica My = X;, M,, = max(Xy,X,,...X,,),

n > 2 olsun. Eger;
M, —d d
P (% < x) = lim F*(cpx + dp) = H, (x) (29)
n n—oo

olacak sekilde bir H, (x) var ise bu dagilim asagidaki formdadur:
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#,(x) = exp{~(1 + x)-%} (30)

buradaeger y € R, 1+ yx > 0vey = 0 ise esitligin sag tarafi exp(—e ™) tir. }, (x)
literatiirde genellestirilmis u¢ degerler dagilimi olarak adlandirilir (Fisher-Tippet,
1928).

Tanim 1.7.2. y parametresi u¢ deger indeksi olarak tanimlanir ve X rasgele
degiskeninin seklini belirler. @ = 1/y kuyruk indeksi olarak tanimlanir (Fisher-
Tippet, 1928).

Tahmin problemlerinde k.d.f. (kiimiilatif dagilim fonksiyonu) 'nin tam sekli
genellikle bilinmemektedir. Literatiirde M,, n — oo davraniglar1 i¢in bazi smirlar
mevcuttur. Ancak bu konudaki literatiir pratik uygulama i¢in ¢ok genistir.
Uygulamadaki zorluk, asimptotik yaklasima dayali bir yontem izlenmesine yol
acmaktadir. Asimptotik yaklagim basitge n — oo i¢in M,,’ nin olasi sinir dagilimlar ile
ilgilenir.

H,(x) siufi farkli ozelliklere sahip farkli dagilim ailelerini igerir. y sekil

parametresinin durumuna gdre bu sinifi agsagidaki gibi {i¢ ayr1 grupta inceleyebiliriz:

a) y > 0igin H, (@) kullanilir ve a = % > 0 i¢in

0, x<0
ba(x) = {exp(_x—a)' x>0 31)

bigiminde tanimlanir. ¢, (x) sinifina Frechet dagilim sinifi denir.

b) y = 0 olsun. Her x € R i¢in
A(x) = exp{— exp(—x)}, x €R (32)

dagilimi elde edilir. Bu dagilima Gumbel dagilimi denir.

¢)y < 0 olsun. Bu durumda #,, (—(x + 1) /y) kullanilir ve ¢ = —% > 0 igin

exp{—(—x%)}, x <0

Yo = {7 0 (33)

16



dagilim elde edilir. ¥, (x) dagilimina Weibull dagilimi denir.

Not 1.7.1. Daha once belirtildigi gibi y sekil parametresidir ve dagilimin
kuyrugunun sifira dogru bozunmasi (sifira yaklasimi) hakkinda bilgi verir. Buna gore;

1. (Frechet durumu): ¥ > 0 oldugunda ¢, (x) agir kuyruklu bir dagilimdir. Bu
simnif Pareto, Burr, Cauchy, a < 2 ile kararli dagilimlar, loggamma dagilimi, log
lojistik dagilim aileleri gibi dagilimlari igerir. Bu dagilim sinifi hakkinda daha fazla
bilgi i¢in bkz: Beirlant ve Teugels, 1987; Adler vd., 1998; Beirlant vd., 2001;
Bingham vd., 1987.

2. (Gumbell durumu): ¥y = 0 oldugunda hafif kuyruklu dagilim elde edilir. Bu
sinifa 6rnek olarak normal, iistel, gama ve log-normal dagilimlar verebiliriz.

3. (Weibull durumu): ¥ < 0 oldugunda kisa kuyruklu bir dagilim elde edilir.
Bu tiir dagilimlarin sonlu {ist sinir1 vardir. Bu sinifa 6rnek olarak (0,1) cinsinden
tekdiize dagilim ve beta dagilimlar1 verilebilir.

Ornek 1.7.1. (X;);cy bagimsiz rasgele degiskenlerin bir dizisi ve X; ~

0
Par(0,k) olsun. Bu durumda F(x)=1-— (ﬁ) , x>0, 6, k> 0oldugunu

biliyoruz.

k n1/6
e =k (/7= 1) 34

Ch =

secilirse:

n

1

n
0
k
F'(cpx+d,) =|1- N -
xk nb 1
k+ 5 +k(n6—1)

0
()
) 1_<1+§)‘>
n
7}

n

) Gs)
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elde edilir. Bu durumda F € MDA <7—[ l) dir.
6

Yukaridaki tartismalar sonucunda merkezi limit teoremi, genellestirilmis
merkezi limit teoremi ve ug degerler teoreminin (Fisher Tippet teoremi) sonuglarini su
sekilde ortaya koyabiliriz:

Merkezi limit teoremi:

X, kosullari: Bagimsiz ayn1 dagilima sahip ve ikinci moment sonlu.

Sn: Rasgele degiskenlerin toplama.

Limit dagilimi: Normal dagilim

Ug deger Teoremi (Fisher Tippet Teoremi)

X, kosullari: Bagimsiz ayni1 dagilima sahip.

S,,:Orneklemin maksimast.

Limit dagilimi: Genellestirilmis u¢ degerler dagilima.

Onerme 1.7.1. F dagilim fonksiyonu c¢,, > 0 ve d,, € R sabitleri ile bir H, ug

deger dagiliminin maksimum ¢ekim alanindadir ancak ve ancak
lim{n F(c,x + d,)} = —In[#,(x)],x e R, F=1-F. (36)
n—-oo

(Embrechts v.d.,1997)

Onerme 1.7.1. ile verilen karakterizasyon dnermesi bir dagilim fonksiyonu F'in
maksimumunun ii¢ 6zel sinirlayici yasadan birine sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar1 vermektedir. Bu 6nerme Frechet ve Weibull durumu i¢in diizenli degisen
fonksiyonlar kavrami kullanilarak elde edilmistir (son durumda kiigiik bir
modifikasyon gereklidir). Gumbel durumunda ise hizli degisen fonksiyonlarin
kullanilmast gerekmektedir. Bundan sonraki kisimda {i¢ durum i¢in farkl
karakterizasyon teoremleri sunacagiz. Bu teoremler ve ispatlart (Embrechts vd.; 1997)
kaynaginda bulunabilir.

Teorem 1.7.2. ®, I¢cin Maksimum Cekim Alani: L(x) yavas degisen bir
fonksiyon olsun. F dagilim fonksiyonu a > 0 i¢cin &, nin maksimum ¢ekim

alanindadir ancak ve ancak

F(x) = x %L(x) 37)
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dir. @, nin maksimum ¢ekim alaninda bulunan biitiin F dagilimlarinin sag u¢ noktalar1
sonsuzdur yani her F € MCA(®,) igin x* = 0. MCA(®,) smufi - a indeksi ile biitiin
diizenli degisen dagilimlari kapsayan bir siniftir. Yani F € MCA(®,,) icin

F(x) » x7¢, X — 00 (38)

Bu dagilimlar Pareto-tipli dagilimlar olarak adlandirilirlar (Embrechts v.d.,1997).
Teorem 1.7.3. ¥, icin Maksimum Cekim Alani: L(x) yavas degisen bir
fonksiyon olsun. F dagilim fonksiyonu a >0 i¢in ¥, nin maksimum ¢ekim

alanindadir ancak ve ancak x* < oo ve

1—F(xt —x™1) = x7%L(x). (39)
dir (Embrechts v.d.,1997).
Teorem 1.7.4. A Igin Maksimum Cekim Alani: x* < oo olmak iizere F
dagilim fonksiyonu /A nin maksimum ¢ekim alanindadir ancak ve ancak, dyle bir z <

x* vardir ki F asagidaki bigimde yazilabilir.

F(x) = c(x) exp {— fx%dt}, z<x<x*. (40)

Burada ¢ ve g sirastile c(x) - ¢ > 0ve g(x) > 1, x - x* olacak sekilde olgiilebilir

fonksiyonlardir. Ayrica a(x), lim a’(x) =0 olacak sekilde, Lebesgue Sl¢iisiine gore
XX

pozitif siirekli bir fonksiyondur (Embrechts v.d.,1997).

Yukarda verilmis olan karakterizasyon teoremlerindeki kosullar pratikte
uygulanmast zor olan kosullardir. Von Mises, 1936 yilinda pratik amaglar i¢in
kullanilabilecek kosullar sunmustur. Bu kosullar her ii¢ limit durumu i¢in asagida
verilmistir (Von Mises, 1936).

Sonu¢ 1.7.1. ®, Maksimum Cekim Alam I¢in Von Mises Kosullari: F,

asagidaki sartlar1 saglayan siirekli bir dagilim fonksiyonu olsun;

xf(x) _
x_r)gloﬁ(x)—a>0, (41)
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Bu durumda F € MCA(®,) dir (Von Mises, 1936).
Sonuc 1.7.2. ¥, Maksimum Cekim Alan1 i¢in Von Mises Kosullar1: F siirekli
bir dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu da f olsun. Ayrica f her sonlu

(z,x*) araliginda pozitif olsun. Eger

im & 2@ 42)
X—x~ F(x)

oluyorsa F € M (;A(‘P(a)) dir (Von Mises, 1936).
Sonuc¢ 1.7.3. A Maksimum Cekim Alan1 I¢cin Von Mises Kosullar: F bir
dagilim fonksiyonu ve x* < oo olsun.

Eger, ¢ herhangi bir sabit, a(x), lim+a’(x) = 0 olacak sekilde Lebesgue
XX

Olciistine gore siirekli bir fonksiyonken, F asagidaki gibi ifade edilebiliyor ise

F(x) =cexp {—fx% dt},z<x<x+ (43)

Bu durumda F € MCA (A) dir (Von Mises, 1936).

1.8. Genellestirilmis U¢ Degerler Dagilimi

Fisher-Tippet'in temel teoremine gore, maksimumlarin olasi limit dagilim
fonksiyonlarinm ii¢ farkli tiirden oldugunu gordiik. Onceki boliimde bunlardan
bazilarini inceledik ve ug ekstrem deger (u¢ deger) dagilim fonksiyonu arasinda biiyiik
benzerlikler bulundugunu gérmiis olduk. Aslinda bu ug¢ dagilim fonksiyonu, farkli bir
parametrelendirme kullanilarak Genellestirilmis Ug¢ Deger (GUD) dagilimi olarak
bilinen tek bir dagilim ailesinde 6zetlenebilir. Bu birlestirme fikri ile ilgili ayrintilar
(Von Mises, 1936 ve Jenkinson, 1955) kaynaklarinda bulunabilir. Bu kisimda genel
bir ¢ergeve ¢izmeye ¢alisacagiz.

Tanim 1.8.1. Genellestirilmis U¢ Degerler Dagilimi (GUD): Genellestirilmis

u¢ degerler dagilimi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
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H

() = {exp[—(l + yx)—l/y]’ y#0 (44)

exp[—exp(—=x)], y=0
burada 1 + yx > 0 dir. Yani asagidaki ii¢ durumdan biri saglanmalidir:

x>-y L y>0
x< -y Ly<o0
x€R, y=0.

Bu durumda H, genellestirilmis ug degerler dagilimina ait olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibi olacaktir:

B (x) = (1+ yx)_(H%) exp[—(1+yx)"YY], y#0 5)
exp[—(x + exp(=x))], y=0
(Embrechts v.d.,1997).

Onceki boliimde her bir standart u¢ deger dagilim fonksiyonu igin Frechet,
Gumbell ve Weibull karakterizasyon 6zelliklerini ayr1 ayr1 sunmustuk. Birlestirmeden
sonra, maksima i¢in {i¢ limit kanununun tiimiinii iceren global bir karakterizasyon
verilebilir. Dikkat edilecek olursa H,, 'nin maksimum g¢ekim alani ti¢ standart ug deger
dagilim fonksiyonunun maksimum g¢ekim alantyla ayni sekilde olusturulmaktadir.
Aslinda genellestirilmis u¢ deger analizini karakterize edecek iki form mevcuttur.

Teorem 1.8.1. Genellestirilmis U¢ Deger Dagilimi I¢in 1. Karakterizasyon: F
bir dagilim fonksiyonu olsun. a(x) pozitif dlgiilebilir bir fonksiyon ve x* < o0 olmak
tizere her 1 + yx > 0 i¢cin F € MCA (Hy) dir ancak ve ancak

lim

Jim == (46)

—-X

F(u+xa(w)) B {(1 +yx)" VY, y#0
e -, y = 0

tir (Embrechts v.d.,1997).
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Teorem 1.8.2. Genellestirilmis Ug Deger Dagilimi I¢in 2. Karakterizasyon: F
bir dagilim fonksiyonu olsun. x* < oo olmak lizere her y > 0, y # 1 ve x igin F €

MCA (Hy) dir ancak ve ancak

x¥ -1
. U(sx)—U(s)= yr —1’ y#0 47)
x-0 U(sy) — U(s) Inx 3

Iy’ r=0

tir. Burada U(t) = F(1 —t™1), t > 0 olur (Embrechts v.d.,1997).

Bu teoremler u¢ degerler teorisinin temel sonuglarindandir. Bu sonuca gore
eger F dagilimi Teorem 1.8.1. veya Teorem 1.8.2. ile verilmis olan sartlardan herhangi
birini saglamiyor ise bu durumda bu durumda maksimum rasgele degiskeni olarak
verilmis olan M,, herhangi bir dagilima yakinsamiyor demektir.

Ug degerler teorisinde kullanilan bir diger dagilim ise Genellestirilmis Pareto
Dagilimidir (kisaca GPD olarak gosterecegiz). Ug deger teorisi ile teorik baglantisinin
yani sira GPD, pratik uygulamalarda yaygin olarak u¢ noktalarda istatistiksel ¢ikarim

yapmak i¢in kullanilmaktadir. Bu kisimda GPD ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

1.9. Genellestirilmis Pareto Dagilimi

Ug degerler teorisi ile ilgili pek ¢cok ¢alisma GPD temelli yapilmaktadir. Bunun
nedenlerini bu kismin ilerleyen boliimlerinde agiklamaya ¢alisacagiz.

Tanim 1.9.1. Genellestirilmis Pareto Dagilimi: Genellestirilmis Pareto

dagiliminin dagilim fonksiyonu asagidaki gibi verilmektedir:

x=20;,y=0
1

1
G = 1_(1+Vx) Y, V#__O :
Y () {l_e_x’ y =0 0<x<——y<0 (48)

GPD igin olasilik yogunluk fonksiyonu ise asagidaki gibi verilmistir:

142
Y

_ (1+yx)_( ), y#0
gy(x) {e_x’ y =0 (49)
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G, (x)’ e standart genellestirilmis Pareto dagilim denir. v € R ve f > 0 igin x
argiimanini (x — v)/p ile degistirerek ilgili konum 6lgegi ailesi elde dilebilir. G g g
6zel durumu ug deger istatistiginde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu 6zel durumun

birikimli dagilim fonksiyonu asagidaki gibi verilir:

1

Gep(x) =1— (1 + V%)_;: x € D(y,B) (50)
burada
_([0,00), &=0
€00 h) =10 5, F <0 b

bicimindedir (Embrechts v.d.,1997).

Genellestirilmis Pareto dagilimi, u¢ deger teorisinin pratikteki en onemli
dagilimlarindan biridir. Bunun nedeni yeterince biiyiik bir t,, esik degeri i¢in, rastgele
degisken X' in t, esigi iizerinde kalan esik degerini asan deger dagiliminin
genellestirilmis Pareto dagilimi kullanilarak tahmin edilmesidir. Bu durumu daha
somut olarak anlatabilmek i¢in asagidaki tanim ve teoremelere ihtiyag¢ vardir:

Tanim 1.9.2. X, dagilim fonksiyonu F ve sag bitis noktas1 (u¢ noktas1) x* olan

bir rastgele degisken olsun. Herhangi bir sabit t,, < x* i¢in

F(x +t,)

F, =PX—-t,<x|X>t,)=1——=

, x=0 (52)

biciminde tanimlanan dagilim fonksiyonuna “kosullu agskin deger dagilim fonksiyonu”
denir.

Tamm 1.9.3. 1.9.2 tanim1 kullanilarak

e(ty) = E(X — t]X > t,) (53)

biciminde tanimlanan fonksiyona kosullu asanlarin ortalamasi denir. Asagidaki
tabloda uc¢ deger teorisinde sik kullanilan bazi dagilimlarin kosullu asanlarinin

ortalamasi verilmistir.
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Tablo 2. Kosullu Asanlarin Ortalamast

Dagilim Ismi Kuyruk F veyao.y.f f Kosullu aganlarin
ortalamas1 fonksiyonu.
Pareto Fo) ( k \* k+t,
x) =
k + x) a—1
Burr — k @ tn
_ 1+o0(1
F(x)_(k+xf) af—l( °(D)
Lognormal —(Inx—1)%/(20)2 B2ty
x) = e — (1 1
) 2moX lntn—u( ol ))
Weibull F(x) =ec*" th"
(1+0(D)
CT
B B-1 t
Loggamma Fx) = a” (Inx) S n (1+0(D)
N0 a1

Esik degeri asimlari, bircok alanda, farkli uygulamalara gore farkli adlarla
amilan 6nemli bir aragtir. Ornegin Fy (x)" ye giivenilirlik teorisinde asir1 dmiir veya
kalan 6miir dagilimi denir. Bu ¢alismada F; (x), klasik (s, S) tipli envanter modelin
ergodik dagilimi ve ergodik momentleri i¢in esik seviyesini asan degerler yontemine
dayali tahminci bulmak i¢in kullanilacaktir. Genellestirilmis Pareto dagilimi yiiksek
bir esik seviyesini asan degerlerin kosullu asim dagilimlari i¢in limit dagilimidir. Asan
degerlerin kosullu asimdagilimlari ile genellestirilmis Pareto dagilimi arasindaki iliski
asagidaki teorem ile verilmistir:

Teorem 1.9.1. X;, X5, ... X, bagimsiz ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenler
ve bu rasgele degiskenlere ait dagilim fonksiyonu F olsun.

1+ vyx > 0igin
H,(x) = exp{—[1 + yx]~'/7} (54)
dir. X4, X5, ... X;, 0rnekleminin maksimasi olan M,, i¢in limit dagilimidir. Bu durumda

yeterince biiyiik bir ¢, esik degeri i¢in esik degerini asan kosullu dagilim

genellestirilmis Pareto dagilimi kullanilarak yaklasik olarak belirlenebilir:

Fo (x) =PX —t, <x|X>ty)~ G,(x) (55)

24



(Pickands, 1975).

Pareto dagilimi, pratikteki farkli uygulamalarda faydali olan birgok 6nemli
0zellige sahiptir 6rnegin bkz. (Embrechts v.d., 1997; Reiss ve Thomas, 2007). Bu tez
caligmasinda parametre tahmini yapabilmek icin genellestirilmis Pareto dagiliminin
beklenen degerini hesaplamamiz gerekmektedir. Bu nedenle de kosullu asanlarin
ortalamasi olan e(t,,) hesaplamasi igin partik bir yaklagima ihtiyacimiz vardir.

Onerme 1.9.1. Kosullu asanlarin ortalamas1 fonksiyonunun hesaplanmasi: X

pozitif bir rasgele degisken olsun ve F, X’ e ait dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda

[ G- ) dF @)
F(tn)

1 (" N
e(t,) = = F(x)j; F(x) dx, 0<t,<x (56)

dir.

Onerme 1.9.1. ‘den su sonug cikarilabilir: Her siirekli dagilim fonksiyonu
kosullu asanlarin ortalama fonksiyonu e(t,) araciligi ile tek tiirlii belirlenebilir.
Ornegin, @ > 1 i¢in F € RV(—a) olsun. Karamata Teoremi kullanilarak t,, — oo
durumunda e(t,,) ~ t,/(a — 1) oldugu goriilebilir (Embrehts vd., 1997) . Tablo 2.'de
iyi bilinen baz1 dagilimlar i¢in kosullu asanlarin ortalamasi fonksiyonlari
Ozetlenmistir. Asagidaki onerme genellestirilmis Pareto dagiliminin énemli olasilik
karakteristiklerini vermektedir.

Onerme 1.9.2.

a) X, ¢ € Rve f > 0 parametreleri ile Genellestirilmis Pareto dagilimina sahip
bir rasgele degisken olsun. Ayrica § < 1 ve E(X) < o olsun. Bu durumda kosullu

asanlarmn ortalamasi fonksiyonu lineerdir ve t,, < x* i¢in

B <ty

e(tn) = 1-¢

, B+¢&t, >0 (57)

dir.

b) X, £ € R ve f > 0 parametreleri ile Genellestirilmis Pareto dagilimina

sahip bir rasgele degisken olsun. Bu durumda

Yy L _ (58)
1. E(1+1x) ==, r>-1)y
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2. E (In (1 +£X))k —y*kl, ke N (59)

55 1 (6000) ) = g > w
)¢ <1/r ve r € Nigin
BrrEt-rn (61)

E(X") =

€r+1['(1 + 5—1) r

dir.
d) N, Poisson (1) dagilimina sahip olsun. Ayrica {X,}; &, B parametreleri ile
bagimsiz ayni genellestirilmis Pareto dagilimina sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi

olsun. My = max(X;, X5, ... Xy) ise bu durumda;

P(My < x) = exp {—,1 (1 + f%)_w} (62)

dir.

Asagidaki teorem Balkema ve De Haan, 1974 yilinda ve Pickands, 1975 yilinda
bagimsiz olarak ayni zamanda ortaya atilmistir ve u¢ deger analizi i¢in Onemli
istatistiksel araglardan biridir (Balkema ve De Haan, 1974; Pickands, 1975).

Teorem 1.9.2. GPD Yaklasimi: Her ¢ € R, ve pozitif fonksiyon f ig¢in

birikimli dagilim fonksiyonu F, Hg “nin ¢ekim alanindadir ancak ve ancak

lim sup Fi, — Gepaen()| =0 (63)

thoxt g<y<t,—xt

1.10. Esik Seviyesini Asan Degerler (ESAD) Yontemi
Bu kisima kadar yanlizca ug degerler teorisi ve agir kuyruklu dagilimlar ile
ilgili baz1 olasiliksal sonuglarla ilgilendik. Bu boliimde, bu c¢alismada daha sonra

kullanilacak olan bazi ileri teknikleri ve pratik Ornekleri inceleyecegiz. ESAD
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prosediirii 6zel bir metodoloji olup, kuyruk indeksi tahmini ve yliksek kantil
tahmininde yaygin olarak kullanilmaktadir. Bu metod, GPD kullanilarak secilmis
yluksek bir esik lizerindeki asanlarin dagilimi i¢in bir yaklasim elde edilmesi temeline
dayanmaktadir. Dolayisi ile buradaki temel fikir Teorem 1.9.1.°in sonuglar ile
yakindan ilgilidir.

ESAD yonteminin isleyisi temel olarak agsagidaki bicimde olmaktadir:

1. Adim: X3, X5, ... Xy den olusan bir 6rneklem i¢in yiiksek bir t,, degeri secilir.
Bu arastirmada t,, degeri bagimsiz ayni1 dagilima sahip talep rasgele degiskenleri igin
belirlenecektir. Segilen t,, esik degerini asan gozlem degerlerin X; , X; , ... X;, sayisi
N¢,, bi¢iminde agagidaki gibi gosterilir:

Ny, =#({X; > t,: 1 <i<n}),

Ayrica esik seviyesini asan degerler Y; = Xl-]. —t >0 olarak gosterilir

(Mikosch vd.,1997).

2. Adim: Esik seviyesini asan degerler Y;,Ys, ... Yy, i¢cin Genellestirilmis

t
Pareto dagilimina uydurularak (8) 6lgek, ve (1) sekil parametresi igin 3, A tahmin

degerleri hesaplanir.

1.10.1. Genellestirilmis Pareto Dagilimi ile Parametre Tahmini

Agir kuyruklu dagilimlara iliskin parametre ve moment tahmini i¢in literatiirde
onerilen farkli yontemler bulunmaktadir. Bu yontemler ya verilerin genellestirilmis ug¢
deger dagilimindan geldigi ya da verilerin dgiliminin bir baska dagilimin maksimum
cekim alanina ait oldugu varsayimina dayanmaktadir. (ESAD) yaklagimi ise
hidrolojistler tarafindan Onerilmis, secilen yeterince biiyiik bir esik degerinin
asilmasina dayanan alternatif bir tekniktir. Bu teknigin kullanimindaki temel amag
asagida aciklanmustir:

X1, X5, ... X;, bagimsiz ayni dagilima sahip dagilim fonksiyonu F € MCA (H;)
olan rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Oncelikle uygun bir t, esik degeri

belirlenir. N¢ , X1, X5, ... X, rasgele degiskenleri tarafindan t,, esik seviyesini asan

rasgele degiskenlerin sayist olsun. Bu durumda

N, =#{i:i=12,..,n, X;>t,) (64)

27



olur.

Asim miktarlari ise Y3, Y5, ..., Yn. ile gosterilecektir. Asagidaki figiirde t,, esik

seviyesini asan rasgele degiskenler ve asim miktarlarinin bir realizasyonu

goriilmektedir.

N

X6 Xn
X3

4 Xs Y3 Yn,,

Y2

X, X,

>
>

Sekil 1. Esik Seviyesini Asan Rasgele Degiskenler ve Asim Miktarlarinin Bir
Realizasyonu

Bu durumda agim dagilimim veren Fy_(x) bir kosullu dagilim fonksiyonudur

ve asagidaki gibi tanimlanir:
Fe(x)=PX—-t,<x|X>t,), x=0.

B F(x +t,)
F(t,) (65)

x =y + t,, donilistimii ile (65) iliskisi asagidaki gibi yazilabilir:
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F(x) = F, (x — t)F(ty), tn <x <x™. (66)

Dolayist ile burada F(x) in tahmini i¢in kosullu F, (x —t,) dagilim
ve F(t,) kuyruk dagilimi igin tahmincilere ihtiya¢ vardir. & ve 8 parametrelerini
tahmin etmek i¢in genellestirilmis Pareto dagilimi’ni asim dagilimlarina uydurmak
GPD yaklagiminin temel fikridir. Genellestirilmis Pareto dagilimi’nin tanimini tekrar

hatirlayalim:

x\~ /¢
ég,/g=f(X)= (1+€E) ) E+0

, x€D(E,B)
e */B §=0
_ ([0, ), E=0
€O ={1o—prel <0

Teorem 1.10.1.1. F;_(x) i¢in limit dagilim1 asagidaki gibi verilmistir:

lim_ sup |F, (x) — Ggpe,)(x)| = 0. (67)

th=xt g<x<xt—t,
(67) sonucundan yola ¢ikarak asagidaki denklik elde edilir:
F (%) = Gg ey (xX) (68)

N, X1,X5,..., X, rasgele degiskenleri tarafindan ¢, esik seviyesini asan
rasgele degiskenlerin sayisi oldugu i¢in N, ~ Bin (n,p,), p, =P(X; > t,)

olacaktir. Dolayst ile p,, = F(t,) igin dogal tahmin edici:

TI)

) 1w N,
Dn = F(t,) = - E Lixptg = — (69)
l

bi¢imindedir (Mikosh, 1999). Hatirlanacak olur ise y = x — t,, i¢in;
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F(x) = F,,(0F(ty), t, <x<x*

idi. Bu durumda F (x) in tahmini i¢in geriye sadece F; (y) ninuygun bir tahmincisini

bulmak kalir.

1.10.2. Dagihmlarin Kuyruklarimin En Cok Olabilirlik Metodu ile

tahmini

Esik seviyesini asan degerler icin GPD dagiliminin kuyrugu ve beklenen degeri
i¢cin parameter tahmininde kullanilan farkli yontemler mevcuttur. Bunlar sirasi ile:

1. Pickand belirleyicisi,

2. En ¢ok olabilirlik yontemi,

3. Momentler yontemi,

4. Olas1 agirlikli momentler yontemi,

5. Temel yiizdesel yontem.

Bu yontemler iginde literatiirde en etkili kullanilan yontem en ¢ok olabilirlik
yontemidir. Bu kisimda en ¢ok olabilirlik yontemi ile parameter tahmini tizerinde
durulacaktir.

Bir onceki kisimda Genellestirilmis Pareto dagilimi ile asim dagilimi
fonksiyonu F; (x) arasindaki ilskiden bahsetmistik. Parametre tahmini de bu iliski ile
yakindan ilgilidir. Bir 6nceki boliimde verilmis olan (68) iliskisi kullanilarak yeterince

biiyiik bir t,, esik degeri i¢in F;_(y)’ in tahmincisi asagidaki gibi 6nerilir:

F, ) =G5 (70)

Burada Gz s genellestirilmis Pareto dagilimdir ve, §= éNrn’ g = ﬁANtn
tahmincileri G¢ g dagiliminin parametreleri i¢in Onerilmis olan tahmincilerdir. Bu

durumda yeterince biiyiik bir t,, degeri ve y > 0 i¢in F(t,, + y) kuyruk dagiliminin

tahmincisi agsagidaki formdadir:

n

Flt,+y) = (1482 o
n 7 1)
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Bu yontem esik seviyesini asan degerler (ESAD) yontemi olarak bilinir. Bu
yontem literatiirde sik kullanilan bir yontemdir. Bu yontemle ¢alismak i¢in asagidaki
degiskenlere ihtiyacimiz vardir:

1. Glivenilir bir model.

2. Yeterince biiyiik bir t,, esik seviyesi.

3. éve [ tahmincileri.

& ve [ tahmincileri igin Smith, 1982 yilinda asagidaki sekilde agiklanmis olan
maksimum olabilirlik tahmin yontemi gelistirilmistir (Smith, 1982).

X = (X1, Xy, ..., Xp,) bagimsiz (&, B) parametreleri ile ayn1 GPD dagilimina

sahip rasgele degiskenlerin bir dizisi olsun. Bu durumda

3

_s X
f(x)—E<1+§E> , x€DEB) (72)

dir. Bu durumda S # 0 i¢in en ¢ok olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

-1

L(EMIX) = ]_[ (1 +—> f 73)

Buradan log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

I((§,8)X)=-nInp — ( )Zn:ln(1+ X) (74)

i=1

Dikkat edilecek olursa yukardaki formiilde X; rasgele degiskenleri X; €
D (&, B) sartin1 saglar. Bu durumda & > —% i¢cin en ¢ok olabilirlik denklemi &, S ’ya

gore ¢oziilebilir. l((f,,[?)lX) ‘nin &, [ ’ya gore kismi tlirevleri alinirsa asagidaki

sistem elde edilir.

Ney Nt,
1 S X Xi
E;m(” ﬁ>_;ﬁ+€x1_0' 3)
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Nt
X

_Ntn+(1+f)zﬁ+éx'=0, (76)
i=1 ¢

.. In bir realizasyonudur. (th B, ) en ¢ok
n n n

X1) X2y s XN, s X1, X5, 0, Xy
olabilirlik tahmincileri tistteki sistemin bir ¢6ziimiidiir. Burada (75)’in agik bir ¢oziimii

yoktur. Bu nedenle (éNrn"éNrn) in hesaplanabilmesi i¢in niimerik metodlar

kullanilmalidir. Smith, 1982 yilinda yayinlanan ¢alismasinda (thn,ﬁANtn)’ in

asimptotik normalligi gosterilmistir (Smith, 1982). Ozel olarak & > —1/2 i¢in

JE (if”f"_f)ilvz(o,@—l), N, - oo 77
"B, — B g

oldugunu gostermistir. Burada

Q'=01+9 (1_+1‘c _21) (78)

dir ve N, (€, w) ortalama vektorii € ve covaryans matrisi w olan iki degiskenli normal

dagilimdir.

1.10.3. Esik Degerinin Belirlenmesi
(é Niy» ,BNrn) parametre tahmincileri disinda ESAD yo6ntemi ile ¢alisirken diger

bir 6nemli nokta esik seviyesinin belirlenmesidir. t, esik seviyesinin sec¢imi
konusunda farkli yaklasgimlar bulunmaktadir. Optimum esigi secerken dikkate
alinmasi gereken iki 6nemli faktor vardir. Eger t,,' yi cok yiiksek segersek ¢ok az agim
elde ederiz ve bu da yliksek varyans tahmincisi ile sonuglanir. Tersine, ¢ok kiigiik ¢,
icin tahminciler yanli hale gelir. Pratikte en yaygin kullanilan yontemlerden biri GPD
icin ortalama agim fonksiyonu e(t,)' nin dogrusalligina dayanan yontemdir.

¢ E€R ve [ >0 parametreleriyle Pareto dagilimina sahip bir X rasgele
degiskeni i¢in
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B+<t

e(ty) = 1_5", B+éEt, >0 (79)

oldugunu biliyoruz. Dolayis1 ile ortalama asim dagilimi fonksiyonunun lineer
oldugunu soyleyebiliriz. Bu durumda bir X3, X,, .., X;, 6rnekleminin ampirik ortalama

asim dagilimi asagidaki gibidir:

1
en(t) =7~ . (Ki=t), >0
tn i€altn)

(80)

Burada
N, =card{i:i =12,..,n, X;>t,}= card A(t,) (81)

dir. e(t,) ’nin lineer olusu t, esik degerinin se¢imi i¢in su sekilde bir yaklagim
sunmaktadir: Oyle bir t,, > 0 secilsin ki; e, (t,) her x > t,, i¢in yaklasik olarak lineer
olsun. Bdylece t,, degerinin se¢imi pratik bir uygulama halini almistir. Bu ¢alismada
sonsuz varyansa sahip diizenli olarak degisen rastgele degiskenin ortalamasinin ESAD
tabanli tahmincisi i¢in Johansson tarafindan oOnerilen esigi (t,) kullanacagiz

(Johansson, 2003).

1.10.4. Sonsuz Varyansh Agir Kuyruklu Dagilima Sahip Rasgele

Degiskenin Beklenen Degeri icin Tahminci (Johansson Tahmincisi)

Bu caligmanin temel amaci, (s,S) tipi bir envanter modeli tanimlayan X (t)
siirecinin ergodik dagilimi ve ergodik dagilimin momentleri i¢in (ESAD) tabanh
tahmin edicinin elde edilmesidir. Siirecin ergodik dagilimi ve ergodik dagilimin
momentleri i¢in kesin formiiller, talep dagiliminin yenileme fonksiyonunu ve birinci
momentini i¢erir. Bu nedenle sonsuz varyansl agir kuyruklu dagilima sahip bir rasgele
degiskenin beklenen degeri icin ESAD tabanli yaklagima ihtiyacimiz vardir. Bu
kisimda ¢alismanin sonraki kisimlarinda hem yenileme fonksiyonunun tahmini hem

de talep rasgele degiskenlerinin parametrelerinin tahmininde kullanacagimiz ESAD
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tabanli tahminci tizerinde durulacaktir. Bu tahminci Johansson, 2003 tarafindan

Onerilmistir (Johansson, 2003).

F(x)=c x_% (1 + x“SL(x)) (82)

olsun. Bu durumda her n > 1 i¢in

[oe)

,u=fooxdF(x)=jtnxdF(x)+j x dF (x)

n

_ ft"x dF (%) —joo(t+tn) dF (¢ +t,)

= lin + Ty (83)

olacaktir. u icin alternatif bir tahminci Johansson, 2003 ¢alismasinda asagidaki gibi

Onerilmistir:

tn [e¢) R
“;D:f xan(x)—j (t+t)dE(t+1t,)
0 0 (84)

(Johansson, 2003). Burada FE,, X;,Xs,...,X, Ornekleminin ampirik dagilimidir

ve F (t,); F(t,) kuyruk dagiimma ait tahmincidir. (84) {in son terimini

integrallenerek

-ar(Lj) =05+ 1, (85)
tahmincisi elde edilir. Burada
1w B
S X, YX; <t,},t, =0,1¢t, + nA ,
ﬂn n; l { l Tl} Tn pn( n 1 _ {_,n) (86)
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dir. Ayrica p, = ErF1{X; = t,})/n, p, = P(X = t,,) nin tahmincisi, &,, B, ise

sirasi ile genellestirilmis Pareto dagilimina ait ¢, [ parametrelerinin tahmincileridir.
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2. (s,S) TIPLI KLASIK YARI MARKOV ENVANTER MODELLER

Stok kontroliinde amac; hemstoklama i¢in gerekli maliyetini en aza indirgemek
hem de talebi karsilayacak kadar stok bulundurmayi saglayacak optimal sistemi
kurmaktir.

(s,S) tipli envanter model son yillarda bir ¢ok ¢aligmaya konu olmustur.
Varolan literatiiriin cogunlugu talep rastgele degiskenlerinin hafif kuyruklu dagilim
yapisina sahip oldugunu kabul etmektedir. Bu tez ¢aligmasinda farkli olarak talep
rastgele degisenlerinin agir kuyruklu dagilima sahip oldugu durum c¢aligilacaktir.

(s,95) tipli envanter modeller iginde en yaygin kullanilan1 klasik (s,S) tipli
envanter modelidir. Klasik (s,S) tipli envanter model su sekilde agiklanabilir: Bir
sirket, ani yiiksek talep miktarlarini da goz oniine alarak en uygun envanter politikasini
belirlemeye ¢aligsin. Bu durumda X(t) siireci herhangi bir ¢t aninda bu sirketin
deposunun stok seviyesini temsil etmektedir. Bu sirket klasik (s,S) tipli envanter
modelile stok kontrolii saglamak istediginde sistemi olusturan elemanlar notasyonel
olarak agagidaki gibidir:

X(t): t aninda bir depodaki stok seviyesi,

1N,: Talep miktarlarini temsil eden rasgele degiskenler,

&, Talepler arasinda gegen siireyi temsil eden rasgele degiskenler,

s: Stok kontrol seviyesi,

S: Maksimum stok seviyesi,

T, Stok seviyesinin s seviyesinin altina diistiigii ilk an,

N;: Stok seviyesinin s seviyesinin altina diistiigii ana kadar gerekli talep sayisi.

X(t) klasik (s,S) tipli envanter modele gore ¢alisan fabrikanin deposundaki
stok seviyesinin zaman gore degisimini yani herhangi bir ¢t aninda depodaki stok
seviyesini gostersin. Depodaki (X(t)) stok seviyesi t = 0 baglangi¢c aninda X(0) = S
olarak kabul edilir. (S maksimum stok seviyesidir). Depoya rasgele Ty, Ty, ..., Ty, ...
anlarinda rasgele 74,73, ...,My, ... miktar1 kadar talep gelmektedir. Dolayis1 ile
depodaki stok seviyesi her bir T; aninda 14,75, ..., 1y, ... miktar1 kadar azalmaktadir.
Bu durum stok seviyesi X (t), s stok kontrol seviyesinin altina inene kadar devam eder
(burada 0 < s < § < oo dir). Dolayist ile depodaki stok seviyesinin degisimi agsagidaki

gibi olur:
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n
X1=85-1m, X, =85—+n2), ..., Xn=5_277i-
i=1

i

Burada 7,, rasgele degiskeni n. talep miktarin1 gosterir.
¢, rasgele degiskenleri (n — 1). ve n. talepler arasinda gegen siireyi gostersin. Bu
durumda n. talep gelinceye kadar gegen toplam zaman

T = Zn: $i
i=1

1

€Y,99

olarak tanimlanir. Stok seviyesindeki bu degisim, sistemin stok kontrol seviyesi ’s
nin altina ilk diistiigli an olan 7; anina kadar devam eder. t; aninda sistem deponun
alabilecegi maksimum stok miktar1 olan ’S” seviyesine kadar doldurulur. Ikinci
periyot maksimum stok miktart ©’S*’ ile baslar ve birinci periyoda benzer sekilde

devam eder. Sekil 2.” de klasik (s,S) tipli stok kontrol modelin bir realizasyonu

goriilmektedir.
X(®
N
$1 $Nyi+1
S ! ! ! N
1 I I : 1
! 1 1 11
i i i P
M |i MmN, +1 1} ! i
i : : -
! i i H
i i i b
1 1 1
| &2 i > P
I ! i i i P
T ! b S
i > ! o !
l P : S
5 L : A
! i 1 H 1 1 1 ! 1
H 1 1 1 1 ! I
H i I ! i i i ! i
: I : A
i
: R s A
1 ! i 1 i i 1 ! 1
S ! ] 1 ! [ i 1 ! 1
I i i ! i i i ! 1
i A = A
S S S S N T N N NN
T, T T1 =Ty, Tn,+1 T, = Ty, t

Sekil 2. Klasik (s,S) Tipli Envanter Modelin Bir Realizasyonu.
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2.1. Siirecin Matematiksel Kurulumu, Ergodik Dagilimive Ergodik

Dagiliminin Momentleri i¢cin Kesin Formiiller

{&.), ve (ny} n =1 aym (2,3, P) olasilik uzayinda tanimlanmig bagimsiz
rasgele degiskenlerin dizisi olsun. &, ve n,, rasgele degiskenleri pozitif degerler alirken
&n, Mn rasgele degiskenleri kendi aralarinda da bagimsiz ve aymi dagilima sahip

rasgele degiskenlerdir ayrica dagilim fonksiyonlari sirasi ile asagidaki gibi tanimlanir:
P(t) =P{§ <t} F(x) =P{n <xJ.

& My baslangic rasgele degiskenleri araciligi ile T, ve Y, yenileme dizileri asagidaki

gibi tanimlansin:

n n
TTl:Zfi' Ynzzni: n=1, T0=Y0=0.
i=1 i=1

1

{N,,} tam degerli rasgele degisken dizisi asagidaki gibi tanimlansin Ny = 0 ve
Npyp =inf{k= Ny+1: S— (Y —Yy,) <s}

n > 1 dir. burada N;, {Y,} tarafindan “s” seviyesini ilk gegis zamani olan 7; anina

kadar gerekli talep sayisidir. Ayrica

Nn
=0, =Ty, =) &in21
i=1

olmak tizere v(t) = max{n = 0: T,, < t},t > 0 tamimlansim. Bu durumda, depodaki

stok miktarinin degisimini gosteren X (t) siireci asagidaki gibi ingaa edilir:
X®O=S—Yyy—Y,) Thn<t<Tp; n=012.. (87)

Bu c¢aligmanin amaci, f =S —s yeterince biiyilk iken yani f — oo

durumunda X (t) siirecinin ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin mometleri igin
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UDT’ ye dayali tahminciler 6nermektir. Siirecin uzun siire ¢alismast durumunda, yani
t — oo iken Oncelikle siirecin dagilimini ve momentlerini bulabilmek i¢in siirecin
ergodik olup olmadiginin bilinmesi gerekmektedir.

(87) ifadesi ile matematiksel kurulumu verilmis olan X (t) siirecinin ergodiklik
kosullar1 ve bu kosullar altinda genel ergodiklik teoreminin sartlarini sagladigi
Khaniyev ve Atalay, 2010 yilinda ¢alismasinda gosterilmistir (Khaniyev ve Atalay,
2010). Ayrica talep rasgele degiskenlerinin hem sonlu varyansli hem de sonsuz
varyansl agir kuyruklu bir dagilima sahip oldugu durum i¢in siirecin belli kosullar
altinda ergodik oldugu Bektas Kamislik, 2017 yilinda calismasinda gosterilmistir
(Bektas Kamisglik, 2017).

Teorem 2.1.1. {£,} ve {n,} n = 1 baslangi¢ rasgele degiskenleri asagidaki
kosullar1 saglasin;

iL0<E(&) < oo,

ii. 0 <E(ny) < oo,

iii. {n;}, i =1 aritmetik olmayan rasgele degiskenlerdir (Bektas Kamislik,
2017).

Yukarida belirtilen kosullar altinda X (t) stireci ergodiktir.

Teorem 2.1.2. X (t) siireci Teorem 2.1.1.’in kosullarin1 sagliyor olsun. X (t)

stirecin inergodik dagilim fonksiyonu Qx(x) ile gosterilsin.

Qx(t) = lim P{X(t) < x}vex € [s,5) olsun . X(t) siirecinin ergodik dagiliminin
X—00

kesin formiilii asagidaki formda yazilir:

U(S —x) (88)

Qx(x) =1- TGS =s)

burada s < x < § olurve U(x), {n,}, n = 1 rasgele degiskenler dizisi tarafindan

tiretilen yenileme fonksiyonudur ve

> (89)
Ulx) = z F™(x)

n=0

dir. X(t) siirecinin standartlagtirilmis hali asagidaki gibi ifade edilsin:
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Wp(t) = %(X(t) —s). (90)

Wp(t) siirecin inergodik dagilim fonksiyonunun kesin hali asagidaki gibi elde

edilecektir:

_UEa-x)

91
ue ov

Qwﬁ =1

buradaf = S — s = oodr.

Bazi rasgele degisken siiflari i¢in {, }, n > 1 rasgele degiskenleri tarafindan
tiretilen U(x) yenileme fonksiyonunun kesin formunu bulunabilmektedir. Fakat pek
¢ok dagilimin yenileme fonksiyonunun kesin formu bulunamamaktadir. Bu nedenle
literatiirdeki genel egilim U(x) yenileme fonksiyonu ic¢in asimptotik agilimlar
kullanmanindaha uygun olacagi yoniindedir. Boylece kesin formiillere en yakin
sonuglar1 elde edilebilmektedir.

Stirecin  diger Onemli karakteristiklerinden biri de ergodik dagilim
fonksiyonunun n. mertebeden momentleridir. X (t) = X(t) —s  biciminde
tanimlandiginda X(t) siirecinin ergodik dagilimmin n. mertebeden momentlerinin

kesin formila

a1 UB) (92)
E(X ):nv(m

olarak verilmistir. Burada

B
Un(B) = B+ UB) = f B — "1 U@ dt, n=12,.. (93)
0

bi¢giminde tanimlanmustir. Ayrica U(t), {n,}, n =1 talep rasgele degiskenleri

tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonudur.
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3. LITERATUR OZETi

Yenileme fonksiyonu, bir¢ok farkli stokastik modeli arastirmak i¢in 6nemli bir
aractir. Bu nedenle, yenileme fonksiyonlari, yart Markov envanter modellerinin
Ozelliklerinin asimptotik ve istatistiksel analizi i¢in de ¢ok Onemlidir. Bu kisimda
yenileme fonksiyonlarinin asimptotik acilimlart ve bu fonksiyonlar i¢in Onerilen
istatistiksel tahminciler hakkinda kapsamli bir literatiir taramasi sunulacaktir.

Once yenileme fonksiyonunun temel unsurlarini1 agiklamamiz gerekmektedir.
X1,X,, ... birbirinden bagimsiz ve ayn1 dagilimli negatif olmayan rasgele degiskenler
ve F aritmetik olmayan dagilim fonksiyonu olsun.

Timn =1 i¢in; So =0 ve S, = X; + X, + -+ + X, olsun. U(t) yenileme

U) =E <kz=o I{Skst}> = kz F(t) (94)

=0

fonksiyonu

seklinde tanimlansin.

Burada F**, F dagilim fonksiyonunun k. konviilasyonudur. Burada gériildiigii
gibi yenileme fonksiyonu genel olarak kesin sekli tam olarak bilinmeyen bir F
dagilimma baghdir. Bu nedenle U(t) hakkinda bilgi elde etmek ve somut
problemlerde kullanmak i¢in ya U(t) fonksiyonunun tahmincileri ya da asimptotik
ozellikleri kullanilir. Yenileme fonksiyonu ile ilgili tahmin problemleri (hem
parametrik olmayan hem de yar1 parametrik yaklasimlar), yenileme fonksiyonunun
limit teoremleri ve asimptotik oOzellikleri ile yakindan iliskilidir. Yenilenme
fonksiyonunun bazi énemli asimptotik 6zellikleri Teorem 3.1 ile verilmistir:

Teorem 3.1. {N(t),t > 0}, bagimsiz ve aynt dagilima sahip variglar arasi
zamanlart gosteren {X,,, n = 1,2, ...} rasgele degiskenlerinin olusturdugu yenileme
stireci olsun.

1. Ortalama i¢in asimptotik sonu¢: Eger u = E[X;] < oo ise

. U@
lim — =

1
t-oo ¢ ; (95)
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dir.
2. Varyans i¢in asimptotik sonug: Eger u = E[X;] < © ve 02 = Var[X;] < o
ise

2
fjm VT _ o (96)

t—co t u

dir.
3. Yenileme siirecinin asimptotik normalligi: E[X?] < oo ise agagidaki

dagilima gore yakinsama saglanir:

t

N A N(0,1)

Vto?/ud

97

Teorem 3.2. F sonlu u ortalamali ve sonlu o2varyansl aritmetik olmayan bir
rasgele degiskene ait dagilim fonksiyonu olsun. Bu durumda yenileme fonksiyonu

U(t) icin asagidaki yaklasim elde edilir:

% + u?
2u?

t
U(t)~;+ ,t—> o (98)

Yenileme fonksiyonunun istatistiksel tahmincisi literatiirde cesitli sekillerde
ele alinmistir. Frees, 1986 yilinda U(t) igin parametrik olmayan iki tahminci
onermistir (Frees, 1986). ik olarak, (94) ile verilmis olan esitligin sag tarafindaki
F**(t) yerine onun yansiz bir tahmincisini kullanmis ve yenileme fonksiyonu igin

asagidaki tahminciyi 6nermistir:

m
3 99
0,0 = ) FO© &9
k=0
Burada Fn(k)(t) = (2)21 (x4, <t} dir. Frees, 1986 herhangi bir t sabiti i¢in

U, (t) 'nin U(t) icin gii¢lii bir sekilde tutarli tahminci oldugunu gostermistir. Ayrica
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Frees, 1986 yilinda +n (ﬁn(t) -U (t)) 'nin herhangi bir sabit t > 0 i¢in asiptotik

olarak normal bir dagilima sahip oldugunu kanitlamaktadir (Frees, 1986). Frees, 1986
yilinda onerilen ikinci tahminci, (99) 'in sag tarafindaki F yerine onun X;, ... X, rasgele
degiskenlerine dayali ampirik dagilim fonksiyonunun kullanilmasi ile elde edilmistir

(Frees, 1986). Bu yaklagim asagidaki tahminciyi verir.

0.(t) = Z E* (). (100)

k=0

Frees, 1986 yilinda (99) tahmincisi i¢in elde ettigi asimptotik sonuglarin (100)
tahmincisi i¢in de gecerli oldugunu kanitlamistir (Frees, 1986). F, sonlu ortalama p ve
sonlu varyans ¢? ile aritmetik olmadiginda, Feller, 1971 yilinda U(t) i¢in 6nemli bir

asimptotik acilim asagidaki gibi onerilmistir:

t o% 1
IimU@t) ——=-———= (101)
t—00 M 2p5 2

(Feller, 1971).

Frees, 1986 yilinda (101) asimptotik acilimini referans alarak ¢ yeterince biiytlik
oldugunda X;, X,, ... X,, bagimsiz ayn1 dagilima sahip sonlu u ortalamali ve sonlu o2
varyansli rasgele degiskenleri tarafindan tiretilen yenileme fonksiyonu i¢in U(t) nin

parametrik olmayan bir tahmincisini asagidaki gibi dnermistir:

/i 102
n Uz (102)

~ t
Ut) =— ~
H1 2#%

(Frees, 1986). Burada fi,, n = 1,2 olmak lizere X;, i = 1talep rasgele degiskenlerinin
n. dereceden momentleri icin istatistiksel tahmincidir (Frees, 1986). Frees, 1986
yilinda (102) tahmincisinin kiiclik t degerleri i¢in tutarli olmadigini kanitlamistir
(Frees, 1986). ancak bu tahmincinin biiyiik t 'ler i¢in istatistiksel 6zellikleri Frees,
1986 yilinda yayinlanan ¢alismasinda arastirilmamistir. Bu tahmincinin istatistiksel

ozellikleri ilk olarak Gokpinar, 2016 yilinda yapilan c¢aligmada arastirilmistir
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(GOkpinar, 2016). Ayrica Frees, 1986 yilinda calismasinda yenileme fonksiyonu i¢in
U ve V istatistigine dayanan parametrik olmayan tahminciler 6nermistir (Frees, 1986).
Schneider vd., 1990 yilinda yenileme fonksiyonu i¢gin parametrik olmayan bir tahminci
Onermis ve tahmincilerini Frees, 1986 yilinda 6nerdigi tahmincilerle karsilagtirmigtir
(Schneider vd., 1990; Frees, 1986). Frees, 1986 yilinda calismasinda oOnerdigi
tahminciye benzer histogram tipi bir tahminci Markovich ve Krieger, 2000 yilinda
Onerilmistir (Frees, 1986; Markovich ve Krieger, 2000). Markovich ve Krieger, 2000
yilinda ayrica bir parametrik terim art1 diizeltme olmayan bir terimden olusan yar1
parametrik bir tahminciyi de bu ¢alismalarinda 6nermislerdir (Markovich ve Krieger,
2000). Zhao ve Subba Rao, 1997 yilinda yenileme fonksiyonu i¢in yeni bir tahminciyi
yenileme denklemini ¢ozerek elde etmislerdir (Zhao ve Subba Rao, 1997).

Sonlu varyansh alt-listel rasgele degiskenlerin yarattig1 yenileme fonksiyonu
i¢in bir diger 6nemli asimptotik agilim Geluk ve Frenk, 2011 yilinda birinci ve ikinci

momentler vasitasiyla asagidaki gibi elde edilir:

X M 1 (% - (103)
Uy (x) 20 ” fx Fi(©) dt + 0(F,(x))

(Geluk ve Frenk, 2011). Burada, F;(x) integrallenmis kuyruk fonksiyonudur ve su

sekilde tanimlanir;
_ 1 (*°_
A= | Foydy, x>0 (104)
nu'l X

Kaasik, 2009 yilinda integrallenmis kuyruk dagilimi, F;(x) icin asagidaki ampirik

tahminciyi 6nermistir:

“F(y) d
F o) _L Fn}(?y) Y s (105)

(Kaasik, 2009).
Kaasik, 2009 yilinda ayrica bu tahmincinin F;(x) igin tutarli bir tahminci

oldugunu gdstermistir (Kaasik, 2009). (107) asimptotik agiliminda F;(x), u ve u,
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yerine bunlarin ampirik tahmincileri kullanilarak sonlu varyansli ile alt iistel dagilima
sahip rasgele degiskenleri tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonu i¢in agagidaki

tahminci Onerilebilir:

1 r®_
2 __ f E.(y) dy, x - oo. (106)
X X

E(X?) = oo durumu igin Sgibnev, 1981 yilinda U(t) yenileme fonksiyonu i¢in

asagidaki asimptotik sonucu elde etmistir:

LI A (107)
U© fo <]y F(x)dx> dy,

(Sgibnev, 1981). Burada F = 1 — F, F dagilimmin kuyrugudur. F ise U(t) yenileme
fonksiyonunu iireten rasgele degiskenlere ait dagilim fonksiyonudur. Bu asimptotik
sonu¢ kullanilarak E(X?) = oo durumunda Bebbington vd., 2007 yilinda U(t)

yenileme fonksiyonunun parametrik olmayan tahmin edicisi

t oo
Un(®) =~ 4 = ( [(Reo dx) dy (108)
0 y

H1 Mg

biciminde elde edilmistir (Bebbington vd., 2007). Burada fi;, F dagiliminin birinci

orneklem ortalamasini temsil eder. Bebbington vd., 2007 yilinda elde edilen bu sonug,
F dagilim fonksiyonu %< a <1 indeksi ile S, nin kararlilik ¢ekim alaninda

oldugunda U(t) i¢in giiven araliklarmin elde edilmesine de olanak saglamustir
(Bebbington vd., 2007).
Farz edelim ki X1, X5, ... X;, bagimsiz ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenleri

kuyruk dagilimi asagidaki gibi verilmis olan F dagilim fonksiyonuna sahip olsunlar:

F(x)=cx_%(1+x_5L(x)), fe(%,l), §>0 x—> (109)
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burada ¢ > 0 bir sabit say1 ve L(x) yavas degisen bir fonksiyondur. Yani her t > 0
igin
L(tx)
L(x)

sart1 saglanir. Dikkat edilecek olur ise 1 € (%, 1) icin E(X) < o ve E(X?) = oo dur.

-1, X — 00

AE G, 1) durumunda bu tip dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen

yenileme fonksiyonu igin asimptotik sonu¢ Teugels, 1968 yilinda asagidaki gibi elde

etmistir:

t A2t2F(t)

_ - 00 110
O ea @ o

(Teugels, 1968).

Johansson, 2003 yilinda calismasinda kuyruk dagilimi (109) bigiminde
verilmis olan dagilimlarin beklenen degeri i¢in bir tahminci onermistir (Johansson,
2003). t,, onceden belirlenmis bir esik seviyesi olmak tizere Johansson, 2003 yilinda
Onerilmis olan esik seviyesini asan degerler yontemine dayali tahminci asagidaki

bi¢imdedir (Johansson, 2003):

n A
. 1 . B o (111)
ﬂn:_znil{nistn}-l'pn(tn-l' nﬂ>:ﬂn+7n
ni=1 1— &
burada
tn o (112)
u=] vdF(v)+] vdF(v) = uy, + 1.
0 t

n

dir. Johansson, 2003 yilinda u i¢in 6nerilmis olan (111) tahmincisini kullanarak Necir
vd., 2010 yilinda yenileme fonksiyonunu iireten rasgele degiskenlerin kuyruk dagilimi
(109) bigiminde oldugunda U (t) yenileme fonksiyonu i¢in yar1 parametrik istatistiksel
bir tahminci elde edilmistir (Necir vd., 2010). Necir vd., 2010 yilinda Onerilen

alternatif tahminci asagidaki gibi verilmistir:
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= ga
0.(t,) = 4 AntnPn (113)
ni\m NOOBENGL 5 5

Hn Hn (1 - An)(ZAn - 1)

(Necir vd., 2010).

Literatiirde (s,S) tipli yar1 Markov envanter modellerin ergodik dagilim
fonksiyonu ve dagilim fonksiyonunun momentleri igin istatistiksel tahmin problemi
kapsamli bir sekilde incelenmis ve Frees, 1986 tarafindan onerilen istatistiksel araclar
kullanilarak bazi farkli tahminciler dnerilmistir (Frees, 1986; Gokpinar, 2016). Daha
genis literatiirdeki ¢cok sayida mevcut ¢alisma, talep rasgele degiskenlerinin hafif
kuyruklu oldugu durumu incelemistir. Ancak daha Once belirttigimiz gibi, hafif
kuyruklu talep varsayimi, taleplerde beklenmedik ani degisiklikler oldugunda, her
zaman tatmin edici degildir. Bu nedenle taleplerin istikrarli olmadig1 sektorlerde
envanter sistemleri modellenitken agir kuyruklu dagilimlarin  kullanilmasi
gerekmektedir.

Literatiirde agir kuyruklu taleplere sahip (s,S) tipli envanter modellerin
ergodik dagilimlart ve ergodik dagilimlarinin momentleri pek ¢ok calismada
incelenmis ve bu modeli ifade eden siirecin sayisal karakteristikleri i¢in cesitli
asimptotik acilimlar ve yaklasimlar elde edilmistir (Bektas Kamiglik, 2017). Ancak
dikkate alinan sistemlerin istatistiksel oOzelliklerine iliskin bir takim sorularin
yanitlanmas1 gerekmektedir. Bildigimiz kadariyla, daha 6nce higbir caligma agir
kuyruklu talep rastgele degiskenlerinin (s, S) tipi envanter modeli lizerindeki etkisini
istatistiksel olarak ele almamistir. Bu tezin temel amaci, yar1 Markov envanter modeli
ifade eden siirecin istatistiksel 6zelliklerini, literatiirde onerilen bazi farkli yaklagimlari
kullanarak, agir kuyruklu ve sonsuz varyansh talep yapilari ile arastirmaktir. Temel
motivasyonumuz Onceki literatiirden farkli olarak, talep rasgele degiskenlerinin
kuyruk dagilimlar1 (109) formunda diizenli degisen, sonsuz varyansli, agir kuyruklu
bir dagilima sahip oldugunda (s, S) tipli yar1 Markov envanter modeli ifade eden X (t)
stirecinin ergodik dagilim1 ve ergodik dagiliminin momentleri i¢in esik seviyesini asan
degerler yontemine dayali bir tahminci 6nermek ve bu tahmincinin istatistiksel

ozelliklerini incelemektir.
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4. YAPILAN CALISMALAR

4.1. (s, S)Tipli Envanter Modelin Ergodik Dagilim I¢in U¢ Degerler
Teorisine Dayah Istatistiki Tahminci
Kisim 2.1. de X (t) stirecinin belirli kosullar altinda ergodik oldugu gosterilmis

ergodik dagilim fonksiyonunun kesin sekli asagidaki gibi sunulmustur:

U(S—x) <x<S, (114)

Qx(x)zl—m, S<x <

burada U(x) =Yoo F™(x), {n,}, n =1 dizisi tarafindan {retilen yenileme

fonksiyonudur. (114) denkleminden W, = %(X (t) — s) siirecinin ergodik dagilim

fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

—W, s<x<S§, t=S-s

Qu,(t) =1

Ustel, Erlang gibi baz1 6zel dagilimlar disinda yenileme fonksiyonunun kesin
seklinin elde edilmesinin kolay olmadigi bilinmektedir. Bundan dolay1 yar1 Markov
envanter modelini bazi1 o6zelliklerini bulabilmek i¢in asimptotik yaklasimlarin
kullanilmast gerekmektedir. Bu tez calismasinda Kisim 2. de calisma prensibi ve
kurulumu veilmis olan (s,S) tipli yar1 Markov envanter modelin talep rasgele
degiskenleri dizisi {n,}, n = 1 'ni olusturan 7 rasgele degiskenlerinin asagida ifade

edilen, diizenli olarak degisen dagilim fonksiyonuna sahip oldugu varsayilacaktir:
— -1
F(x)=cx f(1+x_5L(x)), X — 0 (115)

burada é € (1/2,1), § > 0 ve ¢ > 0 reel sabit olmak iizere L(x) yavas degisen

PR

fonksiyondur. Ayrica L(x),8 > 0 icin yavas degistiginden lim 1+ x9L(x) =1
X—00
olur. Dolayisiyla 1+ x~9L(x) yavas degisir. L;(x) =1+ x79L(x) diyelim. Bu

1
durumda F(x) = ¢ x ¢ (1+x70L(x)) kuyruk indeksi —1/¢ ile § € (1/2,1) igin
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diizenli olarak degisen dagilim fonksiyonudur, bu sartkar altinda F(x) sonsuz
varyansa sahiptir.

Bu tez ¢aligmasinda ele alinacak olan tahminci problemine gegcmeden Once ele
alman klasik yar1 Markov envanter modelinin ergodik dagilim fonksiyonu igin
asimptotik yaklasim elde edilmesi gerekmektedir. Modeli ifade eden X(t) siirecinin
ergodik dagiliminin kesin ifadesi talep rasgele degiskenleri tarafindan iiretilmis
yenileme fonksiyonu cinsinden verilmistir. Bu nedenle, sonsuz varyanshi agir
kuyruklu, diizenli degisen dagilima sahip rasgele degiskenler tarafindan iiretilen
yenileme fonksiyonu i¢in asimptotik bir yaklagima ihtiyacimiz vardir. F(.), (0, )
lizerinde bir c.d.f. olsun ve F(.), 1< a = 1/& < 2 indeksi ile diizenli degisen bir
fonksiyon olsun. Geluk, 1992 yilinda bu sartlar altinda U(t) = E (N (t)) = YR F**(t)

yenileme fonksiyonu i¢in asimptotik yaklagimi su sekilde vermistir:
t 1 (¢ r®_ _ 2 _ _
U —— - —Zf j F@ dvds =0 (t/(FO) F(2F®)) (116
Hq HiJo Js

(Geluk, 1992). (116) ile verilen asimptotik yaklasim, talep rasgele degiskenleri sonsuz
varyanslt diizenli degisen dagilima sahip oldugunda yar1t Markov (s, S) tipli envanter
modelinin ergodik dagilim fonksiyonunu elde etmek icin kullanilmistir (Bektas
Kamighik, 2019). Bu c¢alismanin sonuglar1 olarak, siirecin ergodik dagilim
fonksiyonunun kesin ifadesi i¢in (115) formiilii ve (116) asimptotik yaklasiminin

birlikte kullanilmasiyla Qy, (t) asimptotik agilimi asagidaki gibi elde edilmistir:

G(at) N a G(t) N

Qw0 = (1= @) == =2+ ===+ 0 (£ F©? F(PF0)) (117)

burada 0 < a = (1 —x) <1, u = E(n;) olmak tizere;

(o) =ftfwﬁ(v) dv ds (118)

dir.
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Simdi uygun bir t,esik degeri lizerinde kalan agimlarin dagilmini Fy  ile
gosterelim. F; i¢in limit dagilimi Teorem 1.9.1. ile verilmistir (Balkema de Haan,
1974, Pickands, 1975). Teorem 1.9.1.'e gore, F;_ sekil parametresi & > 0 ve 6lgek

parametresi f =t,, olan genellestirilmis Pareto dagilimi ile yaklasik olarak
hesaplanir. Farz edelim ki 7n4,7,,..,1, bagimsiz ve ayni1 dagilima sahip rastgele

degiskenlerinin dagilim fonksiyonu
= _1
F(x) =P(n, >x) = cx ¢ (1+27°L(x)) (119)

olsun. t, onceden belirlenmis bir esik seviyesi olmak iizere, n — oo oldugunda
sonsuza yaklassin (bu ¢alismada (Johansson, 2003) tarafindan 6nerilen esik seviyesi

kullanilacaktir). Boylece F; tanimi kullanilarak

Ftn(}’)=P(771—tn>Y| n1>tn)=ﬁ(tn+y)/F(tn) (120)

elde edilir. Dolayisiyla

l)‘l/f 14 (tn + ) °L(t, + ) (121)
th 1+ t,°L(t,)

F t, (V) = <1 +
olur.
E(ny) = p 'nin istatistiki tahmincisi, Johansson, 2003 yilinda tarafindan su

sekilde onerilmistir:

P

n
o1 . J o
fn =—Zm 1{n; < ty} + Py (tn+ = > = fin + 15 (122)
N 1=&n

(Johansson, 2003). Burada

[oe)

tnh
= f v dF(v) + f v dF(v) = iy + T} (123)
0 t

n
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dir. G(t,,) ¢ift katli integrali su sekilde yazilabilir:

G(t,) = f " j F () dv ds

tn

= tnfooﬁ(v)dv+j v F(v) dv

n 0

—t”F(tn)+ft”v dF (v) + t, J; Fw)dv.  (124)

burada F,(x) = % * 1 1{n; < x}, F igin ampirik tahmin edicidir. Ek olarak t,, esik

seviyesinin iizerinde kalan asimlarin sayis1 asagidaki gibi tanimlansin:
N =card{n;:n; > t,:1<i<n} (125)

N ~ Bin (p,,n) ve F,, = p, = P[n; > t,] oldugu agiktir. Bu durumda F(t,,) igin
dogal tahmin edici p,, = % olacaktir. Boylece daha once aciklamis oldugumuz ESAD

yontemindeki enstriimanlar kullanilarak F (t, +y) icin asagidaki tahmin edici elde

edilir.
Fty +y) = F(t) Fe, ) = pn Gz 5 ) (126)

F kuyruk dagilimmin tahmin edicisi i¢in olarak G £..p, kullamlirsa ve (124)
esitliginin sag tarafi g6z oniinde bulundurulursa, G (t,) i¢in asagidaki tahmin edici

elde edilir.

TL pn ,871
¢ (127)

G(tn) - pn_+_z 7]1 1{771 = n} +

burada € ve [, genellestirilmis Pareto dagiliminin parametreleri i¢in tahmin
edicilerdir, B, =t, & olur. Simdi G(at,) icin bir tahmin edici bulmamiz
gerekmektedir. t,,'nin 6nceden belirlenmis bir esik seviyesi oldugunu ve 0 < a < 1'in

bir sabit oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla ¢t,,' i aile carparak esik seviyesini asagi
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1
cekmis oluyoruz. F(x) =P, >x)=cx ¢ (1 + x“SL(x)) diizenli degisen

dagiliminin tanmimina gore sunu biliyoruz: F(a t,) = a $F(t,).

N;(t,), a t,'yi asan n; lerin sayisi olarak tanimlansin. Yani,

N, =card{n;:n; > at,:1 <i<n}

Ny, Bin (pn o n) parametreleriyle binom dagilimi gibi davranir ve p, = F(at,) =
a ¥F(t,) = a~*p, olur. p,, = N;/n, p,, i¢in dogal tahmin edicidir. Burada
N; = a 4N olur.

Fg¢,(y) = P[ny — at, >y |1y > t,] seklinde tanimlansin (123) de "t,," esik
seviyesini "at," ile degistirirsek, B, = at,; § = a B, olmak lzere; asagidaki

esitligi elde ederiz:
sup |Fy o, ) = Geg,,, )] = 0 (a2 % L(a ) = 0 (£:°L(ty) )
y>0

Boylelikle G(at,) i¢in asagidaki tahmin ediciyi elde ederiz:

2t2

o Zm 1{n; < aty} + —2+ npnlﬁnl (128)

G(atn) = pATll _ f

(117) 'de (127) ve (128) i kullanarak Qyy, (t) siirecinin ergodik dagilimi icin

ESAD yaklasimina dayali istatistiki tahminciyi asagidaki gibi elde ederiz:

G(aty) L@ G (tn) (129)
I’l'n ﬁntn

Qu,(t) =1 —a) —

Bir sonraki adimda @Wa(tn) tahmincisinin tutarhiligimi ve asimptotik
davranigin1 inceleyecegiz. Bunun i¢in Johansson, 2003 yilinda yayinladigi
calismasinda elde edilmis olan asagidaki 6nermeye ihtiyacimiz vardir.

Onerme 4.1.1. n,,1,, ...n, pozitif bagimsiz ve aym dagilima sahip rasgele

degiskenlerinin dagilim fonksiyonu
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_ 1 _ ag
F(x)=P(m; >x)=cx ¢ (1 + x“SL(x)) olsun. Ayricap, = F(t,), t, =0 (nT>

1

olmak tizere, N = card{n;: n; > t,} = Bin(n,p,) a € (1+26§"

1), §>0,¢€(0,1)

seklinde tanimlansin. Bu durumda

D, (g, 12, t3,ts)
An
= E |exp{ ity — (An — tn)
Yn

B 1\ R — o)
+ifnp,(ty )| P ity — 1
o fn_f 4\/pn(1_pn)

2 1 2
— exp {—%1 - E(tz' t;)x 71 (Z) - %4} (1+0p(1)) (130)

burada
Al 1 / tn ~
Un = ;Z?zl nil{ni < tn}a Un = fO vdF(v), Vr% o va?‘(fh 1{771 < tn})a Pn =

_21 1_+1€> olur (Johansson, 2003).

Tutarlii@r gostermek icin, asagidaki ampitik iligkiyi  kanitlamamiz

N/nves = (14 ¢) (

gerekmektedir:

~ aG(t,) aG(t,) G(at,) G(aty)
Qw, (tn) — Qu,(tn) = — - + - —
Watm o EWatim fntn Mty ftp ety

=0p(1), nox (131)

(131) bagintisini elde etmek i¢in asagidaki varsayimlari ispatlamamiz gerekir.
Varsayim 4.1.1. Onerme 4.1.1. kosullar1 altinda her k > 1 i¢in asagidaki
asimptotik iligkiler dogrudur:
0) (fn — 1" = 0p(1)

li) G(atn) t_ G(atn) — OP(].)
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G(tn) = G(tn) _
t op(1) ,m = co. (132)

n

iii)

(Johansson, 2003).
Ispat: Onerme 4.1.1. ye gore

Dl —pw = O(Vn/\/ﬁ)

E(g_l)
i) a € (1/(1+288),1),8 > 0ve & € (0,1) icin y2 =0 (nz 2 )
asimptotik iligkileri vardir. Dolayisiyla

(=) = 0 (%), (@, — ¥ = 0 (n+2)3) (133)

elde edilir.

Varsayimlara gore k > 1 igin ’%Z (f — %) = % < 0 oldugu goriiliir ve

ﬂ( _l)_l
(= 1* = 0 (n+ 2)73) = 0, (D) (134
elde edilir. Bu durumda:
. 3 2025
G(aty) — G(aty) _ || npn1 Z n21{n, < at,} + LonPraP npnlﬁnl
ty Iy
lf f F(v) dv dsl}
1 (|a?t2p
S npn1 Z nl 1{nl S atn} + npnlﬁnl
tn — ¢
a’t? 1 ® _
—~ [ﬂ += E(m? 1{n; < at,)) + at, j F(v) dvl}
2 2 at,
4, + A4,
= (135)

tn

elde edilir. Burada;
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a A
a = 271 (pn1 - pn1)

n
1|1
T [EZ n? 1{n; < at,} — EMm? 1{n; < atn})] (136)
"=

Az a pnlﬁnl _ ® a ﬁnl:énl a pnlﬁnl
= lae el F (”)d”l+[(1—é) -9

apn,Bn, af F(v)dvl ﬁnl Pnl) (Bn, — Bn,)

a-9 th (1 f)
a P, Pn,
a-00- (€-¢) (137)

dir. Diger taraftan ; non?1{n; < at,} — E(m? 1{n; < at,}) degerinin sonlu

.. aé
oldugu ve Onerme 4.1.1. 'nin varsayimlarindan, t,;1 = 0 (n_T ) oldugu g6z oniinde

bulundurulursak:

n
1|1
E[Ez ni 1{n < aty} —E(f 1{n; < atn})] -0, noo (138)
olur. Merkezi limit teoremine gore;

. p
(Pn, — Pn,) = Op (/ 21> pn, =Py >aty) =aVp,=a fC(l +0(1))n .

af, 1
dir. Dolayisiyla tn(ﬁnl - pnl) =0 (nZ(f_E)_l/z) = Op(l) olur. Sonug olarak % =

n

0p (1) elde edilir. Simdi % = 0p(1) oldugunu gdstermemiz gerekmektedir. 11k olarak,

(124) iin birinci terimini elde edecegiz.

fawF(v)d pflﬂ?( —a”t:%L(tn) + 0 (“tﬁg“at")»

tn
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(PP [T o
_a<1—_f_fat F(v)dv>—>0, n- oo (139)

n

olur. Ote yandan, Smith, 1987 yilinda yayimlanan ¢alismasina dayanarak;

By /B =1+ 0p (t:°L(t,)) ve (£ =€) = 0p (£5°L(t,)). oldugu goriiliir (Smith,

a 1
1987). Ayrica (133)’ den dolay1 ({1, — u) = O(nZ(g_E)_E) olur. Bu durumda

asagidaki asimptotik iliskiler saglanmis olur:
a1 ag a1
i) .Bnl(pnl _pnl) =at,§0 (‘I’l 8 2) =0 <‘I’l4 8 2) = 0p(1),
N A (P _a_a88
l‘l) pnl(ﬁnl_ﬁn1)=0(n 4 4 )=0P(1)
oA B (F _o_git)
1) B,y (€ = ) = 0 (17575) = 0p (D).
Dolayistyla % = 0p(1) olacag agiktir.

Onerme 4.1.2. Onerme 4.1.1." nin kosullar altinda, n — oo i¢in asagidaki

olasilik anlamindaki yakinsama saglanir.

[aG () — G(aty)](fn — 1) = 0p(1) (140)

12ty

Ispat: aG(t,,) ve G(at,)gosterimlerini kullanarak asagidaki sonug elde edilir:

s [aG(t) — G(at,)

1 apn n
- ;T{ 2
21 E(? 1n; < 6,)
+ p"ﬁ" [1 —t79L(t,) + 0 ( ‘5L(tn))]}
_Miz{a P;ltn + %E(mzl{m < atp})
i’"iﬁs:l [1 —a St SL(t,) + 0 (tESL(tn))]}

1 {[apntn +apnﬁn

Tzl 2 1-¢ ' 2t,

Mz E(Th 1{771 < tn})]
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- 2 + 1— f Zt E(Th 1{771 < atn})l}

Onerme 4.1.1.” nin varsayimlarina gore

1

pn1=a$ ﬁn1=aﬁn=atnf,

_1 a aé
a éc (1 + 0(1))n7, t,=0 (nT),

ﬁn —M = 0(’}’],%(f %)

Pn
1
2) olur.
a(é-1) a
4 4

+Z <0ve g(5—%)—1<

Ayrlca0<a<1ve%<€<1i<;in, " "

<0,—-

0 dir. Boylelikle

a(§-1)
Dn,tn =0 (n 4 ) = 0p(1), Pntn =0 <n n ) = 0p(1),

_x,a _a
pnlﬁnl =0 <7’l i 4) = o0p(1), PnPn =10 (n 4 4) = 0p(1),
a 1 1
f,—u=0 (nz(f ‘5)‘5)
elde edilir. Diger taraftan E(n? 1{n; < t,}) < o, E(n? 1{n; < at,}) < o oldugunu

biliyoruz ve boylelikle su sonuca varabiliriz;

n) — G(atp)](fn — ) = 0p(1)

Onerme 4.1.1. ve Onerme 4.1.2. nin sonuglar1 kullanilarak QWa (t,,) tahmincisinin

tutarliligi Teorem 4.1.1. ile verilmistir.
Teorem 4.1.1. Onerme 4.1.1."nin kosullar altinda, asagidaki asimptotik iliski

saglanir:
OWa(tn) — Qw,(ty) = 0p(1), n > o, (142)
Ispat: Taylor agilimim kullanarak;

QWa(tn) - QWa (tn)

) — G(at)] (i — ) + M% [G(t) — G(t,)]
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- u% [G(at,) — G(at,)] + Ry(tn) + Ro(ty) + R3(ty) (143)

elde edilir. Burada,
[ee] 1 R ) ,
R, (t,) = Zm [G(at,) — G(at,)] [, — ul?, (144)

(-1 a

RZ(tn) = k+1
& (k + Duktity

[G(tn) - G(tn)] [.an - 'u]k, (145)

v (D (146)

R3(t,) = tzlm [aG (t,) — G(at)][fn — u]**

dir. Ispat, Onerme 4.1.1. ve Onerme 4.1.2. nin sonuglarina ek olarak (144) - (146) dan
aciktir.

Varsayim 4.1.2. Onerme 4.1.2.’nin kosullar1 altinda n — o oldugunda

asagidaki asimptotik iliski dogrudur.

QWa(tn) - QWa (tn)
=¢1(fin — ) + (P, —p) + C3(ﬁn - ﬂn) + C4(é - f) +
op(1). (147)

burada;
2—l 2_1
1 (a —a f) Pntn (El — Ez) (a —a f) PnPn
2 2 T 1-2¢ ’
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1
(o= D)

“TTLa-9
(=)ot
R

E, = E(i 1{m; < t;}) < oo,
E, = Emf 1{n; < t,}) < oo dir.
Ispat: Onerme 4.1.1. ve Onerme 4.1.2. nin sonuglar1 kullanilarak asagidaki

sonucu yazabiliriz:

OWa (tn) - QWa(tn)

= — a6 (t) — G (at)](f — )
utt,
a 6 G
+E[ (tn) 3 (tn)]
! G G 1
—E[ (at,) — G(aty)] + 0p(1)
B 1 |rat,p, Ey apnfn
(5 2 )
aztnpnl pn1'8n1
_<T+E+ - )l}(n )

+;{<2 + 1/3"5) (Br — Pn) +1an§(/§n—ﬁn)

pnlgg)z (f f)}
1(/a’t aPn,
_;{< 2 + 1 >(pn1 pnl)
p’“ (ﬁnl Brn,) + p"lg’)‘; (¢ —f)} + 0p(1). (148)
Ayrica
By = Bus) = @ (Bu = Bn), Py = Pua) = @ B = ) (149)
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oldugunu biliyoruz. Bu sonuglar g6z 6niinde bulundurularak istenen sonug, (148) ve
(149) denklemlerinin birlikte ¢oziilmesi ile elde edilir.
Teorem 4.1.2. Onerme 4.1.1."in kosullar1 saglansin.

a € (0,1) ve her t, = O(n“‘f/ 4) icin asagidaki dagilima gore yakinsama saglanir.

t:fn (Owa(tn) - Qwa(tn)) -% N(0,1), n— oo (150)

burada

=t W( (t * 1ﬁn€) + C2>2 * (ly-lz_pi)z <(ilzin§;z + 04)2

PPy o) - E (e ) o) (G )

dir.
Ispat: Johansson, 2003 yilinda yayinlanan ¢alismasinda Onerme 4.1.1.” de,

v = var(n, 1{n; < t,}) olmak iizere;

i Nm N Ba ..
=) = G ) 4 (b + 1) G o)

Vn pnﬁn

t o a—oe (6 3)

Vn  p,

o 5)(371 Bn) +0p(1), n > (151)

oldugu gosterilmistir (Johansson, 2003). (147) ve (151) birlikte kullanilarak
Vn
D (QWa (tn) - QWa (tn))

VP (1 —pp) < ( P

=clA1+T t +( €)>+02)A

+ﬁn\/2(1+€) (cl( Pn >+03)A3

Y/ P 1-¢
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1 + S; < Clpnﬁn )
+c )AL+ o0 152
Yo/ P (1—¢)2 4 |24 P(1) (152)

sonucu elde edilir. Burada;

A :ﬂ(ﬁ,_ﬂ,) A :\/ﬁ(p’\n_pn)
' n " " ’ v pn(l - pn), (153)

VN, Pn A NVN\/Pn ,»
=———=Prn—Bn), As= —
5 2(1+§)(ﬂ Br) (£-9)

olur. (130) ile verdigimiz Johansson, 2003 ¢aligmasina sonucuna gore,

I R N PN W VN
Bt = E || o b= Ba) | gy f)‘ JZ(T

ve bunun disindaki biitiin A; rasgele degiskenleri icin A;, 1<i<4, E (A A]) =
0 olacak sekilde standart normal rasgele degiskenlerdir (Johansson, 2003). Dolayisi ile

asagidaki dagilima gore yakinsama elde edilir:

I (OWa(tn) - QWa(tn)) i N(0,1), n — oo.

tnOn

burada

= Var géwa(tn) - QWa (tn)

_ C1 pn(ly; Pn)( (t N lﬁ_ f) N CZ)Z N (1y-2|'pi)2 ((Clﬂin?;lz n C4>
w( (225) + )

D () ) ()

dir.
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4.2. (s,S) Tipli Envanter Modelin Ergodik Dagiliminin n. Mertebeden

Momentleri icin U¢ Degerler Teorisine Dayali istatistiki Tahminci

Bir 6nceki kisimda X (t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu Qy, (t,,) icin
onerdigimiz QWa(tn) tahmin edicisinin istatistiksel 6zelliklerini inceledik. Simdi,
klasik (s, S) tipli yar1 Markov envanter modeli ifade eden siirecin ergodik dagiliminin
n. mertebeden momentleri i¢in u¢ deger teorisine dayali bir tahminci 6nerip, bu
tahmincinin istatistiksel 6zelliklerini inceleyecegiz. Ilk olarak, talep rasgele
degiskenleri sonsuz varyansh agir kuyruklu dagilima sahipken X (t) siirecinin ergodik
dagilimmin n. mertebeden momentleri i¢in asimptotik agilimi elde edecegiz. X (t)
siirecinin ergodik dagiliminin momentleri i¢in kesin formiiller Khaniyev vd., 2013

yilinda yayinlanan ¢aligmasinda asagidaki gibi verilmistir (Khaniyev vd., 2013).

B
U B) = Bt UB) = f B ="', () dt, n=12,.. (154)
0

olmak tizere;

n Uy (B)
Uy (B)

burada U,(B), talep rasgele degiskenleri 7;, i = 1. tarafindan diretilen yenileme

E(R") = (155)

fonksiyonudur.

F(.) (115) ile tanimlanan denklemde verilen (0,0) {izerinde
taniml, F(.),1 < a = 1/& < 2 indeksi ile diizenli olarak degisen bir fonksiyon
olacak sekilde bir birikimli dagilim fonksiyonu olsun.

Geluk, 1992 yilinda U(t) = E (N (t)) = Y® F**(t) yenileme fonksiyonu icin

asagidaki gibi asimptotik bir acilimi vermistir:
t 1 (tr®_ alE 22705
Uy (8) — — ——zf f F)dvds =0 (1: (F())’F(¢ F(t))) (156)
M1 HiJo Js

(Geluk, 1992). (154) ve (156) 'y1 kullanarak X(t) siirecinin ergodik dagilimimin k.
mertebeden momentleri k = 1,2,... igin f — oo durumunda asagidaki asimptotik

acilimi elde ederiz:
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ﬁk
K+ D) B

) _ ﬁk_l

B(xY) = prk(k + 1)

() G(B)+0(B "+ H(P))

burada;

6@ = | ' [ Foravas, nw =g (Forr(er @)

dir. Ayrica %< & <1 ve L(x) yavas degisen fonksiyon olmak iizere F(x) =
1
cx ¢ (1 + x"‘sL(x)) dir. Teugels, 1968 yilinda yayinlanan ¢alismasinda
§2B2F(B) 1
1-9@i-1' 2

oldugu gosterilmistir (Teugels, 1968). Ayrica Karamata teoremi kullanilarak;

G(p) = fﬁfwﬁ(v) dv ds ~

<i<1

b
B* 14 G(B) = f B — K1 G(e) dt

~ fﬁ (B -2 F ()
o 1-9C-1)

1

e 1)]“3 2L

_ F(p)erprr? 1y 1y,
_(1_6)(25_1)3(1@3 f)_B<k'3 S()ﬁ B (157

elde edilir. Burada B(x, y) beta fonksiyonudur. B (k 3 - E) k>1ve = < ¢ < 1ligin
sabittir. (157) *dan

ﬁk

EX) ~taspt

1Ckﬁk 1f f F(v)dvds, k=1, > »

elde edilir. Burada

Cx =B(k,3—%)—ﬁ

dir. t,, Johansson, 2003 yilinda yayinlanan ¢alismasinda 6nceden belirlenmis olan esik

seviyesi olmak lizere asagidaki yaklasim elde edilmis olur:
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k

E(Xk(tn)) ﬁ —ctk- 1jtnf F(v)dv ds, (158)

k > 1, t, — oo (Johansson, 2003).

(158) 'deki cift katli integralin asagidaki esitini kullanarak asagidaki sonucu elde
ederiz.

ft"j“’ﬁ(v) dv ds = ftnv F(v)dv + tnfooﬁ(v) dv

tn

2

t2 _ 1t ®_
=—nF(tn)+—j vzdF(v)+tnj F(v)dv
2 2, -

n

Boylece, asagidaki yaklagim elde edilmis olur:

- P Cp tht1 L G PulB
E(X*(t,)) ~ L _ad thi-TEm21{n, <t ("")
+R,,

burada

-5
e () () (k)

F(.) icin ampirik tahminci F,(x) = Y™, 1{X; < x} ve F(.) kuyruk dagilimmin
tahmincisi (7311’3“ oldugundan E ()? k(tn)) icin karsilik gelen ESAD tahmincisini

asagidaki gibi elde etmis oluruz.

k —
E(X@) =taeyp a7 Pt ( Z nf1in; < tn}>
n CkA ty (ﬁnﬁrz)
An \1—-2¢
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burada fi,, Johansson, 2003 yilinda oOnerilen p; = E(ny)'in ESAD tahmincisidir.

E ()? k(tn)) 'nin tutarliligi ve asimptotik davranisi, k = 1 i¢in asagidaki teoremlerde
belirlenmistir (Johansson, 2003). Daha sonra E ()? "(tn))’ nin k = 2 oldugunda

E ()? k (tn)) icin tutarl bir tahminci olmadigin gdsterecegiz.

1
Teorem 4.2.1. F, § € G, 1) icin F(x) =cx ¢ (1 + x“SL(x)) olacak
sekilde bir dagilim fonksiyonu olsun. L 'nin x, > 0 i¢in [x,, ) da sinirli oldugunu

ve baz1 § > 0 degerleri icin x —» x 9L(x) ’in sonsuzda artmayan bir fonksiyon
ag
oldugunu varsayalim. « € (0,1) olmak {lizere her t, =0 (nT) icin asagidaki

yakinsama dogrudur:

E(R'(t) — E(X(tn) = 0,(1), n > co. (159)

Ispat: A, (t,) = (Xl(tn)) (Xl(tn)) olsun.

A (tn)

n

=A1+A2+A3

biciminde yazilabilir. Burada

Ciln Pn_
2 fnuy

t\ 1
b1 = (e ) 7 (o = o) = 7 G = o),
n

A2 2 .un N (an 1{771 < tn} Z E(Thz) 1{771 < tn}>
1 C (A, — 11)
_?Zl (7’1) 1{771 < tn} (.an.ul)tn
_ PnBn fn+ 1, _ Bnci
A; = 1—9) ma, (A — py)er + a.(1— S()( —pn) + = ( )(,Bn ,Bn)
e Pobn ) s
Y ((1 YO S
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; P .
dir. Oncelikle n = ooiken A; = 0 oldugunu gosterecegiz. Onerme 4.1.1.° e gore;

n — oo iken; f, —pu; =0 (%) olur. Yine Johansson, 2003 yilinda yayinlanan

¢alismasinda, y2 = 0(n*/2¢-1/2) oldugu gosterilmistir (Johansson, 2003). Ayrica
fin — g = 0(n¥/*E-1/2D71/2) = ,(1), n - o oldugu agiktr.

a aé
Buradan p, = c(1+o(1))n"%, t, =0 (nT> icin asagidaki asimptotik iliskiyi elde

ederiz.

R p
pn_pn:0p< 771)

Boylelikle asagidaki asimptotik iliskiler elde edilmis olur:

a 1

tn(p’\n - pn) =0 <n4(§—_%) ) = 0p(1),

tnpn(ﬂn - ;ul) =0 (na/4(§—g)—1/2) = OP(l).

2

P P
Bu da n - o iken A; — 0 oldugunu kanitlar. Simdi A, — 0 oldugunu gosterelim.

Asagidaki esitsizliklerin dogru oldugunu biliyoruz.
1 n n
<;Z nf 1 <t} - Z EMm}) 1{n; < tn}) < oo,
i=1 i=1

n
D B i < ta) < o
i=1

Bu esitliklerden faydalanilarak

1
(A3 n? 1 < 6} — By EGP) 1 < ta})
tn

= 0p(1)

oldugu kolayca goriiliir. Boylelikle

A

Un — Uq
tn

=0 (n_%_l/z) =0p(1), n > oo,
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P P
yani n — oo iken A, — 0 oldugu kanitlanmis olur. Simdin — oo iken A; -0
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in asagidaki asimptotik iliskilere ihtiyacimiz olacaktir:

1Dl — 1) = 0 (n(575)) = 0, (1)

2.8,(Pn—pn) =0 (n(aTs ) ;) = 0p(1),
3.00(Bn = Bn) =0 (n(%f‘%)) — 0p(1),
4506 =) = 0 (7F) = 0, 0).

P
1.,2.,3.,ve4. kullanilarak n — oo iken A; = 0 elde edilmis olur. Boylece
ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.2. F, Teorem 4.2.1." de oldugu gibi tanimlanmis bir dagilim

ag

1) olmak {iizere her t, =0 (nT) icin asagidaki

. 4
fonksiyonu olsun, a € (1+2 T3

dagilima gore yakinsama elde edilir:

t;/fn (E (X)) - E ()?(tn))) 2 N(01), n— oo,
burada,
2
o} = A2y} + <A2 + 4y (ta + 1%)) Pl = po)
+ <A3 + A, (fiﬁg)z)Z (1 ::‘)2
o gt 20
Pn PnBrn \ (1 + &Sy
- <A4 th ﬁ> (A3 T 6)2) Pn (160)
A%~

- _ <C1tnpn + ﬂZ?:lE(niz) 1{771' < tn} 2pn.3ncl )
! 2uf 2 uitn (1—&\m:)
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C1 tn ﬁn

A, = +
27 2u o wm(1-9)
_C1_Pubhn

3 M1(1—$€)2'
PnC1

A, = —2—

* M1(1—f)

dir.

Ispat: Teorem 4.2.1° de E ()?(tn)) =F ()?(tn)) + 0p(1) oldugunu

gostermistik. Dolayisi ile yeterince biiyiik her n degeri i¢in asagidaki sonucun elde

edilecegi asikardir.

B () = (1 + 0p(D)VR) (A1 (= 1) + A3 (B — Pn)
+ 45(E = &) + Ay(Bu — B))

(161)
Diger taraftan Johansson, 2003 yilinda yayinlanan ¢alismasinda
~ . , ﬁ )
VR (= o) = Vel — ) + <t" * 1__7}) Vn(pn — pn)
il : p A

oldugunu gostermistir (Johansson, 2003). (161) ve (162) birlikte kullanilarak asagidaki
sonug elde edilir:

Bn(ta) = B (X¥(tn)) — E (R¥(t))

= AVn(ay, — pp) + [A1 (tn + 1[3%5) + Az] V(B — pn)

+ [A1 (fnﬁg)z + A3] Vn(é—¢) + [A1 — + A4] V(B — By)
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Teorem 4.1.2. deki ispat adimlarinin benzerini uygulayarak asagidaki sonug
elde edilir.

An n 1- n n
T e (VA8

tnyn
1+8 PnbBn
+—(A3+A1 = 6)2)A3

+ﬁ\/2(1+€)( Pn

+ A, )A4 + 0p(1) (163)
yn pn

1-¢

Burada (A;)=14, E(A3A,) = —\/2(+_+8 ile standart normal rasgele degiskenlerdir.

Buradan da Teorem 4.2.1.' nin varsayimlari altinda asagidaki sonuca ulasiriz.

tnfpn (2 (%) - £ (Rt)) > NOD, n-o,

vn
przl =Var v An(t) = Un/yn

nin
Boylelikle ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.1. ve Teorem 4.2.2. ile X(t) siirecinin birinci momenti E (X (tn))
icin 6nermis oldugumuz E ()? (tn)) tahmin edicisininin i¢in tutarlilik ve asimptotik
normallik &zellikleri ispatlanmis oldu. Simdi k > 2 oldugunda E (X k(tn)) 'nin

E ()? k(tn)) icin tutarli tahmin edici olmadigini gdsterecegiz.

Teorem 4.2.3. (159) formiilii ile verilmis olan E ()? "(tn)) tahmincisi t,, =
0 (nan), a € (0,1) ve k>2 durumunda E ()? k(tn)) icin tutarli bir tahminci
degildir.

Ispat: A, (t,) = (Xk(tn)) ()?"(tn)) = Ay + Ay + Agp olsun.
Burada

(un t),

n 2un
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1 n
Azk - _n<;z77 1{771 < tn} ZE(ULZ) 1{771 < tn})

i=1

n

—7"2 E() 1 < ta} |

k (.un 1)]

UnHq

_thrlf _ PnBn fn + 1y Bn A ﬁn(ﬁn_ﬁn)
Mk =S T a-0 o T PP T A

1 pAn:én o3
tml\acoa-pt Y

dir.
Dikkat edilecek olursa k > 2 iginn — oo iken t,(lkﬂ) (Dp, — pp) =
a 1 1
0 (n?(f(kﬂ)?)_?) — oo olur. Dolayisiyla n = o iken k = 2 igin A;; — oo olur.

Benzer sonuglar Ay, Ay, ve Azp icin de gecerlidir. Boylece n — oo iken k > 2 igin

A (t,) = (X k (tn)) ()? k(tn)) — oo elde edilir. Bu da iddiamiz1 kanatlar.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda (s,S) tipli yar1 Markov envanter modelin bazi
ozelliklerine iligkin tahmin problemi incelenmistir. Yenileme siireglerinin ve yenileme
fonksiyonunun envanter problemlerinde dogal bir sekilde ortaya ¢iktig1 bilinmektedir.
Bu tez ¢aligmasinda ele alinan yar1 Markov envanter modeli ifade eden siirecin sayisal
ozelliklerine iliskin kesin sonuglar, talep rastgele degiskenleri tarafindan olusturulan
yenileme fonksiyonlar1 araciligiyla saglanmaktadir 6rnegin bkz. (Aliyev, 2016;
Aliyev ve Khaniyev, 2014; Aliyev vd., 2010; Bektas Kamishik vd.,2019; Bektas
Kamiglik vd., 2018; Khaniyev ve Atalay, 2010; Khaniyev vd., 2013). Dolayisiyla
yenilenme fonksiyonunun tahmini bu tezin temel araglarindan biridir.

Farkli tlirde dagilimlarin olusturdugu yenileme fonksiyonunun tahmin
edilmesine iligkin literatiir oldukca genistir. Mevcut literatiirden farkli olarak, burada
agir kuyruklu dagilimlara sahip talep rastgele degiskenlerini ele aliyoruz. Bu nedenle
uc deger teorisinin Onemli caligmalarindan biri olan agir kuyruklu dagilimlarin
olusturdugu yenileme fonksiyonu i¢in farkli tahmin yontemlerine odaklandik. Bu tezin
temel amaci, u¢ deger teorisine dayali yenileme fonksiyonu ig¢in farkli tahmin
yontemlerini arastirmak ve bu tahmin edicilerin (s,S) tipi yari-Markov envanter
modeli iizerindeki performanslarini analiz etmektir. Bu baglamda bu tez ¢alismasinda
uc¢ degerler teorisinde yaygin olaraka kullanilan ESAD yontemi ayrintili bir bigimde
incelenmis ve sonsuz varyansa sahip diizenli degisen dagilimlarin beklenen degerleri
icin ESAD yontemine dayali tahmincinin Johansson, 2010 yilinda onerildigi
belirlenmistir (Johansson, 2010).

Johansson, 2003 yilinda onerilen tahminci ve yontem kullanilarak Necir vd.;
2010 yilinda yine agir kuyruklu sonsiz varyansa sahip rasgele degiskenler tarafindan
iiretilen yenileme fonksiyonu i¢in ESAD yOdntemini baz alan bir tahminci 6nerilmis,
bu tahmincinin yansizlik ve asimptotik normallik 6zellikleri incelenmistir (Johansson,
2003; Necir vd., 2010). Bu tez ¢alismasinda ise hem Johansson, 2003 hem de Necir
vd., 2010 tarafindan onerilen yontem ve parameter tahmincileri kullanilarak sonsuz
varyansh agir kuyruklu dagilima sahip yar1 Markov envanter modeli ifade eden siirecin

ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin momentleri i¢in ESAD yOntemine dayali
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tahminciler 6nerilmis ve bu tahmincilerin bazi istatistiksel 6zellikleri incelenmistir
(Johansson, 2003; Necir vd., 2010).

Incelenen modele gore ug deger analizi iki farkl sekilde ele alinmaktadir. Bu
yaklasimlar toplamlarin dalgalanmalar1 ve maksimumlarin dalgalanmalar1 olarak
bilinir. ilk durumda, verilerdeki ug noktalari ele almak i¢in ampirik dagilim ve ampirik
momentler lizerine kurulu klasik parametrik olmayan tahmin teknikleri ve genis
orneklem yontemi kullanilir. Ikinci ydntem ise ug degerler teorisine dayali istatistiki
yar1 parametrik tahmin yontemi olarak bilinmektedir. Bu tez calismasinda klasik (s, S)
tipli yar1 Markov envanter modellerin ergodik dagilimi ve ergodik dagiliminin
momentleri i¢in u¢ degerler teorisine dayali tahminciler {izerinde durulmustur. Bu
baglamda elde edilen bulgular su sekilde 6zetlenmistir:

I) Agir kuyruklu dagilimlar ve (s,S) tipli envanter modelin ergodik dagilimi
icin ug degerler teorisine dayali istatistiki tahminci yontemiyle olusturulan yenileme
fonksiyonunun yar1 parametrik tahmini hakkinda teorik zemin olusturulmustur. Ele
alinan yar1 Markov envanter sisteminin bir agiklamasi sunulmus, temel notasyonlari
ve matematiksel kurulumu verilmistir. Ayrica genis bir literatlir taramasi, aragtirma
calismasinin zemini, ele alinmasi gereken problem ve olasi yaklagimlar sunulmustur.

IT) Bu calismada son yillarda 6nemli bir istatistiksel metodoloji haline gelmis
olan ESAD yontemi arastirilmistir. ESAD yonteminin literatiirde daha ¢ok kuyruk
indeksi tahmini ve biiyiik kantil tahmininde kullanildig1 bilinmektedir.

IIT) Genellestirilmis Pareto dagilimi yaklasimi, Genellestirilmis Pareto
Dagilimi parametrelerinin  tahmin edilmesi, kuyruk dagilimimnin tahmini, ve
mometlerin tahmini ile ilgili genis bir literatiir sunulmustur. Ayrica genellestirilmis
Pareto dagilimi yaklasimi ve ug¢ degerler teorisi yontemini kullanarak yenileme
fonksiyonunun tahmini hakkinda ayrintili bir derleme yapilmistir

IV) Asagidaki talep dagilimina sahip (s,S) tipli klasik bir yari Markov

envanter modeli incelenmistir.
1
F(x)=cx ¢ (1 + x“SL(x)), X > o (164)

(164) ile verilmis olan denklemde c € R, ¢ € (1/2,1), § > 0 ve L(x) yavas
degisen fonksiyondur. Sonsuzda kesin, pozitif ve sonlu bir limite sahip olan herhangi

bir fonksiyonun yavas degisen oldugunu biliyoruz. Ayrica L(x) yavas degistiginden,
herhangi bir § > 0 i¢in
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lim 14 x%L(x) =1

X—>00

dir. Dolayisiyla 1 + x~% L(x) fonksiyonu da yavas degisir. L; (x) =1+ x7% L(x)

diyelim. Bu durumda F(x) = cx ¢ (1 + x7% L(x)) kuyruk indeksi —1/& ve & €

(%,1) icin diizenli olarak degisen dagilim fonksiyonudur. Burada F(x) sonsuz

varyansa sahiptir. Dolayisiyla F(x) = x_% Li(x),ile Flx) =x"%L; (x),1 <a <2
hemen hemen ayni sekle sahiptir, burada 1/ = a’ dir. Literatiirde ESAD prosediirii
islemi i¢in en uygun modelin (164) ile verilen kuyruk dagilimi oldugu belirtilmektedir.
Dolayisiyla galismanin bu béliimiinde talep dagilimi olarak F(x) = x~% L(x) ile
verilen klasik diizenli degisim modeli yerine (164) ile verilen modeli tercih ettik.

V) ik olarak, yukarida belirtilen kosullar altinda (s,S) tipli yari-Markov
envanter modeli temsil eden X(t) siirecinin ergodik dagilim fonksiyonu igin ug
degerler teorisine bagh istatistiki tahmin ediciler elde edilmistir. Burada Johansson,
2003 ve Necir vd.; 2010 tarafindan onerilen yontemleri kullandik. Ergodik dagilim
fonksiyonu i¢in dnerilen tahmin edicinin tutarli ve asimptotik olarak normal oldugunu
gosterdik (Johansson, 2003; Necir vd., 2010).

VI) Ikinci olarak, yukarida bahsedilen modeli ifade eden siirecin ergodik
dagiliminin n. mertebeden momentleri i¢in u¢ degerler teorisine bagh istatistiki
tahminciyi arastirdik. Onerilen tahmincinin yalnizca n = 1 oldugunda tutarli ve
asimptotik normal oldugunu gosterdik. Ayrica bu tahmincinin n > 2 igin tutarh
olmadigini gosterdik.

Ug degerler liretme egiliminde olan agir kuyruklu dagilima sahip veriler ile
envanter sistemlerde siklikla karsilasildigr bilinmektedir. Bu veriler genellikle
envanter sistemlerde talepleri ifade eden rasgele degiskenlerde gozlemlenmektedir.
Cogu envanter model ¢alismasi, talep rasgele degiskenlerinin normal dagilimdan
geldigi varsaymmi lizerine kuruludur. Fakat riski ¢ok yiiksek ama olasiligi diger
durumlara gore oldukg¢a kiigiik olan durumlari, normal dagilim varsayimi altinda
gercekei bir sekilde ongormek miimkiin degildir. Envanter modeller ile ilgili
problemlerde sistemi temsil eden stokastik stireglerin uzun siiredeki davranis
karakteristiklerini bilmek uygulamada ¢ok 6nemlidir. Dikkat edilecek olur ise, (s,S)
tipli stok kontrol modellerinin ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik dagilim

fonksiyonunun n. mertebeden momentleri i¢in verilmis olan kesin formiiller talep
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degiskenine ait yenileme fonksiyonlar1 araciligi ile ifade edilmislerdir. Yenileme
fonksiyonunun matematiksel olarak kesin ifadesi yalnizca birkag dagilim (iistel
dagilim, erlang dagilimi gibi) i¢in miimkiindiir. Giinliik hayat problemlerinde ise, talep
rasgele degiskenlerine ait dagilim fonksiyonu F ya bilinmiyordur ya da sekilsel olarak
bilinirken parametreleri bilinmiyordur. Boyle durumlarda F verilerden tahmin edilir.
Gokpinar, 2016 yilinda ve Frees, 1986 yilinda F dagilimi bilinmediginde biiyiik t
degerleri i¢in yenileme fonksiyonunun bir tahmin edicisini 6nermistir (Gokpinar, 2016
ve Frees, 1986). Frees, 1986 yilinda 6nerilen tahmin edici aykir1 degerler s6z konusu
olmadiginda, yenileme fonksiyonu igeren sistemlerin karakteristikleri i¢in istatistiki
tahmin ediciler elde edilmesi amaci ile kullanilabilmektedir (Frees, 1986). Fakat
sistemdeki talep rasgele degiskenleri aykir1 degerler liretme egiliminde olan agir
kuyruklu bir dagilima sahip oldugunda bu dagilimlarin kuyruk davraniglarimi goz
onilinde bulundurmadan 6nerilen tahmin edicilerin gergek¢i sonuglar vermedigi ortaya
cikmistir. Bu nedenle talep rasgele degiskenlerindeki ani dalgalanmalarin uzun vadede
sistemlerin karakteristikleri tizerindeki etkilerinin istatistiki tahmini u¢ deger teorisine
dayali tahmin edicilerin kullanilmasini gerektirmektedir. 3. kisimda agir kuyruklu
dagilimlar tarafindan iiretilen yenileme fonksiyonlar1 i¢in elde edilmis olan bazi
istatistiki tahmin ediciler ve bu tahmin edicileri elde etme ydntemleri iizerinde
durulmustur. Bu ¢alismanin amaci literatiirde yenileme fonksiyonlari i¢in onerilmis
olan tahmin edicilerden yararlanilip u¢ deger yonteminin asamalari takip edilerek talep
rasgele degiskenleri aykir1 degerler liretme egiliminde olan (s, S) tipli yar1 Markov
envanter sistemlerin karakteristiklerinden ergodik dagilim fonksiyonu ve ergodik
dagilim fonksiyonunun n. dereceden momentleri i¢in istatistiki tahmin ediciler
onermektir. Ayrica bu tahmin edicilerin asimptotik yansizlik, tutarlilik, asimptotik
normallik gibi istatistiksel baz1 6zelliklerinin incelenmistir. Bu ¢aligmada elde edilen
sonuglarin ve bu konuda elde edilecek deneyimlerin daha sonra Cramer Lundberg
modeller ve rasgele yiiriiylis modelleri gibi yapis1 daha karmasik siireglerin istatistiki
olarak tahmin edilmesi problemlerinde kullanilabilmesine olanak saglayacag:
distiniilmektedir.

Bu c¢alismada ele aliman yontemin avantaj ve dezavantajlart su sekilde
Ozetlenebilir: Kuyruk indeksi ve orneklem biiyiikliigli ne olursa olsun, u¢ degerler

teorisine bagl istatistiki tahmincinin en 6nemli avantajinin asimptotik normalligi
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saglamasi oldugunu fark ettik. Ug degerler teorisine bagl istatistiki tahmincinin en
biiylik zorlugu ise esik seviyesinin belirlenmesidir. Johansson, 2003 yilinda 6nerdigi
esik seviyesinin yenileme fonksiyonunun ug¢ degerler teorisine bagl istatistiki tahmin
problemlerinde kullanilmasinin uygun oldugu Necir vd., 2010 yilinda belirtilmistir
(Johansson, 2003; Necir vd., 2010). Johansson, 2003, yilinda t,, esik degerinin, f3,, ve
¢ tahminlerinin etrafinda kararli olacak sekilde secildigini belirtmistir fakat esik
seviyesini se¢menin standart bir yolu yoktur (Johansson, 2003). Bu nedenle, esik
secimi u¢ degerler teorisine bagl istatistiki tahmin modelinin farkli problemlerde
kullanilmasinda karsilasilan en 6nemli zorluklardan biridir.

Agir kuyruklu dagilimlarin sonlu momentlerini belirlemek i¢in en 6nemli arag
kuyruk indeksidir. Kuyruk indeksi ayni zamanda dagilimin kuyrugunun seklini
gosteren agir kuyruklu verilerin 6nemli bir 6zelligidir. Bu tez ¢alismasinda ayrica
kuyruk endeksinin iyi bilinen u¢ degerler teorisine bagl istatistiki tahmin modelini de
dikkate aldik.

Bu tez ¢alismasinin temel amaclarindan biri yari-Markov envanter sistemlerin
istatistiksel analizinde u¢ deger teorisinin glivenilir bir ydntem olarak
kullanilabilecegini gostermektir. Bu metedoloji, 0rnegin yalnizca az sayida veri
mevcut oldugunda asiri risklerin tahmin edilmesi gibi zor, somut problemlere yonelik
bilimsel bir yaklasim da saglar. Bu ¢alisma, 6zellikle talep rastgele degiskenlerinin
agir kuyruklu oldugu durumlarda yar1 Markov envanter modelleri ifade eden
stireclerin istatistiksel 6zelliklerinin u¢ deger teorisi ile incelenmesi i¢in bir baslangi¢
noktas1 olarak diisiiniilebilir. Gelecekteki arastirmalara yonelik bir takim oneriler su
sekilde verilebilir:

1. Fuzzy tip yenileme ve 6diillii yenileme siirecleri agir kuyruklu dagilimlarla
incelenebilir. Bu siireclerin bazi 6zellikleri i¢in u¢ deger tabanli tahmin ediciler
Onerilebilir.

2. Literatiirde yenileme fonksiyonlariyla ifade edilebilecek pek cok stok
kontrol modeli bulunmaktadir. Bu modellerde yenileme fonksiyonunun dagilimi
bilinmediginde ayni sorun ortaya ¢ikmaktadir. Yenilenme fonksiyonunun dagilimi
kesin olarak bilinmemekle birlikte sadece agir kuyruklu oldugu bilinen bu modeller

i¢cin de bu ¢aligsmada kullandigimiz yontemler kullanilabilir.
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3. Bu calismada, yar1 Markov bir envanter modelin bazi istatistiksel
ozelliklerini analiz etmek amaciyla yenileme fonksiyonunun tahmini i¢in Johansson,
2003 tarafindan Onerilen ESAD yontemi kullanilmistir. Agir kuyruklu dagilimlarin
momentlerini ve kuyruk indekslerini tahmin etmek icin literatiirde bazi farkl
yontemler mevcuttur. Ornegin, Liang Peng, 2001 yilinda yayinlanan makalesinde, ug
deger teorisini kullanarak —a < —1 kuyruk indeksine sahip agir kuyruklu dagilimin
ortalamast igin alternatif bir tahminci dnermistir (Liang Peng, 2001). Onerdigi yontemi
kullanarak, (s, S) tipli yar1 Markov envanter modelin, ergodik dagilim fonksiyonu ve
ergodik dagilim fonksiyonunun momentleri i¢in alternatif bir tahminci elde edilebilir.

4. Ug deger teorisinin en ilgi ¢ekici alanlarindan biri zaman serisi modellerinin
analizidir. Bu teorinin agir kuyruklu zaman serisi analizinde kullanilmasi y&niinde

calismalarimiz1 genisletebiliriz.
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