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Bu calisma, agirlik fonksiyonu yaklasimi ile pertiirbasyon metodunun birlestirilmesi
esasina dayali yeni bir ¢ozliim teknigi onererek, Euler—Bernoulli kiriglerinin dinamik davranisini
analitik ve nlimerik acidan incelemektedir. Tez kapsaminda, dogrusal olmayan ve konuma bagl
dinamik sistemlerin ¢oziimiinde iki yontemin birlikte kullaniminin sagladigi avantajlar teorik ve
uygulamali olarak degerlendirilmistir.

Calisma dort ana boliimden olugmaktadir.

Ik boliimde titresim hareketine iliskin temel kavramlar, self-adjointlik ve ¢oziilebilirlik
sartlar1 ele alinmis, Galerkin, Petrov—Galerkin, Kolokasyon ve En Kiiciik Kareler yontemleri gibi
niimerik ¢6ziim yaklagimlarinin teorik temelleri 6zetlenmistir.

Ikinci boliimde, agirlik fonksiyonlarina dayali niimerik ¢dziim yontemi detaylandirilarak,
konuma bagli dinamik problemlere uygulanabilir genel ¢6ziim prosediirii sunulmustur.

Ugiincii boliimde, gelistirilen genel titresim modeli pertiirbasyon teknigi ile analiz
edilmistir. Sistem parametrelerinin farkli degerleri icin ¢esitli durumlar ayr1 ayr1 degerlendirilmis,
sekiiler terimlerin elimine edilmesiyle fiziksel olarak tutarli ¢oziimler elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise, eksenel parametrik zorlamaya maruz kalan ¢oklu yay mesnetli
Euler—Bernoulli kiriglerin dinamik davranisi 6rnek uygulama olarak incelenmistir. Olusturulan
diferansiyel denklemler boyutsuzlastirilmis, malzeme ve geometri etkilerinden arindirilmis
sonuglar elde edilmistir. Coziim siirecleri Galerkin, Petrov—Galerkin, kolokasyon ve en kiicilik
kareler yontemleriyle ayr1 ayr1 gergeklestirilmis ve elde edilen dogal frekans degerleri ile islem
stireleri karsilastirilmistir.

Son boliimde ise sonug ve dnerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Pertlirbasyon Yontemi, Agirlik Fonksiyonlari, Galerkin Yontemi, Petrov-

Galerkin Yontemi, En Kiiciik Kareler Yontemi, Kolokasyon Yontemi, Euler- Bernoulli Kirisi
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This study proposes a new solution technique based on the combination of the weight
function approach and the perturbation method to investigate the dynamic behavior of Euler—
Bernoulli beams both analytically and numerically. In this thesis, the advantages of using both
methods in the solution of nonlinear and position-dependent dynamic systems are evaluated
theoretically and practically.

The study consists of four main sections.

The first section discusses the fundamental concepts of vibrational motion, including self-
adjointness and solvability conditions, and summarizes the theoretical foundations of numerical
solution approaches such as the Galerkin, Petrov—Galerkin, collocation, and least squares methods.

In the second section, the numerical solution method based on weight functions is detailed
and the general solution procedure applicable to position-dependent dynamic problems is
presented.

In the third section, the developed general vibration model was analyzed using perturbation
techniques. Various cases were evaluated separately for different values of the system parameters,
and physically consistent solutions were obtained by eliminating secular terms.

In the fourth section, the dynamic behavior of multiple spring-supported Euler—Bernoulli
beams subjected to axial parametric loading was examined as a case study. The generated
differential equations were nondimensionalized, and results were obtained free of material and
geometry effects. The solution processes were carried out separately using the Galerkin, Petrov—
Galerkin, collocation, and least squares methods, and the obtained natural frequency values were
compared with the CPU times.

The final section includes conclusions and recommendations.

Keywords: Perturbation Method, Weight Functions, Galerkin Method, Petrov—Galerkin Method,
Least Squares Method, Collocation Method, Euler-Bernoulli Beam
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Bu tez ¢alismasinda, eksenel parametrik zorlamaya maruz kalan ¢oklu yay mesnetli elastik
kirislerin dinamik davraniglari, analitik ve niimerik yoOntemler c¢ergevesinde incelenmistir.
Calismanin temel amaci, bu tiir sistemlerin karmasik titresim davranislarini incelemek ve
¢cozlimiinde kullanilabilecek etkili yaklasimlar gelistirmektir. Bu kapsamda, pertiirbasyon temelli
analizler ve agirlik fonksiyonlarina dayali ¢oziim teknikleri kullanilarak, frekans ve genlik
tepkileri farkli parametrik durumlar altinda degerlendirilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

X Bagimsiz konum degiskeni (boyutsuz)
X Bagimsiz konum degiskeni (boyutlu)
t Bagimsiz zaman degiskeni (boyutsuz)
f Bagimsiz zaman degiskeni (boyutlu)
T, Hizl1 zaman 6lgegi

T, Yavag zaman Olcegi

T, Daha yavag zaman 0Olcegi

€ Cok kii¢iik boyutsuz parametre

u(x,t) Enine yer degistirme

A Kiris kesit alani

L Kiris uzunlugu

E Elastisite modiili

f Periyodik zorlama kuvveti

F(x) Harmonik zorlama kuvveti

1 Atalet momenti

P(?) Zamanla degisen eksenel yiik

w(x,t) Boyutsuz ortam deplasmani

W(%,1) Boyutlu kirig deplasmani

M ] Kiitleye bagli lineer diferansiyel operator
K[] Yap1 elemanlarinin rijitlik operatori
C[] Soniim terimi operatori

f(x,t)cosQ ¢ Parametrik zorlama terimi
F(x,t)cosQ,t Harmonik dis zorlama
f(x,0) Dis kuvvetin genligi

Q I¢ zorlama frekansi

1

Q D1s zorlama frekansi

2

Ww(x,T,,T;)  Sekiiler olmayan terimler

A Kompleks genlik

n
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Sinir sartlarini temsil eden lineer operatorler
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Lineer viskoz sonlim katsayisi
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Direkt-delta fonksiyonu
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Yer degistirme fonksiyonunun sekiiler terimlerle iligkili kismi
T,’ye gore tiirev operatorii

n. moda ait faz agisi

Ayar parametresi

Rijitlik operatorii

Kiitle normalizasyon operatorii
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GIRIS

Fen bilimleri, temel bilimler ve miithendislik gibi disiplinlerde karsilasilan bir¢ok fiziksel
problem, dogrudan gozlemle degil, matematiksel modelleme yoluyla analiz edilmektedir. Ele
alinan bir sistemin davranisi, belirli fiziksel ilkelere dayali olarak gelistirilen matematiksel
modeller araciligiyla temsil edilir. Bu modeller, sistemin zamana bagl tepkilerini incelemeye ve
cesitli parametrelerin etkilerini nicel olarak analiz etmeye olanak tanir. Ancak, olusturulan
modelin gecerliligi, biiylik Olclide sistemin fiziksel yapisini ne Olgiide dogru temsil ettigine
baglidir. Baska bir deyisle, ¢oziim algoritmasiin giivenilir ve anlamli sonuglar iiretebilmesi,

modelin sistemle kurdugu yapisal uyumla dogrudan iliskilidir.

Bu baglamda, her fiziksel durum i¢in ayr1 ayr1 model ve ¢oziim yontemleri gelistirmek
yerine, benzer tiirdeki problemleri kapsayacak sekilde genellenebilir bir modelleme yaklasimi
benimsemek hem teorik hem de uygulama agisindan 6nemli avantajlar sunmaktadir. Nitekim
literatiirde, bu tiir genellestirilebilir modelleme anlayisiyla gelistirilmis, farklt problem
senaryolaria uyarlanabilen yontem ve algoritmalara sik¢a rastlanmaktadir (Chapra & Canale,

2014; Fletcher, 1991).

Miihendislik uygulamalarinda siklikla bagvurulan modellerden biri olan Euler—Bernoulli
kiris teorisi, yapilarin mekanik davraniglarini incelemek amaciyla gelistirilmis klasik bir
yaklasimdir. Bu teori, kiiciik deformasyonlar ve dogrusal elastik davranis varsayimlar altinda,
kesitin diiz kaldig1 ve malzeme 6zelliklerinin homojen oldugu sistemler icin gecerlidir (Szilard,
2004). Ancak karmasik siir kosullar, farkli yiikleme tiirleri veya malzeme heterojenligi gibi

durumlar s6z konusu oldugunda, bu klasik model yetersiz kalabilmektedir.

Bu noktada, s6z konusu sinirlamalar1 asabilmek ve daha genis kapsamli bir ¢6ziim
yaklasimi sunabilmek amaciyla, farkli yontemlerin bir arada kullanilmas: tercih edilmektedir.
Agirlik fonksiyonu yaklasimi, ozellikle catlak mekanigi ve kiris teorisinde sistemin belirli
noktalarindaki tepkiyi analiz etmek amaciyla kullanilir (Shen & Glinka, 1991; Fett & Munz, 1994).
Bu yaklasim, birim yiik etkisine karsilik gelen yer degistirmeyi temsil ederek, catlaklardaki
gerilme yogunluk faktorlerinin (SIF) belirlenmesinde yiiksek dogruluk saglamaktadir (Wang &
Lambert, 1995; Wagner & Millwater, 2012). Agirlik fonksiyonlarmin kapsamli bigimde farkl
catlak geometrileri ve ylikleme tiirleri i¢in gelistirildigi goriilmektedir (Jing & Wu, 2015; Livieri
& Segala, 2015).



Stirekli ortamlarin dinamik davranigini inceleyen titresim problemleri, olduk¢a genis bir
model cesitliligine sahiptir. Bu cesitlilik, farkli sinir sartlari, malzeme 6zellikleri ve yiikleme
tiirlerinden kaynaklanmaktadir. Her bir fiziksel duruma 6zgii ayr1 bir matematiksel model kurmak
ve bu modeller i¢in bireysel ¢oziim siiregleri gelistirmek yerine, benzer yapiya sahip problemleri
kapsayan genel bir modelin olusturulmasi ve buna ait genellenebilir bir ¢6ziim algoritmasinin
gelistirilmesi hem teorik analiz hem de miihendislik uygulamalar1 agisindan 6énemli kolayliklar
saglamaktadir. Nitekim literatiirde, bu tiir biitlinciil yaklagimlara dayanan ¢ok sayida ¢alisma

mevcuttur (Dénmez Demir, Bildik & Sinir, 2012; Sinir, 2019).

Pertiirbasyon metodu ise, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin c¢oziimiinde
kullanilan gii¢lii bir tekniktir. Kii¢iik bir parametreye bagli sistemlerin yaklasik ¢6ziimiinii elde
etmek iizere, bilinen bir ¢ozliim etrafinda genisletme yapilir (Nayfeh, 1993). Bu yontem,
baslangicta tahmin edilen ¢dziimiin sistematik bicimde gelistirilmesini saglar. Ozellikle
mihendislikteki dogrusal olmayan titresim problemlerinde, klasik yaklasimin otesine gecerek

daha gercekei modellemeler sunar (Pakdemirli & Boyaci, 1995; Demirtas, 2014).

Bu iki yontemin birlikte kullanimi ile dogrusal olmayan, gatlakli, ¢cok katmanli veya
degisken kesitli yapilarin daha dogru analiz edilebildigi ¢alismalara rastlanmaktadir (Dénmez
Demir, 2012; Ozhan, 2009; Sinir, 2019). Agirlik fonksiyonlari, sistemin belirli bolgelerinde ¢oziim
dogrulugunu artirirken, pertiirbasyon teknikleri kiicliik sapmalarin dinamigini ¢ézliimlemeye
olanak tanimaktadir. Ornegin, Wang ve Lambert (1995) yar1 eliptik yiizey catlaklarmna sahip sonlu
kalinliktaki plaklarda catlak boyunca herhangi bir noktada gecgerli olacak yerel agirlik
fonksiyonlarini tiireterek, karmasik gerilme alanlar1 altinda gerilme siddet faktorlerinin daha dogru
ve pratik sekilde hesaplanmasini amaclamislardir. Wang ve Lambert (1997), yiiksek genislik ve
boy oranina sahip yari eliptik yiizey ¢atlaklari i¢in sonlu kalinliktaki plaklarda {i¢ boyutlu sonlu
eleman analizleri yoluyla gerilme siddeti faktorlerini belirleyerek, ¢esitli gerilme dagilimlarina
uygulanabilir kapali formda agirlik fonksiyonlarini gelistirmislerdir. Benzer sekilde, Zheng ve ark.

(1996), kose catlaklari i¢in agirlik fonksiyonu tiretiminde yeni yaklagimlar sunmustur.

Son yillarda Euler—Bernoulli kiris denklemlerinin ¢6ziimiinde agirlik fonksiyonlari
kullanan yontemler iizerine yapilan ¢aligmalar literatiire onemli katkilar saglamistir (Anderson,
2005; Tatlisu, 2023; Kahraman, 2018). Ozellikle Galerkin ve Ritz yontemlerine dayali
yaklasimlar, sinir kosullarin1 dogal olarak tatmin eden Chebyshev ve benzeri spektral taban
fonksiyonlar ile gelistirilmis ve hem dogrusal hem de Von Karman tipi geometrik dogrusal
olmayan problemlerin yiiksek dogrulukla ¢oziimiine imkan tanmmstir (Jalili & Noeiaghdam,

2025). Petrov—Galerkin yontemine dayali ¢aligmalar ise ikinci tlir Chebyshev polinomlarini
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kullanarak farkli sinir kosullarin1 kapsayan verimli spektral semalar dnermistir (Youssri, Abd-
Elhameed, Elmasry, & Atta, 2025). Bunun yaninda, fizik-bilgili yapay sinir aglar1 (PINN)
cercevesinde agirlik fonksiyonu kavrami yeniden ele alinmis ve bu sayede Euler—Bernoulli kirig
problemlerinde ileri dogruluk, parametre tanimlamasi ve genellestirilebilirlik agisindan yeni
yaklagimlar gelistirilmistir (Kapoor, Wang, Nufiez, & Dollevoet, 2023). Tiim bu gelismeler, klasik
yontemlere kiyasla daha hizli yakinsama, sinir kosullarinin daha dogru temsil edilmesi ve ileri
malzeme modellerine uyarlanabilmesi bakimindan Euler—Bernoulli kiris teorisine Onemli

metodolojik ve uygulamali katkilar sunmustur (Reddy, 1993; Nikishkov, 2001).

Bu ¢aligma kapsaminda, Euler—Bernoulli kiris teorisine dayali olarak agirlik fonksiyonu
yaklagimi ile pertiirbasyon yonteminin birlestirildigi bir ¢6ziim teknigi 6nerilmektedir. Uygulanan
bu teknik, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlere dayali problemlerin analizinde kullanilarak
hem ¢6ziim dogrulugunun artirilmast hem de genel uygulanabilirligin saglanmasi
ongorilmektedir. Bdylece, literatiirdeki pek c¢ok calismanin sonuglart ile uyumlu olarak,

mithendislik yapilarinin daha giivenilir ve hassas analizine katki saglanmas1 hedeflemektedir.



BIRINCI BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
1.1.Titresim Hareketinin Tanimi

Titresim hareketi, bir cismin veya fiziksel sistemin denge konumu etrafinda zamanla
tekrarlayan salinim seklindeki hareketi olarak tanimlanmaktadir. Bu hareket, sistemin denge
konumundan sapmasi sonucunda ortaya ¢ikan geri ¢agirict kuvvetlerin etkisiyle meydana gelir.
Geri gagirici kuvvet, sistemi denge konumuna yonlendirmeye c¢alisirken, atalet kuvveti nedeniyle
cisim denge konumunu asarak ters yonde bir sapma gerceklestirir ve bu siire¢ diizenli veya

diizensiz sekilde tekrarlanir.

Titresim hareketinin temel 6zellikleri arasinda denge konumu, genlik, periyot ve frekans
kavramlar1 yer almaktadir. Denge konumu, sistemin kuvvetlerin dengede oldugu referans
noktasidir. Genlik, cismin denge konumundan maksimum uzakligini ifade ederken; periyot, bir
tam titresimin gergeklesmesi igin gegen siireyi, frekans ise birim zamanda gerceklesen titresim
sayisini gostermektedir. Ozellikle basit harmonik titresim, titresim hareketinin en temel ve diizenli
formunu olusturmakta olup genellikle siniis veya kosiniis fonksiyonlar1 ile matematiksel olarak

ifade edilmektedir.

Titresim hareketi, miihendislik uygulamalarinda yay sistemleri, sarkaclar veya tel

titresimleri gibi bir¢ok fiziksel sistemin analizinde temel bir kavram olarak kullanilmaktadir.

Dogadan bir drnek verilecek olursa, bir kusun kanat ¢irpmalart veya depremin bir yap1
tizerindeki etki kuvvetleri titresime verilecek drneklerdir. Daha carpici olarak insan {izerinden bir
ornek verilirse, kalbin bir ritimle ¢arpmast bir titresim hareketidir ve yasamin devami saglanir,
kulak zarmin titresmesiyle duyma olayr gerceklesir, girtlaktaki ses tellerinin titresmesiyle

konusma olay gerc¢eklesir (Donmez Demir, 2012).

1.1.1. Serbest ve Zorlanmis Titresimler

Serbest titresim, herhangi bir dis kuvvetin veya periyodik uyarinin etkisi olmaksizin,
yalnizca baslangi¢ kosullarinin (baslangic yer degistirmesi veya hizi) etkisiyle sistemde meydana
gelen titresim hareketi olarak tanimlanmaktadir. Bu durumda sistem, kendi dogal frekanslarinda
tarafindan belirlenir. Sonlimsiiz serbest titresimde, sistem siirekli olarak sabit genlikte ve kendi

dogal frekansinda titresir. Ancak pratikte c¢ogu miihendislik sisteminde soniim etkisi



bulundugundan, soniimlii serbest titresim s6z konusu olur ve bu durumda titresim genligi zamanla
azalarak sistem denge konumuna yaklasir. Serbest titresim analizi, yap1 mithendisligi, makine
miithendisligi ve havacilik miihendisligi gibi bir¢ok alanda, sistemlerin dinamik davraniglarinin
incelenmesi ve Ozellikle dogal frekanslarin ve mod sekillerinin belirlenmesi agisindan kritik

Ooneme sahiptir.

Zorlamali titresim, bir sistemin disaridan uygulanan periyodik veya rastgele degisen
kuvvetler altinda gerceklestirdigi titresim hareketi olarak tanimlanmaktadir. Bu durumda sistemin
titresim cevabi, hem baslangi¢ kosullarindan kaynaklanan serbest titresim bilesenini hem de dis
kuvvetin etkisiyle olusan zorlanmuis titresim bilesenini igerir. Zorlamali titresimde sistemin cevabi,
uygulanan kuvvetin frekansi, genligi ve fazi ile sistemin kendi dogal frekanslart ve soniim orani
tarafindan belirlenmektedir. Ozellikle dis kuvvetin frekansmin sistemin dogal frekansina
yaklagmasi durumunda rezonans meydana gelmekte ve titresim genligi 6nemli dl¢lide artmaktadir.
Bu durum miihendislik yapilar1 a¢isindan kritik olup yapisal hasarlara veya sistem arizalaria yol
acabilmektedir. Dolayisiyla zorlamali titresim analizi, makine ve yap1 miithendisligi basta olmak
tizere bir¢ok disiplinde, dinamik yiikler altinda sistem davranisinin incelenmesi, giivenlik ve

performans agisindan biiylik 6nem tagimaktadir (Omurtag, 2004).
1.1.2. Rezonans

Rezonans, disaridan uygulanan periyodik bir kuvvetin frekansinin, sistemin dogal
frekansina esit veya ¢ok yakin olmasi durumunda meydana gelen ve titresim genliginin belirgin
sekilde artmasina yol agan dinamik bir olgudur. Bu durumda sistem, dis kuvvetten maksimum

diizeyde enerji alir ve titresim cevabi kritik boyutlara ulasabilir.

Miihendislik sistemlerinde rezonans, ozellikle yapisal giivenlik ve hizmet performansi
acisindan biiyiik 6nem tasimaktadir. Soniim oraninin diisiik oldugu sistemlerde rezonans etkisi
daha belirgin olup, yapisal elemanlarda yorulma, hasar ya da gé¢gmeye sebep olabilir. Bu nedenle
rezonansin Onlenmesi veya etkilerinin azaltilmasi i¢in, sistem tasariminda dogal frekanslarin
degistirilmesi, soniim elemanlarinin kullanilmasi veya dis yiik frekansinin kontrol edilmesi gibi

yontemlere basvurulmaktadir (Omurtag, 2004).



1.1.3. Lineer ve Lineer Olmayan Titresimler

Lineer titresim, sistemin hareket denklemlerinin dogrusal diferansiyel denklemlerle ifade
edilebildigi ve siiperpozisyon ilkesinin gegerli oldugu titresim hareketidir. Bu tiir sistemlerde,
kuvvet—yer degistirme ve kuvvet-hiz iliskileri dogrusal kabul edilir. Lineer titresim analizi,
matematiksel olarak daha basit ¢oziimler sunmakta ve miithendislik uygulamalarinda genellikle ilk
yaklasim olarak tercih edilmektedir. Ornegin, kiiciik genlikli yay-kiitle sistemleri veya diisiik

deformasyonlu yapisal titresimler lineer titresime 6rnek gosterilebilir.

Lineer olmayan titresim, sistemin hareket denklemlerinde dogrusal olmayan terimlerin
bulundugu ve siiperpozisyon ilkesinin gegerli olmadig titresim hareketidir. Bu durumda, sistemin
kuvvet-yer degistirme veya kuvvet-hiz iliskileri dogrusal degildir ve titresim tepkisi, genellikle
genlik, frekans ve baslangi¢ kosullarina kuvvetli bir bicimde baghdir. Lineer olmayan titresimler,
karmagik dinamik davranislar sergileyebilir ve bazi durumlarda kaotik hareketlere yol acabilir.
Ornegin, biiyiik genlikli salimmlar, gevsek baglantilar, malzeme dogrusal olmamalar1 ve temas

problemleri lineer olmayan titresimlere tipik érneklerdir (Omurtag, 2004).

Nonlineerlik yapisal, geometrik, ataletten, kuvvetten veya siirtlinmeden kaynakli olabilir.
Bunlara 6rnek vermek gerekirse, yapisal nonlineerlik, gerilmelerin, sekil degistirmelerin nonlineer
fonksiyonu olmasi ile meydana gelebilir. Geometrik nonlineerlik, birim sekil degistirme ile
deplasman arasindaki nonlineer iliskiden kaynaklanabilir. Ataletten kaynakli nonlineerlik ise

sistemde, konsantre veya yayil kiitle bulunmasiyla meydana gelebilir. (Ozhan, 2009).



IKiNCi BOLUM
METODOLOJI
2.1. Niimerik Yontemler

Dogadaki biyolojik, jeolojik ve mekanik olaylarin hemen hemen hepsi, ¢esitli ilgi ¢ekici
nitelikler araciligtyla fizik yasalar1 kullanilarak tanimlanabilir. Farkli yapisal ve ¢evresel kosullar
altinda fiziksel olaylarin incelenmesi, sayisal analizin énemini ortaya koyar. Ornegin, karmasik
bir koprii yapisinda gerilim ve deformasyon dagilimini belirlemek, yeraltt su kaynaklarinda
kirleticilerin yayilimini tahmin etmek, bir niikleer santralin sogutma sisteminde sicaklik dagilimini
hesaplamak, okyanus akintilarinin yiizey sicakligma etkilerini analiz etmek ve yanardag
patlamalarinin g¢evresel etkilesimlerini modellemek bu tiir calismalara verilebilecek birkag
ornektir. Bu gibi siirecler, ¢ogunlukla karmasik diferansiyel denklemler ve niimerik analiz
yontemleri kullanilarak modellenir ve analiz edilir. Karmasik fiziksel siirecleri inceleyen
mithendisler ve bilim insanlar1 genellikle, fiziksel olgunun matematiksel formiilasyonu ve
matematiksel modelin sayisal analizi olmak {iizere iki temel konu ile ilgilenir. Matematiksel
modelleme, genellikle diferansiyel veya tiirev igceren matematiksel bagintilarla sonuglanir. Elde
edilen denklemler ayn1 zamanda, fiziksel siirecin anlasilmasi veya tasariminda ilgi duyulan fiziksel
biiyiikliikleri iliskilendirir. Niimerik metotlarin ana amaci, dogrulugu yiiksek ve hesaplama

acisindan verimli yaklasimlar sunmaktir (Canale & Chapra, 2014).

Cogu miihendislik ve bilimsel problemin matematik modeli analitik olarak ¢oziilemeyecek
kadar karmagik hale geldiginden, niimerik yoOntemlere basvurulmasi zorunludur. Birgok
problemde, temel denklemlerin tiiretilmesi nispeten kolay olsa da analitik ¢oziimler bulmak
oldukc¢a zordur. Bu durumda, yaklasik ¢6ziim yontemleri alternatif ¢oziimler sunar. Bu yontemlere
ornek olarak, literatiirde oldukca popiiler olan sonlu elemanlar, sonlu farklar, en kiiciik kareler,
Rayleigh-Ritz ve Galerkin gibi yontemler verilebilir. Varyasyonel bu tip yontemlerde, diferansiyel
denklem esdeger bir agirlikli-integral forma donistiiriiliir ve ardindan yaklasik ¢éziimiin, uygun
sekilde se¢ilmis fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu oldugu varsayilir. Bilinmeyen katsayilar
¢oOziiliir. Bu katsayilar, integral ifadesinin diferansiyel denkleme esdeger olacak sekilde tatmin
edilmesini saglayacak sekilde belirlenir. Bu yoOntemlerin her biri, integral formu, agirlik

fonksiyonlar1 ve yaklasim fonksiyonlarinin se¢iminde farklilik gosterir (Reddy,1993).

Literatiirde olduk¢a sik kullanilan metotlardan birisi de pertiirbasyon metotlaridir.
Pertlirbasyon metotlar1 yar1 analitik tekniklerden olup, asimptotik metotlar olarak da bilinir ve

cozlimleri genellikle iki ya da ii¢ terimli asimptotik a¢ilimlar seklinde ifade edilir. Pertiirbasyon



yontemi, tam ¢Oziime ulasilamayan veya ger¢ek ¢oziimii olduk¢a karmasik olan problemlerin
yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin kullanilan yari analitik bir tekniktir. Bu yontemin temel
mantig1, incelenen problemin ¢odziimiiniin, ¢oziimi bilinen daha basit bir problemden yalnizca
kiiciik bir sapma ile farklilik gosterecegi varsayimina dayanir. Bu amagla problemdeki karmasik
terimler, genellikle & ile gosterilen kiiclik bir parametreye bagli olarak ele alinir ve ¢6ziim
fonksiyonu bu parametreye gore seri agilimi bi¢iminde ifade edilir. Boylece ¢oziim, sifirinci
mertebede basit probleme karsilik gelen temel kisim, daha yiiksek mertebelerde ise giderek
kiiciilen diizeltme terimlerinden olusur. Pertiirbasyon teknigi diferansiyel denklemler, kuantum
mekanigi, akigkanlar mekanigi, sinir tabaka teorisi ve mekanik titresimler gibi pek ¢ok alanda
kullanilmakta, 6zellikle dogrusal olmayan sistemlerde kiiciik parametrelerin etkilerinin analitik
olarak incelenmesine imkan tanimaktadir. Bu yoniiyle yontem, problemlerin davranisini anlamada

giiclii bir yaklasik ¢oziim araci olarak kabul edilmektedir (Nayfeh, 1993).

Ozellikle nonlineer diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢dziimleri icin ¢ok yaygin olarak
kullanilan pertiirbasyon teknikleri yaya agilimi, Lindstedt-Poincare, renormalizasyon ve g¢ok
zaman Olgekli yontemler olarak bilinir. Bu metotlar arasinda en ¢ok kullanilani ¢ok zaman 6l¢ekli
metottur. Bu metotta, sekiiler, tekil veya rezonans terimleri gibi sikintili terimler ortadan kalktugi

icin avantaj saglamaktadir (Pakdemirli ve Boyaci, 1997)

2.1.1. Galerkin Metodu

Galerkin yontemi, diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimiinde kullanilan giiclii bir
sayisal yaklasim olup, 6zellikle miithendislik ve uygulamali matematik alanlarinda analitik olarak
cozlilmesi zor ya da imkansiz olan problemlerin incelenmesinde yaygmn bir sekilde
kullanilmaktadir. Yontem, temelinde agirlik fonksiyonlarina dayali bir yaklasim sunmakta ve bu
sayede karmasik smir kosullarina sahip sistemlerin daha gercek¢i ve giivenilir bigimde
modellenmesine olanak tanimaktadir. Ozellikle titresim, stabilite ve deprem etkileri altindaki

yapilarin davranisinin sayisal olarak degerlendirilmesi siirecinde 6nemli avantajlar saglamaktadir.

Galerkin yontemi, diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6zlimiinii elde etmek i¢in kullanilan
agirlikli rezidiiel fonksiyonlar yontemine dayali bir yaklagimdir. Temel mantigi, c¢oziimii
bilinmeyen fonksiyonun, uygun se¢ilmis sonlu sayida deneme fonksiyonu ile yaklasik olarak ifade
edilmesidir. Bu yaklasik ¢oziim, diferansiyel denkleme yerlestirildiginde bir rezidiiel fonksiyon

ortaya ¢ikar. Galerkin yonteminde bu fonksiyon, secilen tiim agirlik fonksiyonlariyla i¢ ¢arpimi



sifir olacak sekilde kosullandirilir. Boylece, yaklasik ¢oziimiin diferansiyel denklemin zayif

anlamda en iyi karsilig1 olmasi saglanir.

Galerkin metodunu kullanarak sonlu eleman formiilasyonunun agiklamasi i¢in basit bir tek

boyutlu 6rnek verilecek olursa,

+b=0 0<x<2L (2.1a)

—R (2.1b)

bi¢imindedir.
1 2 3
o o o
X
I I —
0 L 2L
(a) (b)

Sekil 2.1 (a) Iki sonlu elemana béliinen tek boyutlu bdlge  (b) Tek boyutlu bir elemanda
fonksiyonun yaklasik ¢oziimii

u problemin ¢oziimii olan bilinmeyen fonksiyondur. Sekil 2.1. (a)'da gosterildigi gibi
dogrusal tek boyutlu iki sonlu eleman kullanilarak ¢oziilecektir. Ilk olarak, Sekil 2.1 (b)'de sunulan

bir sonlu elemant ele alalim. Elemanin iki diigimii vardir ve u(x) fonksiyonunun yaklasik ¢éziimii

u=Nu +N,u, =[N]{u}

M-l -] @2)
2
N oo X N XX
1 xz_xl, ’ Xy =X

bi¢imindedir. Burada N, , u(x) 'in diiglim degerlerini kullanarak interpole etmek i¢in kullanilan

1

sekil fonksiyonlaridir. Diigiim degerleri u, ve u, , ayrik cebirsel denklem sisteminden belirlenmesi

gereken bilinmeyenlerdir (Nikishkov, 2001). (2.2) ifadesi (2.1a) ‘da yerine yazilirsa, diferansiyel

denklem



d2

aW[N]{u}ij:l// (2.3)
formunda yazilir. Burada y bir sonlu eleman iginde fonksiyonun yaklasik gosteriminden
kaynaklanan sifir olmayan bir rezidiiel degerdir. Galerkin metoduna gore, (2.1a) denklemindeki

terimler sekil fonksiyonlari ile ¢arpilarak, eleman boyunca integrallenip sifira esitlenerek rezidiiel

deger en aza indirgenir (Nikishkov, 2001).

2.1.2. Petrov-Galerkin Metodu

Petrov-Galerkin yontemi, sonlu elemanlar yaklasiminda kullanilan ve klasik Galerkin
yonteminin bir genellemesi niteli§inde olan sayisal bir tekniktir. Bu yontemde temel fark, ¢6ziim
uzaymi tanimlayan deneme fonksiyonlar1 ile agirlik fonksiyonlarinin birbirinden bagimsiz
secilmesidir. Klasik Galerkin yonteminde her iki fonksiyon kiimesi ayni secilirken, Petrov—
Galerkin yaklagimi 6zellikle konveksiyon hakimiyetinin bulundugu taginim-difiizyon denklemleri
gibi problemlerde sayisal salinim ve kararsizliklarin Online ge¢cmek amaciyla agirlik
fonksiyonlarmi farkhilastirir. Boylece, ¢oziimiin kararliligr artirilirken, nlimerik dogruluk da
iyilestirilmis olur. Bu 6zelligi sayesinde yontem, akiskanlar mekanigi, 1s1 transferi ve dalga
yayilimi gibi alanlarda siklikla tercih edilmekte ve yiiksek Peclet sayisina sahip problemlerde

giivenilir sonuglar elde edilmesine imkan saglamaktadir.

Bir fonksiyonun farkli formda yazilan yaklasik ¢oziimii ile analitik ¢6ziimii arasindaki

farka rezidii (kalan) denir. R yaklasik ¢ozlimiin rezidiisiinii, £2 iki boyutlu bir bdlgeyi, v, ise

agirlik fonksiyonlarini temsil edecek sekilde, genel formiil
I(//i (x, V) R(x, y,c ;) )dxdy =0 i=12,.N (2.4)
Q

biciminde verilir. Y; # ¢; alinirsa, bu yontem agirlikli kalan yontemlerinden Petrov-Galerkin

yontemi olarak bilinir. Genel olarak, bu fonksiyonlar yaklasik fonksiyonlar ¢, ile ayn1 degildir.
v, kiimesi lineer bagimsiz bir kiime olmahdir. Aksi takdirde denklemler lineer bagimsiz
olmayacak ve dolayisiyla ¢oziime sahip olmayacaktir.

4 lineer bir operatdr olmak iizere, Q bolgesinde (2.4) yaklagimi
N
=

ZD Z A((ﬂ_,-)dxdy}_,- = [w.[ /- A(p,)]dxdy 2.5)

1
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veya

D> 4,c,=F (2.6)

N
J=1

seklinde basit bir formda yazilabilir. Bu yontemde elde edilen 4; katsayilar matrisi simetrik

degildir. Yani,

4, =y, A(p,)dxdy = 4, 2.7)

Q

biciminde elde edilir. Bu yontemle elde edilen katsayilar matrisinin simetrik olmamasi, yontemin
klasik Galerkin yaklasimindan farkini ortaya koymaktadir. Dolayisiyla, bu formiilasyon Petrov—
Galerkin yonteminin karakteristik 6zelligini olusturur ve ¢6ziimiin agirlik fonksiyonlari ile sekil

fonksiyonlarindan farkli se¢ilmesi durumunu yansitir (Reddy, 1993).

2.1.3. Kolokasyon Metodu

Kolokasyon yontemi, agirlikli rezidii metotlar1 kapsaminda yer alan ve diferansiyel
denklemlerin yaklasik ¢oziimiinde siklikla kullanilan bir tekniktir. Bu yontemde temel amag,
yaklagik ¢oziim fonksiyonu yardimiyla elde edilen rezidii fonksiyonunu belirli sayida secilmis
noktada sifira esitlemektir. Boylece, diferansiyel denklem secilen kolokasyon noktalarinda tam
olarak saglanmis olur. Bu yaklagim, Galerkin yonteminde oldugu gibi tiim ¢oziim bdlgesinde
integrasyon yoluyla ortalama hata minimizasyonuna dayali degil, noktasal hata giderimine
dayalidir. Dolayisiyla, hesaplama siirecinde integral islemlerine ihtiyag duyulmamasi nedeniyle
uygulamasi daha basit ve dogrudan bir yontemdir. Bununla birlikte, ¢6ziimiin dogrulugu biiyiik
Ol¢iide kolokasyon noktalarmin seg¢imine bagli olup, bu noktalarin disinda hatanin artmasi s6z
konusu olabilir. Yontemin sagladig1 bu pratiklik ve esneklik, onu hem analitik hem de sayisal

¢Oziim yontemlerinde tercih edilen giiclii bir ara¢ haline getirmektedir.

Kolokasyon yonteminde Q ¢dziim bodlgesinden segilen N adet x' =(x',)") kolokasyon

noktasinda kalanin sifir olmasi istenir. Yani

R(x',y',¢)=0; i=12,.,N (2.8)

olmalidir. x’ kolokasyon noktalarmin denklem sistemi iyi sarth olacak sekilde segilmesi

onemlidir. Bu yontemde y, = 5(x—x") almir ve (2.4) denkleminde yazilirsa

11



[oG—x)R(x,c;)dxdy =0 (2.9)

veya
R(x',c;)=0 (2.10)

elde edilir. Burada &(x), Dirac delta fonksiyonudur ve

[ 1) 6(x=&)dxdy=£(&) (2.11)

seklinde tanimlanir (Reddy,1993).

2.1.4. En Kiiciik Kareler Metodu

En kiiciik kareler metodu, 6zellikle sayisal analiz ve istatistikte kullanilan, yaklasik ¢6ziim
arayisinda hatalarin karelerinin toplamini en aza indirgemeyi esas alan bir yontemdir. Diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde agirlikli rezidii yontemleri kapsaminda da sik¢a tercih edilen bu
yaklagimda, yaklasik ¢6ziim fonksiyonunun denklemi tam olarak saglayamamasi durumunda
ortaya ¢ikan rezidii fonksiyonu ele alinir. Ardindan, bu rezidii fonksiyonunun karesinin tiim ¢éziim
bolgesi tizerindeki integralinin en kiigiik degere indirgenmesi hedeflenir. Boylelikle, ¢6ziim
fonksiyonunun katsayilari, toplam hatayr minimum yapan degerler olarak belirlenir. Bu yontem,
ortalama hata etkisini azaltarak ¢6ziimiin genel dogrulugunu artirmakta ve tiim bolge boyunca
dengeli bir yaklasim saglamaktadir. Ancak hesaplama siirecinde integral islemlerine gereksinim
duyulmasi, yontemi kolokasyon metoduna kiyasla daha karmasik hale getirmektedir. Bununla
birlikte, en kii¢iik kareler yontemi hem teorik tutarliligi hem de genel hata kontroliindeki etkinligi
sayesinde miihendislik ve bilimsel uygulamalarda yaygin olarak kullanilan giivenilir bir ¢6ziim

teknigi olarak 6ne ¢ikmaktadir.
R rezidii olmak iizere, bahsedilen yontemde agirlik fonksiyonlari

_OR

= (i=12,...,N) (2.12)

v,

seklinde secilir. Bu se¢im yapilarak c,,c,,...,c, bilinmeyen katsayilarinin bulunmasi i¢in N tane
denklem elde edilir. Agirlik fonksiyonlarinin bu sekildeki se¢imi
0 [ p2 -
l//.R:a—J‘R (x,¢;)dx = minimum (2.13)
iQ
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rezidiisiiniin minimum olmasi demektir. .R ’yi minimum olarak elde etmek icin gerekli kosullar

ise,

= dx =0 ; (i=12,...,N) (2.14)
oc,

l

C.

OR(x,c,
ow.R IR(XJCj) (x,c;)
Q i
bicimindedir (Ay, 2022).
2.2. Cok Zaman Olgekli Metot

Bu yaklagim, ¢éziimiin bir muhtemel formu olmaksizin sistemin zaman bagimliligina etki
etmekte olup, zayif nonlineer, soniimlii ve zorlamali dinamik sistemlerin analizi i¢in etkili bir
yontemdir. Metot sayesinde sistemlerin nonlineer frekanslari, birincil tepkileri ve stabilite
kosullart analiz edilirken alt-iist harmonik rezonanslar, i¢ rezonanslar, parametrik ve birincil

rezonans gibi durumlar da incelenebilir (Sinir, 2019).

Bir pertiirbasyon teknigi olan ¢ok zaman Olgekli metot hareket denklemine direkt

uygulanacaktir. Coziim fonksiyonu u(x,#) olan bir modelde, T, =¢,7, =¢t ve T, =&’ ¢ sirasiyla

hizli, yavas ve daha yavas zaman lcekleridir. Bu takdirde, u(x,?) fonksiyonu i¢in pertiirbatif seri

acilimi
w(x, Ty, T Tys €) =y (0T, LT + s, (0. T3 T 1) + €2, (0,1 T Th) o (2.15)

bi¢iminde verilir. Zamana bagh tiirevler ise,

0_ o, oon, oot

~ = o (2.16)
ot 0T, ot oI, ot OT, ot
olmak tizere,
8 2
5=D0+5D1+5 D, +... (2.17)
2
% =(D,+&D, +&*D,).(D, +&D,+¢&’D,) = D,” +2&D,D, +... (2.18)

bigiminde goz dniine alinir. Onerilen bu agilimlar denklemde yerine yazilir ve mertebe ayrigtirmasi
yapilir. Elde edilen her bir mertebedeki denklemler ¢oziilerek problemin ¢oziimii bulunmus olur

2.2.1. Coziilebilirlik Sart1

Pertlirbasyon yontemleri kullanilarak ¢6ziimii aranan homojen olmayan problemler
lizerinde, ¢oziimiin fiziksel ve matematiksel olarak tutarli olmasini saglamak i¢in ¢oziilebilirlik

sartlar kritik bir rol oynar. Bu sartlar, sekiiler terimler veya sinir kosullar: gibi biiyiiyen ifadelerin
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¢oziimde yer almasini engelleyerek sistemin dengeli kalmasini saglar. Coziilebilirlik sartlar1 bir
sistemin homojen olmayan kisminin, homojen denklemin adjoint ¢éztimlerine dik (ortogonal)
olmasi seklinde tanimlanir. Bu, sistemi tutarsiz kilabilecek ¢eliskileri ortadan kaldirarak ¢6ziimiin

varligin1 garanti eder.

Coziilebilirlik sartlar1 genellikle sistemin sinir kosullar1 ve fiziksel 6zellikleriyle yakindan
ilgilidir. Sekiiler terimler, ¢dzlimlerin zaman veya uzaklik gibi parametrelerle siirsiz sekilde
bliytiyerek fiziksel anlamini kaybetmesine neden olabilir. Bu nedenle, sekiiler terimlerin
katsayilarinin sifir olmasi gibi kosullar, denklemlerden elde edilen ¢oziimlerin anlamli ve siirlt

olmasin1 saglar. Ornek verilecek olursa, ikinci mertebeden
y"+k2y:f(x) ; a<x<b (2.19)
y@)=4,  yb)=B (2.20)

sinir deger problemini gdz éniine alalim. Burada f(X) homojen olmayan bir terimdir ve A bir
parametredir. Homojen denklem (f(x)=0) bir 6zdeger problemdir. Eger homojen denklemin

stfirdan farkli bir ¢6ziimii varsa, homojen olmayan problem (f(x)#0) yalnizca,
b
j F)u(x)dx =0 (2.21)

sart1 altinda ¢oziilebilir. Burada u(x) homojen denklemin adjoint ¢oziimlerinden biridir. Bu sart,

homojen olmayan terimin, homojen denklemin adjoint ¢ézlimiine ortogonal olmas1 gerektigini
belirtir. Eger bu sart saglanmazsa, denklem tutarsiz hale gelir ve bir ¢oziim elde edilemez.
Coziilebilirlik durumlari gesitli sinir kosullarina sahip dordiincii mertebeden homojen olmayan

denklemler i¢in de tiiretilebilir. Bu takdirde, dordiincii mertebeden
P(x)¢" +B(x)¢"+ B (x)¢"+ B(x) ¢ + F(x) ¢ = f(x) (2.22)
$(0) =4, #'(0)=5,, o) =B, ¢'(1)=p, (2.23)
diferansiyel denkleminin ¢dziilebilirlik kosullarint belirlemek i¢in, (2.22) ve (2.23) denklemleri
adjoint u(x) ile ¢arpilir ve [0,1]araliginda terim terim integral alinirsa,
1

j-P4u @ dx + j}%u @"dx + jqu @"dx + j-Plu @'dx + jR)u pdx = qu dx (2.24)
0 0 0 0 0

0

elde edilir. Daha sonra, (2.24) esitligindeki integrallerde yer alan tiirevleri ¢ ‘den u ’ya aktarmak
i¢cin kismi integrasyon uygulanirsa,
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1 1
jﬂu¢ivdx=ﬂu¢m;—J.(P4u)’¢"'dx=[P4u¢'"—(131u)'¢"];
0 0

+ [Py ¢ dx =[P " — (Par) ¢ + (Pa)'¢'],
0 (2.25)

—I(ﬂu)"’qﬁ'dx:[P4u¢'"—(ﬂu)'¢"+(P4u)"¢'—(P4u)"'¢]10

 [Puy g

oldugu goriiliir. (2.24)’te birinci terim i¢in yapilan islemler diger terimlere de uygulanirsa, (2.25)

denklemi
1 1
j ¢((P4u)” —(Pu)" +(Pu)" —(Pu) + Pou)dx

0

1 (2.26)
+[(ﬂu)”’—(P3u)"+(P2u)'—(P1u):|¢‘o :qudx

bi¢iminde elde edilir. Adjoint’i tanimlayan diferansiyel denklem, (2.24) ‘{in sol tarafindaki ¢ *nin

katsayist sifira esitlenerek,
(Pu)" = (Pu)"+(Pu) —(Pu) + Fu =0 (2.27)

seklinde bulunur. Sonug¢ denklem, (2.22)’ye karsilik gelen adjoint homojen diferansiyel
denklemdir. (2.22) nin self-adjoint olmasi i¢in, (2.27) homojen denkleminin (2.22) ile ayn1 olmasi

gerekir. Buna gore, (2.27)’deki tiirevler agilarak tekrar diizenlenirse,

P4uiv+(4P4,—P3)um+(61—‘2”—3P3'+P2)u”+(4B{"—31—'§”—|—2f’2'—Pl)u’

(2.28)
_|_(P4iv_P3”,+P2”_E’+R))u=0
elde edilir. Burada (2.28)’in homojen denklemi (2.22) ile ayni olmas1 gerektiginden,
4P,~P=P, G6P/-3P+P,=F., 4P'-3P/+2P/-R=F 229
P41‘V_P3/”+P2”_P]!+P0=P0
esitlikleri saglanmalidir. Boylece,
})3:2P4!’ P;Zzaﬂ’ P1:2P4”” [)():[)4[\) (2,30)

oldugu goriiliir (Nayfeh, 1993).
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2.2.1.1. Self- Adjointlik Sart1

Self-adjointlik, bir lineer diferansiyel operatoriin bigimsel eslenigi (adjoint) ile kendisinin
esit oldugu durumu ifade eder. Bu o0zellik, diferansiyel denklemler ve matematiksel fizik

problemlerinde kritik bir 6neme sahiptir.

Tanmm: a,(x) (k=0,1,...,n) fonksiyonlar1 yeter derecede tiirevlenebilen fonksiyonlar

olmak tizere,

k k-1

L—Zn:a (x)d—k—a(x)d—+a(x)d—+ +a (x)i+a (x) (2.31)
rar S 7 L7 o '

lineer diferansiyel operatoriiniin formal adjointi (bigimsel eslenigi) L ,uygun bir ¢ fonksiyonu

Lo= i(—l)" d—i[an_k (X)p(x)] (2.32)
dx

seklinde elde edilir. Eger L , bir H hilbert uzaymin tiimii {izerinde taniml1 ise, bu takdirde
<Lu,v> :<u,L*v> Yu,ve H (2.33)

baglantis1 saglanir. Burada, L™ adjoint operatoriiniin lineer oldugu gosterilebilir. Genelde L ve L’
operatorlerinin tanim kiimesi farklidir. Ornek verilecek olunursa, dérdiincii mertebeden bir
diferansiyel denklemin ¢oziilebilirlik sartin1 géz 6niine alalim:

X, (x) ve u(x)olmak iizere, [0,1] araliginda siirekli tlirevlenebilir iki fonksiyon olsun.

Genel olarak L, operatoriiniin adjoint’i Z,"

(L[x,]u)=(u.L'[X,]) (2.34)

esitligi ile ifade edilir. Buna gore, i¢ ¢garpim
1
([x,].u)= j X (x)u(x)dx (2.35)
0

bi¢iminde tanimlanir. [0,1] araliginda dordiincii mertebeden siirekli tiirevlere sahip bir sistemin

¢ozilebilirlik sartt géz Oniine alnirsa, p, p, p, p, ve p,, [O,l]arahgmda stirekli fonksiyonlar

olmak tizere,
L[X,]=pX," )+ pX," () + p, X, () + pX, (0)+ py X, (x) (2:36)
elde edilir. Adjoint problemini belirlemek i¢in (1.34) denkleminin sol tarafi
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| u(x)L,(X,)dx = |
I J

0 0

[up4Xniv )+ up, X" () +up, X, () +up X, () + up, X, (x)} dx (2.37)

biciminde yazilabilir. Sonu¢ denklemde, tiirevleri X, den u ’ ya aktarmak i¢in kismi integrasyon
uygulanirsa,

1

[u()L(xX,)dx = [ X, (Pt = (pu)"+(psu) = (pu) + ) dx +

+ {p4anm - [(p4u), - p3l/l]Xn” + [(p4u)” - (p3u), + pzu]Xn,

(2.38)
A(pa)" = (pu) +(pout) = pulX, },
olarak indirgenir. Burada, L (u)
L @) =(pa” = (pa)"+(pu)" = (pae) + pyie) (2.39)

biciminde tanimlanir. Bu ise, L operatoriine karsilik gelen adjoint operatordiir. (2.38) denklemi,
Green 0zdesligi seklinde yeniden yazilirsa,

o —

[ (X,)= X, £ ) Jde = {u p, X7 =[ulp, +ulpl = p) X, + (2.40)

+[u"p4 +u'(2p, - p,)+u(p, - p; +pz)}X/

" n ! ! [/ ! m 14 ! 1
—{u"p, +u"Gp,— py)+u'Gp;—2ps+p,)+u(p;—p;+p, - p)IX,

0

bulunur. Béylece, L, ve L operatrlerinin birbirinin adjointi oldugu kolayca goriilebilir.
L [X,]=0 diferansiyel denkleminin adjointi olan L’ [u]=0 diferansiyel denklemini g6z 6niine

alalim. Self-adjointlik sart1 igin L, = L, sartinin saglanmasi gereklidir. Bunun igin,

’ ’ 14 n 3 m 1 ! m
Ds =2p4> Ds :2p4’ b =2p4_5p3+p2 =D, D, (241)

esitliklerinin saglanmasi gerekir. Boylece, L, operardriiniin self-adjoint olacagi sonucuna varilir
(Nayfeh, 1973; Rao, 2007).
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2.3. Agirlik Fonksiyonlariyla Niimerik Yontemler

Matematiksel modelleme ve miihendislik analizlerinde diferansiyel denklemlerin
¢Oziimlenmesi, genellikle analitik yontemlerle miimkiin olmayacak kadar karmagiktir. Bu nedenle,
yaklasik ¢oziimler elde etmek i¢in niimerik metotlar yaygin olarak kullanilir. Niimerik analizde
dogrulugu artirmak ve ¢6zlim siireglerini iyilestirmek amaciyla agirlik tipi fonksiyonlar kullanilir.
Bu fonksiyonlar, ¢oziim fonksiyonlarinin belirli bir kriter altinda optimize edilmesini saglayarak
¢Oziim hassasiyetini artirir (Reddy, 1993). Bir diferansiyel denklemin agirlikli integral formu her
zaman yazilabilir, bu ise denklemin lineer olup olmamasina bakilmaksizin gegerlidir. Eger
denklemler ikinci dereceden veya daha yiiksekse bu yontem hem dogrusal hem de dogrusal
olmayan sistemlere uygulanabilir ve ¢esitli agirlik fonksiyonlart kullanilarak denklemin hatalarini

minimize eder (Fletcher, 1991).

Agirlik fonksiyonlari, kirilma mekanigi ve yapisal analizler kapsaminda, ¢atlaklarin yol
actig1 gerilme yogunlagmalari ile yerel deformasyonlarin daha hassas bigimde incelenmesinde
kritik bir role sahiptir. Bu fonksiyonlar, catlagin geometrisi ve yiikleme kosullarina bagli olarak,
catlak ucundaki veya yakmindaki gerilme dagiliminin belirlenmesini saglar. Ozellikle smirl
kalinlikta veya yari-sonsuz plakalarda meydana gelen ¢atlaklar gibi karmasik problemlerde, agirlik
fonksiyonlari ¢atlak davranisinin detayli bir sekilde incelenmesinde giiclii bir arag olarak 6ne ¢ikar
(Anderson, 2005). Ek olarak, agirlik fonksiyonlari, catlaga yakin bdlgelerdeki gerilme
yogunlugunu hesaplamay1 ve yiikleme durumlarinin etkisini belirlemeyi saglar. Bu yontem,
ozellikle catlak ilerlemesi veya hasar tahmini yapilmasi gereken durumlarda oldukc¢a 6nemlidir.
Bu ise, ¢atlaklarin biiyiime oranlar1 ve kritik yiik seviyeleri hakkinda bilgi saglayarak, yapilarin

giivenligini degerlendirmede kullanilir (Anderson, 2005).

Agirlik fonksiyonlarimin kullanildigr yaklagimlar arasinda Galerkin ydntemi, Petrov-
Galerkin yontemi ve agirlikli rezidii yontemleri 6ne ¢ikmaktadir. Bu yontemler, ¢6ziim siirecinde
kullanilan fonksiyonlara belirli agirliklandirma stratejilerinin uygulanmasi yoluyla dogrulugun ve
hesaplama verimliliginin artirilmasini1 amaglamaktadir. Ozellikle sonlu elemanlar yontemi (FEM)
ve sonlu farklar yontemi (FDM) gibi tekniklerde, agirlik fonksiyonlar: diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢oziimiinli daha kararli ve hassas hale getirmek i¢in kullanilmaktadir (Reddy, 1993; Rao,
2007). Agirlikli rezidii yontemi ise herhangi bir denklemin agirlikli integral formunu yaklagik
olarak hesaplamak i¢in kullanilabilir. Bu form, problemin belirli sinir kosullarini igermediginden,
yaklasik ¢6ziimiin hem dogal hem de zorunlu sinir kosullarini saglayacak sekilde secilmesi
gerekir. Ayrica, agirlik fonksiyonlari yaklasik fonksiyonlardan bagimsiz olarak secilebilir, ancak

dogrusal bagimsiz olmalar1 gerekir. Boylece elde edilen cebirsel denklem sistemi ¢oziilebilir.
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Diferansiyel denklemin tam olarak saglanamayan kisimlar1 yani rezidiiler i¢in segilen agirlik
fonksiyonlartyla agirliklandirilarak toplam hata minimize edilir. Boylece, ¢6ziimiin ortalama bir
dogrulukla sistemin davranisini modellemesi saglanir. Agirlikli rezidiiler yontemi bu bakimdan,
karmasik miihendislik problemlerinde dogrusal olmayan veya yiiksek dereceli diferansiyel
denklemleri yaklasik olarak ¢c6zmek i¢in 6nemli bir aragtir. Bu yaklasim, miithendislik ve fizik gibi
alanlarda, 6zellikle karmagsik sinir kosullar1 ve yiiksek mertebeden dogrusal olmayan diferansiyel
denklemlerde oldukg¢a kullanishdir. Bu sayede agirlikli rezidiiler yontemi, Rayleigh-Ritz,
Galerkin, Petrov Galerkin, kolokasyon ve en kiiciik kareler gibi alt yaklasimlar1 kapsayan genis
bir ¢6ziim metodolojisi sunar ve miithendislik problemlerin ¢éziimiinde sik¢a kullanilir (Reddy,

1993).

2.3.1. Agirhik Fonksiyonlarina Genel Bakis

Varyasyonel bir yontemde, diferansiyel denklem esdeger bir agirlikli-integral forma

déniistiiriiliir ve ardindan yaklasik ¢éziimiin, uygun sekilde secilmis fonksiyonlarm (> ¢ ¢,)

lineer bir kombinasyonu oldugu varsayilir. Bilinmeyen katsayilar (¢;) ¢oziliir. Bu katsayilar,
integral ifadesinin diferansiyel denkleme denk olacak sekilde tatmin edilmesini saglayacak sekilde
belirlenir. Bu tiir varyasyonel yontemler, Rayleigh-Ritz, Galerkin ve en kii¢iik kareler yontemleri
gibi tekniklerle temsil edilir. Her biri integral formu, agirlik fonksiyonlar1 ve yaklasim
fonksiyonlarinin se¢iminde farklilik gdsterir. Sonlu Elemanlar Yoéntemi (SEM), geleneksel
varyasyonel yontemlerin dezavantajlarini asarak ¢6ziim alanini alt bolgelere ayirarak yaklagik
¢ozlim fonksiyonlar1 saglar. Bu yontem, ti¢ temel 6zelligi nedeniyle diger yontemlere gore daha
istlin goriilmektedir. Birincisi, problem bolgesi geometrik olarak karmasik olabilir ve bu alan,
daha basit alt bolgelere (sonlu elemanlara) ayrilabilir. ikincisi, her eleman iginde fonksiyonlar
cebirsel polinomlarmn kombinasyonlar1 olarak ifade edilebilir. Ugiinciisii, cebirsel denklemler,
bilinmeyen katsayilar elde edilerek ¢oziiliir ve bu katsayilar genellikle belirli noktalarda (diigiim

noktalarinda) hesaplanir (Reddy 1993).

Sonlu elemanlar yonteminde, yaklagik ¢oziimiin u; katsayilari arasinda cebirsel iligkiler

gelistirmek igin,

uxY u @ (2.42)
J=1
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bi¢iminde bir ifadeden yararlanilir. Burada u ;, belirli bir diferansiyel denklemin ¢6ztimiinii temsil

eder. Diferansiyel denkleme esdeger integral ifadesinin tercih edilmesi, bu ifadenin (2.42)
denklemine uygulanmasi durumunda gerekli sayida lineer bagimsiz cebirsel denklemin her

kosulda saglanamamasi gergeginden kaynaklanmaktadir. Bilinmeyen u; katsayilari i¢in bagimsiz

cebirsel denklemlerin istenen sayida olmasi, bilinmeyen sayisinin 7z olmasi ile saglanir. Bu

amacla, denklemin hata terimlerinin agirlikl1 integralleri sifir yapilir (Reddy 1993). Ornegin,

—i(x@j+u=0 (O<x<1) (2.43)
dx\ dx
du
0)=1 — =0 2.44
=1 (<] 244
ile verilen diferansiyel denklemin (0,1) araliginda
u=U, Ezcj @, (x)+ @, (x) (2.45)
j=1

bigimindeki bir yaklasik ¢6ziimiinii bulalim. Burada ¢; belirlenecek katsayilar, ¢;(x) ve ¢,(x)

onceden sec¢ilmis fonksiyonlardir. Boylece, problemin belirtilen sinir kosullar1 N-parametreli
yaklasik ¢oziim U, tarafindan kargilanir. ¢, (x)=x>-2x, ¢,(x)=x"-3x, ¢,(x)=1 olmak

lizere,

urU, =c, (x* =2x)+c, (x’ =3x) +1 (2.46)
elde edilir. ¢, ve ¢, sabitleri (2.45) yaklasik ¢oziimiiniin (2.43) esitligini saglamasi i¢in
belirlenmelidir. Bu takdirde, (2.46) ifadesi (2.43)’ ya yerlestirilirse,

d d’
- 51\' —Xx dUzN +U, =—2¢,(x—1)=3c,(x* =1) = 2¢,x — 6¢,x* + ¢, (x> —2x) + ¢, (x> =3x) +1
x X

(2.47)
yazilabilir. Bu ifadenin, x’in herhangi bir degeri i¢in sifir olmasi gerektiginden, X ’in

kuvvetlerinin katsayilar1 sifir olmalidir (Reddy, 1993). Sonug olarak,

14+2¢,+3¢c,=0

—(6¢, +3¢,) =0 (2.48)
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elde edilir ki bu bagmtilar tutarsizdir, dolayisiyla bu denklemlerin bir ¢6ziimii yoktur. Diger

taraftan, R rezidii ve @ bir agirlik fonksiyonu olmak {izere, agirlikli integral anlaminda (2.43)

diferansiyel denklemini saglayacak sekilde, U, yaklasik ¢oziimii
1
[oRdx=0 (2.49)
0

biciminde tanimlanabilir. Burada, rezidii

_dU, _xdzUN

R= g
dx dx

+U, (2.50)

ile verilir. (2.49) denkleminden, w igin lineer bagimsiz denklemler elde edilir. Ormegin, @ =1 ve

® = x alinirsa,
1 1 1 1
[1LRdx = (1+2c, +36) (=66, -3¢) 41 (6,-96,) + 6,
0

1
J.x.Rdx = %(1-?-201 +3cz)+%(—6cl —302)+i(c1 —9c2)+§c2 (2.51)

0

yazilabilir. Boylece keyfi sabitlerin lineer bagimsiz iki denklemi

§C1+ZC2=1
300311 (2.52)
e +—c,=—
4 20 2

bigiminde elde edilir (c, =% ve ¢, =—%). Bu nedenle, (2.49) tipindeki integral ifadeler,

bilinmeyen katsayilar kadar cebirsel denklemler elde etme anlaminda yaklasik ¢coziimler saglar.
Varyasyonel bir yontem, yaklasik ¢oziimlerin u ~ ch @, + ¢, tirinde arandig1 ve Katsayilarin
¢, olarak belirlendigi bir yontemdir. Varyasyonel yontemler, agirhik fonksiyonu @ ve kullanilan

integral ifadeye gore farklilik gosterir (Reddy 1993).
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2.3.2. Konuma Bagh Dinamik Problemler ve Agirhik Fonksiyonunun Bulunmasi

Konuma bagli dinamik problemler, sistemin hareket denklemlerinde yer alan kuvvetlerin
yalnizca zamana degil, ayn1 zamanda konuma bagli olarak degistigi durumlar1 ifade eder. Bu tiir
problemler, dogrusal olmayan dinamik sistemlerin temelini olusturur ve miihendislik, fizik,
matematik ve malzeme bilimi gibi bir¢ok bilim dalinda 6nemli bir arastirma alani olarak 6ne ¢ikar.
Literatiirde, konuma bagli dinamik denklemler, titresim analizi, sarkac¢ sistemleri, yay-kiitle
modelleri, elastik ¢ubuk ve kiris teorileri, robotik mekanizmalar, havacilik-yapisal titresim
etkilesimleri ve jeofiziksel dalga hareketleri gibi bir¢ok alanda sistemlerin karmasik davranislarini

aciklamak amaciyla yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bu alandaki c¢aligmalar, sistemlerin dogrusal olmayan tepki Ozelliklerini, kaotik
davraniglarini, enerji aktarim mekanizmalarin1 ve stabilite kosullarini anlamada énemli katkilar
sunmustur. Ozellikle miihendislik literatiiriinde, konuma bagli dinamik analizler sayesinde
yapilarin titresim kontrolii, sonlimleme stratejileri ve tasarim optimizasyonu konularinda yenilikgi

yontemler gelistirilmistir.

Dinamik problemler genellikle ikinci veya daha yiiksek mertebeden dogrusal olmayan
diferansiyel denklemler ile modellenir. Bu denklemler, sistemin kiitle, sonlim ve rijitlik 6zellikleri
ile konuma baglh dis kuvvetleri de icerecek sekilde tanimlanir. Ancak bu tiir denklemler ¢ogu
zaman analitik olarak ¢oziilemedigi i¢in, ¢6zliim siirecinde pertiirbasyon yontemi gibi yar1 analitik
yontemler ya da Runge—Kutta, Newmark—f, Hilber-Hughes—Taylor, finite element veya finite
difference yaklasimlar1 gibi sayisal yontemler kullanilmaktadir. Bu yontemler, sistemin hem
zamana hem konuma bagli karmasik dinamik davranislarinin daha dogru sekilde analiz edilmesine

olanak saglamaktadir.

Dordiincii mertebeden diferansiyel denklemler, karmasik ve elastik sistemlerin dinamik
davraniglarin1 modellemek ve analiz etmek ic¢in kullanilan temel matematiksel araglardir. Bu
denklemler, miihendislikte Ozellikle titresim, egilme (biikiilme) ve stabilite analizleri gibi
konularda, ayrica elastik yap1 elemanlarinin davranist ve radyasyon problemleri gibi ileri diizey
fiziksel sistemlerin incelenmesinde 6nemli bir rol oynar. Bu denklemler, sistemin daha karmasik
davraniglarin1 ve yiiksek dereceli tiirevlerini igerdikleri i¢in daha detayli modelleme yapmaya
olanak tanir. Ozellikle, kablolar ve teller gibi yapilarin mekanik modellemesi sirasinda dogrusal
olmayan titresim analizleri ve gerilim etkileri bu denklemlerle ifade edilir. Ornegin, kablolarin
titresim analizinde ve elastik plakalarin biikiilme teorisinde bu denklemler, yapisal dayaniklilig

ve performansi optimize etmek i¢in kullanilan matematiksel temel taglarindandir. Bu baglamda,
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gerilime maruz kalan teller ve kablolar gibi sistemlerin incelenmesi hem teorik hem de pratik
yaklasimlarla ele alinir. Rlizgér basinci, elektromanyetik kuvvetler veya asir1 yiikklenme gibi etkiler
altinda ortaya ¢ikan biiyiik deformasyonlar, 6zellikle dogrusal olmayan davranislariyla dikkate
alinir (Nayfeh ve Pai, 2004). Dordiincli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢esitli uygulama

alanlar1 ve drnek problemler verilecek olunursa; insaat miithendisliginde betonarme veya gelik
plakalarin analizinde 6ne ¢ikan elastik plak teorisinde DA*@ = g(x, ) formunda, biyomekanik ve
akigskanlar mekaniginde, mikro 6lgekte akiskan taginimi ve kan akisi modellemeleri gibi kullanim
alanlar1 olan Stokes akiskan problemi (A'p=0), ucak govdelerinin yapisal analizi ve uzay

araglariin ince duvarli yapilarinin tasarimi i¢in 6nem arz eden kabuk teorilerinde, ince kabuklarin
biikiilme ve kararlilik problemleri verilebilir. Ayrica

1d4a)(x) +Pd2a)(x) _0 (2.53)

E
dx* dr’

denklemi ile ifade edilen, burkulma problemleri bu tip diferansiyel denklemlere 6rnektir. Bu

denklemler, yliksek yapilar, kopriiler, boru hatlari gibi sistemlerin kararliligi i¢in kullanilir.

Elastik yapilarin analizinde kullanilan iki temel teori olan Euler-Bernoulli ve Timoshenko
kiris teorisi, literatiirde karsilasilan bir¢ok dordiincii mertebeden problem igin uygun matematiksel
modeller sunar. Her iki teori, kirislerin egilmesi, titresim analizi ve yapisal dayanim gibi konularda
farkli varsayimlar ve dogruluk dereceleriyle ¢oziimler iretir. Kirislerin egilme analizi (Euler-
Bernoulli), kalin kirislerin titresim analizi (Timoshenko) ve kiris teorilerine dayal1 olarak, elastik
plaklarin (Kirchhoff-Love teorisi gibi) analizi de dordiincii mertebeden diferansiyel denklemleri

igerir (Szilard, 2004).
Degiskenlerin ayrilmasit yontemi, tiim smir kosullarini saglayan iki lineer bagimsiz
fonksiyon kiimesi X, (x) ve Y, () secimine indirger. Tek agiklikli, diizgiin kesitli bir kirigin serbest

titresimleri ¢in, Euler—Bernoulli kiris teorisine gére uzaysal kisim,

d*X, (x) B mo’
4

= 2.54
dx EI X,(x)=0 ( )

diferansiyel denklemi ile yazilir. Burada m birim boy basina kiitleyi, E elastisite modiiliinii ve /

atalet momentini gostermektedir. Daha sonra

2
N = Mo 2.55
o (2.55)

sembolii ile ifade edildiginde (2.55) denklemi
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X M(x)-XX, (x)=0 (2.56)
seklinde yazilir. Burada X (x) sekil fonksiyonu olmak {izere, (2.56)’lin genel ¢6ziimii
X ,(x) = ¢, sinkx + ¢, cos Ax + ¢; sinh Ax + ¢, cosh Ax (2.57)

olarak bulunur. Denklemin sabitleri c¢,,c,,c;ve ¢, smir kosullarindan belirlenitken, A

karakteristik denklemin bir kokiidiir. Bu denklem homojen denklemlerinin determinantlarinin

sifira esitlenmesi ile tdretilir. Titresimin m’inci 6z fonksiyonlar1 X, (x) ve A, (2.57)’de

yazildiginda

X, (x)=¢ sin¥+c2 COSM+C3 sinhMJrc4 cosh Ax (2.58)

elde edilir. Cesitli sinir kosullar1 i¢in bu 6z fonksiyonlarin ifadeleri ve bazi 6rnekleri verilecektir.

7| v
b X ! I i

Sekil 2.2 Iki ucu ankastre mesnetli kiris
Sekil 2.2. i¢in smir kosullari

X(0)=X'(0)=0

(2.59)
X(H)=X'()=0

seklindedir. Sekil 2.2’°nin titresim denklemi (2.55) denklemi oldugundan denklemin genel ¢6ziimii

(2.58) olarak alinir. (2.58) denklemini (2.59) sinir kosullarini yerlestirdigimizde
A
q=-"e ve 6=, (2.60)

bulunur. Sinir kosullarina bagli olarak tiirettigimiz frekans denklemi

cosicoshA =/ (2.61)

elde edilir. Benzer bi¢imde,

Sekil 2.3 Basit mesnetli kiris

Sekil 2.3 “iin smir kosullar1
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X(0)=X"(0)=0

(2.62)
X(H)=X"()=0

seklinde alinir ve titresim denklemi (2.55) denklemi oldugundan denklemin genel ¢6ziimii (2.62)

sinir kosullarini yerlestirdigimizde

¢, +c,=0, —,+¢c,=0 , ¢;=0, 2¢;sinA=0 (2.63)

bulunur. Smir kosullarina bagli olarak tiiretilen frekans denklemi
sinA=0 (2.64)

bi¢imindedir. Bir baska 6rnek daha verilecek olursa,

Sekil 2.4 Ankastre-sabit mesnetli kiris

Sekil (2.4)’lin sinir kosullar

X0)=X'(0)=0
" (2.65)
XDHh=X"()=0
seklindedir. (2.58) denklemi, (2.65) siir kosullarinda yerine koyulursa,
coshA —cosA
c,=—¢,, ¢, =—C,, ve ¢ =c¢,| —— 2.66
: o oY : z(sink—sinhkj (2.66)
bulunur. Sinir kosullarina bagli olarak tiiretilen frekans denklemi
tanA = tanh A (2.67)

bicimindedir (Szilard, 2004).

25



UCUNCU BOLUM

GENEL TiTRESIM MODELI

Siirekli ortamlar, bir ve iki boyutlu durumlar i¢in farkli modellerle incelenebilir. Ornegin,
bir boyutlu modeller kablo, ¢ubuk ve kirislerin mekanik davranislarini incelemek igin tercih
edilirken, iki boyutlu modeller plaklar ve zarlar gibi yapilarin gerilme ve deformasyon
analizlerinde 6nemli bir rol oynar. Bu tiir modeller, farkli yiikleme kosullar1 ve malzeme
Ozelliklerine bagli olarak cesitlenebilir ve genis bir uygulama alanina sahiptir. Bu baglamda,
Bernoulli kiris modeli, bir boyutlu siirekli ortamlarin analizi i¢in yaygin olarak kullanilan bir
yaklagimdir. G6z Oniine aldigimiz matematiksel modelin denklemi tek bir diferansiyel
denklemden olustugundan, bu model Euler-Bernoulli kiris teorisine karsilik gelmektedir. Ancak,
cesitli problemlerin dogasina bagli olarak, tek bir denklem yerine farkli terimlere ve bu terimlerin
cesitli bigimlerine sahip alternatif denklemler ortaya ¢ikabilir. Burada Onerilen model, bu tiir
degisken kosullar1 kapsayacak sekilde olusturulmus olup, bir boyutlu siirekli ortamlarin analizine

uygun bir ¢ergeve sunmaktadir.

3.1. Genel Model

I¢ ve dis harmonik zorlamaya sahip, eksenel yiik ve kuvvet altindaki kirisin hareketini

analiz edebilmek i¢in olusturulan genel lineer Euler-Bernoulli kirig modeli ve sinir sartlari

M[w]+ K[w]+e{C[W]+ F[wlcosQ,t — f(x,t)cosQ,t} =0 (3.1
B,(w)=0  B,(w)=0 (3.2a)
By =0 By(w)=0 (3.25)

bi¢iminde verilir (Sinir & Sinir, 2011). Model, bir boyutlu siirekli ortamlarin dinamigine karsilik
gelir. Genel modelde, W(x,?) siirekli ortam deplasmanina karsilik gelmektedir. A7 kiitleye bagli
lineer diferansiyel operatdrii, C operatdrii soniim terimini, K operatorii ayni zamanda yapinin rijit
elamanini, F operatorii parametrik zorlama terimini, f(x,1) dis zorlamay1, Q. zorlama frekansini
temsil eder. & boyutsuz ¢ok kii¢iik bir parametredir. Burada nokta tiirev zamana (t) gore tiirevi
ifade eder. x ve t sirasiyla konum ve zaman degiskenleridir. M,K operatorleri keyfi lineer

diferansiyel operatérler ve konuma baglh self adjoint operatorlerdir. B ’ler ise sinir sartlaridir.
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Burada i smir sarti konumunu (mesnet sayisini), j sinir sart1 sayisim belirtir. Ornegin i=1
baslangigtaki mesneti, i =2 bitisteki mesneti belirtir. Sinir sartlar1 ikinci mertebeden oldugunda
j =1 olur. Boylece, siir sartlar1 B;; ve B,, ’den olusur. Dordiincii mertebeden oldugunda ise,
Jj =2 olacagindan sinir sartlant B,,, B,,,B,, ve B,,’den seklinde ortaya ¢ikar. Yapisal eleman

olarak kirislerin matematiksel modeli dikkate alindiginda, en yiiksek mertebeden tiirev olarak
dordiincii mertebeden tiirev ihtiva edeceginden lineer, homojen ve self-adjoint diferansiyel

operatoriin genel formu

2 3 4

L[w]= P(x)w+P(x) +P() +P() +P() ld (3.3)

7

biciminde yazilir. Bu lineer operatérler cubuk, tel ve kablo gibi bir boyutlu yapisal elemanlarin

titresimini analiz etmek igin de kullamlir. Ornegin gubuk veya tel seklindeki yapilar igin P, ve P,

ortadan kalkmasi gerekmektedir.

3.1.1. Cok Zaman Olgekli Metot ile Coziim

Bu béliimde, pertilirbasyon tekniklerinden birisi olan ¢ok zaman 6lgekli metot direkt olarak

(3.1) denklemine uygulanir. Kullanilan metot denklemdeki sekiiler terimlerin hesaplamalarda

otomatik olarak elimine edilmesini sagladig icin avantajli bir yontemdir. Burada ¢ =7 hizl

zaman 0Ol¢egini, €7 =7, yavas zaman 0lgegini temsil etmek iizere, ¢cdziim fonksiyonunun
w(x,t;€) =w, (x, T, 1) +ew,(x,T,,T,) +... 3.4)

formunda oldugu kabul edilir. Zamana bagl: tiirevler i¢in pertiirbatif seri agilimi ise

%:D0+8D1+... (3.5)
dZ
?=D§+28DOD1+... (3.6)

biciminde verilir. (3.4) ve (3.5-3.6) denklemleri (3.1) genel model ve sinir sartlarinda yerine

yazilirsa,

M[(Dg+28D0D1+...)(W0+8W1+...)}+K[W0+8W1+...]
3.7
{ [(D, +&D,+..)(w, +ew, +...]+F [w, +ew, +...] (cos Q1) — f(x)(cos Q, t)}: G7
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BU-(WO+8W1 +...)=0 (3.8)
bulunur. Sonug¢ denklem & mertebesine gore ayristirilirsa,
o(1): M| Dyw, |+K[w,]=0 (3.9)

B, (w,) =0 (3.10)
O(c): M| Dyw |+K[wm]=-2M[D,Dw,]-C[Dyw, ]~ F[w,]eos QT, + f(x)cosQ,T,  (3.11)

Bl.j(w]):O (3.12)
elde edilir. Ilk mertebedeki (3.7) diferansiyel denkleminin ¢dziimiiniin

wy=| 4, ()" +4,(T)e ™" |X,(x); n=123,... (3.13)

formunda oldugunu kabul edelim. Burada, A4, ve A, sirasiyla kompleks genligi ve onun

eslenigini ifade etmektedir. (3.13) esitligi birinci mertebedeki (3.9) denkleminin ¢6ziimii ise, bu
denklemi saglamalidir. Bu takdirde, (3.13) ile verilen w, ¢6ziimii (3.9) denkleminde yerine

yazilirsa,

M| -4, (Tl —4,(T ) ole ™" | X, (x)+K [(An (T,)e" +4,(T,)e ™ ™) X, (x)} =0 (3.14)

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa,

[4, (1) +ce.|(-oiM[ X, (x)]+ K[ X, (x)])=0 (3.15)

sonug denklemine ulagilir. X, sekil fonksiyonunun
K[X,]-o;M[X,]=0; n=12,... (3.16)
B, (X,)=0 (3.17)

(3.16) denklemini ve sinir sartlarin1 sagladig1 goriliir. Elde edilen bu denklem bir 6z deger-6z

fonksiyon problemi olup, burada ®, 0z degerleri, X, ise 6z fonksiyonlar1 temsil eder. Bu

n
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takdirde, (3.16) denkleminden ®, ve X, bulunabilir. € mertebesindeki ¢ézlim i¢in (3.13) ¢dziimii

(3.11) denkleminde yazilirsa,

M[Djw, |+ K[w]=[-2i0,D,4,(5)e"" +2iw,D 4, (T)e " |M[ X, (x)]
[i0,4,(1)e"" ~i0,4,(1,)e 5 ][ X, (x)]

n-"n n-"n

= %F [X,] (A,,ei(‘”"+fz‘)T" + A e g gy g o ) (3.18)

f(x) o 2T

2
B, (w)=0 (3.19)
elde edilir. Bu takdirde, (3.18) denkleminin ¢6ziimii
w =0,(x,7)e"" +9, (x,1)e ™" +W (x,1,,T;) (3.20)

formunda kabul edilebilir. Burada ilk terim sekiiler terimle, {igiincii terim ise sekiiler olmayan
terimle ilgilidir. Zorlama ile ilgili terim, frekansa bagl olarak ya sekiiler ya da sekiiler olmayan

terimdir. (3.18) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

M[Dyw, |+ K[w ] =] <2i0,DAM[ X, (x)]-io,4,C[ X, (x)]]e"" +
(3.21)

1 (o, + ilo, — i
—EF[Xn](Ane( o)l +Ane( ' QI)T‘))—%eW0 +ke+S.0T
elde edilir. Burada k.e. onceki terimlerin kompleks esleniklerini ve S.O.T. sekiiler olmayan

terimleri gostermektedir. Ayrica, €, ve €, zorlama frekanslarimin farkli durumlar igin farkli

titresim yapilar1 ayr1 ayri incelenecektir.

3.1.2. Lineer Denklemin Coziimii

1 mertebesindeki (3.16) denklemi degisken katsayili, homojen ve lineer bir diferansiyel
denklemdir. Pertiirbatif ¢oziimiindeki ilk asamalardan birisi (3.16)’deki denklemin en genel formu
olan degisken katsayili ve dordiincii mertebeden olan denklemi ¢6zmektir. Dolayisiyla Euler-
Bernoulli kiris teorisine gore genel ¢6ziim i¢in ¢esitli niimerik metotlar kullanilabilir. Bunlar sonlu
farklar yontemi, sonlu elemanlar yontemi ya da agirlik tipi fonksiyonlarla ¢6ziim gibi niimerik
metotlardir. Bu ¢alismada 6zellikle sonlu elemanlar yonteminin temeli oldugu ve birden fazla

metot icerdiginden agirlik tipi fonksiyonlarla ¢6ziimii uygulayacagiz. Agirlik tipi fonksiyonlarla
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¢ozlim i¢in dordiincii mertebeden agirlik tipi bir fonksiyon tespiti gereklidir. Agirlik ¢6ziim
fonksiyonu olarak en yiiksek mertebeden terim ile mertebesiz olan terim birlikte kullanilarak

verilir (Fletcher, 1991).

(3.16) tipindeki denklemler icin verilen agirlik fonksiyonlarinin genel hali

m

X, =Y co, (3.22)

n
i=1

bicimindedir. Burada R[], uygun smir kosullar1 altinda self-adjoint bir konumsal rijitlik
operatoridiir. k, yay katsayisini, S[Xn]zl secimi de kiitle agirliginin birim alinmasini,
dolayistyla deneme fonksiyonlarmin bu agirlik altinda normalize edilmesini ifade eder. Bu

operatorler

‘X ‘X
— a 4)1 +Pa 2]1
Ox ox

+k X (3.23)

n

3[x,]=1 (3.24)

biciminde g6z oniine alinir ve bu ifadeler (3.16) denkleminde yerine yazilirsa,

R:%[ici(pi}—mjﬁ[ici(p[} (3.25)

i=1

rezidii elde edilir. (3.23), (3.24) denklemleri ile (3.25) denklemi birlikte g6z Oniine alinirsa,

84 2 82 2 2 2
R:_4 Zci(pi +P—2 Zci(pi +k0 Zc[ 0, _O‘)i ZCI. 0, (3.26)
ox' | o ox" | o i=1 i=1

haline gelir. Agirlik fonksiyonundaki amac¢ c¢; katsayilarini bulmaktir. Farkli yontemlere gore

¢Ozlimler incelenirse,

Petrov-Galerkin metodu gore, agirlik fonksiyonlari
v,=x"; i=12,.., (3.27)

bi¢iminde kabul edilsin. Daha sonra (3.22) ifadesi (3.25)’deki her bir fonksiyonla ayr1 ayr1 ¢arpilir

ve tamm aralii [0,1] olmak iizere integre edilirse,

1 2 2
Ixil(i}{|: C[(Pi:|_wi3|:ZC[(Pi:|de:O, i=12,... (328)
1 i=1

0 i=
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oldugu goriiliir. (3.28) esitliklerinin her birinden bir denklem bulunur ve ¢, katsayilari elde edilir.

Galerkin metodu ile ¢6ziilmek istenirse y, = ¢, alinabilir. Dolayistyla

1
J}p{‘ﬁ[iq (p,} —mii{iq q)iDdx =0, i=12,... (3.29)
0 i=1

i=1
oldugundan, katsayilar bu denklemlerden hesaplanir.

En kiiciik kareler metoduna gore ¢oziilecek olursa, (3.25)’in sol tarafina

R= m[iq (p,} —miﬁ{ici (p,} (3.30)

i=1
bigiminde rezidii eklenir. Agirhk fonksiyonlan , =2—R alinarak c¢oziiliir. Burada agirlik

fonksiyonlart R ’nin ¢, ’lere gore tiirevleridir. Buna gore, agirlik fonksiyonlari
v, =—=R[0¢,(x)]- 03[ ¢,(x)] (3.31)
seklindedir. Buna gore ¢oziim,

(R[0:(x) |- 03[0, (x)]) R(x) dx=0; i=1,2,....n (3.32)

o t—

denkleminden elde edilir.

Kolokasyon yontemine gore, tanim aralifinda x, noktalari rezidiide yerine yazilir diizenlenirse,

R(xj)=5R[Zzlc[(p[(xj)}—mjﬁ{ic[(p[(xj)}:O (3.33)

bulunur. Buna gore, denklem sistemi ¢oziildiiglinde ¢, katsayilar elde edilir.

3.2. Durum Analizi

Bu kisimda, zorlama frekansina bagl olarak ortaya ¢ikan durumlar incelenerek, yaklagik

dogal frekans bulunacaktir.
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3.2.1. Q,’in 0’dan ve 20, den, Q, ’nin ®, ’den Uzak Oldugu Durum (Q, =0, Q, # 20,

ve Q,#o,)

Q,’in sifir ve 20, ’den, Q, ’nin ®, ’den farkli oldugu durum igin (3.18) denklemi
asagidaki gibidir;

M| Dyw, |+ K[w, | =] -2i0,DAM[ X,(x)]-i0,4,C[ X, (x)]|"" +ke+S.OT (3.34)

(3.20) esitligi (3.18) denkleminde yerine yazilir ve ¢, ile ilgili kisim ayristirilirsa ortaya ¢ikan

denklem, birinci mertebedeki denklemin homojen olmayan hali olur. (3.21) denklemi
K[o,]-o:M[o,]|=-2i0,DA4M [Xn (x)] —iw, 4, C[Xn (x)] (3.35)

seklinde yazilir. Buna gore, homojen kismin basit olmayan bir ¢6ziimii oldugundan homojen
olmayan (3.35) denkleminin bir ¢oziimiiniin olabilmesi ancak bir ¢oziilebilirlik sartini
saglamasina baglidir. (3.35) denkleminin her iki tarafi keyfi bir X, fonksiyonu ile ¢arpilir
tanim kiimesi lizerinden integre edilirse,

1

(K[o,]-w;M[o,]) X, dx=[(-2i0,DAM[ X, (x)]-iw,4,C[ X, (x)]) X, dx (3.36)

0

[SY

bulunur. Béylece, esitligin sag tarafi
2imnD]Aan [ X, (x)]X, + imnAnjc[Xn (x)]Xx,dx=0 (3.37)
0 0

bigimindedir. Gerekli sadelestirmeler yapilip, ikinci terimin katsayisi
o, :%ic[xn(x)]xn dx (3.38)

olmak iizere,
jM[Xn (x)]X,dx=1 (3.39)
0

normalizasyonu yapilirsa, (3.37) denklemi
DA +a,4 =0 (3.40)

n

haline indirgenir. (3.40) denklemi ¢oziiliirse,
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A =ce ™ (3.41)

n

bulunur. Burada c keyfi sabit, «,, reel ve pozitiftir. Burada sistemin genliginin hizla azaldig1 ve

¢Oziimiin kararli oldugu goriiliir.

3.2.2. Q,’in 0’e Yakin, Q, ’nin ®, ’den Uzak Oldugu Durum (Ql =0, Q,# (Dn)

Burada Q, =0+¢c, olup, bu degerler (3.21) denkleminde yerine yazilirsa,

M Dyw |+K[w |=| 2i0,DAM[ X, (x)]-io,4,C[ X, (x)] ] +

. A (3.42)
- % FIX,](4,6 7+ 4,670 ) s ket S.OT
bulunur. (3.21) denklemi (3.42) denkleminde yazildiginda,
K[p,]- 0o, =—2i0,DAM[ X, (x)]-io,4,C[ X, (x)]- %F [X, 14, (£ + 7o) 5

=2iw, D AM[ X, (x)]-iw,4,C[ X, (x)]-F[X,]4,cosoc,T,
elde edilir. Coziilebilirlik sart1 geregi, (3.42) denkleminin homojen olmayan kismini sifir yapacak

bir X, (x) fonksiyonu esitligin her iki yani ile ¢arpilir, tanim kiimesi iizerinden integre edilir ve

sifira esitlenirse,

1 1

1 1 .
DA, ! M[X,(x)]X, dx+ > { C[x,(x)]x, dx— 2%0}1005(0”7] )4, J; F[X,]X,dx=0 (3.44)

sonucuna ulasilir. (3.38) ve (3.39) esitlikleri (3.44) de yerine yazilirsa,

a’2n ==

éj.F[Xn 1, dx (3.45)

n 0

olmak tizere,

DA, +|a, +2ia,,cos(c,7;)]4, =0 (3.46)
elde edilir. (3.46) denkleminin ¢6zlimii ise,
200, .
A, = 4,exp| —a,, T, —i—2sin(o,T}) (3.46a)
Gl’l

33



olarak bulunur.

3.2.3. Q,’in 20, ’e yakin, €, ’nin ®, ’den Uzak Oldugu Durum (Ql =20, , Q,# (Dn)

Bu boéliimde, zorlama frekansinin sistemin dogal frekanslarindan birinin iki katina
yaklastigr 6zel durum olan temel parametrik rezonans durumu ele alinacaktir. Hiz degisim

frekansinin  bu kritik degere yakinsamasini ifade edebilmek igin bir ayar parametresi

tanimlanacaktir. Bu parametre 6, olmak {izere,

Q =20, +¢0, (3.47)
olarak alinir. Bu kosul (3.21) denkleminde yerine yazilirsa,
M[Dpw ]+ K [w |=| “2i0,DAM[ X, (x)]-iw,4,C[ X, (x)]]e""

ei(mn -20,-¢0, )Ty n Zne—i(m”—Zw”—ecn Ty (348)

n

_%F[Xn ](Anei((n,,+2mn +e0, )Ty ny

+ 4 g onr2ore)h ) +ke+SOT

n

ifadesi elde edilir. (3.20) denklemi (3.48) denkleminde yazildiginda,
K[0,]- 00, =2i0,DAM[ X, (x)]-i0,4,C[X, ()] -3 F[X, ] 4" (3.49)

n

bulunur. Coziilebilirlik sart1 geregi, (3.49) denkleminin homojen olmayan kismini sifir yapacak

bir X, (x) fonksiyonu ile esitligin her iki yam ¢arpilir, tanim kiimesi iizerinden integre edilir ve

sifira esitlenirse,
‘ 1 i = o]
D4, ! M[x,(x)]x, dx+5An£C[Xn (x)]x, dx —EAne o ! F[X,]X,dx=0 (3.50)

sonucuna ulasilir. Gerekli islemler yapilirsa (3.50) denklemi
DA +o, A +ia, Ae™ =0 (3.51)
haline indirgenir. Daha sonra, (3.51) denkleminin ¢6ziimii i¢in
4, (Tl):%an (T;)e™ ™ (3.52)
bi¢iminde bir ¢6ziim dnerelim. Onerilen bu ¢dziim (3.51) denkleminde yerine yazilirsa,
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lan'(Tl)eiﬁﬂ(n) +éan(Tl)Bn'(Tl)eiﬁ,,(Tl) +Gln%an(Tl)€iﬁ”(m +éa2n a,(T,)e™ ™ =g

2

(3.53)
bulunur. Elde edilen denklem e """ ile carpilirsa,
a, (T)+ia,(T)B, (T)+a,a,(T)+ia,, a, () "W =0 (3.54)
elde edilir. Burada m=o0,T, — 2P, (7;) alinrsa,
a, (T)+ia,(T)B, (T)+0ay,a,(T)+ia,,a,(T)e" =0 (3.55)

sonucuna ulagilir. Indirgenen bu denklemde gerekli matematiksel islemler yapilip, reel ve

imajiner kisimlara ayristirilirsa,

Re:an'(Tl)+a1n a,(T)-a,,a,sinn=0 (3.56)
Im:a,(T;)B, (T;)+a,,a,cosn=0 (3.57)
2& =0, — an olmak iizere, (3.56) ve (3.57) denklemi

dT, dT,
Re:a,(T))+a,,a,(T)-0a,,a,sinn=0 (3.58)
Im:o, —j—;+2a2n cosn=0 (3.59)

1

denklemlerine doniisiir. Boylece, (3.58) ve (3.59) denklemleri baskin rezonans durumuna ait
genlik ve faz modiilasyon denklemlerine doniismiis olur. Kararli durum ¢oéziimleri igin

da,/dT, =0 ve dn/dI, =0 kosullarmin saglanmasi gerekir. Bu denklikler (3.58) ve (3.59)

denklemlerine uygulanarak kararli hal ¢6ziimleri elde edilir.

Re:a,a,(T;)-0,,a,sinn=0 (3.60)
Im:c, +2a,, cosn=0 (3.61)
bulunur. Bu denklemlerde de n ifadesi yok edilirse,

6, =32, —o’, (3.62)

elde edilir.
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3.2.4. Q,’in 0 ve 20, ’den Uzak, €, ’nin ®, ’e Yakin Oldugu Durum (Q, #0,Q, # 20,
ve Q,=w,)

Bu kisimda, dis zorlama kuvvetine ait ikinci frekans bileseninin sistemin dogal frekansina

¢ok yakin olmast durumunda meydana gelen baskin rezonans hali incelenecektir. Baskin rezonans

kosulu Q, =, +¢eo, ile ifade edilir ve bu ifade (3.21) denkleminde yazilirsa,

M[Dyw, |+ K [w |=[-2i0,DAM[ X, (x)]-io,4,C[ X, (x)]]e""

(3.63)
- % o)l ke +SOT
Ve
K[g,]-0l¢, =—2i0,DAM[ X, (x)]-io,4,C[ X, (x)]- %ew"ﬂ (3.64)

elde edilir. Coziilebilirlik sart1 geregi, (3.64) denkleminin homojen olmayan kismini sifir yapacak

bir X, (x) fonksiyonu denklemin her iki yani ile ¢arpilir, tanim kiimesi iizerinden integre edilir

ve sifira esitlenirse
1 1
a, =— j f(x) X, dx (3.65)
20, 5
olacak sekilde,
DA, +a, 4 = §a3nef“nﬂ (3.66)

elde edilir. Buradan da kutupsal formda tanimlanan genlik

An — %an (]’i)eiﬁn(rl)

(3.66) da yerine yazilirsa,

ldan(z-{)eiﬁn(l])_I_ian(Tl)dBn(Tl)eiBn(Tl)

1 A 1 A
+—a, a (7)™ =—ja, &N 3.67
2 dT{ 2 dTl, 2 1n n( 1) 2 3n ( )

sonucuna ulasilir. Elde edilen bu denklemin her iki tarafi e’ ile boliintip gerekli sadelestirmeler

yapilirsa,
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0 (Bl

1 1

da (T, :
ac'}y(r 2 +ay, a,(T) + ity 1P =0 (3.68)

elde edilir.
v, =0, -B, (3.69)

degeri (3.67) denkleminde yazilirsa
da,(T})

via (1) BD)
dT, dT,

1 1

+a,,a,(T)+io,e"™ =0 (3.70)

haline gelir. (3.70) denklemi reel ve imajiner kisimlara ayristirilirsa,

T
Re:da;—(Tll)+am a,(T,)—a,,siny, =0 (3.71)
Im:a, (ﬂ)dB"(Tl)+a3n cosy, =0 (3.72)

1
bulunur. (3.69) esitiligi

dp dy
—= =0, ——— 3.73
R (3.73)

seklinde diizenlenip (3.72) denkleminde yazilirsa,

da, (1) .
Re: +ay,a,(T)—a,,siny, =0 (3.74)
dr,
dy
Im:aoc —a ——+a, cosy =0 3.75
non ndT 3n Yn ( )

1

biciminde baskin rezonans durumuna ait genlik ve faz modiilasyon denklemleri elde edilir.
Titresim hareketinde diizgiin rejim bolgesi, gecici davranislarin sona erdigi ve sistemin dinamik
parametrelerinin (genlik ve faz) zamanla degismeden sabit kaldig1 bir bolgeyi ifade eder. Diizgilin

rejimde, genlik ve faz degerlerinin sabit olmasi nedeniyle, da, /dT; =0 ve dy/dT, =0 kabul

edilmelidir. Bu kosullar (3.74) ve (3.75) de yerine yazilirsa,
Re:a,a,—a, siny, =0 (3.76)

Im:c,0,, +a,,cosy, =0 (3.77)
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esitlikleri elde edilir. Eger bu denklemlerden v, terimi yok edilirse, 6, ayar parametresine ait

l =
Gn = -T__ a3nz - anzaln2 (378)
an

esitlik bulunur.
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DORDUNCU BOLUM

UYGULAMALAR

4.1. Eksenel Parametrik Zorlamah Cok Yayh Mesnetli Kirisler

Bu boéliimde, her iki ucu basit mesnetle smirlandirilmis ve lineer elastik yaylarla
desteklenmis bir kirig gz Oniine alinir. Genel durumu temsil edebilmek amaciyla, A7 tane lineer

elastik yay iceren bir sistem i¢in hareket denklemi ve siir sartlari

EWV+PW’+§:M€]5(£—£])+ W [ =0 (4.1)
J=0
w(0,0)=w"(0,)=0 ve W(L7)=w"(L7)=0 (4.2)

seklindedir. (4.1) denkleminde verilen FE,I,m,L sirasiyla kirisin elastisite modiilii, atalet
momenti, birim kesit kiitlesi ve iki mesnet arasi uzunlugudur. P ise, P = P, + &P, cosQf olmak

tizere, eksenel harmonik basing yiikiidiir. & ¢ok kiigiik bir parametredir. 4 lineer viskoz s6niim

katsayisini, £ ise boyutlu yay sabitini temsil eder. 5§ Dirac-delta fonksiyonunu gosterir. v?/(fc,f )

bagimli degiskeni enine yer degistirmeyi, bagimsiz degiskenler X ve f ise konumu ve zamam
temsil etmektedir. Malzeme ve geometri bagimliligindan kurtulmak i¢in boyutsuzlagtirma yapilir.

Bagimli ve bagimsiz degiskenlerin boyutsuz terimleri

w X ~ | EI
=—,x=—,1t=t 4.3

YT mL' (*+3)
seklinde olmak iizere, bu terimler (4.1)-(4.2) denklemlerinde yerine yazilirsa,

EI 0'w P O'w E] 52 \/ 1 ow

— +— + > kd(xL—-m,)wL + 4.4

Lot Lo ; (L=, Wm o 4

3
bulunur. Buna gore, yukaridaki denklemin her iki tarafi E ile carpilirsa,
2 2 3 2 2
8v4v+PL 6v2v r ow +a—i— L 8_w=0 4.5)
ox EI ox EI or’ NEIm ot

elde edilir. Bu denklemde yeni boyutsuz terimler,
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- kI’ D2 2
n=—l, k =i, pzi, W= nr (4.6)
L 7 EI EI EIm
olmak tizere, (4.1) denklemi ve sinir sartlar
) N
EIW" +Pw' + Y w5 (x—n,)+ii+ =0 (4.7)
j=1
w(O,t)zw"(O,t):O, w(l,t):w"(l,t)zo (4.7b)

formuna indirgenir. Bir tane elastik yay ile desteklenen iki agikliga sahip, basit-basit mesnetli bir

kirisin dinamik analizini ele alalim. N =1 alinirsa, (4.7a) denklemi
W'+ PwW +wk&(x—n)+w+uw=0 (4.8)

boyutsuz forma indirgenir.. Genel modelde verilen operatdrlere karsilik gelen operatorler ise,

K[w]=w"+Bw +wkd(x—n) (4.9)
Flw]=Rw" (4.10)
Clw]=pw ve Q=0 (4.11)
M[i] = (4.12)

seklindedir. Buna gore, (3.16) denklemi
X" +PX, +kd(x-n)X,—0’X, =0 (4.13a)
X,(00=x,(1)=0 , X)(0)=X](1)=0 (4.13b)

bi¢iminde bulunur. Boylece (4.13a) denkleminin ¢6ziimii agirlik fonksiyonu yaklagimi
N
X, =) c,(x) (4.14)
i=1

seklinde yazilir. Burada c, katsayilar, @,(x) agirlik fonksiyonlaridir. Rezidii ise
N ) " N
R=)¢ ((pl.’v(x)+Po 0. )+(k8(x—n)—oa2)2q. 9,(x)=0 (4.15)
i=1

i=1

bigimindedir. (4.14) denklemindeki ¢,(x) = sinimx sinir kosullarini saglayan fonksiyonlardir. c;

katsayilarin belirlenmesi i¢in farkli yontemler 6nerilmistir.
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4.2. Galerkin Yontemine Gore Coziim

Galerkin yaklagimi, rezidii fonksiyonunun deneme(yaklasim) fonksiyonlartyla ayni

uzaydan secilen agirlik fonksiyonlarma goére agirlikli ortalamasinin tanim araliginda sifira

esitlenmesi esasina dayanir. Bundan dolayi,
1
J.R(x)(pj(x)dx =0; i=12,....,N
0

yazilir. (4.16) denklemi diizenlenirse,

Ll N
f{ c; (9" + B/ +kd(x—n)o, —witp,-)}p,-(xbo
0 /=1

elde edilir. (4.15) denkleminde yer alan

f(kae-m 3e0.00 Jo o
terimi, Delta fonksiyonu &(x—n)
[3(x=n)fdx= s nefol]

0

0zelligine sahip oldugundan (4.19) denklemi
N
kY co,(Me; ()
i=1

haline gelir. (4.17) denklemindeki integraller

R, = J.(Piiv (xX) @, (x)dx 9 = _[(p,-” (), (x)dx

S; =, () M, = [0,(x)0,(x)dx

olmak tizere, matris formda

Z]\l:ci[Rij+P()Qy +kSij—0)2Mij]:()

bi¢iminde yazilabilir. Ozdeger problemi ise

(R+P,0+kS—0*M)c=0
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biciminde yazilir. Buradan ® dogal frekans ve c¢; degerleri bulunur.

4.3. Petrov-Galerkin Yontemine Gore Coziim

Bu yontemde ise, agirlik fonksiyonunu yaklasim fonksiyonundan farkli

¢, (x) # vy, (x) biciminde alinmasi gereklidir. Bu takdirde,

j.R(x) v, (x)dx=0

yazilir. Ayrica rezidii, y;(x) = x’~' olmak iizere,

N

R=Y"c[ (o) +Bo/+kd(x—n)o,~ ko, )y,(x)|=0

i=1

bicimindedir. (4.25) denklemi diizenlenir ve integralleri matris formunda yazilirsa,

1 1
R, = I @ (x)x/dx 0, = j @, (x)x'dx
0 0

1
sy =e/m M, = s
0

elde edilir. Matris denklem sistemi
(R+PQ+kS—0’M)c=0

bi¢iminde yazilir.

4.4. Kolokasyon Yontemine Gore Coziim

olarak

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

Kolokasyon yonteminde i=1,2,..., N olmak ilizere, sinir degerler arasinda x! degerleri

alinir. Rezidii icin bu degerleri yazdigimizda

R(x"',cj.)=0

(4.29)

bulunur. Rezidii, (4.15) denklemi oldugu diisiiniildiigiinde kolokasyon noktalarinda sifirlanir.

Yani,
a0/ () +Bol(x)+kd(x—n)g,(x)) -], (x')]=0

i=1
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elde edilir. (4.30) ifadesi matris formda,
R, =0 (x") 0, =9, (x)) (4.31)
:(Pi(xj)s(xj -n) M;’j :(Pi(xj)
olmak iizere,

(R+PQ+kS—o0’M)c=0 (4.31a)

4.5. En Kiiciik Kareler Yontemine Gore Coziim

Bu yonteme gore, rezidiiniin karesinin integrali alinarak toplam hata minimize edilir. Yani,

[ R (x)dx = min (4.32)

olur. Bu takdirde, (4.15) denkleminin integrali minimize edilirse,

aR(x) dx=0 (4.33)

%URz(x)de =0 yani j R(x)—

OR(x) _D

J

elde edilir. (4.33) denkleminde yer alan tiirev ifadesi ¢ ,(x) | diferansiyel operatorii ile
J

temsil edilirse,

iciJ-D[(p[(x)]D[(p () Jdx =0 (4.34)

i=l1

seklinde yazilir. Elde edilen bu ifade, simetrik ve pozitif tanimli bir katsayilar matrisine sahip

olmak tlizere, asagidaki gibi bir lineer denklem sistemine karsilik gelmektedir.
1

4= [ D[,(0)]D[¢,(x) |dx olacak sekilde, 4, sistemin rijitlik matrisi, ¢, bilinmeyen katsay1
0

vektori olmak iizere,
A.c.=0 (4.35)

bi¢iminde yazilir.
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4.6. Sayisal Sonuclar

Bu caligmada kullanilan agirlik tipi yaklasim yontemlerinde ¢6ziim fonksiyonunun uygun
agirlik fonksiyonlariyla temsil edilmesine bagli olarak bir denklem sistemi elde edilmektedir. Bu
baglamda, ¢6zlim hassasiyetini belirleyen temel parametrelerden biri, yaklasik ¢oziimde kullanilan
terim sayist olan N 'dir. Asagida verilen Tablo 4.2.1, Tablo 4.2.2 ve Tablo 4.2.3’te farkl1 k£ yay

katsayilar1 ve 7 yay konumlar1 i¢in elde edilen kritik eksenel yiik degerlerinin birbirleriyle

karsilastirilmast sunulmustur.
Tablo 4.2.1. Farkli N degerleri i¢in hesaplanan eksenel yiik ( P ) degerlerinin karsilastirilmast

(n=0.1, k=100)

Galerkin Petrov- Kolokasyon | En Kiigiik

N Metodu Galerkin Metodu Kareler
Metodu Metodu

N=2 13.8561 13.8536 13.8391 13.8510
N=4 13.8365 13.8352 13.8358 13.8389
N=6 13.8339 13.8338 13.8341 13.8346
N=8 13.8336 13.8335 13.8336 13.8336
N =10 13.8336 13.8335 13.8335 13.8335

Tablo 4.2.1°e bakildiginda, N degeri arttikga tiim yontemlerin sonuglarinin ortak bir
degere yakinsadig1 goriilmektedir. Bu beklenen bir durumdur, ¢iinkii terim sayisi arttik¢a teorik

olarak dogru ¢6ziime yaklagmay1 garanti eden yontemlerdir.
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Tablo 4.2.2. Farkli N degerleri i¢cin hesaplanan dogal frekans (@ ) degerlerinin karsilastiriimasi

(7=0.5, B,=10 ve k=100)

Galerkin Petrov-Galerkin | Kollakasyon En Kiigiik
N Metodu Metodu Metodu Kareler Metodu
N=2 34.11394556 34.11394552 34.11394556 34.11394555
N=4 34.11394557 34.11394553 34.11394555 34.11394555
N=6 34.11394555 34.11394557 34.11394555 34.11394555
N=8 34.11394555 34.11394558 34.11394556 34.11394555
N =10 34.11394555 34.11394552 34.11394549 34.11394555

Tablo 4.2.2 de goriildiigii gibi tiim yontemlerle hesaplanan dogal frekans degerleri ayni
degere yakinsamaktadir. N >4 igin yontemler arasi farklar 10~ basamagina inmekte ve pratikte
ihmal edilebilir diizeydedir. En Kii¢iik Kareler yonteminde N igin elde edilen sonuglarin, daha
yiiksek N degerleriyle tamamen ayni oldugu goriilmektedir. Bu durum, yontemin diisiik
mertebede dahi yiiksek dogruluk sagladigin1 ve N = 2 degerinin bu problem i¢in yeterli oldugunu

gostermektedir.

Tablo 4.2.3. Dogal frekanslarinin sayisal olarak hesaplanmasina ait islem siireleri ( N , deneme

fonksiyonu sayist)

Galerkin Petrov-Galerkin | Kollakasyon En Kiiciik
N Metodu Metodu Metodu Kareler Metodu
N=2 0.23 0.24 0.21 0.35
N=4 0.45 0.46 045 0.48
N=6 0.68 0.95 0.73 1.12
N =38 0.95 2.10 1.45 1.59
N =10 1.20 9.68 3.40 2.20
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Tablo genel olarak degerlendirildiginde, tiim yontemlerde islem siiresinin terim sayist arttikca
yukseldigi goriilmektedir. Bu artis, beklenen bir durum olup yoOntemlerin hesaplama
karmasikligiyla dogrudan iligkilidir. Ancak o6zellikle N =10 i¢in elde edilen sonuglar, bazi

yontemlerin digerlerine kiyasla ¢ok daha yiiksek islem maliyetine sahip oldugunu géstermektedir.

Yontemlere Gore islem Sureleri

10¢ —e— Galerkin (s)

—e— Petrov-Galerkin (s)
Kolokasyon (s)
—e— En Kuglk Kareler (s)

islem Siresi (saniye)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Terim Sayisi (N)
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BESINCi BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, siirekli ortamlarin dinamik davraniglarin1 analiz etmek amaciyla,
Euler-Bernoulli kiris teorisine dayali olarak genel bir model ele alinmistir. Gelistirilen genel
model Galerkin, Petrov-Galerkin, kolokasyon ve en kiigcliik kareler gibi agirlik fonksiyonu
yaklagimlar1 kullanilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir. C6ziim yontemlerinin karsilastirmali olarak
degerlendirilebilmesi i¢in, klasik yaklasimdan elde edilen eksenel ylik ve dogal frekans degerleri

ile 6nerilen sayisal yontemlerden elde edilen sonuglar tablolar halinde sunulmustur.

Karsilagtirma sonuglari, Petrov-Galerkin ve kolokasyon tekniklerinin diger yontemlere
kiyasla daha uzun islem siirelerine sahip oldugunu gdstermektedir. Bu durum, her iki yontemin
yapisal ve hesaplama acisindan daha karmasik islemler icermesiyle iliskilidir. Petrov-Galerkin
yonteminde agirlik fonksiyonlari yaklasim fonksiyonlarindan farkli olmasi nedeniyle, sistem
matrisinin her bir elemani i¢in ayr1 agirlikli integrallerin hesaplanmasini gerektirdiginden, bu da
toplam islem siiresini artirmaktadir. Benzer sekilde, kolokasyon yoOnteminde ¢6ziim
fonksiyonunun kolokasyon noktalarinda rezidii teriminin sifira esitlenmesi, yliksek hassasiyetli
degerlendirmeler gerektirdiginden islem siiresine olumsuz yansimaktadir. Buna karsin Galerkin
ve en kiigiik kareler yontemleri, integral tabanli ve daha diizenli yapilar1 sayesinde artan terim

sayisina ( N ) ragmen daha sinirli bir islem siiresi artist sergilemistir.

Teorik agidan Kolokasyon yontemi, ¢oziim aranan diferansiyel denklemin secilen test
fonksiyonlar1 dogrultusunda belirli noktalarda saglanmasina dayandigindan, klasik Galerkin ve
tiirevleri gibi i¢ ¢arpim temelli yaklagimlardan farklidir. Ayrica sayisal integrasyon prosediirlerine
ithtiya¢ duymamasi nedeniyle teorik olarak daha diisiik islem maliyetiyle hizl1 sonuglar tliretmesi
beklenir. Ancak mevcut caligmada kolokasyon yonteminin islem siiresi, Galerkin yontemine
kiyasla daha ytiksek ¢ikmistir. Teorik olarak daha hizli olmasi beklenen kolokasyon yontemi,
yazilim tabanli hesaplama farkliliklar1 nedeniyle pratikte beklenenin altinda bir performans
gostermistir. Bu durum, kuramsal verimlilik ile uygulama diizeyi arasinda yazilim kaynakli bir
fark bulundugunu ortaya koymaktadir. Buna karsilik, Galerkin ve en kii¢iik kareler yontemleri
hem islem siireleri hem de elde edilen sonuglarin tutarliligi agisindan daha istikrarli ve islevsel bir
performans sergilemistir. Ozellikle yiiksek terim sayilarinda (N) dahi dogruluk diizeyini
korumalar1 ve makul islem siireleriyle ¢oziim tiretmeleri, bu iki yontemi pratik miihendislik

uygulamalari agisindan giivenilir ve tercih edilebilir kilmaktadir.
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Sonug olarak, elde edilen sayisal sonuglar agirlik fonksiyonu yaklasimi ve pertiirbasyon
metodunun birlikte uygulanmasinin, Euler—Bernoulli kirislerinin dinamik davranisini hem
matematiksel hem de fiziksel olarak dogru temsil ettigini gostermektedir. Y ontemler arasinda elde
edilen dogal frekans degerlerinin uyumu, ¢oziimiin yakinsadigini ve modelin self-adjointlik
kosulunu sagladigini kanitlamaktadir. Parametrik degiskenlerin frekans iizerindeki etkileri
miithendislik agisindan anlamli olup, sistemin rijitlik ve stabilite 6zellikleriyle dogrudan iligkilidir.
Dolayisiyla gelistirilen yontem, klasik analitik c¢oziimlere kiyasla hem dogrusal olmayan
davraniglarin hem de konuma baglh etkilerin daha hassas bi¢cimde incelenmesine olanak

tanimaktadir.

Ilerleyen ¢alismalarda, onerilen yontemin Timoshenko kiris teorisi, degisken kesitli veya
kompozit malzemeli yap1 elemanlar1 gibi daha karmasik sistemlere uygulanmasi hedeflenebilir.
Boylelikle model, kesme deformasyonlarinin ve dénme atalet etkilerinin de dikkate alindigi
durumlarda kullanilabilir hale gelecektir. Ayrica, sistemde dogrusal olmayan s6niim, zamana bagl
rijitlik degisimleri veya karma dis zorlamalar gibi etkiler dikkate alinarak modelin kapsami

genisletilebilir.
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