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AKIM VE SIRKULASYON

Yiiksek Lisans Tezi

Adil MISIR
cazt UNIVERSITESE
FEN BiLIMLER: ENSTiTUst
| Eyliil 1990

oz

Bu gallsmakdért béllim halinde dﬁZenlenmistir. Birin-
ci pbliimde ¢izgisel integralin tanimi ve temel 6zellikle-
ri (ispatsiz teoremlerle) verilmigtir. fkinci b&liimde,
¢izgisel integralin vektérel‘yorumu yapilmistar. Uglincii
bollimde, akiskanin hiz vektdr alani gézénﬁne'allnmlstlr.
Daha sonra, irrotasyonel ve potansiyel akim ile akim ¢iz-
gileri arasindaki iliskiler incelenmistir. Dérdiinci bo~
limde, aki ve sirkiilasyon tanimlari verilmigtir. Bunu ta-
kiben, bu tanimlarla ilgili bazi tebremlerde siralanmig-
“tir. Son olarak, kendl ekseni etraflnda sabit bir w agi-
sal hizi ile dénen bir koninln durgun, ideal bir akigka- -~
na batlrlllrken bir At zaman araliginda ortaya glkan top-
1am s1rkulasyonun hesab1 yapllmlstlr.

L



FLOW AND CIRCULATION
M.Sc. Thesis

Adil MISIR
GAZI UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
September 1990

ABSTRACT

This work is arranged into four chapters. In the
first chapter, the definition and the main properties
of the line integral has been given, (Proofs of the
theorems are omitted). In the second chapter, vector
interpretation of the line integral has been studied.
In the third chapter, velocity vector field of a fluid
is taken into consideration. Subsequently, connections
between irrotational and potential flow and stream lines
are investigated. In the fourt chapter definitions of
flow and circulation are presented. This is followed by
‘some theorems related to these definitions. Finally,
thektotal circulation of a rotating cone, whidh has a
constant angular velecity, formed at a time interval At
while it's being sank into a static ideal fluid is
calculated. | | I
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BOLUM I

CiZGiSEL‘iNTEGRALiN TANIMI VE OZELLIKLERI

1.1. TANIMLAR VE GENEL KAVRAMLAR

1.1.1. TANIM: I = [a,b] sonlu uzunluklu bir aralik ol-

makkﬁzere, Df ve Dg ler sirasiyla f ve g fonksiyonlarl-

nin tanim cilimleleri olsunlar. Dg. Dg ¢ I iken

C = (P(t)eR®: P(t) = (£(t), g(t)), teI}

tanimlarsak C ye R® de bir edri (yay) denir.

't € I olmak lizere f£,g ¢iftine C nih koordinat bile-

senleri veya kisaca bilesenleri ve t ye de C edrisinin

parametresi denir.

(a)

(b)

c eﬁrisi asagidaki durumlara gére isimlendirilir.
P(a) = P(b) ise kapall ééri
tort, € (a,b) ve t;,‘#»t’1 ikén'P(to) # P(t,) ise “
basit e¥ri = B e ‘ |

_Eéer C egrisi (a) ve (b) 6zelliklerihi‘saéiafsa

- Jordan (Basit,kapall) eﬁrisi k

- {d)

Eder f ve g fonksiyonlar1n1n01'=;[a,b] arailél ﬁze»y;

~rinde ‘birinci dereceden tilirevleri var ve tiirevleri

'slirekli iselér C ve diizgiin edri

g "'l"" o



"~ (e) E§er I'= [a,b] nin bir pafgalanma51‘A¥={to,ti,“.,tn} ;
- ve f, g fonksiyonlari k = 1,2,...,ndgin [ty _qt]
{izerinde ¢? 31h1f1ndan iseler C ye sonlu nokta harig

diferensiyellenebilir edri denir [1].

Bu edri ¢esitlerinin yéniide t-nin artan ydniinde se-

¢ilirse pozitif aksi durumda negatif olur-[l];

1.1‘.2._ TANIM : C verilen bir e§ri ve h=h(x,y) de JC ize~ -
,rinde‘her noktada tahlmll ve sinirli bir fonksiyon_OlSun.
[a,b] nin bir paréalanmas1'{to,tl,...,tn} olmak ﬁZere bu-
na karsilik gelen egri iizerindeki a pérgalanmas1da alt
vaylar lizerinde {p(to),P(tl),...,P(tn)} sekiinde gdzonii~
ne alinsain. Ayrica k =0,1,2,...,n i¢in X = f(tk),

yk‘=kg(tk) olsun.

Her bir [tk-l' tk],alt araligi igin ngE{tk+l,tk]
secelim ve Qk = P(gk)==(f(£k),g(£k)) diyelim. Daha sonra,
S, = 2

k‘

A h(Qk) (x - xk_l)

1
~Riemann toplamini olusturalaim.

 Simdi kabul edelimki her bir €>0 say1s1 igin en az
bir 6>~0 ‘sayisl ve - Hal <8 clduéunda {s - L] < 2 ola- -
cak sekilde bir L e]R vardlr Bu sekilde bulunan L dege-
‘rine C eérisi uzerlnden h fonksiyonunun x—yondndeki giz-,
gisel integrali denlr ve '

L= [ hax
°



ile g8sterilir. C eJrisi {izerinden h fonksiyonunun y-y&-
nﬁndeki'gizgisel integralin tanimida benzer olarak yapi-

lir [17].

1.I.1L TEOREM: C verilen bir egri, h, ve h, fonksiyon-
lari C iizerinde her noktada tanimli fonksiyonlar ve a,b

ler herhangi reel sayilar olmak ﬁzere;

f (ah, 7 bh,)dx = a j h,dx 7 b J;hzdxA
(o] C e

ve -

f (ah, ¥ bh,)dy = a j h,dy 7 b j h,dy
c - : c c- «

dir [1].

~ 1.1.2. TEOREM : YalnlzCa u¢ noktalari gakisan herhangi -

iki ¢, ve C, olmak lizere C=¢C,UC, efrisi igin

Jlidx = f hdx = f hdx + ~j h dx
c c,lec, c, e,
ve |
| j hdy = J:hdy,=~ J,hdy + jildy
¢ cUe; e, e

15 ¥a2 1 2

,'fésitlik;gri mevcuttur [1].

© 1.1.3. TEOREM : I = [a,b] aralidi lizerinde, t ék I olmak
tizere, x = £(t), vy = g(t) (£,9) € C*(I)) ile tanimli e§-

ri C ve 'h = h(x;y)jdé C egrisi lizerinde her noktada ta-

-3-



nimli veé slirekli bir fonksiyon olsun. O zaman

b

f hdx = J h(f‘(f),g(t;);)’f'(t)dt
C L a ’
ve
b _
J hdy = j h(E(t),g(t))g' (t)dt
C a )
dir [1].

1.1.4. TEOREM : E§er C edrisinin uc¢ noktalari A ve B le-
re ag¢ikca ihtiyag ydksa ve C‘eérisinin yoni A dan‘B ye
iken -C de C niﬁ ters yoniinde y6nlendirilmis olmak {lize-
re |

Jhdx= -Jhdx ve Jhdy=‘—J h dy
-C ¥ O ' -C o]

Cdir [1].

1.1.3. TANIM : C verilen bir edri, M(x,y) ile N(x,y)
: fonksiyonlarl C'eérisi lizerinde her noktada tanimli fonk-
- siyonlar olmak lizere, bunlarin g¢izgisel integrallerini

,J M(x,y)dx ve f N(x,y)dy

c - , c :
olarak ifade edelim ve f M(x,y)dx + f N(x,y)dy ,top—

- e c e

lami igin - f,M(X;y)dx + N(x,y)dy gdsterimini kullana-

Iim [13.
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BOLUM II

DUZLEMDE ¢12GISEL INTEGRALIN F1Z1KSEL UYGULAMALARI

2.1. is
M(x,y) ile N(x,y) bir C edrisi {izerinde siirekli ve

sinirli fonksiyonlar olsunlar. .

M(x,y) ile N(x,y) yi R? uzayinda

¥ = (M(x,y),N(x,y)) = M(x,y)z - N(x.y);

seklinde bir vektériln x ve y-eksenleri lizerindeki bile-
“genleri olarak dﬁsﬁnébiliriz. Bdylece, JM(X.Y)dx+N(x,y)dy,
cizgisel integralinin basit bir yorumunu diisiinebiliriz.

C eJrisini s yay parametresi olmak iizere x= ¢(s),
y = ¥Y(s) sekliﬁde parametrelendirelim ve C edrisinin bir
A baglanglg ve bir B bitis noktasina sahip olduéunu'var-'

sayalim.

- Bu durumda A noktaslnda s = 0 ve B noktasinda

L 'olacaktir; burada L ile € eérisinin yay uzunludu

gésterilmektedir;

Sekil 2.1,1. deki gibi C efrisinin iizerinde herhan-
- gi bir A, = (x,,¥,) noktasinda U vektdriinii g&zdniine

5=



e s -
alalim. Bu noktadaki € nin birim tedet vektdriini T ile

gdsterelim.

Sekil 2.1.1.

‘ - <>
Ayrica yine bu noktada U ile T vektdrleri arasinda-

ki agiyida o ile gééterelim. O zaman,

dx , dy do ,d¥) _de7 , d¥ 7
R~ (ds ds)‘( ds) ast *3s?

-> ' ->
olmak lizere U vektdriinlin T birim vektdrii ydniindeki bile-

seni

> - :
U-T = M(x, y)——-kN(x,y)%% = M(x,y)%§,+ N(x,y)%%

olur ve
[ mxpay = jg (mex, 11§ Yas
| 0 7
[wemer = [ (roen@ e
c | - o | ".. :
olduéundan | |
[z vrdx s Nk v1ay = f[(m<x,y>g-§)+(m,ysg-g)]as |

c PR ; )

—6-



ki z-)‘-)‘ s :
= (u-T)ds ' _ (1)
0

elde edilir.
ézel-olarakfhe; bir (x,y) e ¢C ig¢in,

U= (M(x,y), N(x,¥))

nin R? de bir kuvvetvalanl oldudgunu varsayalim.

O zaman (1) esitligini kullanarak

J' M(x,y)dx + N(x,y)dy
c
¢cizgisel integralinin, A dan B ye C egrisi boyunca bir
; 4 |
parcacigin hareketi esnasinda U kuvvet vektéri ile yapi-

lan W isini temsil ettigini iddia edebiliriz [1].

Simdi C nin'pargall olarak diferensiyellenebilir
oldugunu ve yine s yay parametresi ile parametrelendiril-
mis oldudunu kabul edelim. Ayrica C boyunca A dan B ye

hareket edenﬂbirim kﬁtleli parcacigi gdz oniline alalim.
Parcacidin hareketinin olusumunda bir

F = (M(x,y),N(x,v))

kuvvetinin etkisi altinda kaldigini varsayallmQ Hatta

F nin bliylikligli ve yo6nli de parcacigin konumuna gére de-
, ‘ ‘ R ,

gisebilir olsun. Bu durumda C boyunca F kuvvet ile yapi-

lan Hisﬂ ;



: > > ‘ | E
W= J (F-T)ds = J M(x,y)dx + N(x,y)dy ae (2)
0 K , ,

dir [1].

2.1.1. TEOREM : R, R? nin acik irtibatli bir alt kiimesi
(genellikle R ye R? nin bir bdlgesi denir) olmak ﬁzére

f de R de C! sinifindan tanimlanmis bir fonksiyon olsun.

Ayrica ‘3 = Vf;'f ile birlestirilmis gfadient alani
; olsun. A ve B, R de keyfi segilmis iki nokta iken, CcR
eérisi de A baslangic B bitis noktali Ve parcali dife-
rensiyellenebiiir eérifolsun; C eJrisi ﬁzerindeki~hérhan-

gi bir P = (x,y) noktasi igin,

M(’x,y)‘ = —g—-f; (x,y) , N(x,y) = -g-f; (x,Y)
olarak ya21labilir; ayrica ‘
‘~kJ M(x,y)dx,+:N(x,y)dy = f(B) — f(A)
. | , ¥
: dlr'[2j;~
211 TANIM a,b;c,d e R ﬁve’ ax< b, © < d olmak iiz"ere i

| . slrekli  strexui
(a) ¢, : [a,p}—> R %, : [a,b] m@fw—ff~»f]R 
Cx *”;;e~—%‘¢i(x)‘ve x'-—é~%—%'¢2(x)
' Sekiinde,tan;mll iki fonksiyoh’ve‘ VX € [a,b]‘igin:

- ¢;(x) S 6,(x) olsun.

. -’8;- :



Yukarldakl sartlarl saglayan (x,v) noktalarlnln clim-

lesi A, olsun. Yanl,

A, = {(x,¥): xe[a,b], ¢1(_x)éy-<=<b2(x)} ¢1,-¢;ecl( [a,bD)}

olsun. Bu tip bdlgelere 1. g¢gegit (x-yoOniinde temel) bdlge

denir. o
sﬁrekli : slirekli
(b)y ¥, ¢ [¢,d] ———R ¥, [c d} ~—————>R
ve
Yy —>¥ (y) Yy ——> ¥, (y)

seklinde tanaimla iki fonksiyon ve Vy € [e,d] iegin
¥ (y) s ¢ (y) olsun. Bu sartlarl saglayan (%,v) noktala-

rinin ciimlesine A diyelim, yani;
A, = {(xy): ye[c a1, v, (y):éx ¥, (y), ¥,,¥,ec ([e,d])}

olsun. Bu tip bblgelere 2. gesit (y-y®niinde temel) b&l-

kge denir [1].
(c) 1. gegit ve 2. gesit bolgeler1 1geren bolgelere 3.

Vgeslt (temel bdlge) bolge denlr. )

2.2. DUZLEMDE GREEN TEOREM1
A bir 3. gesit5b$lge ve C de, A nin sinirindan olu-

san pozitif y&nlendirilmiskbir‘eéri olsun.

= M(x,y) ve N = N(x,y) fbnksiyoniari‘k”da ct si-

_hlflndan fanksiyonlar‘blmak'ﬁzeré‘
de+Ndy —--—-M)dxdy
X o

..9..



dir [2].

‘Green teoremi, vektdr dederli fonksiyonlar igin de
' ‘ N , -+
- kullaniglidir. E§er M ve N fonksiyonlarini sirasaiyla U
nun x- ve y- yodnjindeki bilegenleri olarak alirsak, (1)

degeri

> >
J Mdx + Ndy = J (U-T)ds
c 0
sekline dénﬁsﬁr;kburada s, C eérisi boyunca uzunluk ve
G % de U vektdriiniin, C edrisi uzerlnde verilen herhangl
blr noktada, 0 noktadaki birim teget yoniindeki bileseni-

dir.

N ‘
Eger U yu lcglincli bilegeni sifir (z = 0) olan bir
->
¢ bilegenli vektdr olarak diigiiniirsek; yani,’]R3 de U
vektdrii x o y~dlizlemi lizerinde bulunuyor ise, o zaman
oN oM

I 38 s s gnN . ol » N
herhangi bir P € R ’lan A% 3y degeri

T & IRZ-—-——~—-——> R®

‘ (x,y) —— T(X,Y) = (M(x,y). N(x,y), 0)

sekllnde blr koordinat dondsdmu olmak lizere (CurlT)(P)

,vektorundn z—bilesenl gibl dusﬁnuleblllr.

Eger (CurlT)(P) nin z-bileseni verine (CurlT)(P),

g8sterimini kullanirsak, Green teoremini,

i

) S S
J (U-T)ds JJ (CurlTy)(P)z‘ dx dy
o A | |

-10~



~seklinde fifade edebiliriz [1].

Burada %, C nin uzunludu ve C eJriside R® nin A

temel bdlgesi sinirinda ydnlendirilmis bir edridir.

2.2.1. TANIM : M(x%,y) ve N(x,y) herhangi fonksiyonlar ol-
mak lizere w = M(x,y)dx + N(x,y)dy a¢ilimina x ve y deder-
lerinin 1. deferensiyel formu Veya kisaca 1¥form denir.

Ayrica bos olmayan bir A kimesi igcin w € C'(A) ise ve

3M _ 9N
A X

‘her P e A igin gérgeklesiyorsa w~ya A da ka-

palidir denir.

2.2.2, TANIM : A,1R? nin bir 3. gesit (temel) bdlgesi,
M ve N, A da siirekli fonksiybhlar ve w da tanim 2.2.1l.e

uygun bir l-form olsun.

Eder herhangi A, ,A, € A noktalari igin A bdlgesinde
yatan A, baslangi¢ B, bitis noktala herhangi iki egri c,
3 i : N

ve C, iken

K

il

[ut

cl C,2 ‘
oluyorsa
| J w = J Mdx + Ndy |
g G gt o

cizgisel integraline "A da yoldan baélms1zd1r" denir.
2.2.1. TEOREM,: A, M veN tanim 2.2.2. de tanimlandikla-
ri Sekilde Oisdnlér; Eder A nlnvigindeki her’képall, yon-

-11-



lendirilmis, uygun C edrisi icin
Jw=fde+Ndy=0
c c

oluyor ise, I Mdx + Ndy integrali A da yoldan badim-
o ' c
sizdir [1].

‘ > ‘ '
2.2.3. TANIM: EGer F =Vf, A da kuvvet alani C, ydnlen-

dirilmis bir egri ve M = %% r N = %§ ise
Jw=Jde+Ndy= -g-;f{‘dx+-§-§dy

c . c C

dir ve is bu C edrisi lizerinde bir pargacidin eéirinin
baglani¢ noktasaindan bitis noktasina kadar olan hareke-

tidir.

Eger 6zel olarak C edrisi A bdlgesinde kapali se-
kilde vayilmis ve M ve N de{tanlm 2.2,2. -deki gartlara

uyuyorsa ve ayrica

T L ‘ e ; |
I w = J Mdx + Ndy = 0 ise F kuvvetine ¢izgi
c' ¢ ‘ ‘ R ‘
boyunca konservatif (korunumlu) tir denir.

2.2.2. TEOREM: M ile N, A bSlgesinde siirekli fonksiyon

lar ve f € C?*(A) olmak ﬁZere, her P € A icin

w=df

 -12-,'~



oluyor ise

J w = j M dx + N dy
c c

integrali A da yoldan ba§1m51zd1r.

13-



BSLUM ITI

AKISKAN KINEMATIGI

3.1. VEKTSR ALANI

UzaYln bir D bdlgesinin herhangi bir M noktasina bir

vektSr karsilik getiren bir doniliglime vektdr alani denir.

V uzayin bu D bdlgesi ilizerinde bir vektdr alani ise,
bu durumda her bir M € D igin V(M) bir vektdr olacaktuir,
; ->

kisalik i¢in bu vektorii nokta belli oldugunda V ile de

gbsterecegiz.

Bu vektdriin koordinat éksenieri izerindeki- X,Y,2
kizdﬁsﬁmleri M noktasln;n x,Y,3-koordinatlarinin X(x,y,2),

Y(x,v,2), 2(x,¥,2z) gibi iic fonksiyonu olacaktuir.
Bu {ic fonksiyonun ve kismi tiirevlerinin M noktasi-

nin deéisim~bﬁlgesihd§ sonlu ve slirekli olduklarinl‘ka~

“bul edecediz.

3.2. YORUNGELER

Sabityaxyz-eksénlerine géré‘hareket eden ﬁir akig-
‘kkan1 g6z6nﬁne alalim. Her M(x,v,2z) nokta81ndanvekher an=-

R N : : B L .
da, bu ncktada“bulunan akiskan elemaninin V(u,v,w) hizi-

‘hin"tanlmlanabileceéini kabul ediyoruz. Bu hiz genellik-

é14—



‘lekx,y,z vé t den ibaret olan'dart degigkene baélldlr,

Hizin tanimlanabilecedini kabul ettiéimizkgibi'bu
hizin ve bize gerekli 6ian tiirevlierinin siirekli oldukla-

rini da kabul edéceéiz.

Bir akiskanin hizlarinin teskil ettigi vektdr alani;
. ,
vani, V nin x,y,2z ve t nin fonksiyonlari olan u,v,w bile-
senleri her noktada ve her anda elde edilebiliyorsa, bu

akiskanin hareketini biliniyor kabul‘edeceéiz.

Ayrica u(x,v,z,t), vix,y,z,t) ve w(x,y,z,t) fonksi-
yonlarinin verildigini varsayallm,Ve aklskanlnkgesitlif

elemanlarinin hareketini analiz etmeye ¢a11$a11m.

- Bu elemanlardan birinin x,y,2z koordinatlari zamanin

(bilinmeyen) fonksiyonlarldlr.fAynl elemanin hizinin iz-

digimleri ac ' dt Ve at dir. Bu degerler sirasivla u,v

ve W yva esitlenirse,

‘QFS
i
il

U(X,Y,Z,t) :

"
i

V(X:erit)’

- = W(x,y,z;t)

cm‘a.
LeFN

o diferen31yel denklemlerl elde edlllr. Bu denklemler x,y,

z Yl t cinsinden bellrlerler {3].
3.3. TAM TUREV VE BIR AKISKAN ELEMANININ 1VMESH
: Herhangi bir Y(x,y,2,t) fbnksiYonu gézoniine alalim.

-15~-



Bu foﬁisiyonunvklsml tiirevleri 9

H
14
g
il |

=4
<
1]

x B

= 2
wz 3z olsunlar.

Bir akiskan elemaninin hareketini takip ederek o
fonksiyonunun zamana gore tam tiirevini %% ile gostere~
cegiz. Bu taktirde x,y ve z degiskenleri t-nin fonksiyon-
laridir ve ¥ de zamanin bir bileske fonksiyonudur. Su halde,

dy _ , dx dy dz

dt 1Dx dt + wy at * wz at * wt’

dir. Bu ise
g_& - .
at u wx‘+ va + wwz +_wt

seklinde yazilabilir.

Ozel olarak akiskan elemaninin ivmesinin izdiisiimle-
rini bulmak ig¢in, hizin izdiisliimlerinin tam tlirevlerini

hesaplamak yeterli olacaktir [4]. Bu ivmenin izdiislimleri

~du_ du, 3w du, du

Jx Tae TVax tVay TV tae
oL@V v v, AV, 3V
Jy TaE T U YV ax YVt ot
_dw _ 3w 3w , o 3w . 3w

~Jz Sar T UaxtV oy Wzt at

den ibaret olacaktair.

3.4. AKIM C1ZGILERY °
Herhangi bir t-aninda yle bir~e§ri;gézanﬂne ala-

lim ki bu eéri;Lher‘nOktas1nda 6‘noktaya kar$lllk gelen

-16-



~ hiz vektdriine tedet olsun. Bu edriye "akam cizgisi" de-
nir.
Eger dx,dy ve dz bdyle bir edri boyunca alinan di-

. ferensiyelleri gdsterirse,

dx dy . dz

u(x,v,z,t) ~ vix,y,z,t)  wix,y,z,t)

-~ dir. t-sabit oldudundan bu diferensiyel denklem Srnegin

x ve vy yi z nin bir fonksiyonu olarak belirler [5].

Bu denklemlerin integrasyonu, gbz Oniline alinan t--
anindaki akim gizgilerini verir. Bu akim gizgileri iki
parametreli aile teskil ederler; bu edrilerden uzayin

her noktasindan genellikle bir tane geger [5].

- Genel halde u, v ve w izdlisiimleri t-ye tabidirler.
Bu durumda hareket ndaimi (stirekli) deglldlr" denir. Akim
¢izgilerinin sekll zamana baglldlr ve ydriingelerle inti-

bak etmezler.

~ Geoﬁetrik Yorum : Bir t, éhlnda Mé noktasinda bulu?
han'aklgkan eiemanl ¢ok kﬁgﬁk bir dt zamah; zarfinda L,
glbl bir aklm cizglslnln bir M M ’3~dt pargaS1n1 gizer, 
fakat bu elemanln t, + dt anlnda M, nokta31na geldlgln- .
"dekl h1z1, t anlnda M noktaslndakl hlZlndan farklldlr
ve genellikle L, kaklm @izglslne teéet deélldlr surekll
hareket adi verllen gok dnemli bir lelm hareketlerde
herhangl bir noktadakl (u,v,w) hizi zamana tabl degildir.'

~Demek kl bu hareketler 1¢1n yoriingeler, aklm glzgllerl

- -17-



ile inéibak ederler.

3.5. YOSUNLUK

Slirekli bir aklskan‘yoéunluéunun (birim hacime ait
kiitlenin) her M(x,y,2z) noktasinda ve her t~-aninda x,v,2
ve t-dedgigkenlerinin slirekli bir p = p(x,vy,2,t) fonksi-

yonu olarak tanimlanabilecegini kabul ediyoruz.

M noktasini ihtiva eden bir dt hacim elemaninin kiit-
lesi dm = p . dt dar. EJer akiskan 51k15t1r11amayan bir
akiskan ise p.ycéunluéu sabit ve genellikle bellidir.
| Eder akiskan sikistirilabilen bir akiskan ise p(x,v,z,t)

fonksiyonu ®nceden bilinmez.

3.6. KARTEZYEN KOORDINATLARDA AKISKANIN 'SUREKLILIK
; KA :

DENKLEMI
A
i i
| |
:9 i
i, [
| ———t e < /._JE:%% ————sd o
' ./, /, ‘
81  %x e
/ v
‘, ’
gy o C

Sekil 3.6.1.

Sekil. 3.6.1. de oldudu gibi, P(x,y,z) noktasi; ke-
nariarl koordinat eksenlerine paralel, 6x,8y,82z uzunluk-
1lu ve'tamamen akiskanin iginde bulunan bir kilbik seklin

merkezi olsun. Bir t-aninda, P noktasinda akigkanin yo-
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~gunludu Ve'(u;v,w) §%21 X,¥,z2 ve t nin genel fonksiyon-

lari olsunlar.

P noktasindan gegen ve §z6x alanla yﬁzeylerin ara-:

sinda kalan bir kesit ABCD olsun.

t den t + &t ye olan zaman araliginda y-ekseni yd-

niinde ABCD boyunca gegen akiskan kiitlesi :
pvézdxdt = £(x,v,z,t)6z28xst

olur. Bu ylizden blodun ig¢indeki kiitlenin oranl'ézéxaﬂan-'

11 iki ylizden gegen akim ile artmig olacaktir vebu oran;

[f(x,y —%éy.z,t) - f(x,y+%5y,~2.t)]dzé§x

= {f(x,y,z,t),—%dy(g—%) - f(x,y,z,t) -%—6y(§-f—{,)]6zéx

H

of _ (8
; (ay,dedydz :‘ ( 3y )(pv)éxéyéz

dir.

Benzer olarak éxd8y Ve'SYSz alanla yﬁz’¢iftlerinden~»
~gegen kilitlenin artls oran1; siraslyla,‘

- i~--§— (pw)é:sc&yykéz ve —'—Q; ('u)éxayéif':
~ olarak bulunur.

. t-aninda blok iqindeki'toplam kiitle péxéyéz oldudun-

dan, ar£1s10ran1k(}%%:)éxdyéz‘ olma11VVe‘bu'art1§ elde
ettifimiz artiglar toplamina e$it olmalidlr. Yani,

"(%%)635Y62?=‘[ (pu)+ (pv)+-az(pw)]6x6y5x

_19- B



“olmalidir. Bunun sonucu olarak,

3p . B 2 o) 4 2 =0
e t o3x (eu) + ay(pv)f+,az&pw) 0“,

olur. Bu esitlige, kartézyen kobrdinatlarda'aklskanln

"Stirek1lilik denklemi" denir.

Slireklilik denkiemini; kismi tiirevlerin denk gﬁste—

riminden yvararlanarak yveniden diizenlersek,

pt-+upx‘+vpy-+wpz-+p(ux f_vY tw,) é 0

seklinde ifade edebiliriz.
Eger 6zel olarak akiskan Slkl$tlrllamaz bir aklskan;

ise, aklskanin her noktasinda p aynlkbir sabite esgit olaé

cagindan bu hal icin siireklilik denklemi
u, + vy + w, = 0

olur.

‘3,7. AKISKAN HAREKETINiN SINIFLANDIRILMASI

Uzayln blr D bolge31n1 kaplayan aklskan khtlesinde-
'kJ_ her b:Lr (x,y,z) nokta51nda ve t-am.nda bir V—-V(x,y,z t)

hiz vektorunun var oldugunu kabu1 etm1$tik.

Eder V vektdriini bilesenleri cinsinden ifade eder-
sek, |
> R . Co -> ‘ -

v =ulx,y,2z,t)1 + vix,y,z,t)] + wix,y,z,t)k
seklinde olup bu bilesinler uzayda her t-aninda nokta=-
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dan noktaya,deéiseceklerdir.k

> - > R - k
V =ul + vj + wk seklinde verilen bir skalar vek-

tdér alani igin "diﬁergence" kisaca div her bir noktanlnb
komsuludundan, disa dodru olan net hizin 6lgﬁéﬁdﬁr ve
divg = 0 garti sikastirilamaz akiskan akimi olarak bili-
nir, ayni skalar vektér alanlnln,"curl" i ise akigkanin
acisal hizainin 6lg¢iislidiir. Eger aklskan sabit bir ekseh
(z-ekseni) etrafinda w agisal hizi ile doniliyorsa, 3 nin

Curl'u her zaman 2w = W.k vya egittir [2].

-5
Eder CurlVv = 0 ise akiskanin hareketi "irrotasyo-

nel" aksi halde "rotasyonel" dir denir.

Eder Curlg = 0 ise G = grédw olacak gekilde bir
wfskalér fonksiyonu‘vardlr. TérSine olarak; eéer akiska-
nin hizina karsilik gelen 3 vektori bir'm skalar fonksi-
‘yonunun gradientine karsilik geliyorsa; yani, ; # grady

s - ;
ise Curlv = 0 dir [2].

_Bu_sekildeybulunan ¥y fonksiyonuna "poténsiyelkhlz
fonksiyénﬁﬂ veyavs'vektér‘alanl ¥ kuvvet fonksiyonuna
veya potansigeline baélidlr denir. Eéet gézénﬁnekallnan‘
alan bir kgv?et alanl ise‘potansiyéi,diye -y fonksiyonu-

Potansiyel fonksiyonu CurlV = 0 sartini gerektirdi-
ginden ak1m ;rrotasyonel olur’ve bu yilizden potansiyel
akimla‘irrptagyonel akim genellikle ayni anlamda kulla-

nilirlar.
| -21-



EdJer akigkan hareketi irrotasyonel ve akigkan si-

‘;klstlrllamaz‘ise V. (Vw) = vy =0 esitliéi saélanlr.

-Yani,
929 , %Y., 8%
+ + =
ax®  ay? 9z? 0

~saglanar.

Ohalde P potansiyel fonksiyonu tanimli oldugu bdl-

gede harmonik bir fonksiyondur.

3.8. AKI, DIVERGENCE

M’noktas;nlkihtiva eden bir ylizey elemanl‘dc olsun.
Bufelemanin nérmali {izerinde ;(a,B,Y) birim vektdri yar-
dimivla tanimlanan pogipif bir,yéh segelim.

a(M) vektérﬁnﬁn segilen pozitif yéndé do elemaniﬁ—
~dan gegen alel, tanim olarak 3 .E do dir; burada G.k;
ifade51 bu 1k1 vektorun skalar garplmlnl gostermektedlr
O halde bu akivi V = V(u,v,w) ve n = n(a,B,y) olmak uze—
- re (ua + v3 +‘wY)d0f seklinde de ifade edeb;llriz. | |
| : Normal {izerinde segilen pozitif y&h deéistirilirse
| aklda 1$aret degistlrlr. Sonlu bir yuzey pargas1ndan ge-

¢en aklmln de&erl hemen ya211ab111r. bu akl, elemansal

akllarln toplaml olarak

jf (ua + vﬁ + wy)da

1le xfade edllecektlr.
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Simdi, vektdr alaninin tanim bélgeSi icinde bulunan
ve uzayda kapali bir S ylizeyi ile sinirlanmis olan basit

irtibatli bir D hacimli bblgesini gﬁzénﬁne‘alallm.

. L ~ . P G .
S nin dig normalinin birim vektoriine n diyelim. d=

hacim elemani olmak ﬁzere, S den gegen akimin

fj(ua-+v3-+wy)do JJJ ( WL, )dj

bagintisini gergekledidini divergénce teoremi'yardlmly-

o

la kolayca séyleyebiliriz.

- Yukaridaki formiiliin birinci tarafinin eksenlerin
se¢ilisinden bagimsiz oldudu asikardir; o halde ikinci
taraf ve bunun sonucu olan'

aw
02

ifadesi de eksenlerin seg¢ilisinden badimsizdir. Bu ifa-
- deye V~vekt6rﬁnﬁn'"divergence" i denir. Divergence, vek-
“tor alanlna ba§11 blr skalardair ve dik eksenler na51l
olursa olsun V(M) vektordnﬁn bilesenleri cinsinden,

v . ow

+........

au
div V + BY kD

5“
formﬁlﬁ ile ifade edillr.

Eger D bblgesinin siniri Sx'sz""'s gib1 birden
fazla kapa11 yuzeylerden olusmus ise “bu yﬁzeylerln nor-

mallerlnl D nin dxslna dogru~yoneltmek'sartlyla've her
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bir i'= 1,2,...,n icgin doi, S; ylizeyinin ylzey elemani

olmak lizere

J (ua + v + wy)do, + ” (ua + vg + wy)do, +
) 5
_ u L, v, dw
+J (ua + vB + wy)do "IJJ(Sx+ay+az )d’l‘
S ~ D

esitlig§i gecerlidir.

3.9, AKISKANA ETKI EDEN DIS KUVVETLER

GOzdniine allﬁan akiskanin, kiitlelerle orantili olan
dis kuvvetlerin etkisi altlnda;kaldlélnl varsayacagiz.
.Sézﬁ gegen kuvvetlere bundaﬁ sonra ifadeleri kisaltmak
amaciyla baZan "kiitle kuvvetleri" de diyecediz.

dt hacim elemanina etki eden kiitle kuvvetini
p-dt E ‘ile gésteréceéiz; burada ; vektdril birim’kﬁt-
leye etki eden kuvvettir ve bunun X,Y ve Z izdislimlerinin
x,y,z’ve t -nin siirekli fonksiyonlarl olduéunu varsayaca-
diz. Cok rastlanan haliefde kiitle kuvvetleri akiskanan
aélrllélndan ibarettir. Boyle bir durumda oz~ eksenl ola—

rak yﬁkselen dﬁsey allnlrsa, g yergeklmlnl gostermek.dze-

reX=Yy=0, 2= —g‘dir.

En genel halde x,y,z ve t de§1skenler1ne bagll olan
X, Y ve Z fonksiyonlarlnl billnlyor kabul edecek ve bir

gokkhallerde F vektdr alanz igln bir U(x,y,z,t)}potansi-'

- -24-



yelinin’bar olduéunu{(g = grad U(x,y,z,t)) yvani; X = UX,
Y = UY P 2 =0, baélhtllarlnln mevcut olduéunu kabul
edecediz. Bu taktirde kiitle kuvvetleri "konservatiftir"
denir. Kilitle kuvvetleri akiskanin a§1r11§1ndan ibaret ol-
dudu zaman bu durum yine gegerlidir ve U = -gZ elde edi-

lir.

3.10. HAREKETiIN EULER DENKLEMI

.............

ST SN
k14 *
.

2| g

&
0y

hY

R
Sekil 3.10.1.

Sekil 3.10.1. deki gibi klibik seklin igindeki akis-
kanin t-anindaki hareketini diigiinelim. Bu kiibik seklin
lizerindeki basinglar, dis kuvvetlerle birlikte akigkanin

kﬁbik"seklinkalti yvlizlinde artan itmelerdir.

- Eéer'P(x,y,z,;) P noktaslndaki basing ise 626x alan-
11 ylizler lizerindeki bilegke itmeler |
[P(x , Y- -%- 6y,‘zy,t) - P(x,y + %— 6y,z£t)]626x= -P, 6xéyéz

olacaktlrkve~bu‘de§er oy-y6niindeki itmenin deferidir.

Eder (X,Y,Z) P noktasindaki akiskanin birim kiitle-

sinin das kuvvetleri'iseVoy—yﬁnﬁndeki element {izerinde

= Dv.
yéxayéz = p-axéyég('nt )

toplam basing = Yfpjdxaydzé-P
~25- |



v o » , P S , '
olur. Bu yiizden ;DV = Y,—-é?.bulunur ve benzer olarak

Dt
Du Py pu_ Py | ~
bt = X - 5 Ve Pt T 2 - 7r‘es1t11k1erini elde ederiz.

Hizin bilesenléri,sﬁreklilik denklemini ve bu yeni
elde ettigimiz li¢ egitligi saglarlar. Eder o yoaunluéu
sabit veya P basincinin bir fonksiyonu olarak biliniyor-

sa u,v,w ve P bilinmeyenli dért denkleme sahip oluruz.

3.11. DUZLEMSEL HAREKET

y
=
~/¢fri/’7*“<fff//

 sekil 3.11.1.

Biryaklskan hareketinde, bﬁtﬁn,elemanlarln hizlari
’sabit.bir*P"dﬁzlémine daimi'sﬁrette‘paralel kalirsa ve
P diizlemine dik bir dogru izerinde bulunan élemanlarin .

hizlari her anda ayni ise "akigkanin hareketi P dizlemi-

;néLéareleldir" denixﬁ (o‘ha;dé aklskanin dﬁilemsel"hare— i

ketinde hizlar alani dﬁzleqseldir{)

‘Yukaridaki sartlar aitinda, y&rﬁngelerin ve akim

cizgilerinin Pkdﬁzlemine paralel diizlemlerde bulunan
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diizlemsel egriler oldudu asikardar.

Bundan baska, P diizlemine paralel olan her diizlemde
hareket ayni oldudundan hareketin bu diizlemlerin birinde

incelenmesi yeterli olacaktir.

Bundan sonra P diizlemi olarak Xey duzlemini alaca-
giz. O halde diizlemsel harekette hizin {iglinci bileseni
olan w 6zdes olarak sifira egittir, diger u ve v izdiislim-
1eri z/ye bagli degildir ve bu iki izdiiglim yalniz x,vy ve

t nin fonksiyonlaradirlar.

Bu c¢egit hareketlerde (x,y,z) noktasindaki sartlar-
la (x,y,0) noktasindaki sartlar ayni oldugundan akigka-
nin tiim kiitlesi ile ilgilenmek‘yerine X o vy diizleminde
aklskén pargacaginin bir tabakasi ilé ingilenmek yeter-
1i olacaktir ki bu parcacidi genellikle xoy diizleminde
z=0wve z =1 dlizlemleri arasinda kalan birim yliksek-

1ikli bir tabaka olarak alacagiz.
Bu durum igin akim ¢izgisinin diferensivel denklemi';

dx _ dy

u v veya’ vdx - udy = 0

dir ve 51k15t1r11amaz akigkanin siireklilik sarti

u_. + v, =0 veya u, = -v

X Y Yy

Qlur ki bu da de - udy gbsterimine karslllkkbir Y tam

diferensiyel fonksiyonunun var oldugunu gdsterir.
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Eéer 6zel olarak v = WX ve u = —TY secersek

- vdx - udy‘= dex + Wydy = dy¥-

olur. ¥ fonksiyonu akim fonksiyonuvblarak adlandirilair
ve ¥ = sabit egrileri x oy diizlemindeki akim g¢izgi-

leridir.

3.11.1. ORNEK : a,b,c ler reel sabitler veya t-nin
fbnksiyonlarl olmak ilizere, eder u = -ax + Db, v = ay + c

ise silireklilik sarti saglanir ve

vdx - udy = (ay + c)dx + (ax - b)dy = d(axy + cx - by)

olur. Béyleée bzel olarak ¥(x,y) fonksiyonunu axy + cx - by
olarak alabiliriz ve bu durum igin akim g¢izgileri

axy + cx - by = sabit olan hiperboller olur.

Simdi xoy dﬁzléminde yvatan, birim uzunlﬁklu ve
dﬁzleme’dik ﬁrétegleri olan’silindirik bir ylziye daya-
nan bir egri g&zdniine alallm. Silihdirik;yﬁzeyden gegen
gépraz'akiskan'kﬁtlesinin hazi egriden capraz gecen aki-

ma danktir'[4].

 Sekil 3.11.2
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P ve Q bu eérikﬁzérinde birbirinefgok'yakln komsu
iki nokta olsun. Sekil 3.11.2. de oldudu gibi 0x- ve Oy-
eksenlerine paraleller ¢cizerek PR ve QR dogrularini ci-

zelim.

Slireklilik diisincesi gosterir ki, PQ boyunca sag-
dan sola gegen g¢apraz akim = (Oy-ydninde PR den gegen‘k
¢apraz akim) - (0x- yonunde QR den gegen ¢apraz aklm)

= p(véx - udy) = psw

Bu yiizden, saédan sola AB sonlu yayi boyunca gecgen
| | B s | |
¢gapraz akim = p -J dy = p[y(B) - ¥(A)] olur.
A , _

Burada ¥(A) A noktasinda akim fohkéiyOnunun degeri-
dir. Aleca, eéer v hlil'P noktasinda edriye normal hiz

ise sagddan sola PQ dan gecen ¢gapraz akim = p-V.GS==pQ6Y

olur ve bSylece V = ¥  olarak bulunur.

Ayrlca duzlemsel sxklstlrllamaz aklskanlarda hare—

ketin patan51ye1 olma sartl CurIV'= 0 yardimiyla

l

1
wlw
108
o

o

olarak bulunur. Bu durum ig¢in hizlar alaninin rotasyone-

“1i ve sﬁreklilik‘ éartindah divérgénge si sifairdar,

L = 0 denklemine géré‘@(x,y,t)'gibiﬂbir‘hxzk

]
BRI
e
’4':1

: lar potahsiyeli var clup u = %% PRI =y%§ dir [2].
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enze: R lemi w oo BY o _3¥
Benzer olarak =& +'ay = 0 denklem; u=ay 0 Ve 3%

: olaéak gsekilde bir V¥ fonksiyonunun var oldugunu gdsterir.

du , 9V

| Eder hareket siirekli ise ¢y ve V¥ fonksiyonlari t-den

badinmsiz olurlar ve

ou , ,du .,  du_, _12Pp
3t T Uax TV oy X o 90X
LAY PAY v _ _ 1 23P
g TUsx TV Y "'¥ p 9y

temel denklemlerinde ¥ fonksiyonu kullanilirsa bu denk-

lemler genellikle,

k Y l’ 27, B ) =
grad ( v + 5 A AR 5 Uj =

(o]

denklemini {iretirler [6]. Buradan

3 L Ll gy2 B _ oy
5t + 5 VS o+ 5 U = C(t)

. 2 2
¢ikar. Burada V hizinan biiylikligi v? = ( %—;%) + (%—3)
~ ve c(t) de zamanin keyfi fonksiyonunu gdstermektedir.

" Hizlar potansiyeli bilindigi taktirde
W, Lz By
se T3Vt 5 ‘:U c(t)
 denklemi P basincini bulmamiza yarar.
Diizlemsel sikistirilamaz irrotasyonel akimlarda
| potan31ye1 ve Y akim fonksiyonlarl aklskananSﬁreklilik

bSlgesinde harmonik fonksiyonlar ve
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Cauchy-Riemann 6zelliklerini sagladiklarindan, bu akim-
lardan birinin bilinmesi halinde 8biriinli kolayca bulabi-

»

liriz.

Ayrica diizlemsel akimda sabit akim fonksiyonunun
potansiyel akim g¢izgileri sabit potansiyel hizin ¢gizgi-

lerine diktir. Bunu gdstermek igin

[.C_IX ’ ] . [EI.Z ] = -1
dx dx v
Y = sbt Y = sbt

olmasina bakilir.

3.12. ANALITIK FONKSIYONLAR VE!'CAUCHY TEOREMI

oY

= v = & = oY
u 'V ve u oy

X oy

’ WA — e

ST
<12

denklemlerini ele alirsak, bu denklemler

W _a¥ v _ 3¥
ox ~ 3y ' oy ox

esitliklerini verir. Bu esitlikler ise 2z = x + iy komp-
leks dediskenine badli olan f(z) = ¥(x,y) + i¥(x,y) fonk-

siyonunun dx, dy sonsuz kiicliklerinin segilisinden bir

%% tiirevine sahip olmasi sartindan ibarettir. Bu tiirevin

dederi ise

af

& =0 - i, =u -y

dir [6].
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Bu taktirde f ye z nin "analitik fonksiyonu" denir
ve f(z) yvazilir. 2z = x + iy kompleks dediskenini geo-
metrik olarak xeoy diizleminde géstereceéiz. Bu diizlemde
basit bir bélgekaiallm eger bu bé;gede Y ve ¥ fonksiyon-

larai ile bunlarln

29 _ 2¥ ap _ _ 3¥
oY X

X y
esitliklerini gergekleyen birinci kismi tiirevleri uniform
ve siirekli iseler f£(z)(f = ¢ + i¥) fonksiyonu sdzi ge-

¢en bdlgede diizgiin (holomorf) diir denir [6].

v _ ¥ L) T
3% 3y ' 3y o bagintilari gozdniine alinan

bélgede bulunan kapali C eérisi ne olursa olsun;
‘f f(z)dz = j (&dx - ydy) + i f Ppdy + ¥dx = 0
c c ‘ ' c

olmasini gerektirir.kBu son ifadeye '"Cauchy téoremi" de-
nir ve analitik fonksiYonlarln‘6zellikleri bu teoremden
cikartilir. | |

3.13. DUZLEMSEL IRROTASYONEL HAREKET

Bu gesit hareketlerde hizin bilesenleri u ve v ler
(1) vy f~uy,?.og
(ii) ug .+ VY,=>0 o
sartlarini saglarlar.

(i)«esitliéit udx + vdy nin tam diferensiyel oldu-
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dgunu goésterir, bdylece u = —wx , v = —wy olmak iizere

-dy = udx + vdy

vazabiliriz [4]. ¢ fonksiyonu potansiyel hiz olarak ta-
nimlidir ve agiktir ki burada goziikmeyen sabit toplami

zamanin fonksiyonudur.

u = "wx ve v = 'wy‘ degerlerini (ii) de kullénlr-

sak,

+9=0 o (4id)

elde ederiz. Daha onceden ¥ akim fonksiYonu olmak lizere

u = -Yy ve v = ?x oldugdunu gdrmiistiik. Bu deferleri (i)

de kullanirsak

0
o

‘[’xx + ‘i’yy
elde ederiz.
Ayrica -~u =y, = ¥ . ve ~v = ¥, = ¥ badintisi

x "y 7 Y Y
| vardar. . '
~ Simdi gekil_3.11,2; yi yeniden ele allp,PQ ve PR
lerdi és ve 6n bin cizgi elemanlara olarak:Xfekseni ile
8 ve 8 + %1 acis1 yapacak ydnde ¢izelim.
- PQ yodniinde P noktasinda hlz;n.bileseni S
- UCDEE '+ veing = "x(ds V% & Vs

dir ve PR y®niindeki P noktasindaki hizin bilesini,

-33-



|

_y [ & dx \ .
. =usiné + vcos6 b4 \ ds + WX ds ¥y
dir.
Eger ¥ nin ¥, ve ¥, deferleri (iii) sartini sagli-

yorsa ¥, + ¢, de ayni sarti sadlar.

Bunun sonucu olarak eger iki hareket siiperpost ise
ve bu hareketlerin potansiyelleri's1ra51yla P, ve ¥, isé
siiperpost hareketin potansiyeli ¥, + ¥, olur. Benzer
olarak siiperpost hareketin akim fonksiyonu akim fonksi-

yonlarinin toplamidir [4].

3.14. DUZLEMSEL HiDRODINAMIK AKI

9
«8)

ds

Sekil 3.14.1.

x oy diizleminde bir ds g¢izgi elemani alalim, bu
elemanin herhangi bir y6nde yéneltilmis olan normalinin
dogrultman kosiniisleri a,f olsun. |

,:,Dﬁzlemin_herhangi bir vektérﬁnﬁnﬁds‘elemanlndan

‘gecen aklsln1 6nceden tan;mlamlstlk.

Hiz vektdri halinde (uo + vB)ds yhidrodinamik aki-
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s1 eldefedilir; Buksékilde tanlmlanan éklnln uzaysal
akivya uygulanabileceéilasikardlr.(Uzaysal aklyl'tabanl
ds den ve yﬁksékliéi sekil diizlemine dik bir dodru iize-
rinde birim uzunluktan ibaret olan bir dikddrtgen igin.

hesaplamistik)

Integrasyon YOlu ile , xoy diizleminde bulunan bir
C edrisinden gecen dilizlemsel hidrodinamik akiya varilair.

Bu ak:i J (ua + vB)ds integrali ile hésaplanlr ve dik
c . , ‘
kesiti C, ylksekligi birim uzunluktan ibaret olan bir

silindir ylizeyinden gegen uzaysal aki ile uyumludur.

1

9
Bicim, giksekik

/

‘Sekil 3.14.2.

'Eéér'C eérisinin‘s;nlrladlél bdlgeye A dersek;

[

e - [ (B0 B
e L A '

bagintisi vardair.
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3.15. KORUNUMLU KUVVETLER ETKisi ALTINDA DUZLEMSEL
IRROTASYONEL HAREKET

Kabul edelim ki akigkan disg kuvvetlef etkisi altin-
da diizlemsel irrotasyonél hareket etsin 6yleki dis kuv-
vetlerin (x,y) noktasaindaki her bir birim kiitlesindeki
bilesenleri (X,Y) olsun, bdylece X = U, » Y = -Uy

olur. O zaman kuvvetler "korunumludur" ve U da onlarin

potansiyelidir" denir.

Hareket denklemleri,

| 23 = x - ;? ve Xo-vy- 2?
lardar.
Simdi u = -wx ve Vv = —wy alalim. O zaman
Du

bt = Vxe T Vy¥xx t wywxy

va _
Dt = -wyt + wxwxy + wywyy

olur. Boylece

Du Dv e atg '
(Dt)dx + (ﬁ)dy = -d(Py) + VA0, + DAY
= Xdx + vdy - %? = -qu - &€

P
olur. Bu ylizden

| Lk : .
P+ 3 (g + V) = U s + F(t)

olur, burada F(t) zamanin genel bir fonksiyonudur. ¢ hiz
olmak lizere g2 = W; + w; olduéundan -
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l 2. = ‘
+ > 4 + U = F(t) + ¢t

ol

olur ki bu son denklem "Bernoulli egitligi" olarak bi-

linir.
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BOLUM IV

AKIM VE SIRKULASYON TEOREMLERZI

'4.1. AKIM VE SiRKULASYON

z-dﬁzleminde herhangi bir sekilde hareket eden bir
‘akigkan tabakasini ele alalim. A ve B noktalari tamamen
akigkanin iginde yatan bir egri ile birlestirilmi§ ve
bu edri ﬁzerinde birbirine komsu iki nokta P(x,y) ile

Q(x + 6x, y + 8y) olsun.

 sekil 4.1.1..

Eéei P noktasxhdéki hlz u,v‘ ve PQ(= 68) yay‘eleé
manl'reél ekéen (x?ekseni) ile B aglsl‘ya§LYOrsa{ P nok-
}taslnda'PQZboyﬁnca hlékbileﬁéniﬁin ucos5 + véin8 o1duéu;‘
nu ve PQ bdyuhéé'aklmih, (ucosp + vsinp)és = udx +’v6y
161arak tanim1i“oldu§unﬁ biliyoruz. AB eérisi boyunéa A
déniB'Ye‘akim“A dah'B Ye'e&ri‘boyunda‘allﬁan Sudx + vdy
inteQréline tanlmlanmlgtl. |

\
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B ‘den A va olan akimin A dan B ye olan akimin ters
isaretlisi oldugdu gizgisel integral 6zelliklerinden

aglktar,

Eder A noktasi B8 noktasi ile birlestirilirse o za-
man AB kapali bir edri formunda olur ve poZitif anlamda
bu edri ilizerinden alinan ayni integral bu kapali edri
tarafindan elde edilen ddnmenin ig¢indeki sirkiilasyon

olarak tanimlanmistair.

F et E
A
A =)
8x
c v b

Sekil 4.1.2.

Sekil 4.1.2. deki gibi merkezi (x,y) noktasi olan
ve kﬁseleri‘koordinat'eksenlerine paralel §x, 8y uzun-
luklarlndan olusan CDEF kiiciik dikdortgenlnln gevre51'

boyunca donmenln sxrkdlasyonunu dusunellm

Eder (x,y) nokta31ndaki hlszilegenleri (u,v) ise
’CD;boyunca hiz CD-nin orta'nokta51ndaki; yani,(x,y-iéy)
~ n0ktas1ndaki u nun deéerl ile verilecektir k1 bu nokta-

daki h1z1n hlrlnci bllesenl - % uyay dir.
Benzer olarak EF kenari boyunca hiz EF nin

Cox, v + 1 8y) nokta81ndaki -u nun dederi ile verilecek-
b 2: X IR i | |
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tir ki bu noktadaki hizin birinci bilegeni -u - —% uyydy dir.
Bdylece CD boyunca akim + EF boyunca'éklm = 4uy6x6y dir.
Ayni sekilde DE boyuﬁcé akim + FC boyunca akim =’vx6x6y

olur ve béyleée

Dikddrtgen boyunca sirkiilasyon (vX - uy)dxdy

]

2y 6x6y
olur. Burada g donme vektdridir [4].

s D
o7
\5
Y w*_l‘

gekil 4.1.3.

\EJ

Simdi ig¢i akigkan tarafindan tamamen kapsanan sonlu bir dai-
resel donme ele alalim. Daha sonra da buzbélgede eksen-
lere paralel dogrular cizelim.ko zaman bdlge PORS,QTUR,...
gibi dikdartgénlér Ve PVWQ, QWXT, .. . gibi alanlardan mey-

dana gelen bélﬁmlerdeﬁfblusur. e

. Eéer bu éleménlar bcyuncé sirkiilasyonlara toplarsak
OR bqyunca akim RQ boyuncé aklmin‘tersine esit oldugun- |
dan QR ve RQ gibi kenarlaf‘yardlmlyla genel anlamda bun-
lar birbirlérini yokMeder1ef vé bu'toplamlarln sonucu  |
dénme eérisinih'vw,wx,.;.'gibi‘elehaﬁlar; bcyunca akimla-

rin toplam1~olur ki bu'da dénme boyunéa sirkﬁlasyondur}

Ozel olarak; efer hareket irrotasyonel ise, ddnme

her yverde sifirdair ve ig¢i akiskan tarafindan tamamen
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kapsanan herhangi bir ddnmenin sirkiilasyonu sifirdar.

Bunun yanisira, ddénme, dénme ig¢inde bdliinmelerle
¢iftlere ayrilmis ise verilen dénmenin sirkiilasyonu par-
galara‘ayrllan ¢iftlerin sirkiilasyonlari toplamina esit-

’-

tir [4].

Sekil 4.1.4. Sekil 4.1.5.

Sekil 4.1.5. de gdriildidl gibi edri lizerindeki A
ve B noktalari akigkan ig¢inde uzanan herhangi bir yolla

birlestirilsin.

Verilen ADBCA ddnmesinin sirkiilasyonu " olsun ve
~ayni zamanda ABCA dSnmesinin sirkillasyonu I, ve ADBA
dénmesinin sirkiilasyonuda I', olsun. Burada her iki ddnme

igin,pozitif y6n aynadir ve sirkiilasyon tanimaindan

+T, = (ABkboyun¢a akim + BC boyunca akim + CA boyun-'

1 2

ca akim) + (AD boyunca akim + DB boyunca akim

'+ BA boyunca akim)

M

AD boyunca akaim + DB boyunca aklm‘+ BC boyunca
akim + CA boyunca akaim. Vo ‘

olur. Bu son esitlidin sad tarafindaki ifade verilen
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o ~dénmenin sirkiilasyonudur. Bu yiizden

dir.

Yukaridaki dﬁsﬁncemizi, bizi memnun edecek kadar
~ddnmelerin bdliinmelerine uygulayabilecedimiz ve bu b&liin-
melerin yardimiyla her zaman I' yl1 elde edebilecegimiz

aglktlr.

O halde x ¢y diizleminde herhangi bir ddnme alip bu
ddnmenin sirkiilasyonuna T diyelim.‘B6lgeyi~yukar1daki dii~
§ﬁncemize‘uygun sekilde b&lﬁnmﬁs dﬁsﬁhﬁrsek, bu kiiclik
parcalara ayrilmis dikdodrtgensel bélgelerin igindekickm—

melerin sirkiilasyonlari toplami g = Vo= uy olmak dzere
r= [[ 2caxay

dir ve bu Stokes teoreminin 6zel bir sonucudur.

4.2. SIRKULASYONUN SUREKLIL1&1

Sekil 4.1.1. deki AB edrisinin hareket halinde bir
aklskanVOIduéunu varsayallm (yani, her noktada akigkan
elemanlarinin ayni hizda oldufunu varsayiyoruz)

"PQ elemani boyunca artan akim orani ('ﬁ%)(u'éx-rmsy)
ile belirtilmigtir. Burada i

D Ji"""'jL" oy

se =t () + v ()
dir.

R



simdi ( gi )(udx) deerini hesaplayalim.

(f)%) (uéx) = (g‘é)é&x + u(-]-%)(ﬁx)

ve

(%)(dx) = (]ﬁ_) R

‘= (0 noktasindaki hizin x-bileseni) - (P
noktasindaki hizin x-~bileseni)

= 6u
dir. Buradan

(D = Du ' Dv
(Dt) (uédx + vdy) = (Dt]ax* (Dt )éy + u6u + vév

Xéx +Y6y-% [dexj+PYdy}+Edhﬁfvz)

i

av~§§-+—a(q2)

elde edilir.
BuradakEulerin hareket denklemi kullanilmis ve dis

kuvvetlerin bir VvV potansiyeline sahip oldugu varsayllF

‘ mlﬁtlf.

B&yleée_AB eérigirboyuhCa‘éklmln dedisim orani :

D aj (udx + vdy)’=_[~v - j %§'+ %”q?}

bt %

ile véfilir ve parantez igindekd SCn terim A ve B nokta-
s1 arasindaki dederlerin farkini verir. Burada, yodunluk
sadece basincin bir fonksiyonu olarak ‘alinmigtir.
~ EJer AB kapall bir egri ve V de tek deferli ise o
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zaman dairesel egri lgindekl 51rkﬁlasyonun deglslm orani

s1f1r olur. Buradan $u teoremi elde ederiz,

"Yogunlugu sadece basincin bir Fonksiyonu olan ve
tek de@erli'potansiyel~kuvvetlerin etkisi altanda, iki
boyutlu hareket eden akiskanln; akiskanla beraber hare-

ket eden bir ddnmenin icindeki sirkiilasyonu de§ismezdir".

4. 3. KARMASIK TLISKILi BOLGELERDE iRROTASYONEL
HAREKET '
"Dﬁzensiz,hareket eden bir akiskan igerisindeki her-
hangi lkl bagdagabilir dolanim esit s1rkulasyonlara sahlp-

tir."

"sekil 4.3.1.

Sekll 4 3.1. dekl ABCA ile A'B'C'A' bu 5ekilde 1k1

: dolanlm olsunlar. AA' v birlestirdiglmlzde tamamenakls-f
kanin 1¢1nde kalan kapa11 bir ABCAA'C'B'A'A donmesinl
]’elde ederiz. Bundan dqlayl bu donmenin lgindeki sxrku-~

‘lasyon 51f1r olur ve bu yuzden,

| ABCA boyunca aklm + A'A boyunca aklm + A'C B'A' ~bo-

yunca akim + AA' bcyunca aklm =0
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olduéundén ve

A'C'B'A' boyunca akim = -(A'B'C'A' igindeki sirkii-
klasyon) oldudundan ABCA ile A'B'C'A' ig¢indeki sirkiilas-

yonlar esittir.

Simdi ayni merkezli ig¢ ige ge¢mis iki daire arasin-
da kalan bélgeyi tamamen dolduran akigskani ele alalim.
fcerideki daireyi ¢evreleyen biitiin basit dolanimlarin ay-

ni k sirkﬁlasyonuna sahip oldudunu séyleyebiliriz.

Sekil 4.3.2.

Bundan dolayi sekil 4.3.2{ deki PSQRP icindeki sir-
kiillasyonun deferi k dir ve bu ylizden PSQ boyunca akim +
QPR:boyunCayaklm = k olur yani, |

PSQ boyunca akim = k ++ PRQ~boyunca’ak1m_
dir.
ke zxzolmak,ﬁzere bu bdlgede Perre tanimlanmig
& olanHPSQRP ile~ba§dasabilir dblan1m1n~sirkﬁlasyonu P.k
olur {4]. Burada; P, Eaﬁdasabilir dolanimin durumuna‘ga4 ‘
re va bir’pozitif tamsayi, ya da bir negatif tamsayi Ve-

va siflrdlr.
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.Eunun sonucu olarak iki‘ndktayl birlegstiren herhan-
gi iki yolun akimi k integral garpanina bagli olarak

esitlenecek veya farklilasacaktair.

n~kere 1iliskili bir b6lgede iki nokta ara51ndékik
herhangi iki yolu izleyep akim; P1'Pz"°"Pn_1 ler pozi-
tif, negatif veya sifir olan tamsayilar ve kl,kz,...,kh_1
ler bu bdlgede giZilebilen (n - I) tane bagimsiz ve in-,
dirgenemez dolanlmlaf ﬁzerindeki sirkiilasyonlar olmak

izere

Pk, + Bk, + coc 4 P gk g

ifadesi ile farklilasair [4].

Buradaki k degerlerine "Hareketin dairesel sabit-

leri" denir.

4.4, AKIM VE POTANSIYEL HIZ
P(x,y) noktasi (sekil 4.1.1.) akiskanin icinde de- -
gisken bir nokta olsun ve bu nokta n-kere iligkili bdlge-

de irrotasyonel hareket etsin ve A da ayni bolge 1g1nde

sablt bir nokta olsun.

qur A ve P noktalarl aklskanln igindekl bir yolla
birlestirilirse bu yolun F akimi

P
F ='~f (udx + vdy)
N
dir.
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;A dan P ye bagka yollarain akimi dairesel sabitle-

rin garpimlarinin toplami ile F den farklilagacaktir.

P noktasini, ona komsu olan M(x + 6x, y) noktasi
ile birlegtirelim. P den M ye diiz bir yolla akig u . éx

dir ve bu nedenle,

oX 3 ax‘

dir ve benzer olarak

OF _ . _ _ 39
= v 5y

v

bulunur [2].

‘ Burada U] potansiyel hiz olup keyfi sabit bir nok-
tadan degisken bir noktéya olan akimin eksi igaretlisi
olafak tahlmlanmlstlr. Fakat burada Y nin dederi F nin
ki gibi tek dederli dedildir. ¥ nin deéerleri’deeki gi-
bi herhangi noktada dairesel‘sabitlerin garplmlarlnln‘

‘toplamlari ile farklidirlar [4].

' 4.5. DUZLEMDE GREEN TEOREM! VE BAZI OZEL HALLERT
Basit kapali bir egri ﬁzerindé‘ve bu edrinin sinir-
 lad131 bblgede sonlu dederli ve birinci dereceden tiirev-
1eri sﬁrekli olan x ve y-nin iki fonksiyonu U ile vV ol- -
sun. e Tl e e e : ;).
Gs‘eﬁriYe ait Yay elemani blSunkve bu yaykelemani—‘

nlnkic normali x-ékseni'ile y;ag151 yaps1n. Egri boyun-
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‘ca pozitif anlamda

{ {ucosy + vsiny)ds

integralini almak istiyoruz.

D Lo ST — 1 C
‘{z%“
| SV . YaTU 1 Y
¥=0 (x:9)
|
A B

Sekil 4.5.1.

Once sekil 4.5.1. deki gibi ABCD kiiglik dikdértgeni
boyuncé integralin dederini bulalim. Bu dikddrtgenin mer-
kezi (x,y) noktasi ve 6x, 8y lerde koordinat eksenleriﬁe
paralel olsgnlar. Kenarlar {lizerinden intégralin'deéerini

asagidaki tablo ile verelim.

KENAR  y DEQER:  &s DESERT  (ucosy + vsiny)és DEGER}

AB 121 X V(x,y-%—6y)6x=’[v-%—vyéy]ax
CET L1l Rt | ey
~BC L 8y -U(x+-2-<5x,y)6y-e—[U+§-Ux6x]6y
CD ) §x V(kx‘,yfi» 3 Sy)dx = ~[V+ > Vyﬁy]éx
DA o § -1 v-Lusy
. Y - U(x-368x,y)éy=[U - 53U sx]sy
0 halde, : : i . 'J‘
Dikdortgen boyunca integralin deﬁeri€=-(ux-+v?)&wy
dir, | |
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Sekil 4.5.2.

Sinirlanmis bdlgeyi paralel cizgilerle boliimlere
ayirdigimizda sekil 4.5.2. deki gibi PQRS dikdértgenle-

ri ve VWQP gibi alanlara bélinmiis olacaktir.

| Eger biitiin bﬁ bdlinmelerden ortaya ¢ikan elémanlar
ﬁzerinden'allnan integralleriktoplarsak; PQORS nin QR ke-
nari izerinde yk= n ve ayni kenar QTUR nin {izerinde
ailnlrsa 'y = 0 oldugundan QR ve WQ gibi kenarlar lize-
rinden alinan integrallerin toplamlarl birbirlerini yok
i ederler}‘Bu y&zden edri iizerinden pozitif énlamda alinan

;integraller ve blitlin bu integrallerin toplami azalir ve

| I;(UCOSY~+ vsiny)ds = -fj (Ux + Vyidxdy
 E§ri {izerinden . Bdlge lizerinden

olur.
' Bu sonug gene Stokes teoreminin &zel bir halidir.
U ve V nin bazi Szél;secilisleri ile bazi kullanis-

11 sonuglar drtaya glkabiiir;
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ki) U = ﬁ , Vo= v olsun; Burada (u,v) diizlemde irrotas-
yonel hareketli sikistirilamaz aklskénln bir noktasinda-
kki hiz bilegenidir. slireklilik sart;,‘ U, +'vyk= 0 dar.
Bu yﬁzden J(ucosy + vsiny)ds eéri’ﬁzerinden alindigain-

da dedgeri sifir olur.

ucosy + véiny degeri i¢ normal boyunca hizin bile-
seni oldugundan integral alanin (b8lgenin) igcine olan top

lam akimi g&sterir.

ii) ¢ ve 8 bu bdlge iizerinde sonlu, tek deferli ve birin-
‘ci dereceden tlirevlere sahip fonksiyonlar iilmak lizere

U= ¢6X, ve V.= ¢6 i -alalam. O zaman
; v : . 20
Ucosy + Vsiny = ¢(e cos® + ey51ny) () .

olur. Burada én normalin ice y&nelik elemanidir, bu yiiz-

den,

VVJ ¢——-ds = -5ff’[¢(9x#’ )+ ¢ 0

Eéri,boyunca‘ ~B61gejﬁzerinden

+ ¢, :
x0y * 940, 1dxdy

sekllnde yazabillriz. Bu sonuca duzlemde Green teoreml

‘denir.,faw

dzel olarak ¢ ve ¢ de p yogunluklu 51k15t1r1— 
kflamaz aklskanln hareketlnin potansiyel hlZl olsun. o za-

man

ove
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STIRIC R RN NGRS

yi elde ederiz [4].

4.5.1. TEOREM (Cauchy teoremi)

z- diizleminde kapali bir C egrlslnln yay elemani
MN(*éS) olsun ve M ile N koordinatlari sirasiyla (x, Y),
(x + &x, v + Gy) iken i¢ normal, x-ekseni ile Y angl

yapsin. O zaman

§s cosy = -8y

6s$iny = §x

dir. Bu durumda Stokes teoremini

J (udy - vdx) = ” (uy + v, )dxdy

Egri {izerinden BSlge lizerinden

seklinde vazabiliriz. Buradaki U ile V fonksiyonlarinin
ve onlarin iigili,tﬁrevlerinin C lizerinde ve C nin sinir-
ladidi bdlgede siirekli ve sonlu'olduklarlnl'Stokes teore-

minden kolayca sdyleyebiliriz.

z = x + iy' nin‘bir fonksiyohu~olan f(z), C nin ﬁZe-

rinde'vé C nin sln;rladlél bélgéde éonlu‘dééerli olsun.

C eérlsi uzerlnden f(z) nin 1ntegrali £(z) = P 4.1?

olmak uzere f‘f(z)dz ile tanimlanmistir.

w# =¥ ‘ve,‘w‘ = =Y olmak lizere



J f(z)dz==Jf(m4‘iw)(dx-+idy)
¢ ¢ |
= [ (pdx - ¥dy) + i f (vdx + ddy)
c C ' e

-ff (v, + 9, )dxdy + i JJ (9 - ¥ )dxdy
=0

dir. Bu SOnug Cauchy teoremi olarak bilinmektedir.

Eger f(2z) fonksiyonu (sekil 4.5.3. deki gibi) C ve
c! gibi kapali edri arasindaki bdlgede ve bu iki egri
ﬁzerinde tanimli isé ve eger bélgeyi,ksekil 4.5.3. deki
gibi, A vekB7noktalar1n1 kullanarak bdlgeyi igeriden
uzanan bir gizgiyle sinirlarsak, bu durumda teoremi bd&l-
genin tamamlanmis sinirl boyunca pozitif anlamda f(z)

nin integrali almada kullanabiliriz.

~ Sekil 4.5.3.

Bu yﬁzden;'

‘f f(z)dz;+;f‘f(z)dz + j'f(z)dz + { £(z) = 0
~ BDEB  BA  AGFA  aB
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olur,'hyrlca f f(z)dz = - J f(z)dz dir Vé
A

AB B
J f£(z)dz = J £(z)dz J f£(z)dz = - j £(z)dz
BDEB . Bl AGFA ¢
oldudundan

J f(z)dz = I f(z)dz

C c' ‘
olur ki bunun anlaml f(z) fonksiyonunun yolun {izerinde
ve aralaraindaki biitiin noktalarda sonlu degerli olmasi
sartiyla integralin degeri integraSybn yollaplndan her-

hangi biri alainarak hesaplanabilir.

"4.,5.2. TEOREM (Thomson teoremi)

Bir akiskanin hareketinde dis kuvvetler bir kuvvet-
ler fonksiyonuhdan tiirlivorsa, (yani, kuvvetler konserva-
tif ise) kapall bir aklskah‘iplikciéini olusturan parti-
kﬁllerin méydana‘getirdiéi egri boyunca sirkﬁlaSyon za- |

manla dedismez.

‘fSPA? :

.

A egrisinin At zaman sonraki durumu A' olsun. A ed-
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risi boyunca sirkﬁlasyonu ele alalim ve bunun.hareketi
takip eden alinmigs (harcanmis) zamana gbre tiirevini he-

saplayalim.

A egrisi lizerindeki herhangi bir (x,y,z) ndktas1n-

> .
daki hiz v = (vx;v .vz) ve ¢ok kiiglik yay uzunludu

Yy ;
ar = (dx,dy,dz) olmak ilizere A egrisi boyunca [ sirkiilas-

yonu

->‘-> .
r = § Ve.edr = § (vxdx + vydy + vzdz)
A . A
olur. O halde

_ D ' :
= Dt(ﬁg (vxdx + vydy + vzdz))
A

_§ D %
= § DE ( vxdx + vydyyf vzdz)
A .

tﬂU
Tt

olur. Simdi son integralin i¢indeki ifadenin birinci te-
rimini yazalim.

b . Dlvx) dvx‘ © . d(dx)
; Sgy(vxdxi =  Dt~ e Y Vy Ta

Diger taraftan hareketin Euler denklemini hatirlar-

- sak;

B wee— - o—

SR

olup, bu dederi yukarida Yeriné yazarSak

- D(v,dx) . 3u -‘l ap dx’+kv - d(dx)
- Dt o ) x - dt



olur. Buradaki g%%§1;de§érini bulabilmek icin sekli,

sekil 4.5.5. deki gibi bﬁyﬁtelim.

y o

T/ «
L,
B A

fe—dK s

Sl

Sekil 4.5.5.

dS elemanini temsil eden 1 ve 2 noktalari At-zamani

igin de 1' ve 2' noktalarlna giderlerse ijzdiislimler,

X, . L= .
fxl ‘At + dx vx2 At + dx

- AL = - !
(vXl sz) At = dx - dx

ve buradan

~ olup,

; dx - Ax' ) _ dd8) _ 8 umr - af E)oae
Lim ( 5% )-— il (dx)-—<i( dt).-dyx

‘bulunur. Bu de§er yerine konulursa
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ez
1

|-

%

‘)dx 4+ vxdvx

esitligi vardair. O halde bu

ol

olur. Ayrica vxdvx = d
son dederi de kullanirsak

D(v.dx) v?
X _{ 2u
bt T ( )dx +d

-1
ax o]

wlo
1%

olur bulunur. Benzer olarak.

2
m: ..a..‘i_ ;'...Q_I.). d +dY_¥
Dt 3y p oy )Y 2

, 2

Dt 9z . p 0%z 2

olur. Burada u, potansiyel fonksiyonu, P de basingtair.

Bu veni buldugumuz dederleri, esitinde yerine ya-

zarsak,

D | | 4 au _ 1 3p)
§ Bt (vxdx + v dy + vzdz) = § [( 3% 5 ax‘)dx

Yy ;
A , ‘ A
v? ' : o v? ‘ 2
X . 2w _ 12P X du_19P Vs, 4 g3-2
+d 5 ;+ (;\‘ay 5 Y)dy+d 5 +‘(~az paz)dz+d2

_ [ [3au du su 1(3p 3P ap
—§[axdx+aydv+ dz - p( dx+ade dz)

B T T J kz
+4d (w2 +:VY“+‘VX)]f

(e ea)

olur. O halde
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DI =¥ ( du - + ap + % dvz)
Dt ©
A

\

vazilabilir. O halde A egrisinin a ve b noktalari ara-

sindaki pargasi i¢in aranan tiirev

b

olur. Eer a = b ise e§ri»kapall bir egri olacak ve

Dt

= 0 olacaktir ki bu da T_, = sabit demektir.

' 4.6. GIRDAP VE SIRKULASYON

Girdap vektdriiniin, hiz vektdriiniin yari rotasyoneli
~o0ldugunu biliyoruaz [6]. O halde Stokes formiili su sonu--
cu verir : "verilen bir anda kapali bir C edrisi boyun-

ca hiz vektoriiniin

= §;(udx + vdy +VWdz)
e ~

sirkiilasyonu, ayni anda uygun bir y&nde girdap Vektérﬁ-,
nin C egrisine dayanan ag1k bir'yﬁzeyden‘gegen,aklsinin
iki katina esittir."b

simdi birnivmelervpétanSiyelinin varligina denk
olan sartlarl,oluﬁturursak, buradan sirkiilasyonhun ve bu-.
b nun sonucu'girdap ak;slnln korunumuna:ait:anemliksﬁnug-.

, lar ¢ikaracagiz.
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éﬁée sonsuz kiiglik bir ﬁ§} = & gizgisel-elemanlnl
alalim, bunun izdﬁsﬁmlerine 8x,8y ve 6z diyelim. ﬁﬁ'nﬁh
akiskan tarafindan siriiklendigi kabul edildigine gbére,
khlz vektBrﬁnﬁn bu elemana karsilik gelen ve ﬁﬁ' vyl hare-
ketinde takip ederek her anda hesaplanan sirkﬁlasyonu

§T = uéx + vy + wéz olsun.

O zaman su badinti mevcuttur.

d .. _ du dv dw d d d
Jt &T dt 6x+dt 6y+dt Sz+ud 6x+vdt6y+wdtdz
(Burada t-nin sabit degeri. 1g1n hesaplanan uzay diferen-

51ye11n1 8 harfl ile gbsteriyoruz)

Burada, ©6rnegin §u notasyonu, u nun X,y ve z Ye X,
dy, 6z artmalari verilerek alinan bir diferensiyelini

gdstermektedir.

du dv dw : )
Dlger taraftan dt ' ac ' gt VYerine bgnlarln_

Sl
at = 3x (u- Q)
VAN R
dt 7 9y (u q)

t

e “H,
dat az‘(u )
de@erleii kcnulursa'
JdP v?

olmak lizere
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a ..
;dtGF_GK

elde edilir.

Bdylece ¢izgisel bir elemana kargsilik gelen sirki-
lasyonun tam tiirevini hesaplamls olduk. Bu halden her-
hangi bir edri boyunca hesaplanan sirkiilasyon haline ko-

layca gegilebilir.

4,6.1. TANIM (Aklskan'eéri, Akiskan ylizey)

Akiskan tarafindan siiriiklenen ve her anda ayni mad-
desel elemanlarin geometrik yeri olan bir edri veya bir

ylizeye "akiskan edri" veya "akigkan ylizey" denir.

Simdi uclari M, ve M, olan acik bir akiskan egrisi -
alalim. Bu edriye karsilik gelen ve M M, ydniinde hesap-

lanan sirkiilasyon ' olsun. O zaman

elde edillr. Burada 1k1n01 taraf K nin M, dan M, e ge-

¢ildigi vaklt a1d1§1 degerlerln fark1n1 gostermektedir.

Nihayeﬁ‘kapall bir C eérisinikgﬁzénﬁne alallm, bu
halde M, ve M, noktalari cgakisiktirlar ve,[!(] ! fark:
, : M,

s1fir oldufundan sirkiilasyon sabittir.
fsﬁ halde asaéiééki sonucu Vérebiliriz T
V”Eéer'bir“ivmaler potansiyeli varsa, kapali bir C
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B

akiskan edrisi bovunca hesaplanan sirkililasyon sabittir
veya sirkiilasyonla girdap akisi arasindaki baginti dola-
yisiyla girdap vektdriiniin C egrisine dayanan ag¢ik bir

ylizeyden gec¢en akisi sabittir."

Nihayet, bir akiskan yﬁZey C ye dayananlbir vizey
olarak kabul edilir ve sonu¢ olarak girdap vekt&riiniin
" akiskan yiizeyinin herhangi bir parcasindan gegen akisi

sabittir.

Simdi durgun halde bulunan sikistirilamaz bir akig-
kan tabakasina, sabittir W acisal hizi ile kendi ekseni
etrafinda ddnen pilirlizsiiz ylizeyli diizglin bir koninin,
akiskana belli bir hizla tepe noktasindan baglayarak

asagl dodru batlrllirken, bir aAt-kliglik zaman dilimi ara-

sindaki sirkiilasyonun degigimini inceleyelim.

Akigkan kiitlesinin en list tabakasini x éy-dﬁzlemi
gibi diisiinerek bu dﬁ:lemde bir nokta seg¢ip konivi akls-'

kana bu noktadan batirmaya baslayalim.

Ayrica bu“segtiéimiz noktaya orijin g8zi ile bakip
bu noktayi O ile gésterelim, Daha sonra her bir At—zaﬁan
diliminde ak1$kan1nfen iist tabak551 ile'koni,yﬁéeyinin
arakesitinden oiuséh egrileri ele alip bir £ = t,o @anin-
da'karsimlza ¢1ikan e&ri_ﬁierinden sirkﬁlasyonla't=t%-+At

an1 arasinda de§isen sirkiilasyonu hesaplamak istiyoruz.
Burada hemen,belirtelim ki, her bir At-zaman dili-
‘minde elde edilen egriler, o noktasini igeren, ig ige
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gegmis,fx<ry dlizleminde Yatan ¢gemberler olacaktirlar.

t =90 anlnda'aklskanln en ilist tabakasaina kohinin
“tepe ndktas1 henliz dedecedinden bu noktada bir hiz fonk-
siyonu tanlmlayamayacaélz. Bu yiizden bu noktaya kritik

nokta gdziiyle bakabiliriz.

t = 0 anina At-zaman dilimlerinin eklenmeleri sonu-
. cunda bir t = t, anina geldigimizi varsayarsak bu siire
zarfinda koni de akiskana belli bir miktar gomiilmiis ola-

~caktir. Bu t =t

aﬁinda‘aklskan kiitlesinin en iist ta-
bakasi ile koni’yﬁzeQiﬁin ara kéSitinden olusan egrive
C; eériSi diyelim vé'daha sonra t = t  + At aninda yu-

: kafldéki sekilde olusan eériyéde C, egrisi diyelim. Bu-~
rada, koninin kendi ekseni etrdfinda dénmesi pozitif
veva hegatif yonde olabilir. Fakat biz‘génelliéi bozma-
mak ig¢in donme yiniinli pozitif (saatin tersi yoénil) olarak

‘alacagiz.

© Sekil 4.6.1.
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Bu hesaplamay1 yapmak ig¢in once C, egrlsl uzerlndenk
k?blr AB ¢ok kuguk vay elemani alallm ve bu ABvay elema-
nini c¢ok kiig¢lik oldugundan blr dogru imis gibi diiglinlip
uzunluguna 52 diyelim;,Koniﬁin kendi ekseni etrafinda ﬁy-
gun bir hiza sahip oldudunu varsaydlélmlzdan‘ﬁé dogru
pargasininda bir hizi olacaktir. ié dodru pargasinin bu

, > :
hizina V deyip bu an i¢in skalar carpimi olusturursak
-3 .

>
I, =V ér olur.

; : ok
o

- S
O halde bu an igin I, = V- ér vye kargilik gelen

c.

sirkiilasyon

- olur.

En genel halde, AB ¢izgi eleman1 cok kiiglik Olma51-
na ragmen A ve B uglarlndakl hizlar farkll olablllrler.

- Bu yuzden A ucundakl hlza VA ve B ucundakl hlzada VB

| dersek ve uglardakl hlzlarl farkla kabul edersek,
5

TVB f VA = SV den VB = VA + GV olur

t =‘tk anindan t = t, 4 At' anina gectigimizde ko-

ni yiizeyi uzerlndeki C ~e§risine ait A noktasa VA-At ka-

'j'dar mesafe katedlp C, eérlsx uzerinde A' noktasina ve B

nokta51da ayni zaman zarflnda VB At = ( VA.* av) At
kadar mesafe katedlp C egris1 uzerlnde 8! noktaslna
‘gelecektlr AB dogru parca31 uzer1ndek1 her noktaya :

yukarldaklne benzer olarak blr mesafe katettlrerek C
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.eérisi ﬁzeéinde A' ile B' noktalarl;ara51né dﬁser ve"ye{
ni bir yay elemani elde edetiz. C, lizerinde elde ettigi-
miz bu yay parcasi da yeterince kiigik olacadindan bu Yay
pargasini A:é'doérusu olarak ele alabilecediz. Bu zaman
zarfinda AB ¢gizgi elemana uzerlndekl ortak hiz da degi-

secek ve C egrlsl uzerlnde A'B' ¢gizgi elemanlnln

dV dV

v o+ gc © At hiza olacaktlr, k(Burada at ivmedir)

.o Ca

’ikSekil 4.6.2;

Koninln tepe nokta81n1n akls kanla 1lk bulustugu
| noktaya 0 demistik Simdl' t = t, ana igin OA uzunluéu-

"na r dlyellm.

AB = 8r oldudundan birkag basit geometrik iglem
- sonucunda '
' > -> -
oB =1 + 6r

- -+ :
OA' ='r + VA At
e
oYl = r 4+ 6r + (V + GV) At

v
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>

A'B' = §r + 5V‘At

olarak buluruz.

t, anindaki Coyeérisi lizerindeki I sirkiilas-

t
yonu t = t_, + At aninda C, edrisi lizerindeki

r, + ( %% ) At sirkiilasyonu olacaktir. Bu sirkiilasyo-

nun dedigimini incelemek ig¢in C, edrisi izerinde elde
>
ettigimiz A'B' kiigik dogru pargasi igin skalar g¢arpimi

olusturursak
; > ;
> . - ->
I°+(%%)At=(v+%%At)-(6r’+ §V - At)

av
dt

dV

at + &V At)At

6r +

0
<
o
s
+

( Ve 6V +

elde ederiz.

Béylece akiskandan olusmus bir ortamda bir edri
alip, bunu gok kﬁgﬁk parcgalardan birlesmis gibi disiinlip
her pargaya karsilik gelen skalar ¢carpimi hesaplaylp bun-
klarl toplarlz veya limit halini ddsunerek edri boyunca

 integre ederiz. O halde

1 s E | = k-+
rﬁ(df )At—jg [V'6r+(v-6v av CoT + av &V dt) At]

at at * at
C,
= _,‘,__‘ o av Q_Y. s :
..j,vcr+§(vav+dt or + & av:dt)at,
¢

i L2
olur. Burada Teorem 1.1.1. kullanilda.
Ayrica gizgisel integralin,62elliklerinden
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, - ->
‘ §‘V . 0r = § Vo é8r
c, c,
dir.ko halde
N N k -> - >
%% = § V. av + §, .ar + § I av-at

-
-dv

<

olduéundank
>
§ 3.7

- olur.

lanildi. Bu

olur.

‘ 5 s
| § v-dv

‘alduéundan

CL!Qa

=

elde ederiz.

C,

1
2

Burada da egri {lizerinde hizin siirekli oldudu kul-

yeni elde edilen dederi yerine yazarSak,

dV

=i dV dt

>y -
at = qE-dt-av=v-av
=0
av
V.ot
at dr
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Ele aldlglmlz t anlnda durgun akigkana koninin doé-
nerek batma51 sonucunda elde ettidimiz edgriler duzlem—
sel olup, bu edriler uzerlnde alacaglmlz her yay parga-
sinin ortak hizinin bir x-eksenine bir de y-eksenine iz-

diiglim fonksiyonlari vardar.

Bu izdiisliim fonksiyonlarini sirasiyla u = u(x,y) ve

it

v v{x,y) gbsterirsek edri lizerinde her noktada

-> > - :
v ui + vj olur. Ayrica ele alacagimiz her dr yay uzun-

ludunun da s1ra51yla dx ve dy gibi x-eksenine ve y-ekse-

: - > >
nine izdiisiimleri olacagindan dr = dxi + dyj olur.

O halde

->
dv > -» > ->

oy > >
-——-—=§’a*€'dr, V:ui-j-vj,dkr:dXi"'de‘

degerlerini ortak olarak kullanirsak.

d(ul + VJ)
dt

> >
- (dxi + dvyi)

Q-‘Q-

£
§ 4’ (u:L +v3¥~(dx1 +dv<13,
o Cy
olur.‘le_fopksiyonununvtfzaman ve,rfuzakllk degiskenle-
rininlbir’fgnksiyénu olduéunu ve bu_deéiskénlere’gére ko-‘
 ni ﬁzérihdg hgptnoktada.tanlml;,‘sﬁrekli ve s;nlrll oldu-
gunu dﬁsﬁnﬁ:sek,,en1SQn eidevéttiéimiz egitliéi sad tara-
 fina Leibniz kuralini gyguiayabiliriz. O zaman, o
T U U SO P om
§ ag(u1-+vj)-(dxi-+dy3)§=3€ § (ui + vj)-(dxi+ dyj)
o o c ;

1 1
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 elde ederiz. Bu deferi yerine kovarsak,

> > -~ -
- diit—jg (ui + vi)-(dxi + dy3)

C,

olarak buluruz. Bu degeri de C, egrisi izerindeki

r +(g€ )At sirkiilasyonunda yerine yazarsak

| apn B .
T, +(a-t—)~m: =T, +('&'€§ (udx + de))'At

1
elde ederiz. At yi limit konumunda's1f1ra gotiiriirsek
o zaman At dederi dt olur ve
d—-_[-'- » - y k '
+_(dt ) At =T, + § (udx + vdy)
Cl
olarak‘bulunur.
Eger T, =‘§ (udx + vdy) gdsterimini kullanirsak
Cl : I
t =1t ani ile t = t, + At ani arasinda bu gekilde

bir donme 1le aglga ¢ikan sirkililasyon, t = t anlnda
karslmlza glkan e§r1 uzerinden h1z fonk51yonunun 51rku-,,
1asyonu 11e t =t +-At anlnda karslmlza .¢1kan egr1
uzerlnden bu andakl hlZ fcnk51yonunun Serulasyonu top-

lami olur.

“Ayrica V hiz vektdriinilin eéri,ﬁzerindeki teget bile-

'senlni Vp ile gosterirsek udx + vdy Vpeds 'dir.
Her At- zaman dllimlnde karslmlza glkan egrllerln blrer' 

fgember oldugunu kullanlr ve herhangl blr t- anlnda kar-
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simiza ¢ikacak olan gembere C dersek § udx + vdy integ-
ralini hesaplayabiliriz.

Sekil 4.6.3.

0. gSumbans

Bunun ig¢in,

X = rcosé

21, r = sabit

A rsing
- donlsiimiinli yaparsak, 6 = 6(t) olmak izere,

ds = r-d9

~olur ve bu gember lizerindeki her noktada hiz V6 ya esit-

tir ve

‘dlr. Bu durumda

, , o 2T
§ udx + vdy = §»Ve'rde =‘J w~r3d9 = 2TWr? = 2we-nr?

olarak bulunur,
O halde C gemberi iizerinden sirkiilasyon w agisal ha-

z1in iki kati-ile bu ¢emberin sinirladiga bélgenin alani-~

nin garpimil olur.
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"Bu soﬁ bulunankdeéeri hesaplamaya'gallstlélmlz sirf"
kﬁlasyonun degigiminde kullanlrsak;‘t ='tO ile t=t,+ At
" zamanlari arasinda ac¢ida cikan sirkiilasyon, C, ¢emberi-
nin sinirladigi bélgenin alani A,, C, gemberinin'51n1r-

lad1g1i bdlgenin alani A, olmak Uzere

2w (A, + A,)

2

olarar bulunur.
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