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ONSO7Z,

Su. petrol. dogal gaz ve benzen akigkanlann pompalandifi boru
hatlarnda. geometrik nedenlerle konulan gemgleme. darabna elemanlan gibi
clemanlar akis agisindan birer  avkinbk  (sireksizlik)  viizevieridir. Bu
clemanlar Gizerferinde olugacak smur tabaka avrilmalars nedenivie. siirekli
olarak akisa. vaklasik-perivodik vorteksler Gretirler. Bu vortekslerin boru
sisteminin akustik. mekanik veva ternk vapist ile akuple olmas halinde
mithendisleri tedirgin eden ciddi titregim problemlert ortava ¢ikabilmektedir.

Hesaplamah akigkanlar dinamigi, hareket denklemlerine uvgulanan
savisal vomemlerdeki kokit ilerlemeler ve bilgisayar teknolojisinin hizh
sclisi ile. akigkanlar dinami@ alammnda giight ve favdali bir arag haline
oeldi. Gegmiste. viskoz olmavan transonik akiglarin tahmininde genellikle
potansivel denklemi kullamilirdi. Son 20-30 wilda tirboamakina jgndeki akigin
modellenmesinde biivitk gelismeler kavdedilmigtir. Cark igindeki transonik.
viskoz olmayan akisinn ¢dziimiinde sonlu hacimler. sonlu farklar veya sonlu
elemanlar vaklagimlan ile zaman adimlamasi vonteminin birlestirilmesi en
énemli ilerlemedir. Bu ¢aligmanin amaci Euler denklemlerini kullanarak ani
genisleyen iki levha arasindaki viskoz olmavan. sikistirilamaz. daimi akigin
savisal olarak modellenmesidir.

Bu ¢aligmada bana her tiirlil deste@ veren savin hocam Prof. Dr Haluk
KARADOGAN 2 ve nimenk ¢ahsmalanm bovunca bem siirekhi olarak
vontendiren savin Yrd.Dog. Dr.Iirtkan AY DLER'e tegekkiirtt bir borg bilirim. Bu
gahismanm tleride vapilacak daha kapsamb ¢aligmalara 191k tutmasi en blviik
dilegundir.

Ercan KUMBLUTLL
fstanbul. 1994
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Bu ¢aliymada: daha dnce Erkan AYDER |1] tarafindan gelistirilmis
olan. sikigtinlabilir akigkammn kanal igindeki hareketini yoneten denklemleri
¢ozen program Uzerinde gerekli degigiklikler yapilarak. sikigtirtlamaz akigkan
icin bir program gehstirilmigtir. Bu iglem igin Gi¢ temel degisikhik vapilmgtir:

] -Progrannun modiiler hale getirilmesi. |

2-Sikgtirdabilir akigkan igin yazilmmg olan progranun sikigtirilamaz,
akigkan igin ¢ahisacak hale getirilmesi.

3- Programmn ¢ok bloklu hale getirilmesi.

Bu amagla ana denklemlerde degisiklikler vapiimms, programin akig
divagrammda ise bir degisiklik yapiimamigtir. ,

Galigmamn iki numarali bdlimiinde, problemin ¢éziimiinde kullamlan
ana denklemler belintilmigtir. Ugiineii boliimde. sonlu hacimler ayriklaghrmas
hakkinda genel bir bilgi verilmigtir. Dordiincti bolimde, uygulanan smur
sartlari; beginci bolimde ise denklemlere ilave edilen yapay viskozite
terimlerinden bahsedilmigtir. Altinci b6liimde; zaman adinu ve Runge-Kutta
vontemi yeralmaktadir. Son bélimde ise tzerinde ¢aligifan émek problemlerin
sonuglar: bulunmaktadir.

Varilan sonuglar iki béliimde irdelenebilir
Aksta fiziksel olarak viskoztenin etkisi ok az ise. kullamlan model ivi
sonuglar vermektedir. 1ki bovutlu lille dmeginde bu agikea goritlmektedir.

Caligmamn ana amaci olan am genigleme olaymm ¢oziimiingin Euler
denklemlert ve vapav viskozite ile miimkiim olmadigi. gergek viskozitenin ve
katt vizevlerde viizeve paralel hizlarin sifir ohma sartr nedeni 1le. Navier-

Stokes denklemlermin ¢ozimmlenmesinmin gerckli oldugu sonucuna varthmgtir.

v



SUMMARY

1. INTRODUCTION

With the rapid development of computer technology along with
cssential improvements in numerical algorithms applied to flow equations.
computational fluid dynamics has become a powerful and helpful tool in the
field of acrodynamics. In the past. mostly the potential equation has been used
1o predict inviscid transonic flows. Recently a number of numerical algorithms
have been developed with substantial 1mpr0vemc.nu. in both computational
efforts and solution accuracy.

2 GOVERNING EQUATIONS

The two-dimensional Euler equations for unsteady incompressible
inviscid flows may be written in conservation form using a Cartesian
coordinate system (x.V) as

oW of,  f
e

=0 2.1
a4 ox oy @D
where
pg’po u AY
Wel u [F=|wepn|f=] oy @
v uv v+,

In these equations. p. pg. v and v are the pressure. density and Cartesian
velocity components.

Equation (2.2) can be written as in the integral form



Continuity Equation:

aplp,) , du ov

T =0
% X Oy
R A (2.3)
P B v

x-Momentum Equation

du N a(ul +p/py)  Aluv)

=0 2.4
ot Oox oy 24)

y-Momentum Equation

o dluv) AV +pig )
2_, + __(“:_,;) + _.(___:_p_&_, ={) (_.. )
ot ox cy

If steady flows are of main interest. the solution procedure using these
equations is marching forward in time until steady state is reached. The
advantage of time dependent formulation is that the system is hyperbolic in
subsonic and supersonic flows. There exists a highly developed mathematical
theory of difference methods for hyperbolic equations which can be used as a
solid foundation for the development of algorithms 1o solve equations (2.1).

By use of Gauss' divergence theorem. the governing equations (2.1) can
be written m integral form as

o __—
CfWdQ+ [Fnds=0 (2.6)
Ay o

for a fixed region Q2 with boundary Q.

vi



3. FINITE VOLUME SPATIAL DISCRETIZATION

In the finite volume formulation. the generation of a body-fitied grid
using curvilinear coordmates (X,Y) and the solution process are separated
since no global transformation is used. The only required data conceming the
grid are the Cartesian coordinates of the four vertices of every cell in the given
mesh. The physical domain is divided into quadrilateral cells (€2;3) by joining
the cell vertices by straight Iines.

As cquation (2.6) is valid for any arbitrary control volume. it is also
holds locally for cach cell £2; ;.

Hence
d j\X"d£2+ (F-iids=0 (3.1
dt Q, e

where the boundary €2 1s given by
: J 3

Q= SV, +SV,,, +SH,  +SH, ,, (3.2)

Considering a fixed mesh in time and approximating the second mntegral

of (3.1) using the mid-point rule. the discrete analog of equation (3.1) is
written as

d .
h . m\\’..]+ ) =) 33
]l.,l( d‘ LN k1._1 ( )

-

where the Q; ; represents the net flux out of a cell and is balanced by the rate of
change ol W,

1. BOUNDARY CONDITIONS
The numerical treatment of boundary conditions along the boundaries
in the physical domain is one of the major problems in solving the Euler

cquations. Their improper implementation can result in inaccurate solution
and can lcad to instabibities,

Vil



Three distinet type of conditions occur in the present analysis. These are
the condition on solid, condition across coordinate cut and inflow/outflow
conditions in the far field. '

4.1, SOLID BODY BOUNDARY CONDITION

On a sohid body the physical condition of no-normal-flow 1s mmposed.
Using a body-fitted coordinate svstem (X.Y). the body coinciding with a
coordinate fine is approximated by straight Jines in the finite volume
discretization. Henee. the no-normal-flow condition reduces to zero {lux
velocity through the faces of the cells aligned with the body.

S DISSIPATION

The finite volumediscretization (3.3) with central averaging is not
dissipative which means that high frequency oscillations in the solution. are
not damped. In order to avoid these spurious oscillations dissipative terms have
1o be explicitly introduced. If no artificial dissipative terms are introduced in
the scheme, the numerical solution does not converge to a steady state. Having
executed 2000 time steps these are still wiggles in the pressure distribution,
With dissipation, however, the solution converges completely to the steady
state (1x10-7) and the pressure distribution is smooth.

5.1. BLENDING OF FIRST AND THIRD ORDER
DISSIPATIVE TERMS

In order to preserve the conservation form of the scheme the artificial
dissipative terms are introduced by adding dissipative fluxes to the semi-
discrete system (3.3).

h,,{-(i \‘\;i)u;).‘.—})“:o (5.1)
b Lh . / -] -

Using a blend of second and fourth differences. the dissipative operator D, | is
defined by

.. e q
%] AR it x.‘l‘*j 1 1 (5")

iy



where the dissipative flux d | is given as
i’:,.j

<

a;u.; = a)”.i{:ﬁ‘i‘ (W’m.., _\XY ')“
' (5.3)
e (W, = 3W,,+3W, - W, Lj)}

6. TIMLE STEPPING SCHEMES

Semi-discretization of equation (2.6) results in a system of first order
ordinary differential equations with respect to time which is written as

— W, +B,=0 (6.1)
where

—(Q D, ) (6.2)

.-
e

The operator P is ofien called the residual of system (6.1). System (6.1)
1s solved using explicit multistage schemes of Runge-Kutta tvpe.

CONCLUSIONS

The code used converges if the viscosity eflects of the flow are
neghgable. Tha can be clearly seen at the two dimensional flow in a nozzle.
This study shows that Euler equations and artificial viscosity are insuflicient 1o
solve the flow between suddenly enlarge parallel two plates. Because of the
real viscosity and the no-ship conditions this problem can only be handled with
sojving of Navier-Stokes equations,

IN



BOLUM 1.

GIRiS

Hesaplamali akiskanlar dinamigi, hareket denklemlerine uygulanan
sayisal yontemlerdeki koklii ilerlemeler ve bilgisayar teknolojisinin hizh
geligimi ile, akigkanlar dinamigi alaninda giiglii ve faydali bir arag haline
gelmigtir. Gegmigte, viskoz olmayan transonik akiglarin tahmininde genellikle
potansiyel denklemi kullanulirdr. Son 20-30 yilda tiirbomakina igindeki akigmn
modellenmesinde biiylik gelismeler kaydedilmistiv. Cark igindeki transonik,
viskoz olmayan akigin ¢dzlimiinde sonlu hacimler, sonlu farklar veya sonlu
elemanlar yaklagimlan ile zaman adimlamasi yonteminin birlestirilmesi en
dnemli ilerlemedir. 3

Bu galigmanin ana amaci Euler denklemlerinin ani genigleyen iki levha
arasinda sikigtinlamayan akigkan hareketinin modellenmesinde kullanmilip
kullamlamayacagimn irdelenmesidir. Potansiyel teori vyerine Euler
denklemlerinin kullanlmasmn gesitli sebepleri vardir :

Ani geniglemelerin oldugu késelerdeki ayrilmalarm belirlenmest;

uniform olmayan giris kosullarinin verilebilmesi;

viskoz akiglara gegisteki kolaylik;

stkigtirilabilir akigkanlar igin gok olusumunun hesaplanmasmm daha
kolay olmas:.

Eger sadece viskoz olmayan daimi akislar ile ilgileniliyor ise, Euler
denklemlerini ¢b6zmek icin iki tane yol izlenebilir. Birinci yol, daimi
denklemlerin dogrudan dogruya ¢0ziilmesi geklinde iken; ikinci yol, daimi
olmayan denklemlerin daimi hal olugana kadar zaman igerisinde integre
edilmesi gseklindedir. Birinci yaklasim ikincisi kadar iyi geligtirilmemigtir.
Bunun nedent, sonlu farklar metodunun ileri derecede gelistirilmig teorisinde,
hiperbolik sistemler igin zamana bagh formilasyonun ydnlendirmesidir.
Zaman igerisindeki entegrasyon, (explicit) veya (implicit) zaman adimlamasi
yollardan birini kullanarak yapilabilir.



BOLUM 2.
ANA DENKLEMLER
Sikigtirlamaz, viskoz olmayan akigkanlarin daimi olmayan iki boyutlu

hareketi igin Euler denklemleri, (xy) kartezyen koordinatlan kullamlarak
konservatif formda gu gekilde yazilir :

51 ' ox + . =0 (2.1
burada
[P/ Lo R
W = u o, E = |v+p/p,|, F = wo (2.2)
t v J L uv J {\VZ'*'p/PoJ

dir. Bu denklemlerde kullamilan buiyiiklitkler boyutsuz buyiikloklerdir. Bunlar
da su sekildedir :

p=2??p=

-—t*

0

L=t

o
‘OOI'O
el ot
-

Burada, p°,p°,1°,T° karakteristik referans baytklikleridir. Omegin; p°,p°
kanal girisindeki toplam basing ve toplam yogunluk, 10 ise kanalin boyu
olarak diigtiniilebilir.

Boyutsuz hiz degeri ise su sekilde hesaplannmugtir




gikartilir.
(2.2) denklemlerini agik olarak yazarsak :

Sureklilik denklemi

16p ou v |
- (2:3)

x-Momentum Denklemi

= A *p/p o)., dgy") -0 @4)



y-Momentum Denklemi

ov duw) dvVi+p/p)
a x| oy

=0 2.5)

Gauss diverjans teoremi kullanilarak ana denklemler integral forsada,

—fwam [F-nds=0 (2.6)

Q /%)

gel;linde yazilabilir.

Burada i, 0Q 'mn diy normalidir ve F aki yogunlugu tensorii, i, ve i,
kartezyen birim vektorleri olmak iizere,

[ r ui_ +v1
e Fjj u2+p/po 14 vl 3:

} 2.7)
L) T, +(V+p/p)i ] g+

4+ u+p/f>o i+ui,
G+vi+(v+p/p)i,

seklindedir. Burada q hiz vektérudiir ve su gekilde tammlanmgtir.

q:ui+v§



BOLUM 3.

SONLU HACIMLER AYRIKLASTIRMASI

Sonlu hacimler yaklagimi konservatif formda yazilan ana denklemlerin
niimerik gosterimidir. Fiziksel akig bolgesi kiitle, momentum ve enerji
aligverigi yapilan birgok kontrol hacmine bdlliniir. Metodun temel prensibi; bir
V hacmi igindeki herhangi bir temel bilinmeyen (p, W .e) 'nin degigim hizi V
hacminin sirindaki 6V yiizeyinden gegen konvektif aktya egit olmasidir.

Bir kanat dizini (blade row) arasindaki akigin hesaplanmasi, sonlu
hacimler metodunun, sonlu elemanlar metoduna olan Gistuntiigiinti agik olarak
gostermektedir. Bir tirbomakinada oldugu gibi karmagik geometri, herhangi
bir koordinat doniigimii yapiimadan kolayca ayriklastirilabilir. Bu bakag
agisindan, sonlu hacimler yaklagmm, sonlu elemanlar yaklagim ile aym
esneklige sahiptir; fakat, sonlu hacimler metodu konservatif (kapali) karakteri
nedeniyle problemin fizigine daha yakin kalmaktadir.

Cozim ag ile ilgili tek bilgi verilen ag yapisimn her elemaninm dort
izdigimiiniin kartezyen koordinatiandir. Ag tiretimi ana programun diginda ek
bir bilgisayar programi yardimyla yapilmaktadir. Programa giris bilgileri
olarak (x) ve (y) yoniindeki maksimum nokta sayilari ile kati geperlerin (x) ve
(v) koordinatlan verilir. Program iginde biitiin noktalarim koordinatlar1 ve bu
noktalara ait yiizey projeksiyon alanlan hesaplamir. Hesaplanan bu degerler
ana programda okutulmak tizere bir data dosyasina yazdirdyr. Iki bloklu olarak
calisan programda, bloklarin birlegme kesitinde cidarlara paralel olan ag
cgizgilerinin kesigmesi gerekmekiedir. Bunun igin (y) ydniindeki maksimum
nokta sayilan, bu yondeki iki nokia arasindaki mesafe egit tutulacak sekilde
secilmelidir,

Fiziksel tamm alam, diiz gizgilerle eleman izdigtimlerinin yardmmyla
dort kogeli elemanlara (Q ;) ayrilmmgtir.



Sekil 3.1 : Dirtkogeli elemaniarin tammlanmasi

(2.6) denkleminin herhangibir kontrol hacmi i¢in dogru olmas: giba,
aym zamanda her Q, ; yersel elemam igin de gegerlidir. Buradan

d ¢ =
¢ [Wag+ [F-ads=0 G.1)
dtg o,

yazlabilir. Burada, Q) ; strt agagidaki gibi verilinigtir.

oy +SH; j +SH (3.2)

i+

Jameson [2] 'n agagidaki yari-ayriklastirmasinda (gizgiler metodu),
uzaysal ve zamana bagl terimler ayrilmustir.

W.=— } WaQ 3.3)

burada h; ;, Q, ; elemammmn alam olup su sekilde yazilir,
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(3.1) numarali denklemin ikinci integralini ele alarak, (3.1) numarali
denklemin aynk benzeri su yekilde yazlabilir,

d. Y =
ha,j(“‘ Ws,j)+ Q=0 (3.5)

Burada Q,

1,32

elemandan ¢ikan net akiy1 temsil eder ve W'nin degigim oram ile
dengelenir. Ak terimi Q, ; asagidaki gibi ifade edilmigtir,

-

(3.6)

i,

SH;; 4» SH,; smirina normal tegkil eden ve (s*,s) seklinde iki tane
bilegene sahip olan dogrudur. Bu bilegenler su sekilde verilmustir,

{1

sl_] = yxﬂ_; .yi,j
3.7
(2) = X - Xl +1,j
Ak miktan F.SH, ; ; » SH; ; smimm olugturan nokialardaki ortalamalary

kullamlarak hesaplanir. Boylece,

E, = ( (W, +w,d_l)) (3.8)

Aksy degiskenleri W ve akig miktarlan F.§ 'nin farkli uzaysal
pozisyonlari, sonlu hacimler kavraminin esas niteliklerindendir. Bu ydntem,
akig miktann W 'nin eleman merkezlerinde degerlendirildigi eleman kogeli
vontem (cell-vertex scheme) olarak bilinir. Buna alternatif bir yaklasim; W



'nin elemanlarm izdilsimlerinde tanimiandif: nodal nokta yontemidir (nodal
point scheme).

(2.7) denklemine uygun olarak, 6regin SH, ; simrna dogru olan aki su
sekilde veriimgtir,

G, J..SHi,j
F.SH? = .q‘i,j.SHi,,-+(ui ; +(p/p0)i,j)s£i) +u, s? (3.9)
i,

LY L)

L_gli, j'S};{"’J"{” Vi,jsfg + (vi,j + (p/ Po )i,j)sgi)

(3.8) denkleminin ortalamas: alinarak, eleman koseli (cell-vertex) sonlu
hacimler ayriklagtirmas, sabit ag olgiileri ile kartezyen ag sisteminde; ikinci
dereceden bir merkezi farklar (central-difference) yontemine indirgenir. Eger
herhangi rastgele bir Oniform olmayan af yapisi kulamlmig ise, bu yontemin
dogrulugu ag yapistnin diizgiinsiizligi ile dogru orantilidir. Eger bir elemanin
sekil ve mzindaki herhangi bir ani degigim haricinde, a§ yapis1 yeterince
diizgiin ise, yontem hemen hemen ikinci dereceden dogrudur.

(2.4) denkleminin uzaysal ayriklagtirmasi, (3.5) denklemindeki zamana
bagh birinci dereceden adi diferansiyel denklem sistemini verir ve bunlar
(explicit) zaman adimi yontemi ile ¢ozilir. |

Kullanulan yontemde akis bolgesi dort kenarlt elemanlar kullanilarak
ayriklaghniimgtir.  Bilinmeyenler, elemanlarin  (gozlerin)  kogelerine
yerlestirilmigtir. Kontrol hacmi ise sekil 3.2'de goriilecegi sekilde herbir
noktanin etrafinda bulunan dért elemandan olugmaktadir.

Baslangig olarak herbir noktaya belli bir basing ve hiz dagilim ve
ayrica simir kosullan verilir. Daba sonra t+dt aninda alacag degerler, kalints
ve yapay viskozitenin matematiksel olarak eklenmesi ile bulunur. Bu iki
zaman arasmdaki fark makina dogrulugu seviyesine (~10-6) ulagana kadar
isleme devam edilir.



g
////?/////

Eleman

a) Orta noktalar icin kontrol hacmi tanumi ve
bir drnek cleman

b) Kat cidarlar ve kéye noktalar icin
kontrol hacmi tamumi

2/
7 777
06% ///

//
o & &

©) Giris ve gikag kesitler -

Sekil 3.2 : Kontrol hacmi tammlar

i-1j-1 7 //// '
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Sekil 3.3 Yatay ve diyey yuzeylerin xve y hiteyenleri



BOLUM 4.

SINIR SARTLARI

Fizikse]l tanim alam ig¢inde sinirlar boyunca siir kogullarnmin niimerik
davramigt, Euler denklemlerinin ¢6ziimiinde baglica problemlerden biridir.
Bunlarin uygun olmayan uygulamalari, dogru olmayan ¢dziimler verebilir ve
Kararsiziiklara neden olabilir.

4.1. KATI CEPER SINIR SARTLARI

Kati gepérde normal olmayan akis durumu uygulanmgtir. Yani, kan

geperde hizin profil boyuna dik dogrultusundaki izdigiimil sifir olarak
tanmmlanmaktadir. Buradan (i,1) elemani igin su sonug elde edilir,

Qi;-sx,;=0

S

1,3/2
Si-llzbl n i1 S i+1/2,1
B . S

Sekil 4.1. Kah ceperlere komsu elemanlar



(3.9) denkleminden SH;, 'den gegen aki miktan ¢dzillirse,

0
F.SHy = (ui’1 +(p/po)u)sg’ +u, 5% 4.1)
(p/po )i,l Sf,zl)

4.2. GIRIS KESIDI SINIR SARTLARI

Smir sarts olarak giriy kisminda toplam basing ve ging agsy
verilmektedir. Statik basing su sekilde hesaplanir :

Pop Verilir, giris kesitine komsu olan kesitin noktalarimn bir bilegeni
(u), giris kesitine tagiir. Ikinci hiz bilegeni (v) veri dosyasinda verilen ag girig
agist ile belirlenir.

Statik basing,

v
pst = pmp - p? (4'2)

denkleminden seklinde hesaplanr.

43.  CIKIS KESIDI SINIR SARTLARI

Cikig kismunda sinir garti olarak statik basing degeri verilmektedir.
Hizlar igeriden ¢ikigtan bir 6nceki kesitin noktalarmdaki hizlar olarak alinir.

Up=Up.
Va~ Vn-1



BOLUM A.

YAPAY VISKOZITE

Merkezi ortalamali sonlu hacimler ayriklagtumasi, ¢oziimde yiksek
trekansh salinimlar séniimlenmedii i¢in kararli degildir. Bu salimmlan yok
edebilmek igin yapay viskozite terimleri formtilasyona ilave edilir. Eger, yapay
viskozite tamimlanmamug ise, sayisal ¢oziim daimi hale yakinsayamaz ve
kararlt degildir. Yapay viskozite katildigt zaman, ¢oziim daimi hale
(106~10-7) tam olarak yakinsar ve basing dagilim diizgiin olur. Tek ve gift
noktalardaki coupling'i 6nlemek igin yapay viskozite terimleri denklemlere
katilir.

5.1. BIRINCi VE ICUNCU DERECEDEN YAPAY
VISKOZITE TERIMLERININ HARMANLANMASI

Y dntemin konservatif formunu korumak igin, yapay viskozite terimleri
van farkli (semi-discrete) sisteme (denklem 3.5) yapay viskoz akilar ekienerek
tanimlanir.

d . ) . .
(—WMJJFQ; ;-D,;=0 ¢.1D)

h. . i

1,]

Yapay viskozite terimi D, ;, ikinci ve dordiinct dereceden farklarm

harmanlanmasi ile gu sekilde bulunur,

D,;=d ; ~d , +d ,-d |, (5.2)
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Burada yapay viskozite akis1 d |

l‘f'i

_su sekilde verilmigtir,
J

»,

d = @ W )=
diyi= ai&-,},j{g o, (\Niﬂ,j WJ)
‘ (53)

—

ble (\Wiu,j - 3\Vi+1,j +3 "Vx,j - \vi—lg )}
Burada sff;j, gerekli olan ve yeter miktarda yapay viskoziteye gore

degismek lzere diizenlenmis uyarlamali katsayidir ve a,, . sabiti, uygun

biiytikliikte yapay viskozite terimi verecek -sekilde segilir. Ileri dogru farklar
operatdrii Sy kullantlarak (5.3) denklemi agagidaki gibi yazilabilir,

i - ‘J.-rz) @ %
d.+} TR lb'*l 8, \Vi,j”_t'.*_l_ = WH,j} (5.4)
i 3_) 1 2,} 1+, 1 2:.1
Benzer gekilde d | su sekilde tammlanir,
i,j+§
d ,=a ]~‘2) 5, W, ,~e™ 8 W, 5.5
Lty ity 18i,j+§ R Ty R (>-3)

Burada.

8, W, ‘:‘_Vi,jﬂ ‘\—Vi,j

¥y n)

seklinde tammianmgtir. Bu  formillasyon asafidaki yapay viskozte
molekiillerini verir :
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Koégedeki bir nokta i¢in
Sekil 5.1 Yapay viskozite molekiilleri

Uygun bityaklik faktorli a , su gekilde verilmigtir,

i*.‘i‘,.]
1 h. ho. )
R Vo (5.6)
l*E,J 2 Atl,j Ati"'l,j
Burada At;;,  ; elemamnmn birim nominal Courant sayist igin tahmini

zaman admu limitidir. (5.6) formali,

R aF, AXaE
Yow T Tow

jakobiyeninin hayali agisina bir yaklagimdar.

¢“katsayst,
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N

| 1 ) |
g = maxLO,k(“) ~-g@ J ' (5.7)

55 i*'z*,j

scklinde versel gradyenlere uyarlanmigtir,



BOILTM 6.

ZAMAN ADIMI

Zaman adim yonteminin ana prensibi, daimi bir problemi daimm
olmavan bir problem gibi ¢ézmektir. Fiziksel yorum ise gu gekildedir,
Hesaplama kaba bir yaklagimla baglar. Bu vaklagm. daimi akig bdlgesinin
bityilk bir pertirbasyonu ve belirli bir sinir gartlanna dek yakinsamug gibi
gozitken ilk vaklagimdir. Bu, matematik olarak bir Cauchy probleminin
¢oziimiine egdegerdir. Bu daimi olmayan yaklasimin avantaji, akis rejiminin
sesalti veya sesiistil oldufuna bakmadan akiga ait denklemlerin hiperbolik
karakterini kullamma sunmasidir. Yontemin dezavantaji ise yakinsama igin
gerekli zamanin uzun olmasidir.

Agik dort adimli Runge-Kutta tipi zaman integrasyon yontemi,
hiperbolik olan denklem sistemini ¢ozmek i¢in kullanmidi.

6.1. STANDART RUNGE-KUTTA YONTEMI

(2.4) denkleminin van ayriklagtinimas: ile asafdaki sekilde yazlan
zamana gore birinci dereceden adi diferansivel denklem sistemine ulagilir

%\i@,ﬁfz’j =0 (6.1)

Burada

(Qi,j - f)”) (6-2)
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dir. P operatorii, genellikle (6.1) denklem sisteminin kalintis1 (residual) olarak
adlandinfir. (6.1) denklem sistemi, Runge-Kutta tipi dort kademeli zaman
adum yontemi kullamlarak ¢dzilmustiir.

Cok kademeli Runge-Kutta yontemlerinin katsayilar miimkiin olan en
viiksek dogruluk derecesini saglayacak gekilde seg¢ilir. Butcher [5] tarafindan
ispatlandigina gére r b6liim sayist ile maksimum bulunabilir dogruluk derecest
arasindaki bagint1 gu sekildedir:

rB(")lilm sayist, r 1 1213141516 1 ’ r>8
§

.
Dogruluk derecesi | 1 |2 13 | 4 | 4 L6 | <2

Klagik dordincii dereceden Runge-Kutta metodu (6.1) denklem
sistemine uygulanarak;

W = W
\(V(l) = W(OJ AL = po@
2 M
%2 At
Wi( 2) WLO) > Px(,? (6.3)

W"” - W‘°’ At P®
W = WO - 2 {BO +2 B9 +2 B0 + B
Wi =W

seklinde vazilir. Burada (6.2) denklemindeki gibi kalinti gu gekildedir :

1 /. .
R‘f’=§f(Q§}’—D§f§’) , k=0,12,3 (6.4)

L)
Bu yontem, dort aki (Q®) ve dort yapay viskozite teriminin (D{¥)

degerlendixiimesinin gerektigi kadar ok etkili degildir. Ayrica, P
(k=0,1,2,3) ara terimi de birikmig olur. Bu da G¢ boyutlu problemlerde buytk
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birikmelere yol agar. Bu bakimdan bu ¢aligmada degistinboms (geligtirilmig)
dort adimli Runge-Kutta yéntemi kullamlds.

6.2. GELISTIRILMIS DORT ADIMLI RUNGE-KUTTA
YONTEMI

Geligtirilmis dort adimli Runge-Kutta yontemi, (6.1) denklem sistemine
eklendigi zaman minimum seviyede bilgisayar hafizas: gerektirir. Bu ise su
sekilde yazilir

R0 _ Orn
Vwi,j = Vvi’j

W = o _ Ao
3%} 1, 4 b

\V\Z) WQO) 3 1”)‘(;) (6.5)

. I At -
3w _ “pu)
W = WO - =BG
@,{({l) o \i;_u}) At P®
t.]
&]nfl W(-U

burada P/’ (6.4) denkleminde tammianan yekildedir.

6.3. YERSEL MAKSIMUM ZAMAN ADIMININ
HESAPLANMASI

Runge-Kutta metodu gibi adi diferansiyel denklemler igin kullamlan
klasik zaman integrasyon yontemleri, vart-ayriklagtrma eklendikten sonra
stabil olmayan karakterdedir. Bu nedenle, denklemleri stabil hale getirmek
amactyla yersel maksimum zaman adim kullamhr.

Yersel maksimum zaman adim su sekilde hesaplanmsgtar :
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(6.6)

e

U+ (02 +c2s%)” ;
burada
ﬁ:\usmwléwmusnuvsw\
§* = (ISIX|+ 1SiXI)’ +(isTyl+isayl)
ve

cz=max(0.3,r\7'\7) , 1<r<S5s

dir.



BOLUM 7.
ORNEK PROBLEMLER

7.1 TEK BOYUTLU LULEDE SIKISTIRILAMAZ
AKIS

Tek boyutlu bir yaksak-iraksak liiledeki akigm incelenmesi drnegi ilk
olarak denendi. Liilenin geometrisi gekil 7.1'de gosterilmigtir. Sekil 7.2'de litle
boyunca hiz degigimi ve lille geometrisi; gekil 7.3'te ise lille boyunca basing
degisimi ve liile geometrisi birlikte goriilmektedir. Sckil 7.4'de iterasyon
sayisi-yakinsaklik kriteri degigimi ¢izilmigtir. Buradan da goriilebilecegi gibi
yaklagik 9000 iterasyondan sonra yakinsaklik kriteri makina dogrulugu kabul
edilen 10- seviyesine inmigtir.

1.40 —

1.20 —

1.00 —

0'80 T ‘ i 1 t ] ¥ 1 1
10 20 . 30 40
Nokta Numarasa

Sekil 7.1 Liile geometrisi
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0.50

\*\
¥
/

/

ils Bnmnn

\ﬁunq .

040

1
030

160
J
Liile Boyunca Hiz Dagihim
| 1
N4

Liile Geometrist
120
|

{1 81—
8 |
10 20 30 40
Nokta Numarasi
Sekil 7.2 Liile boyunca iz dagihmi ve liile geomeirisi.
-
(
e .|
s 3
a -
g
1as e d
P
- & T L
g R o /
2 s e \ . / » /
3 s 7
i \;]H-—A/
.
g B
a o
10 20 0 40
Nokta Numaras

Sekil 7.3 Liile boyunca basing dagiim ve liile geometrisi.
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1E+0
1E-1
—  1E2
fas
[
2 1Ea
- E
§ e
e
3 B e e S A PR A B Sy SR
1E-4 -5-{:: RS T4 ::::éi
1 S i o R
1ES5 —
3
] .
1E-6 1 —

2,000 4,000 6,000 8,000
Iterasyon Sayisi

Sekil 7.4 Yakmsakhik kriterinin iterasyon sayisina gére degisimi

7.1.1. ANALITIK COZUM

Girig kesitinde siur kogulu olarak toplam basing boyutsuz olarak 1 ve
¢ikig kesitinde statik basing gene boyutsuz olarak 0.95 olarak alindi. Bu
durumda,

‘x72

Pg + —,:l=1 ve pc =095

o~

olur. Girig ve gikig kesitleri arasimnda Bernoulli denkiemini yazarsak,
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\F Ve
PotP =Pg+P "

elde ederiz. Burada p boyutsuz ve 1'dir. Siireklilik denkleminden ise,

A

Ve=Vo -
G

¢

yazabiliriz. Bu denklemlerden de agagidaki denklemi gikartabiliriz.

1= 095+ 11{9—9}2\%

20 A,

i A
= Vg = \[(ﬁ £
AG
Lilenin geometrisinden girig ve gikig kesidi alanlanin: da yazarak;

— 143898
=401
Vo=V 1.03823

=  Vg=043829
Ve
V. = 031622

degerleri boyutsuz olarak elde edilmigtir.

Ikinci nokta iginise : Q=V, A, =V, A,

> | >

= V,=V,
2

denkleminden V,=0.44194 bulunmustur.
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044 —
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=
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m
&
53
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- 0.36 —

-
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Sekil 7.5 Bilgisayar programm yardimmyla ve analitik ¢oziimde liile hoyunca hiz dagihmlan

_ P

0.84 —

692 —j

LiJe Boyunca Basing

|

T l T T A l 1 I I
10.00 20.00 30.00 40.00
Nokta Numarasn

Sekil 7.6 Bilgisayar progranu yardimiyla ve analitik ¢dziimde lile hoyunca basing¢ dagihmliar:



26

Diger noktalar i¢in de aym iglemler yapilinca gekil 7.5'deki grafik,
bundan sonra girig kesidi igin,

Vo _

I 0.43829°
5 =

pa=1- = 090395

boyutsuz basing degeri elde edilmigtir.

Bernoulli denkleminden 1. ve 2. noktadaki basinglar igin,

Vi-v?
P:=p+ : 5 2

denklemini yazabiliriz. Buradan 2. noktadaki basing: .

0.43829° — 044194>
2

p, = 0.90395 +

=  p, =090234
boyutsuz degeri bulunmugtur. Aym sekilde difer noktalar i¢in de boyutsuz
basing degerleri hesaplanmigtir. $ekil 7.6'da yine gelistirilen bilgisayar

programi ile analitik olarak hesaplanan basing degerlerinin kargilagtinimas:
gortilmektedir.

7.1.2. FARKLI CIKIS BASINCLARI

Ayni lille geometrisinde gikig basincim 0.85 ve 0.90 alinmasi halinde
asagidaki sonuglar elde edilmigtir.

7.1.2.1. CIKIS BASINCI 0.85

Cikag basinci 0.85 degeri igin alinan sonuglar agagida gosterilmigtir :
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-
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L0le Boyunca
.JL\ Basing
120 — 0.70
] 0.65 -
080 — 0.60 1 1 1 1 T 1 T 1 1
1 8 11 16 21 26 3t 38 41 46
Nokta Numarasi
Sekil 7.7 Basing - Liile Geometrisi
0.80 —[
L{ile Boyunca
Hiz
0.75 j
0.70 -
N .
I
©
g .
1.60 - %0.65 . N
m
]
13
0.60 "} :
1.20 o
0.55 -
0.80 - 0.50 — T T T T T T T T 1
1 8 11 16 21 26 31 36 41 48

Nokta Numarasi
Sekil 7.8, Hiz - Lille Geometrisi
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2000 4000 6,000 8000 10,000 12000 14,000
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$ekil 7.9, Yakmsama egrisi

7.1.2.2. CIKIS BASINCI 0.90

Cikig basmcer 0.90 degeri i¢in alinan sonuglar da agagidadir :

0.92 4

1.60

j

Llle Boyunca Basing '
®
-

Fod
[l
N
1

Liile Boyunca
Basing

1204 080 -

4  0.78 4

0.60 =  0.76 T T T T T T T )
[ 11 16 21 26 31 36 M 46
Nokta Numarasi

Sekil 7.10. Basing - Liile Geometrisi
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1.20 -l

0.0 —J

Yakinsaklik

Liie Boyunca Hiz
1

0.50 -

|

0.45 H
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Lule Boyunca
Hiz

1E-1

1E-2

1E-3

1E-4

1E-5

1 T 1 1 T 1 1 1

6 11 16 21 26 31 36 41
Nokta Numarasi

Sekil 7.11. Hiz - Liile Geometrist

......................................................

: .
..........................................................

1E-7

3
;
;
{

2,000 4,000 6,000 8,000 10,000 12,000 14,000
iterasyon Sayisi

Sekil 7.12. Yakinsama egrisi
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7.2. TEK BOYUTLU LULEDE SIKISTIRILABILIR AKIS

Ayni geometriye sahip tek boyutlu bir liledeki sikigtinlabilir akig igin
de, farkh ¢ikig basinglarinda, program kogturnimugtur. Bu farkli gikig
basimnglart igin lille boyunca hesaplanan hiz ve basing dagilimlari ile yakinsama

egrileri agagiya ¢izilmigtir.
7.2.1. CIKIS BASINCI 0.85

Lile ¢ikigindaki boyutsuz basing 0.85 kullamlarak program
kogturulmasi sonucunda elde edilen sonuglar :

0.90
! I //
o 070 »
7 [”
@ \
]
& N
g \
0.30 F % Jr ] I I 1
1 8 11 % 29 26 31 36 41 48

Nokta Numarasi
Sekil 7.13 Liile boyunca basmg¢ dagilinu



Yakinsaklik Kritert
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1.20

1.00

0.80

Lile Boyunca Hiz

0.60

0.40

31

~

11 16 21 26 31
Nokta Numarasi

36

$ekil 7.14 Liile boyunca haz dagihms

41.

46

!

T

500 1,000 1,500 2,000

lterasyon Sayisi
Sekil 7.15 Yakinsama egrisi
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7.2.2. CIKI$ BASINCI 0.90

Lale ¢ikigindaki  boyutsuz. basing 0.90 kullanilarak program
kogturulmas: sonucunda elde edilen sonuglar :

0.82

o —

“n

<
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3 /

@
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pe |
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N |
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Sekil 7.16 Liile boyunca basmng dagihmu
0.80 i ]
070 /r \
i
]
e
2 060
o
o
3
o \

040 +
A 6 11 16 21 26 31 36 41 46
Nokta Numarast

Sekil 7.17 Liile boyunca iz dagihim
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Sekil 7.18 Yakinsama egrisi

7.2.3. CIKIS BASINCI 0.95

Lile g¢ikigindaki boyutsuz basing 0.95 kullamlarak program
kosturulmas: sonucunda elde edilen sonuglar :

0.96
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© 082

Lile Boyunca Basing

0.80

~—~
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1 8 11 18 21 28 31 .38 41 48
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Sekil 7.19 Liile boyunca basing dagilinm
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Sekil 7.20 Liile boyunca hiz dagihnm
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Sekil 7.21 Yakmsama egrisi
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7.3. IKi BOYUTLU LULEDE SIKISTIRILAMAZ AKI$

-Aymi program, ana denklemlerdeki bazi degisiklikler ile iki boyutiu
geometriler i¢in de kullamlir. Buna ilk 6rnek olarak bir yakinsak-iraksak lille
geometrisi kullantlmugtir. Litle boyutlar1 ve ¢ikig basinct boyutsuz olarak su

- sekilde verilmigtir: '
Liile boyu = 9.561,
bogazin girig kesitine uzaklifi = 2.19512,
girig kesiti = 2.07646,
¢ikig kesiti = 2.65444,
bogaz kesiti = 2. ve
¢ikig basmcer = 0.85

Lilenin geometrisi, lmz vektdrleri ve yakinsama egrisi asagida
gosterilmmgtir. '

Sekil 7.22 Liile geometrisi ve ag yapisi

[ te e m-ﬁ.--ﬂ'-ﬁ"""""
| — e, s e s et e e e N R PE et R AW W D et e S wtim WV AV wly G Y - -
Y Y WY R A o -
s s s o ey s s el e e A I o P P Y D P P W T Y R D iy i AW A > oy A u e
ot it e e s e el s P I N P D P D O T A Y kD WY ST Tl D Dty AT T AV A
[ ot o ol e ks e o AP P kW ety it W APY AT AW A AR AR AP A AT A D s WY AP LY " v
0 =y —— M A s Y = G T B BT Y B LT G G O B TP AV AW D P P AT AT AV AW AV AV AW W - " —T >
b S— e W W QY WY W SR Y T WY WV Y W W Y W AW IV TP ki AV AP Al AP tip AR AV AT SO -
:—--lv-nd'-n.n-u wnte e, s el D s vms el mak guls wns wnhs wals . WY AT AT P AV W Wl AP W AV A Y
- W W I O Y — v S D D Sty b et e s ek b b ol e ot ot i e

T S TP el W Sl D Y T L Al el et s — e - —

— —

Sekil 7.23 Haz vektbrleri

FTTTHITE VI T VN
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Sekil 7.24 iterasyon sayisma gore yakinsama egrisi

7.4. BASAMAK GENISLEMEDE SIKISTIRILAMAZ AKIS

Basamak geklinde tek tarafa dogru ani genisleme 6rnegi, ani genisleme
ornegine gegisten dnceki adim olarak dngoritimustiir. Bu 6rnekte kullamlan
geometriye ait boyutsuz bliyliklikler gu gekildedir :

Tam boy = 2.007141,

"dar kismun boyu = 0.313082,

dar kismun genigligi = 0.033333,

¢ikis kesitinin genigligi = 0.066666 ve

cikig basmer = 0.999

Sekil 7.25 Geometri ve ag yapisi
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kullamlan geometriye ait boyutsuz
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7.5.  ANI GENISLEMEDE SIKISTIRILAMAZ AKIS
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BOLUM 8
SONUC

Sikigtinlabilir akigkamin kanal igindeki hareketini yoneten denklemieri
¢bzen program tizerinde gerekli degisiklikler yapilarak, sikistinlamaz akigkan
i¢in program geligtirilmigtir. Bu amagla mevcut olan bilgisayar programinda
Ui¢ temel degigiklik yapilmigtir:

1-Program modiiler hale getirildi,

2-Sikigtirilabilir akigkan igin yazilmig olan program sikigtirilamaz
akigkan igin ¢aligacak hale getirildi,

’ 3-Program gok bloklu hale getirildi.

Bu amagla ana denklemlerde degisiklikler yapilmig, programin akag
diyagraminda ise bir degigiklik yapilmamgtir.

Geligtirilmis olan programda kullamlan formiillerin dofrulugunun
kontrolii igin, éncelikle tek boyutlu problemlerin ¢ézamleri Gzerinde duruldu.
Daha sonraki agamada, iki boyutlu problemlere bir yakinsak-waksak lile
problemi ile gegis yapildi. Asil ¢dzmek istedigimiz problem olan ani genigleme
durumuna gegmeden Once, tek taraftan ani genisleme problemi iizerinde
duruldu. Bu problemde de istenen sonuca ulasildiktan sonra ani geniglemeye
gegildi. Bu geometride ise istenilen sonuglara ulagilamada.

Varilan sonuglar iki bdlimde irdelenebilir :
Akasta fiziksel olarak viskozitenin etkisi gok az ise, kullamlan model iyi
sonuglar vermektedir. Iki boyutlu lille 6rneginde bu agikga goriilmektedir.

Caligmamn ana amac olan ani genigleme olaymun Euler denklemleri ve
yapay viskozite ile miimkiin olmadigi, gergek viskozitenin ve kati ylizeylerde
yizeye paralel hizlarm sifir olma garts nedeni ile, Navier-Stokes
denklemlerinin ¢dziimlenmesinin gerekli oldugu sonucuna varilmugtir.
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EK A. PROGRAM AKIS DIiYAGRAMI

/ Data dosyasi okuma \
\ " alt program /

/ Toplam kontrol hacmi >

\ hesaplama alt programi

Birlesme noktalarimn kontro}
hacimlerinin diizenlemesi

/ Baglangig degerlerinin \
\ tammlandaf alt program /

(E) (D)

/ Nokta akilarinin \
. \ hesaplandig alt program /

/ AC?2 degerlerinin \
\ hesaplandif alt program /

@
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@)

Birlesme noktalarmdaki AC2
degerlerinin diizenlenmesi

Kalntdarm hesaplandigt \

4
\ alt program /

Birlesme noktalarmin
kalintilanimn diizenlenmesi

Zaman adimlarinin \

< hesaplandlg; alt pogram /

Y apay viskozitelerin

\ hesaplandif alt program /

Ana denklemlerin \

\ gincellestirtldig alt program /

!
/ ' Girig siur kogullarinin

\ girildigi alt programi >

®)



®)

AN
\ g lp gram | /

/ Duvar siir kosullanmin \
\ gmldlgl alt program /

Maksimum farkin
hesaplanmasi

Toplam basincin

hesaplandig alt program /

Vs
AN




/ Datadosyasina \
/

\ yazdirma alt programi

&
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