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OZET

AKISKAN DENKLEMLERININ MACFARLANE KUATERNIONLARIYLA
YENIDEN FORMULASYONU

Salih CAKIR
Fizik Anabilim Dal
Matematiksel Fizik Bilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Haziran 2025
Danisman: Prof. Dr. Siileyman DEMIR

Fizik teorilerinde ¢ok boyutlu cebirsel yapilarin kullanimi, 6zellikle kuaterni-
onlar gibi matematiksel araclarin farkl fiziksel sistemlere uygulanmasi, énemli bir
aragtirma alanidir. Kuaternionlar, literatiirde gesitli tiirleriyle yer almakta ve fizik
teorilerinde sunduklar1 avantajlar kadar bazi sinirlamalarla da dikkat cekmektedir.

Bu tezde, bir Pauli cebri olarak tamimlanan Macfarlane kuaternionlarinin fizik
teorilerindeki bazi uygulamalar1 incelenmektedir. Ilk olarak, kuaternionlarm tarih-
sel gelisimi 6zetlenmig ve cebirsel ozellikleri detayl bir gekilde ele alinmigtir. Daha
sonra, Macfarlane kuaternionlarinin matematiksel yapisi analiz edilmis, 2 x 2 ve
4 x 4 matris temsilleri olusturulmustur. Fiziksel bir uygulama olarak elektromanye-
tizmanin Maxwell denklemlerinin Macfarlane kuaternionik formiilasyonu basariyla
geligtirilmistir. Ayrica, bu cebirsel yapidan yararlanilarak Lorentz doniigsiimleri elde
edilmis ve Maxwell denklemleri 6zel gorelilik ¢ercevesinde yeniden formiile edilmigtir.

Tez kapsaminda, ideal akigkan denklemleri de tanitilan cebirsel yapiyla yeniden
ifade edilmigtir. Bu amagla uygun operatorler tanimlanmig ve denklemler 4 x 4 mat-
ris formunda agikga ortaya konmustur. Son olarak, elektromanyetizma ile akigkanlar
mekanigi arasinda bir benzerlik kurulmus; hem sikigtirilamaz hem de sikigtirilabi-
lir akigkanlar i¢cin Maxwell tipi denklemler tiiretilerek kompakt bir bi¢gimde ifade
edilmigtir.

Anahtar So6zciikler: Kuaternionlar, Maxwell denklemleri, Akigkanlar mekanigi,
Pauli cebri.
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ABSTRACT

REFORMULATION OF FLUID EQUATIONS WITH MACFARLANE
QUATERNIONS

Salih CAKIR
Department of Physics
Programme in Mathematical Physics

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, June 2025
Supervisor: Prof. Dr. Siileyman DEMIR

The use of multidimensional algebraic structures in physical theories particu-
larly the application of mathematical tools such as quaternions to various physical
systems constitutes a significant area of research. Quaternions appear in different
forms in the literature and are notable for both their advantages and certain limi-
tations in physical models.

This thesis investigates selected applications of Macfarlane quaternions, defi-
ned as a type of Pauli algebra, in physical theories. It begins with a brief overview of
the historical development of quaternions and a detailed analysis of their algebraic
properties. The mathematical structure of Macfarlane quaternions is then examined,
and their 2 x 2 and 4 x 4 mmatrix representations are constructed. As a physical
application, a quaternionic formulation of Maxwell’s equations is successfully de-
veloped. Lorentz transformations are also derived within this algebraic framework,
and Maxwell’s equations are reformulated in the context of special relativity.

The equations of ideal fluid dynamics are subsequently re-expressed using the
same structure. Suitable operators are defined, and the equations are presented
in a 4 X 4 matrix form. Finally, an analogy between electromagnetism and fluid
mechanics is established, and Maxwell-type equations are compactly derived for

both incompressible and compressible fluids.

Keywords: Quaternions, Maxwell equations, Fluid mechanics, Pauli algebra.
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1. GIRIS

1835 yilinda heniiz 30 yaginda olan matematikgi ve fizik¢gi William Rowan Ha-
milton, karmagik (kompleks) sayilar1 gergek (reel) sayi ¢iftleri olarak ele almanin bir
yolunu kegfetti. O dénemde matematikgiler genellikle karmagik sayilar1 Argand ta-
rafindan popiilerlegtirilen a + ib bigiminde ifade etmekteydi. Ancak Hamilton, a + ib
ifadesinin ashinda iki gergek sayiy1 ifade etmenin farkli bir yolu olarak diigiinebilece-
gini farketmisti. Ornegin bu say1y1, (a, b) cifti seklinde de ifade etmek miimkiindiir.
Bu gosterim karmagik sayilarin toplanmasini ve ¢ikarilmasini kolaylagtirmaktadir.
Hamilton ayrica, karmagik sayilarin ¢arpilmasi ve boliinmesi igin biraz daha karma-
sik kurallar gelistirmigtir. Bu kurallar, Argand tarafindan kesfedilen hos geometrik
anlam koruyacak gekilde olugturulmugtur [1].

Hamilton bu c¢alismasinin ardindan, uzun yillar boyunca ii¢ boyutlu geomet-
ride benzer rolii oynayacak daha biiyiik bir cebir sistemi gelistirmeye calismigtir.
Ancak bu girigsimlerinde siirekli basarisiz olmustur. Bir keresinde ogluna yazdigi bir
mektupta goyle demigtir; "Her sabah kahvaltiya indigimde, kii¢iik kardegin William
Edvin ve sen sorardin: ‘Baba iigliileri garpabiliyor musun?’ Ben ise her seferinde
iiziintiiyle bagimi sallayarak su cevabi vermek zorunda kalirdim: ‘Hayir, sadece top-
layip ¢ikarabiliyorum’." O dénem farkinda olmasa da kendisine vermis oldugu bu
gorev matematiksel olarak imkansizdi.

Hamilton, 1843 yilinda Royal Irish Academy toplantisina giderken Broom
Bridge olarak bilinen képriiden gecerken bu problemin iistesinden gelmistir. Uclii
say1 sistemiden vazgecip a + bi + c¢j + dk formunda dort boyutlu bir yap1 olan "ku-
aternionlar1" geligtirmigtir [2]. Burada 4, j ve k, —1’in {i¢ farkh karekokiinii temsil
etmektedir. Giintimiizde bu olayin bir hatirasi olarak Broom Bridge’teki bir tag {ize-
rine Hamilton’un orijinal el yazisiyla yazilmig bir metin bulunmaktadir.

Hamilton kuaternionlarin fizik alaninda biiyiik bir rol oynayacagina inani-
yordu. Nitekim kuaternionlarin fizikteki kullanim alanlari, Hamilton’un inancini
bosa ¢ikarmamigtir. Kuaternionlarin ilk olarak fizikte 6nemli kullanim alan kartez-
yen koordinantlarinin kuaternion gosterimleri olarak ifade edilmesinden olugmakta-
dir. Bunun yapildigi en 6nemli ¢aligmalardan biri, Maxwell’in Treatise on Electricity

and Magnetism (Elektrik ve Manyetizma Uzerine Bir Inceleme) [3] eseridir. Ma-



xwell caligmalarinda, denklemleri kartezyen koordinantlarda sunmanin yaninda ku-
aternionik formlarini1 da vermis ve Hamilton tarafindan verilen "tiirev" operatoriinii
kullanmigtir.

Maxwell’in kuaternionlar: kullanim gekli, 1880°li yillarda birbirinde bagimsiz
bir gekilde Gibbs ve Heaviside tarafindan geligtirilen vektor analizinin olugturulma-
sinda 6nemli bir referanstir. Gibbs ve Heaviside [4], elektromanyetizmanin Hamilton
kuaternionlariin ayri ayr1 skaler ve vektorel parcalarini kullanarak formiile edile-
bilecegini fark etmistir. Boyle bir formiilasyonun elektriksel ve manyetik etkilerin
bireysel temsili i¢in daha elverigli oldugunu 6ne siirmiiglerdir. Daha sonra Heavi-
side kuaternionlarin pratik olmayan bir yapisi oldugunu savunmugtur. 19. yiizyihn
sonlarina dogru, fizigin herhangi bir alaninda kuaternionlari kullanmanin degeri,
Nature dergisinde ilging ve hararetli bir tartigma yaratmigtir [5]. Bu tartigmanin
bir tarafinda Tait, McAulay ve Knott gibi kuaternion savunucular: diger tarafta ise
Gibbs ve Heaviside yer almigtir. Bu tartigma "Biiylik Kuaternion Savasi" olarak
adlandirilmigtir. Vektor analizi yontemlerinin standart hale gelmesiyle, kuaternion-
larin degeri biiyiik 6lgiide azalmis olsa da, kuaternionlarin notasyondaki rolii asla
kiicimsenmemelidir. Tait ve McAulay gibi kuaternionlar: kullananlar, defalarca ku-
aternionik formda ifade edilen denklemlerin fiziksel anlamlarinin son derece seffaf
bir gekilde ortaya ¢iktigin1 vurgulamiglardir. 19. yiizyilda kuaternionlara atfedilen
bu seffafligin, modern zamanlarda da bir benzeri goriilmektedir. Ozellikle, kiitlece-
kim teorilerinde modern diferansiyel geometri gibi koordinat bagimsiz yontemlerin
kullanilmasinin, eski tensor yontemlerine kiyasla avantajlar sagladigi bu baglamda
sik¢a dile getirilmektedir [6].

Kuaternionlarin dort bilesenden olugmalar: bu yapilarin da yorumlanma ihti-
yacini beraberinde getirir. Bir keresinde Hamilton, vektor kismin ii¢ uzay boyutunu
temsil edebilecegini, skaler kismin ise zamani temsil edecegini 6ngormiistiir. Bu dii-
siince kuaternionlarin 6zel gorelilige uygulanmasinin temelini olusturmus ve mate-
matiksel ozellikleri 6zel goreliligin tiim ifadelerini sik bigimde tiiretmeyi saglamigtir.
Kuaternionlar ilk defa 1911 yilinda Conway tarafindan o6zel gorelilik teorisine dahil
edilmigtir [7]. Yaklagik bir y1l sonra Silberstein, Lorentz déniigtimlerini kuaternion-
larla ifade etmeyi bagarmigtir [8]. Abonyi ve arkadaglar [9] grup teorisi gergevesinde

Lorentz doniistimlerinin kuaternionik temsilini olugturmug ve sagladigi avantajlar



tartismugtir. Ozel gorelilik denklemlerinin kuaternionlar: kullanarak, zarif bicimde
yeniden formiile edilmesi bu alanda caligan bilim insanlarina yeni motivasyonlar
saglamigtir.

1936 yilinda Birkhoff ve von Neumann [10] kuantum mekaniksel bir sistemin
gercek, karmagik ve kuaternionik alanlar tizerinde bir vektor uzayi olarak temsil
edilebilecegini gostermigtir. Bu ¢aligma, bir kuaternionik temsillere dayali kuantum
mekanigi olabilecegine dair ilk 6rnektir. Daha sonra, kuaternionik kuantum meka-
niginin bir¢ok yonii Finkelstein ve arkadaglar tarafindan ortaya konmustur [11-13].
Ayrica Adler’in kuaternonik kuantum mekanigi ve kuaternionik kuantum alan te-
orisi alaninda caligmalari bulunmaktadir [14-16]. Unlii Tiirk fizik¢i Feza Giirsey
de kuaternionlarin fizik teorilerindeki rolleri {izerine ¢aligmalar yapmigtir. Giirsey,
caligmalarinda kuaternionlar araciligiyla Lie gruplarinin temsillerini ve pargacik fizi-
ginde kullanilan birlegik alan teorilerini [17-19], temel pargaciklarin spin ve izospin
yapilarim1 ve ayni zamanda Dirac ve Yang-Mills teorileriyle olan iligkilerini ortaya
koymugtur [20]. Ustadin calismalarmim detayl bir 6zeti icin Giirsey, groups and
fluids makalesi iyi bir referanstir (http-1).

Ote yandan kuaternionlarin teorik fizigin disinda bircok alanda da kullanilmas:
dikkat ¢ekicidir. Kuaternionlarin diger alanlarda kullanilabiliyor olmasi sliphesiz on-
larin ii¢ boyutlu uzayda dénmeleri temsil edebilmelerinden kaynaklanmaktadir. Or-
negin, Tweed ve arkadaglar [21-23] goziin karmagik dontigsel hareketini kuaternion
cebri kullanarak ifade etmiglerdir. Kuaternionlar ayrica robot hareketleri, bilgisayar
grafikleri ve uzay araci yonelimlerini belirlemek ic¢in gerekli hesaplarda kullanigh ol-
dugu goriilmigtiir [24-27|. Agikga kuaternionlarin bu ¢agdas uygulama alanlari 19.
yiizyildaki kargitlarini muhtemelen sagirtird: [6].

Kuaternion cebri ortaya atildigindan beri literatiirde birgok cesitleri tanitilmig-
tir. 1843 yilinda Hamilton tarafindan bilegenleri reel olan kuaternionlar Hamilton
kuaternionlar1 veya reel kuaternionlar olarak adlandirilir. Bilegenleri karmagik say1
olarak olusturulan kuaternionlar ise kompleks kuaternionlar veya bikuaternionlar
ismini alir. Bikuaternionlar, reel sayilar iizerinde 8 boyutlu bir cebir olugturmakta-
dir. Aynm1 zamanda, yeni baz elemanlar1 ¢arpim kurallar1 tanimlanarak kuaternion
cebirleri olusturmak miimkiindiir. Iki baz elemanin kendi aralarmnda carpimlart +1

alinarak olugturulan kuaternionlara split kuaternion denir. Split kuaternionlar, de-



gismeli olmayan ancak birlesmeli olan bir kuaternion cebri yapisina sahiptir. Ote
yandan Hamilton kuaternionlarinin aksine tiim baz elemanlarinin kendileriyle car-
pimlarinin sonucu +1 alinarak olusturulan kuaternionlara hiperbolik kuaternion de-
nir. Hiperbolik kuaternionlar Alexander Macfarlane tarafindan 1891 yilinda &ne-
rilmigtir [28]. Ancak bu kuaternionlar birlegimli olma 6zelligine sahip degildir. Bu
problemin iistesinden gelmek igin 1900 yilinda Macfarlane, baz elemanlar1 arasinda
yeni garpim kurallarimi éne siirmiigtiir [29]. Boylece birlesme 6zelligine sahip olan
hiperbolik kuaternionlara Macfarlane kuaternionlar1 adi verilir. Macfarlane kuater-
nionlarinin baz elemanlar1 ¢arpim kurallari, spin-1/2 parcaciklarin Pauli matrisleri
ile ayn1 formdadir. Boylece bu kuaternionlar Clifford cebrinin 6zel bir hali olan bir
Pauli cebridir. Bu nedenle zaman zaman Pauli kuaternionlar1 olarak da adlandiril-
maktadirlar [30]. Macfarlane kuaternionlar:, fiziksel teorilerde genellikle Victor L.
Mironov ve Sergey V. Mironov tarafindan gelistirilen sedeon yapilarinda dolayl ola-
rak kullanilmaktadir. Sedeonlar, Macfarlane kuaternionlarinin tensérel carpimiyla
elde edilen ve uzay-zaman simetrilerini iceren 16 bilesenli birlesik bir cebirsel ya-
pidir [31]. Bu yapi, klasik kuaternionlara kiyasla hem skaler-vektér ayrimimi hem
de uzay ve zaman tersinimlerini birlikte ifade edebilme yetenegine sahiptir. S6z ko-
nusu ¢aligmalarda, Macfarlane kuaternionlar: sedeon cebirinin temelini olusturarak
fiziksel biiytikliiklerin uzay-zamansal ozelliklerinin tanimlanmasinda énemli bir rol
oynamaktadir.

Bu tezin amaci, Macfarlane kuaternionalarinin cebirsel yapisini ortaya koya-
rak fizikteki olas1 uygulama alanlar: tartigmaktir. Ayrica Macfarlane kuaternionlarin
elektromanyetizma ve akigkanlar mekanigin temel denklemlerine uygulayarak alter-
natif bir formiilasyon gelistirmektir. Bu tezde ayn1 zamanda Macfarlane kuaternion-
larin soldan ve sagdan ¢arpim gonderimlerine karsilik gelen matrisler tanimlayarak
yeniden formiile edilen denklemlerinin daha agik ve anlagilir sekilde ifade edilebil-

mesine yonelik ¢aligmalar gerceklestirilmigtir.



2. MATEMATIKSEL KAVRAMLAR

Kuaternionlarin cebirsel yapilarinin daha iyi anlagilabilmesi acisindan bu bo-
liimde; grup, halka, modiil, alan ve cebir gibi temel kavramlarin tanimlar1 verilecek-
tir.

Tanim 2.1. Kiime, nesnelerin bir toplulugu veya yigimdr. Bir grup, G kiimesi
ile birlikte, ¢arpma olarak adlandirilan ve genel olarak * sembolii ile gosterilen bir

ikili iglemdir, G x G — G ve asagidaki ozelliklere sahiptir;

a. x birlegimlidir:

(xxy)*xz=ax*(yx*2);

b. G de ¢ € G seklinde sadece birim eleman vardir ve bu eleman igin

L’ T =T *xlL=2T

kogulu saglanir.

c. Her a € G eleman icin a™! seklinde gosterilen ters elemani vardir ve bu eleman

axa ! =a"!%a = kosulunu saglar.
Bir grubun ikili iglemini vurgulamak i¢in (G, x) olarak gosterilir.

Tanim 2.2. Bir grup (G, ), eger her x,y € G igin x xy = y x x kogulunu

sagliyorsa Abel grubu veya degismeli grup olarak adlandirilir.

Tanim 2.3. (G, *) ve (H,o) gruplar olsun. Bir f: G — H gonderimi

flexy) = f(z)o f(y)

kogulunu sagliyorsa bir homomorfizma olarak adlandirilir. Ayni zamanda bire bir ve
tizerine olan bir homomorfizma, izomorfizma olarak adlandirilir. Eger f : G — H
izomorfizmasi varsa, iki grup izomorfik olup, bu durum G = H sgeklinde gosterilir.

Bir grubun kendisine olan izomorfizmasina otomorfizma denir.

Tanim 2.4. Bir G grubunun alt kiimesi olan S eger G’nin ikili iglemi altinda

kendi bagina grup olusturuyorsa G’nin bir alt grubu olarak adlandirilir.



Tanim 2.5. Bos olmayan bir R kiimesi ve bu kiimede iki x ve o iglemlerinden
olugan (R, «, o) {igliisiinii ele alahm. Eger (H,x) bir abel grubu iken ikinci iglem olan
o, R de birlegmeli ise ve x {izerine dagilimlh ise (R, *, o) iigliisiine bir halka denir.
Tanimdan halka aksiyomlar:1 gdyle siralanabilir:

* igleminin saglamasi gereken aksiyomlar:
a. x: (r,y) € RXx R—xxy € R, Vo,y,z,27 ' € R
b. (x*xy)*xz=2x*(y*2z),
C. TXL=1L*T =1,
d zxxt=aolxz=1
€. TXxY=Yy*x
o ikinci igleminin saglamasi gereken aksiyomlar
f.o:(x,y) ERXR—>2x0y€ER
g (xoy)oz==xo0(yoz)
h. (z*xy)oz=(roz)*(yo2)

Tanim 2.6. (R, , o) halkasinda ikinci iglem o degismeli ise halka degismeli
halka olarak adlandirlir. Eger o ikinci iglemine gére R nin bir € birim elemani varsa
halkaya birimli halka denir. Bu iki 6zelligide saglayan halkaya birimli degismeli halka

denir.

Tanim 2.7. (R, *,0) birimli ve degismeli halka olsun ve R’nin sifirdan farkh
her elemanin o iglemine gore tersi varsa, R’ ye cisim denir. Buna gore (R, *,0) bir

cisim ise (R — {0}, %, o) bir abel grubudur.

Tanim 2.8. R birimli ve degigmeli halka olsun. R tizerinde bir modiil, G abel

grubu, a,b,c € R ve o, 8 € G olmak iizere;
(c,a) e RxG = ca €l
seklinde tanimlanir ve agagidaki ozellikleri saglar:

a. cla+p)=ca+cp



b. (a+b)a = aa + ba
c. (ab)a = a(ba)
d. 1I.a=o.

Eger R bir cisim ise R- modiil R iizerindeki bir vektor uzay: ile aynidir.

Tanim 2.9. Bir A cebri, F cismi {izerinde tanimli halkadir ve ayn1 zamanda
F tizerinde vektor uzay: olup iki-lineer (dogrusal) ¢arpma iglemine m : A x A — A
sahiptir (m(x,y)= xy olarak gosterilecektir). Her a € F' ve x,y,z € A olmak iizere

su kosulu saglayan yapidir:
a(zy) = (ax)y = z(ay)

Cebir, eger ¢arpma iglemi x(yz) = (zy)z kosulunu sagliyorsa birlegsmeli olarak ad-
landirihir. Eger ¢arpma iglemi, xy = yx kosulunu saghyorsa, cebir degismeli olarak

adlandirilir.

Tanim 2.10. Bir A cebri

denklemlerinin y # 0 igin her zaman ¢oziimleri varsa bolmeli bir cebirdir denir [32].



3. SAYI SISTEMLERI

Dogada yalnizca dort normlu bolmeli cebir vardir [33]: Reel sayilar (R), kar-
magik sayilar (C), kuaternionlar (H) ve oktonyonlar (Q). Oktonyonlar bu nedenle
doganin en biiyiik bolmeli cebridir. Tiim reel sayilar kiimesi bir dogru olusturur.
Bu nedenle reel sayilar kiimesinin bir boyutlu oldugu soylenir. Bu ifadenin tersi de
sOylenebilir: Bir dogrunun tek boyutlu olmasi, iizerindeki bir noktay1 belirtmek igin
reel saymin yeterli olmasindan kaynaklanir. 1500’lerden 6nce reel sayilar, bilinen
tek say1 sistemiydi. Ancak, Ronesans déneminde hirsli matematikgiler giderek daha
karmagik denklemleri ¢ézmeye ¢aligmis ve en zor problemleri ¢ézenin kim oldugunu

gormek i¢in yarigmalar diizenlenmistir.

3.1. Karmasik Sayilar

Karmagik sayilar ilk olarak 16. yiizyilda kiibik denklemleri ¢6zmek i¢in kulla-
nilmigtir. Clinkii baz1 durumlarda reel ¢éziimler olmasina ragmen, bu ¢oziimleri elde
etmek icin karmasik sayilar kullanmak gerekiyordu. Gerolamo Cardano, 2® = 15z +4

kiibik denkleminin kékiini {0’/ 2+ v—121+ {’/ 2 — /—121 gibi gizemli formiillerle or-

taya koydu. Boylece Cardano karmagik sayilari, cebire sokan ilk kigiydi. Daha sonra
Rafael Bombelli, I’Algebra adli eserinde v/—1 ’i tanimladi ve karmasik aritmetik ku-
rallar1 ilk kez formiile etti. Bombelli denklemin ¢oziimiin z = 4 verdigini gozlemledi
ve Cardano formiiliiyle verilen ifadenin, aslinda x = 4’tin farkli bir ifadesi oldugunu
acikladi. Cardano’dan yaklagik 100 y1l sonra Descartes, bu sayilara kiigiimseyici
sekilde "hayali" ismini koydu ve bugiin hala bu sayilari ¢ olarak kisaltilmaktadir.

Ancak matematikgiler karmagik sayilar tizerine ¢aligmaya devam ettiler [1].

3.1.1. Karmasik sayilar cebri

Reel sayilara, karesi "—1" olan ve ¢ olarak gosterilen say1 eklendiginde karmagik

say1 elde edilir,
C=R®Rs. (3.1)
Oyle ki z karmagik sayist (a, b) reel say1 cifti ile su sekilde yazilabilir:

z=a+ib. (3.2)



Karmagik sayilar ayni zamanda bir cebirdir yani,
(a+1b)(c+id) = (a +ib)c+ (a + ib)id = (ac — bd) + i(ad + be) (3.3)

islemi yapilabilir. Karmagik sayilar cebri hem birlesmeli hemde degismeli bir cebir

yapisindadir. Boylece x, vy, 2z € C olmak {izere

(zy)z = z(y2) (3.4)

Ty = yx (3.5)

esitllikleri saglanir.
Bir z = a + b karmasik sayisinin eglenigi z* olarak gosterilir ve 1’i 1’e ¢’ yi —4¢’

ye gonderen dogrusal bir génderim olarak tanimlanir:
2" =a—1ib. (3.6)
Karmagik saymim normu, N(z) veya |z| ile gosterilir ve
N(z) = |2* = 22* = a® + b* (3.7)
seklinde tanimlanir. Ayni zamanda, 21,29 € C olmak tizere,
N(z1229) = (z2122)(2120)" = 21202527 = (212])(2225) = N(z1)N(29) (3.8)

esitigi gecerlidir. Yani, iki karmagik saymin ¢arpiminin normu, sayilarin normlar:

carpimina esittir. ki karmasik say

Z1 = ap +b12

Zo = ag + bot
seklinde verilsin. Bu durumda,
2129 = (a1ag — b1be) + (a1be + aghy)i.
oldugu aciktir. Yukaridaki sonu¢ kullanildiginda,
(@10 — bibs)? 4 (arby + azby)? = (i + b7) (a3 + b3) (3.9)

ifadesine ulagilir. Diger bir deyisle, iki karenin toplaminin ¢arpimi yeniden iki karenin
toplami oldugu anlamina gelir.

Sifirdan farkh bir z € C — {0} karmagik sayis1 sadece tek terse sahiptir ve su



sekilde verilir:

*

-1 z

z - |Z|2

(3.10)
Ote yandan z; sifirdan farkl olmak tizere z;, 2, € C sayilari ele alimsin. Bu durumda,
NT = 29 (3.11)

denkleminin ¢oziimiinii bulmak i¢in her iki tarafi 2§ ile ¢arpildiginda
21120 = 2} 2 (3.12)

elde edilir. Son olarak |z | sifirdan farkl oldugundan

1 *
= WZl 29 (3.13)

ifadesine ulagilir. Bu sonug (3.11) igin bir ¢6ztim oldugu kolayca goriilebilir. Béylece

karmagik sayilar cebrinin, bélmeli bir cebir oldugu séylenebilir.

3.1.2. Karmasik sayilarin geometrisi

Reel sayilar kiimesininin bir dogru olusturdugundan yukarida bahsedilmigti.
Jean-Robert Argand’in karmagik sayilar tizerine yaptig1 ¢aligmalar, karmagik sayila-
rin diizlem iizerindeki noktalar: tanimladig: fikrini yayginlastirmistir.

Euler formiilii,

¢ = cosf +isinf (3.14)

yardimiyla karmagik sayilari, norm ve faz agist 6 cinsinden polar koordinantlarda
ifade edilebilir. Boylece, herhangi bir z karmasik sayisi agagidaki formda da yazila-
bilir;

z=re. (3.15)

Burada r = |z|'dir. Boylece her karmagik say1, karmagik diizlemde 6 agis1 tarafindan
belirlenen yone sahiptir. Argand’in ¢aligmalari, karmasik sayilarla yapilan cebirsel
islemlerin nasil bir geometrik sonuclar doguracagini da ortaya koymustur.

Bu geometrik iglemleri daha iyi kavrayabilmek i¢in 6ncelikle reel sayilari ele
alalim. Herhangi bir reel saymin eklenmesi veya ¢ikarilmasi diizlemi saga veya sola

kaydirirken, herhangi bir reel say1 ile carpmak veya bolmek dogruyu genisletir veya
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sikigtirir. Bir a + b karmagik sayisinin eklenmesi ise diizlemdeki bir noktayi a ka-
dar saga veya sola b kadar asagi ve yukar1 6telenmesi anlamina gelir. Bir karmagik
say1 ile carpmak ise ayni sekilde diizlemi genisletir ve sikigtirir ancak ayni zamanda
dondiiriir. Bu nedenle 1 sayisii ¢ ile carpmak diizlemi § kadar dondiiriir. Iki defa i

sayisi ile garpildiginda, diizlem yarim tur donmiig olur ve —1 elde edilir [34].

3.1.3. Karmasik sayilarin matris temsilleri

Bir karmagik sayisini, reel say1 ¢ifti ile temsil etmek yerine, 2 x 2 reel matrisleri
kullanilarak temsil edilebilir.

Her ¢ = a + bi karmagik sayisi i¢cin C dogrusal bir 7, : C — C gonderimi,
z+— cz = ar — by + (bx + ay)i (3.16)

seklinde iligkilendirilebilir. Ornegin, z — iz dogrusal doniisiimiiniin saat yoniiniin

tersine § derecelik déndiirme iglemi tanimladigindan bahsedilmigti. Boylece z =

x
T4y = olacak sekilde C ile R? iligkilendirildiginde,

x ax — by a —b| |z
T, = = (3.17)
Y br + ay b a Y

doniigiimii yazilabilir. Boylece ¢ = a+ bi tarafindan belirlenen 7, dogrusal déntigiimii
a —b
b a

matrisi ile ifade edilir. Sonug olarak F': C — M (2,R)

a —b
c=a+1b— (3.18)
b a

gonderimi, C cisminden, 2 x 2 reel matris M (2, R) halkasina, R dogrusal génderimdir.

Oyle ki

10 0 —1 )
F(1)=F = , F@i)=1:= , I"=-F
0 1 1 0
olmak iizere C= I a,b € R » kiimesi, matris ¢arpimi ve toplanmasi al-
b a
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tinda bir cisimdir. Boylece
F:C—=¢C

R- dogrusal déniigtimii bir izomorfzimdir [1].

Cardano’nun da farkina vardigi gibi iki boyutlu say1 sistemi olan karmagik
sayilar daha etkin hesap yetenegi sagliyorken, daha yiiksek boyutlu say: sistemleri
bize neler sunabilirdi? Bu soruya cevap vermek hi¢ de kolay degildir. Onlarca yil
sonra Sir William Rowan Hamilton, kuaternion olarak adlandirdigi daha yiiksek

boyutlu bir say1 sistemi ortaya koymustur.

3.2. Hamilton Kuaternionlari

Kuaternionlarin cebirsel 6zelliklerini vermeden 6nce, karmasgik sayilarin neden
iic boyutlu uzaya genellenemeyecegi tartisilmalidir. Ornegin; a, b, ¢ reel say1 iicliisii
alindiginda karmagik sayilardaki (z,y) carpimina genigletilemeyecegi kolaylikla go-

riilebilir. Ciinkii ij = a+ bi+cj formunda olmahdir. Oyle ki tekrar i ile carpildiginda,
i(ij) = ai — b+ c(if) = ai — b+ c(a+bi + cj) = (ca — b) + (bc + a)i + (¢*)j

elde edilir. Ote yandan, i(ij) = (ii)j saglandig1 varsayilirsa i(ij) = —j olmalidir.
Bu durumda ¢? = —1 olur bu da imkansizdir. Boylece karmagik sayilar, ii¢c boyutlu
birlesmeli reel bir cebire genisletilemez.

Hamilton uzun siiren galigmalarinin ardindan, (ij) ¢arpiminin sonucunun ka-
resi —1’e egit olan bagka bir nicelik olmasi gerektigi sonucuna vardi. Béylece yeni

tanimlanan nicelikle birlikte ¢arpim tablosu su sekilde verilir:

ij =k =—ji, (3.19)
jk =i = —kj, (3.20)
ki=j = —ik. (3.21)

Burada i, j ve k kuaternionik baz elemanlar1 olarak adlandirilir. Kuaternion uzayi
H ile gosterilir ve birim eleman 1 ve ii¢ imajiner birim tarafindan olusturulur. Oyle

ki bir q € H,

ad=qo+ qi+qj+ gk (3.22)
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ifadesi ile verilir. Burada qq, q1, ¢2 ve g3 reel sayilardir. Ayn1 zamanda q kuaternionu

su sekilde de ifade edilebilir:

q = (qo + q17) + (g2 + q3i)J. (3.23)

Bu egitlikten, bir kuaternionun bir karmagik say1 ¢ifti olarak (qic, g2c) = (go+q1i, go+
gs1) diigtiniilebilecegi ¢ikarihr yada denk olarak

H=CaoCj (3.24)
seklinde ifade edilebilir [34].

3.2.1. Hamilton kuaternionlar: cebri

Bu béliimden itibaren kuaternionlarin daha genel ifadeleri i¢in taban elemanla-
rinin temsili (1,14, 7, k) — (eq, €1, es, e3) degisikligi yapilacaktir. Boylece ey, e; ve es,
kuaternionun imajiner taban elemanlarini temsil etmektedir. Bu taban elemanlar:

temsilinde (3.22) ifadesi
q = go€o + qi1€e1 + g2€e2 + gze3 (3.25)

formunu alir. Boylece yeni taban gosteriminde kuaternionlarin taban elemanlar: ¢ar-

pim kurallar:

e] =—1 e;=—1 e;=—1
€1€9 = €3 €3€e] = €9 €263 = €7
€21 = —e3 €13 = —€9 €369 = —€7 (326)

seklinde ifade edilir. Pratik olarak bir q kuaternionunu skaler S(q) ve vektér V(q)

kisimlarindan olugtugu diisiiniilebilir:
q=3S5(q)+ V(q). (3.27)

Burada S(q) = qo iken, V(q) = q = q1e1 + ¢e2 + gses gostermektedir. Tiim
elemanlar1 sifir olan kuaterniona, sifir kuaternion denir.

P, q € H olmak iizere, iki kuaternionun toplami ve fark: yine bir kuaterniondur:

P+ d = (poeo + pre1 + paes + pses) = (qoeo + qrer + ges + gses)

= (po £ qo)eo + (11 £ q1)er + (p2 £ g2)e2 + (p3 £ ¢3)es. (3.28)
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P,q, r € H olmak iizere

(p+qr=pr+aqr, r(p+q)=rp+rq (3.29)

esitlikleri saglanir.

A € R olmak tizere

A(pa) = (Ap)a = p(\q) (3.30)
esitlikleri gecerlidir. Iki p, q € H olmak iizere, kuaternionlarmin carpimi
Pq = (Po€o + p1€1 + p2€2 + pses)(qo€o + q1€1 + g2€2 + gz€3)

= (pogo — P11 — P2g2 — P3q3) + (Poqr + P1go + P2Gs — P3q2)er

+ (Poq2 + P2q0 + P31 — P1g3)e2 + (Poqs + P3go + P1g2 — P2q1)es (3.31)

ile verilir. Bu kuaternion carpimi, R3’te vektorler icin olan siradan skaler ve vektorel

carpim olarak yazilabilir. Oyle ki carpim

PAd=Dodo—P-q+pg+qp+pxq (3.32)

seklinde verilebilir. Burada "-" ve "x" sirasiyla, skaler ve vektorel carpimi goster-

mektedir. Boylece R*’te kuaternion carpimi R-iki dogrusal carpimdir
R* x R* — R
Kuaternion ¢arpimi,

P4 # gqp (3.33)

oldugundan degigsme 6zelligi gostermez. Ote yandan

q(pr) = (qp)r (3.34)

esitligi sagladigindan kuaternion ¢arpimi birlesimlidir. Boylece yukarida verilen egit-
likler gz 6niinde bulunduruldugunda reel kuaternionlar kiimesi H, degismeli olma-
yan ancak birlegsmeli olan bir halka yapisina sahiptir. Ayn1 zamanda H, R kiimesi
tizerinde bir vektor uzayidir [35].

Bir q kuaternionun esglenigi q* seklinde gosterilir ve ey taban elemanini ken-

disine, e, e; ve ez imajiner taban elemanlarini, eksi isaretlisine génderen dogrusal
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bir génderim olarak tanimlanir. Bir kuaternionun eslenigi

q" = qeo — q1€1 — Ga€s — g3€3 (3.35)
seklinde verilir. Ote yandan q, p € H icin carpimin kuaternionik eslenigi,
(Pa)* = (Pogo — P1q1 — P2G2 — P3g3) + (Poq1 + P1qo + P2g3 — P3ga)(—€1)
+(pog2 + P2qo + P3q1 — P1q3)(—e€2) + (Pogs + P3qo + P1g2 — P2q1)(—e3)

(PQ)" = (Pogo — P11 — P2q2 — P3q3) — (Poq1 + P1do + P23 — P3ga)er

— (Pog2 + P2q0 + P31 — P1g3)e2 — (Pogs + P3go + P1g2 — P2q1)€s

iken, kuaternionik egleniklerin ¢arpimi

*

qQ'p* = (qoeo — q1e1 — ez — gses)(poeo — p1e1 — pae2 — pses)
a'P" = (qopo — @1p1 — @22 — q3p3) — (qop1 + QPo + G2p3 — q3p2)er

— (qop2 + G210 + gsp1 — 1p3)e2 — (qops + qspo + P2 — qap1)€s
seklinde verilir. Boylece,
(pa)" =q'p" (3.36)

esitligin saglandigi kolayca goriiliir.
Kuaternion kendi kuaternionik eglenigiyle (3.31) de verilen kurala gére ¢arpil-

diginda, kuaternionun normu elde edilir ve
N()=l¢’=aq" =q'qa=q + ¢ + 6 + ¢ (3.37)
ifadesiyle verilir. N(q) degerinin pozitif bir skaler oldugu agiktir. Ayn1 zamanda norm

N(pq) = (pq)(pa)" = (Pq)(a’P") = p(qq")p" = N(p)N(q) (3.38)

esitligini saglamaktadir. N(q) = 1, esitligini saglayan kuaternionlara birim kuater-

nion denir ve normu sifir olan tek kuaternion sifir kuaternionudur. Gizemli bir egitligi
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gostermek icin (3.38) ifadesinin acik halini ele alalim. Oyle ki esitligin sol tarafi

N(pq) = [(pOQO — P1q1 — P2g2 — P3G3) + (Poq1 + P1go + P2q3 — P3gz)er
+ (Pog2 + P2go + P3q1 — P1g3)ez + (pogs + Paqo + P1ga — p2Q1)€3]
[(po% — P1q1 — P2g2 — P3q3) — (Poq1 + P1go + P2q3 — P3ga)en
— (Pog2 + P2go + P3q1 — P1g3)e2 — (Pogs + P3qo + P1ga — P2Q1)€3] ;
N(pa) = (podo — P1g1 — P2ga — P343)” + (Do + P1o + Pags — P3g2)’

+ (Pogz2 + p2qo + Psq1 — p1Q3)2 + (Pogs + p3qo + P1g2 — p2Q1)2>

seklindedir, sag tarafinin acik ifadesi su sekildedir

N(p)N(q) = (pj + pi + 03+ 13) (a5 + 41 + & + &)

Sonug olarak (3.38)’in agik ifadesi

(po+pi+p3+p3) (05 + ¢+ a5+ a3)
= (poqo — p1q1 — P22 — P3a3)* + (Poqr + P1go + P23 — P3q2)*

+ (Pog2 + 290 + Psq1 — p1Q3)2 + (Pogs + p3qo + P1g2 — 202<]1)2 (3.39)

seklinde yazilabilir. Bu ifade, karmagik sayilar igin (3.9) de verilen egitligin kuater-
nionlar igin olan versiyonudur. Benzer gekilde (3.39), dort kare toplaminin garpimi
yeniden dort karenin toplami oldugu anlamina gelmektedir. Burada su soru sorulabi-
lir: "Hangi n tane kare toplamin ¢arpimi yeniden n karenin toplamini verir? " 1898
yilinda Alman matematikc¢i Adolf Hurwitz n degeri yalnizca 1,2,4 ve 8 oldugunda
esitligin saglandigini géstermigtir [36].

Sifirdan farkh her kuaternionun tersi vardir ve

*

-1__9q

q = 3.40
N(a) 340

esitligi ile tanimlanir. qq, g2 € H — {0} olmak iizere
QT = qz, (3.42)

denklemlerin ¢oziimleri incelendiginde bu denklemlerin ilkini saglayan ¢oziime q;’in

q:’ye gore soldan boliimii denir. Benzer gekilde ikinci denklemi saglayan ¢oziime
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q1’in qo'ye gore sagdan boliimii adi verilir. 11k denklem soldan g3 ile carpilirsa

N(q2)r = g5qs

elde edilir. N(qz) her zaman pozitif bir deger oldugundan, ifade boliim geklinde
yazilabilir ve bu sayede denklemin ¢6ziimii i¢in

. 1
"N

esitligi elde edilir. Ayni iglem diger denklem i¢in de benzer gekilde uygulanabilir. Bu

durum, H'nin degismeli olmayan, birlesmeli ve bélmeli bir cebir oldugunu gosterir.

3.2.2. Hamilton kuaternionlarin geometrisi

Kuaternion carpiminin, vektorlerin skaler ve vektorel carpimlar: icermesi se-
bebiyle, mekanik ve geometrik problemlerde biiyiik kolayliklar saglamaktadir. Bunu

gostermek i¢in denklem (3.22)’de go = 0 alindiginda
q = qi€1 + g2€2 + gse3 (3.43)

vektor kuaternion yada imajiner kuaternion elde edilir. Normu 1 olan imajiner ku-

aternionlar
GHa+a=1

bir kiire olugturur. Dikkat edilirse, +e;, ey ve +e3 karekokii —1 olan tek sayilar
degildir. Ayni zamanda, normu 1 olan imajiner bir kuaternionun da karekoki —1’dir.
Boyle bir imajiner kuaternion @, H iizerinde bir karmagik alt cebir olusturmak igin

kullanilabilir. Oyle ki alt cebir
C={a+bu} (3.44)

formundadir ve burada a,b € R. Karmagik sayilar i¢in olan Euler formiilii kullanil-

diginda
e = cosf + sinf (3.45)
elde edilir. Boylece kuatenionlar su sekilde ifade edilebilir

q=re® = \/N(q)(cos0 + @sinh). (3.46)
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Burada 4, g'nun sanal kismimin yoniinii belirler [34].
Yalnizca ii¢ boyuttaki donmeler dikkate alindiginda, kuaternionun reel kismini

sabit tutan dontigiimlere ihtiya¢ duyulur. Bu nedenle

q~ pap ', (3.47)

doniigiiniimii dikkate almak yararli olacaktir. Doniigiim q” nun normunu otomatik

olarak korur:

N(pap™') = N(p)N(@)N(p~') = N(q).
Boylece doniisiimde, p’ nin normunun énemsiz oldugu goriiliir. Oyleyse p = €@
secilebilir ve bu durumda p~! = p* saglanir. Herhangi bir kuaternion, karmasik say1
cifti olarak diigiintilebileceginden

qd = qic + ¢cJ
seklinde ifade edilebilir. Karmagik sayilar i¢in olan Euler formiilii kullanildiginda
q =rie” + e’ (3.48)
yazilabilir. Sonug olarak

pqp* _ eia (rlezﬂ + rgei‘z’j)e*m
0 i - —ia

= rie?e e 4 rye'®e™(je )

— 1€ 4 ppelit20) (3.49)

elde edilir. Boylece, p = €' igin (3.47) denkleminde verilen doniigiim, hem reel hem
de x yoniinii sabit tutarken yz— diizleminde 2a radyanlik bir donme uygular. Benzer
sekilde e/® ve e* degerleri icin doniisiim sirasiyla, zz— ve xy— diizlemlerinde 2o
kadarlik donmelere kargilik gelir. Boylece {i¢ boyutta bir dénme grubu olan SO(3)

grubunun kuaternionik tanimi

SO(3) ={ar pap™' : p,q € H,[p| = 1} (3.50)

seklinde yapilabilir [34].
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3.2.3. Hamilton kuaternionlarin matris temsilleri

Kuaternionlarin birlegmeli bir cebir olugturduklarindan yukarida bahsedilmigti.
Bu sebeple, karmagik sayilarda oldugu gibi bir gonderim tanimlanarak, kuaternion-
larin matris temsilleri olugturulabilir. Bir ' génderimi,

F:H— M(4,R),

G —q1 —4¢2 —q3
g 9o —43 42

F(q) = F(qeo + q1e1 + q2e2 + gze3) — , (3.51)
q2 g3 o —q1

|43 —42 91 Qo |
H cisminden, 4 x 4 reel matris M (4,R) halkasina bir génderimdir. F' génderiminin
ilk olarak toplama ve ¢arpma i¢in bir homomorfizm sagladigi gosterilip daha sonra

birebir ve tizerine oldugundan bir izomorfizim oldugu kolayca sdylenir [32]. Aym

zamanda taban elemanlarina F' gonderimi altinda

1 00 0 0 -1 0 0
01 00 1 0 0 O
F(eo) = EO = y F(el) = El =
0010 0 0 0 -1
00 01 0O 0 1 0
0 0 -1 0 00 0 -1
0 0 0 1 00 -1 0
F(eg) = E2 = s F(eg) = Eg =
10 0 0 01 0 O
0 -1 0 0 10 0 O

formunu alir. Diger yandan bir kuaternionun 4 x 1 matris formunda da temsil etmek

miimkiindiir. Boylece,

qo0

T T Q1
Q: [q07 q1, 42, q3:| = |:QO7 q:| = (352)
q2

q3

seklinde temsil edilebilir ve burada Q, q € H’nin matris temsilidir.
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4. MACFARLANE KUATERNIONLARI

Hamilton kuaternionlarinin yani sira baz elemanlari carpim kurallar1 degigtiri-
lerek elde edilen bir¢ok kuaternion tiirii meveuttur. Ornegin hiperbolik kuaternion-
lar, baz elemanlarinin kendisi ile ¢carpimlar1 +1’e egit olan kuaternion tiiriidiir. Bir

q hiperbolik kuaternionu

q = qoeo + q1e1 + qes + gzes (4.1)

formundadir ve baz elemanlar1 ¢arpim kurallar

2 2 2
€€y = €3 €3€1 = €9 €s€é3 = €4,
€2€1 — —€3 €13 — —€2 €3y — —€, (42)

seklinde verilir. Baz elemanlar1 carpim kurallarindan degisme 6zelligi saglanmadigi

hemen goriiliir. Ote yandan

(e1ez)es = ezes = —ey

ei(eses) = ejes = +e

ifadeleri gecerli oldugundan, Hamilton kuaternionlarin aksine birlesme 6zelligine de
sahip degillerdir.
1900 yilinda Alexander Macfarlane [29] , bu problemin {istesinden gelebilmek

i¢in yeni baz ¢arpim kurallarini su sekilde tanimlamigtir:

2 2 2
€1 ey = ’L.eg €3e; = ’ieg €2€63 = iel,
€261 — —ieg €1€3 — —’ieg €3€E9 — —iel. (43)

Burada ¢, matematiksel olarak, 1/—1 ’i temsil etmektedir. Hemen gériilebilecegi

uzere,

(e1ez)es = iesey = +e

61(6282) = 616% = +e;

saglandigindan bu carpim birlesmelidir. Boylece birlesme 6zelligi gosteren hiperbolik
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kuaterniona Macfarlane kuaternionu denir ve M ile gosterilir. Hamilton kuaternion-

larinda oldugu gibi, q € M igin

q=5(q)+V(aq)

yazilabilir. Burada S(q) = ¢o kuaternionun skaler kismini temsil ederken, V(q) =
q = q1€1 + q2€5 + gzes ise kuaternionun vektorel kismini gostermektedir. Ayni za-
manda p,q € M olmak {izere iki Macfarlane kuaternionun toplami veya farki, yine

bir Macfarlane kuaternionudur

P+ q = (poeo + pre1 + paes + pses) = (qoeo + qrer + ges + gses)

= (po £ qo)eo + (p1 £ q1)er + (p2 £ q2)ex + (p3 £ g3)es. (4.4)

P,q € M olmak {izere, iki kuaternionun ¢arpimi su kurala gore verilir:

Pq = (poeo + pre1 + paes + pses)(qoeo + qre1 + g2e2 + gses)
= (pogo + P1q1 + P2q2 + P3q3) + (Poq1 + P1go + ip2qs — ip3q2)es
+ (Pogz2 + P2go + ipsq1 — ip1gs)es + (Pogs + P3qo + ip1g2 — ipaqi)es. (4.5)

Burada verilen iki kuaternionun carpim kurali, R? uzayinda vektorlerin siradan ska-

ler ve vektorel ¢arpimlar: cinsinden su sekilde ifade edilebilir :

Pd = pogo + P g+ pog + qop + ip X q. (4.6)

Bir q € M i¢in kuaternionik eglenik, tipki Hamilton kuaternionlarinda oldugu gibi

tanimlanir:
q" = qoeo — q1€1 — G2€2 — g3€3. (4.7)

Hamilton kuaternionlar: tarafindan saglanan (3.36) denkleminin, Macfarlane kuater-
nionlar1 i¢in de saglandigi kolayca gosterilebilir.

Iki Macfarlane kuaternionu p ve g'nun i¢ carpimi

1
<p,q>=5(pq") = §(pq* +qp*) (4.8)

ifadesiyle tanimlanir. Bu i¢ ¢arpim kullanilarak, bir Macfarlane kuaternionu q’nun

normu

N(a) =g/’ =aq" = g3 — ¢ — & — ¢ (4.9)
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seklinde verilir. Dolayisiyla Hamilton kuaternionlarin aksine Macfarlane kuaternion-
larinin normu her zaman pozitif bir skalere egit olamayacagi, sifirdan biiyiik, kiigiik

veya esit degerler alabilecegi sonucu cikar. Oyleyse;

N(q) < 0 i¢in q uzaysal, (4.10a)
N(q) = 0 i¢in q 1s1ksal, (4.10Db)
N(q) > 0 i¢in q zamansal , (4.10¢)

Macfarlane kuaternionu denir. Bdylece, uzaysal ve zamansal Macfarlane kuaterni-

onlarin tersi vardir ve

4 q
=¥ (4.11)

seklinde tanimlanir. Normu 1’e egit olan Macfarlane kuaternionlarina birim kuater-

nion denir. Diger yandan Macfarlane kuaternionlar: i¢in de

N(pa) = (pa)(pa)" = paq’p” = N(p)N(q) (4.12)

esitliginin saglandigl goriiliir.
q ve p iki uzaysal kuaternionunu ele almsin. Yukar’daki tanimdan, N(q) < 0

ve N(p) < 0 oldugu séylenebilir. Ote yandan
N(pa) = (pogo + P11 + paga + p3a3)° — (poq1 + P1do + ipags — ip3g2)”
— (Pog2 + p2qo0 + ipsqn — ip1Q3)2 — (Pog3 + P3qo + iP1g2 — iP2Q1)2 (4.13)

ve

N(P)N(a) = (05 —pi —ps —03) (a5 — ¢ — &5 — ¢3) (4.14)

N(q)N(p) = N(pq) > 0 oldugundan uzaysal Macfarlane kuaternionlar1 garpim
altinda kapali degildir. Ancak q ve p zamansal iki kuaternion oldugunda N(p) > 0
ve N(q) > 0 olur ve N(pq) > 0 saglandiginda zamansal kuaternionlar ¢arpim
altinda kapalidir [30].

Son olarak, bir q Macfarlane kuaternionu, kutupsal formu su sekilde formiile

edilebilir [30]:

q = v/N(q)(cosh ¢ + gsinh ¢). (4.15)
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Burada

\/ﬁ
sinh ¢ = il —fj_\fq(2q—)k e , cosh p = i;)(q),

seklinde tanimlanir ve §% = 1 dir.

4.1. Macfarlane Kuaternionlarin Matris Temsilleri

Macfarlane kuaternionlarin baz elemanlar1 ¢arpim kurallari, spin-1/2 degerli
relativistik olmayan parcaciklarin Pauli matrisleriyle ayni formdadir. Dolayisiyla
Macfarlane kuaternion baz elemanlar1 (eg, ey, €3, e3)— (09, 01,09, 03) degigtirilerek

2 x 2'lik karmasik matris temsilleri elde edilebilir:
q = go€o t qi1€1 + G2€2 + g3€3 —> qo0o + q101 + 202 + §303. (4.16)

Burada (o1, 09, 03) Pauli matrislerini ve oy ise 2 x 2’lik birim matrisi temsil etmekte

olup
01 = ) 02 = ’ 03 = ) 0o = 9 (417)

seklinde tanimlanir. Pauli matrisleri carpimlarinin

2 2 2
0102:2'03 0301 :’igg 0'20'in0'1,
0901 = —103 0103 = —109 0309 = —i071, (4.18)

esitliklerini sagladig1 kolayca goriiliir. Boylece bir q € M, 2 x 2 matris gosterimi

do+qs q1— g2
Q= ! (4.19)
G+ qo—gs
seklinde verilir. Burada Q, bir Macfarlane kuaternionunun matris gésterimini temsil
etmektedir.

Ayni zamanda bir doniigiim yardimiyla Macfarlane kuaternionlar: 4 x 4 matrsi-

lerle de temsil etmek miimkiindiir. Kuaternion ¢arpimi degismeli olmadigindan, F7,
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ve Fi doniigtimleri

FL(X) — gx,

FR(X) — Xq,

(4.20a)

(4.20D)

seklinde verilebilir. Burada x,q € M ve N(q) = 1'dir. F}, ve Fg sirasiyla kuaterni-

onlarin soldan ve sagdan carpimlarina kargilik gelmektedir

&

€y) = qo + q1e1 + g2es + gzes,

&

e1) = q1 + qoer — igzes + iges,

&

(€0)

(e1) =

(e2) = q2 + igze; + qoes — iqi€es,
(es) =

&

€3

g3 — igoe; + +igies + qoes,

Boylece, Fp, doniigimiiniin matris formu

qo
q1
q2

q3

ve Fr doniistimiin matris formu

4o
a1
42
4as

q1
qdo
1q3

—iqo

q1
qo
—iq3

G2

Fr(ep) = qo + q1e1 + qze2 + gses,

Fr(e1) = ¢1 + qoer + igzes — igees,

Fr(e2) = g2 — igze1 + qoes + igszes,

Fr(es) = q3 + iguer — iqies + qoes.

P
—iqs3
do
i

q2
1q3
qo

—iqy

UE]
iG>
—iq1
do

UE]
—iq2
i
do

(4.21)

(4.22)

seklinde verilir. Aym1 zamanda Macfarlane kuaternionlarin taban elemanlari, F, gon-
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derimi altinda su sekilde verilir

1 00

010
F(eo) = Eo =

001

0 00

0 0 1

0 0 O
F(eg) = E2 =

1 0 0

0 — 0

O_
0
0
1

;
i
0
O_

o O = O
)
)

= o O O

Diger yandan bir Macfarlane kuaternionun 4 x 1 matris formunda

T T
Q:[CIU, qi, 42, Q3} :[CIO, Q] -

qo0
q1
q2

q3

o O
o o o =

(4.23)

seklinde temsil edilebilir. q € M ve p € M olmak iizere; qp ¢arpimlar: agagidaki

matris iligkisi ile temsil edilebilir:

QP — o a’
q QOIIS + ZEI
ya da
PQ = Do p’
P pols —ip

Do

qo0

qo q1 q2 qs Do

g1 G0  —ig3  iQ2 p1
G2 193 Go  —iqi| |p2
g3 —ig2 i1qq o D3

GoPo + q1p1 + q2p2 + q3ps3
¢1po + qop1 + i(g2p3 — g3p2)
Q2P0 + qop2 + i(q3p1 — q1ps3)

| aspo + qops + i(q1p2 — q2p1) |

Po M D2 Ps3 qo

D1 Do ips —ip2| | @1
P2 —ips  po P G2
Pz ip2  —ip1 Do q3

, (4.24)

(4.25)

Burada I3, 3 x 3 birim matrisi géstermekte olup q ve p 6zel matrisler su sekilde
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tanimlanir:

Qe
Il

=
I

0 —g
g 0
—q2 Q1

0 —ps
ps 0
—P2 D1

(4.26)

(4.27)

Bu tamimlar altinda Fr ve Fp doniisiimlerine karsilik gelen matrisler sirasiyla su

sekilde ifade edilebilir

T
~ 4o q
Q = .~
q qls—1q
ve
5 | p’
P pols+ip

do
@1
P
a3

Do
y4i
D2

b3
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q1
40
—iq3

g2

b1

Po

ip3
—1ip2

a2

iq3

4o
—iq1

b2
—ip3

Po

ip1

a3
—iq>

i

do

b3

P2
—ip1

Po

(4.28)

(4.29)



5. ELEKTROMANYETIZMADA MAXWEL DENKLEMLERI
5.1. Eylem Fonksiyonelinden Yiiklii Parcacik igin Hareket Denklemleri

Bilindigi {izere, eylem ilkesi (Hamilton Ilkesi), her mekanik sistem icin S ad
verilen ve hareketin gercek durumunda ekstremum deger alan bir integralin var
oldugunu ifade etmektedir. Bu nedenle 05 = 0 degerini alir.

Serbest bir parcacik igin (herhangi bir dig kuvvet etkisinde olmayan pargacik)
eylem integrali referans sistemi se¢iminden bagimsiz olmalidir. Bu nedenle Lorentz
doniigiimleri altinda degismez kalmalidir. m kiitleli serbest bir parcacik i¢in eylem

su sekilde tanimlanir [37]:

b
) —mc/ ds. (5.1)

Burada c 151k siirati, ds ise uzayzaman araligin ifade etmektedir. Belirli bir elektro-
manyetik alanda hareket eden bir parcgacik i¢in eylem, iki terimden olusur: serbest
parcaciga ait eylemi veren (5.1) numaral denklem ve parcacigin alanla etkilegimini
tanimlayan ek bir terim. Bu ikinci terim, hem pargacigin hem de alanin 6zelliklerini
icermelidir. Parcacigin ozellikleri ¢ yiikii ile, alanin 6zellikleri ise bilegenleri koordi-
natlarin ve zamanin fonksiyonu olan dort vektor potansiyeli A, ile karakterize edilir.

Bu nicelikler, eylem fonksiyonelinde su sekilde yer alir:

b
q/ A daxt. (5.2)

Boylece, elektromanyetik alanda hareket eden yiiklii parcacik i¢in eylem fonksiyo-

nelinin tam ifadesi:
b
S = / (—mcds — qA,dx") (5.3)

seklindedir. Burada A, dért vektor potansiyelinin bilegenlerini ifade eder; uzaysal
bilegenleri A vektor potansiyeli, zaman bileseni A = ¢/c ise skaler potansiyel olarak

tanimlanir. Bu durumda eylem integrali,

b
S = / (—meds + qA - dr — qdt) (5.4)
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seklinde yeniden yazilabilir. Bu integral d¢ parantezinde diizenlendiginde

b ds dr
- —me— 4 qA - — ¢ ) dt
S /a < me— +qA - ng)

b 2
S:/ —mc? 1—§—|—qA-v—q¢> dt

ifadesine ulagilir. Buradan, yiikli pargacigin Lagrange fonksiyonu

2
L:—mCQ\/1—Z—2+qA~v—q¢ (5.5)

seklinde ifade edildigi sonucu gikar [37].

Bir elektromanyetik alan i¢cinde bulunan yiiklii bir parcgacik, yalnizca alan tara-
findan uygulanan kuvvete maruz kalmaz; ayn1 zamanda kendisi de alan1 etkileyerek
degistirebilir. Ancak ¢ yiikii yeterince biiyiik degilse yiikiin alan iizerinde etkisi ihmal
edilebilir [37]. Bu varsayim altinda, alanin pargacigin koordinatlarina ve hizina bagh
olmadigr kabul edilerek, belirli bir alanda yiikiin hareket denklemleri tiiretilebilir.

Bu denklemler, Euler-Lagrange esitliginden elde edilir:

d (0L oL

Burada L, (5.5) denkleminde verilen Lagrange fonksiyonudur. Lagrange fonksiyonu-
nun hiza gore kismi tiirevi, genellestirilmis momentumu verir:

oL
%:—m” =+ A =p+gA. (5.7)

Burada p, parcacigin siradan momentumunu ifade etmektedir. Ote yandan

g—f =V(A-v)—qV¢ (5.8)

esitli vektor 6zdeglikleri kullanilarak yeniden diizenlendiginde

g—f:q(v-V)AJrq’vx(VXA)—qVCb (5.9)

ifadesine ulagilir. Bu sonuglar (5.6) numarali denklemde yerine konuldugunda, elde

edilen ifade su formu alir:

% (p+qA)=qv-V)A+qv x (V x A)— ¢V (5.10)

Ancak bu ifadedeki tam tiirev (dA/dt) dt iki kissmdan olugur: ilki, (0A/0t) dt teri-
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miyle temsil edilen, uzayda sabit bir noktadaki vektér potansiyelinin zamana gore
degisimidir; ikincisi ise, parcacigin uzayda dr kadar yer degigtirmesiyle olusan degi-
simdir. Bu ikinci terim matematiksel olarak (dr - V) A seklinde ifade edilir. Dolay-
siyla, tam tiirev i¢in sunlar yazilabilir:

dA 0A
— == - V)A.
i~ o V)

Son olarak bu sonug (5.10) denkleminde kullanildiginda

dp 0A

il bval qVo+qu x (V X A) (5.11)
bagintisi elde edilir [37]. Bu, elektromanyetik alanda bir pargacigin hareket denk-
lemidir. Esitligin sol taraf parcacigin momentumunun zamana gore tiirevidir. Bu
nedenle egitligin sag tarafi da elektromanyetik alanda yiik iizerine etki eden kuv-
vetir. Kuvvet iki kissmdan olusmaktadir. Ik kisim, parcacigin hizina bagl olmayan
kisimdir. Tkinei kisim ise hiz ile orantihdir ve parcacigin hizina diktir. Birim yiik

bagina birinci tip kuvvete elektrik alan siddeti denir ve E ile gosterilir

0A

Birim yiik bagina ikinci tip kuvvete manyetik alan siddet: denir ve B ile gosterilir
B =V x A. (5.13)
Boylece elektromanyetik alanda bir yiikiin hareket denklemi,

d
d—’Z:qEJrqv % B (5.14)

seklinde ifade edilir. Denklemin sag tarafi Lorentz kuvvet: olarak adlandirilir.
Diger yandan A, dort potansiyelini kullanarak

04, 04,
W dar Qv

(5.15)

seklinde tamamen antisimetrik olan elektromanyetik alan tensorii tanimlanabilir.
F,,, tensoriin bilegenleri, A, = (¢/c, —A) degerleri ifade de yerine konularak kolayca

elde edilebilir. Bu tensorel ifadenin matris formu, pu = 0,1, 2, 3 indisleri satirlar v
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indisleri siitlinlar1 etiketledigi g6z oniine alindiginda

0 E,/c E,/c E./c
~BE,Je 0 -B. B,

F,uu = )
-E,/c B, 0 -—-B,
~B.Je —-B, B, 0
0 —E,/Jc —E,/Jc —E./c
E./c 0 —B, B,
o= : (5.16)
E,Jc B, 0  -B,
E.Je -B, B, 0

seklinde olusturulur.

5.2. Maxwell Denklemlerinin Ik Cifti

Daha 6nce verilen (5.12) ve (5.13) denklemlerinden yararlanarak sadece E ve B
niceliklerini igeren denklemler tiiretilebilir. Bunun igin (5.12) denklemin rotasyoneli
alindiginda,

0B
E=—-——— 1
V x T (5.17)

ifadesi elde edilir. Ote yandan (5.13) denklemin diverjansi alindiginda,
V-B=0 (5.18)

sonucuna ulagilir. Bunlar, Maxwell denklemlerinin ilk ¢ifti olarak bilinir. Ancak bu
iki denklem, alanlarin 6zelliklerini tam olarak belirleyemezler.

Ayni1 zamanda vektorel ifadeleri verilmis denklemlerin integral formlar1 da ko-
layca elde edilebilir. Denklem (5.18)’in hacim tizerinden integrali alindiginda ve daha

sonra Gauss teoremi kullanildiginda,

/(V-B)dvz]{B-ds

ifadesi elde edilir. Burada dS, dV hacmini saran ylizey elemanidir. Sonug olarak,

]{B-dszo (5.19)

(5.18) ifadesinin integral formudur. Bir vektoriin yiizey iizerinden integraline, vek-

toriin ylizey boyunca akisi denir. Boylece her kapali ylizey boyunca manyetik alan
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akis1 sifirdir.

Denklem (5.17)'nin bir yiizey iizerinden integrali alinip daha sonra Stokes te-

/(VxE).dsz]fEdl

elde edilir. E vektoriin tiirevinin yiizey tizerinden integrali, onun sinirda (yani ytizeyi

oremi kullanildiginda,

gevreleyen egri iizerinde) aldigy degere esittir. Boylece (5.17) denkleminin integral

B
%E-dl——E/B-dS (5.20)

seklindedir. Bir vektoriin kapali bir kapali yol iizerindeki integraline, vektoriin ka-

formu,

pali yol etrafindaki dolagimi denir. Elektrik alanin dolagimina, verilen kapali yol’daki
elektromotor kuvveti denir. Boylece herhangi bir kapali yol’daki elektromotor kuv-
vet, bu kapali yol tarafindan sinirlanan bir yiizeyden gecen manyetik akinin zamanla
degisiminin eksi degerine esittir. Ayn1 zamanda (5.17) ve integral ifadesi olan (5.20)
Faraday yasasi olarak adlandirilir.

Sonug olarak, Maxwell denklemlerinin ilk ¢ifti (5.16) yardimiyla tensorel formda

su ifadeyle verilir

oF,, O0F,, O0F,
L X p

oz° | Ozt | Oz 0 (5:21)

5.3. Stireklilik Denklemi

Bir dV hacim bolgesindeki yiikiin zamanla degisimi su sekilde verilir:

% pdV. (5.22)

Diger yandan, birim zamandaki yiik degisimi, birim zamanda hacmi terk eden ya
da tersine hacme giren toplam yiik miktarina baghdir. Hacmi siirlayan yiizeyin dS
biiytikliigiindeki bir alan elemanindan birim zamanda gecen yiik miktari, pv - dS' ile
ifade edilir. Burada v, dS elemaninin bulundugu uzay noktasindaki yiikli parcacigin
hizini; dS vektori ise ylizeyin diga bakan normal dogrultusunu gosterir. Bu nedenle,
pv - dS ifadesi hacimden bir yiik ¢ikigi s6z konusuysa pozitif, disaridan hacme bir
yik girisi varsa negatif deger alir.

Birim zamanda belirli bir hacimden ¢ikan toplam yiik miktari, kapal yiizey
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lizerinden alman yiizey integrali ile § pv - dS bigiminde verilir. Bu agiklamalar dog-
rultusunda su sonuca ulagilir:

0

g pdV = —]{pfv.dS. (5.23)

Bu denklem siireklilik denklemi olarak adlandirilir ve yiikiin korunumun integral

ifadesidir. Ote yandan pv ifadesinin akim yogunlugu oldugu dikkate alindiginda

0
_ dV = — & 1dS.
t/p 7{]5

seklinde yazilabilir. Gauss teoremi uygulanarak bu ifadenin diferansiyel formu aga-

gidaki gekilde elde edilir:

denklem

/ (% +V -j) dV = 0. (5.24)

Keyfi dV hacmi i¢in saglanmasi gerektiginden, siireklilik denklemin vektorel ifadesi

ap

.G = 2
at+Vj 0 (5.25)

seklinde verilir.

5.4. Elektromanyetik Alanda Eylem Fonksiyoneli

Elektromanyetik alan ve iginde bulunan parcaciklardan olusan sistemin toplam

eylem fonksiyoneli S, ii¢ kisimdan olugur [37]:
S = Sy + Sy + St (5.26)

Burada S,,, yalnizca parcaciklarin ozelliklerine baglh olan yani serbest parcaciklar
icin olan eylem fonksiyoneli olarak tanimlanir. Tek bir serbest parcacik i¢in eylem
fonksiyoneli (5.1) denklemi ile verilmisti. Birden fazla parcacik bulunmasi halinde,

toplam eylem herbir parcacigin eylemlerin toplamina egittir:

Sm:—ch/ds.

Ote yandan (5.26) ifadesinde S,,, parcaciklar ile alanlar arasindaki etkilegime

bagli olan eylem kismini ifade eder. Bu durumda denklem (5.2) verilen eylem par-

32



cacik sistemi igin

Smf = —Zq/Audx“

ifadesini alir. Bu toplamin herbirinde A, ilgili par¢acigimn bulundugu uzayzaman
noktasindaki alanin potansiyelleridir.

Son olarak (5.26) ifadesinde Sy, yalnizca alanin kendi 6zelliklerine bagh olan,
yani yiiklerin yoklugunda alan igin olan eylemi temsil eden kismidir. Simdiye kadar
belirli bir elektromanyetik alandaki yiiklerin hareketiyle ilgilenildiginde, Sy miktar:
onemli degildi. Clinkii bu terim parcaciklarin hareketlerini etkilememektedir. Ancak
alanin kendisini belirleyen denklemler bulunmak istendiginde gereklidir [37].

Sy eylemin formunu olugturmak i¢in elektromanyetik alanin ¢ok 6nemli bir
ilkesi olan siiperpozisyon ilkesinden yararlanilmahdir [37]. Bu ilke, bir yiikler sistemi
tarafindan iiretilen alanin, her bir yiikiin ayri ayri iirettigi bireysel alan giddetlerin
bir vektdrel toplamina esit oldugunu ifade etmektedir. Dolayisiyla alan denklemleri,
dogrusal diferansiyel denklem yapisinda olmalidirlar. Bu durumda Sy eylemi

1
4,“06

Sy = / F, F™ dIl (5.27)

formunda yazilabilir. Boylece en genel eylem su gekilde yazilir:

S = —ch/ds— Zq/A,,dx” - /FWF””dH. (5.28)

4ppc

Burada dIlI = dVdt = cdt dx dy dz’dir, yani integral uzaym tamami ve verilen iki
an arasindaki zaman boyunca alinir.

Burada artik yiiklerin belirli bir alandaki hareketini incelerken oldugu gibi,
kiiciik oldugu varsayilmamaktadir. Bu nedenle A, ve F},, gercek alani yani dig alan ile
parcaciklarin kendileri tarafindan iiretilen alanin toplamim ifade ederler. Dolayisiyla

artik yiiklerin konum ve hizlarma baghdirlar [37].

5.5. Maxwell Denklemlerin Ikinci Cifti

Artik sistemin potansiyelleri koordinatlar olarak iglem gordiigiinden eylem ilke-
sinden alan denklemleri bulunurken potansiyellere gore varyasyon yapilmalidir [37].

Bu nedenle (5.28) denkleminde ilk terim sifirdir, béylece

1 1
08 = — / - {j“éAM + —5(FWF’“’)} dll =0 (5.29)
¢ 4po
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ifadesi elde edilir. Burada j* = (¢p, j) dort akim yogunlugu vektoriidiir. Ote yandan
E,F*) = 0(F)F" + F,,(0F") = 2F"0F,,

ve

0A 0A
F, = - r
K oxH ox?

denklemleri kullanildiginda,

1 1 0 1 0
0S=— [ =< 7"0A, + —F"—00A, — — F"—0A, ;dll =0 5.30
/ c {J b 200 Oxt 200 Ox¥ H} (5:30)
bulunur ve integralin ikinci ifadesinde p ve v indisleri degis-tokus yapildiginda,
1 1 0
0S=— [ =< j#0A, — —F"—0A, ¢ dll = 31
° /C{J " ope 0w ”} y 31
sonucuna ulagilir. Denklemi daha agik bir hale getirmek i¢in asagidaki ifade ele
alisin,
oFm 0
(FPHA)dIl = —0A, + F'""——0A, | dll
/V( 2 /(&UV n Ox” ”)
oOFH 0
= | ——0A,dII Fr——§ A, dlIl.
oxv M * / Oxzv M

Bu ifadelerde Gauss teoremi kullamlarak, (5.30) numarali denklemde yerine yazildi-

ginda, asagidaki sonuca ulagilir:

1 1 OF™ 1
55— L / {j“ 19 } A — — [ FwsA,dS =0, (5.32)
c fo OxY LoC

Sabit u¢ varyasyonu yapildiginda, sinirdaki potansiyel degisimleri sifir olacagindan

ikinci terim ihmal edilir. Boylece,

1 1 8F‘“’
_ - o —

ifadesi elde edilir. Bu esitligin, keyfi 64, degisimleri icin her durumda saglanmasi
gerektiginden, agagidaki sonug elde edilir:

OF™w
ox?

——— (5.34)

Bu tensorel ifadenin sirasiyla g = 0 ve g = 1,2, 3 icin vektdrel bi¢imi alindiginda,

asagidaki denklemler elde edilir:

v.E=" (5.35)
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1 0F .

Bu denklemler, Maxwell denklemlerinin ikinci ¢iftini olugturur [37]. Denklem (5.35)
ve (5.36)’da verilen €, ve py, sirasiyla boglugun elektriksel ve manyetik gegirgenligini
temsil etmektedir. Bu ifadelerin integral formlarini da elde etmek miimkiindiir. Bu-
nun i¢in denklem (5.35) hacim elemam iizerinden integrali alinarak Gauss teoremi

uygulanirsa,
1
]{E -dS =— [ pdV (5.37)
€o

sonucu elde edilir. Boylece, kapali bir ylizey boyunca elektrik alan siddetinin akisi,
yiizey tarafindan smirlanan hacim icerisindeki toplam yiike esittir. Bu denklem
Gauss Yasasi olarak bilinir.

Esitlik (5.36)’1in yiizey integrali alindiginda ve Stokes teoremi kullamldiginda

%B.dl /E dS+uo/de /<uog—|— -~ at)dS (5.38)

ifadesi elde edilir. Boylece, manyetik alanin herhangi bir kapali yol etrafindaki dolagi-

1se

minin bir kapali yol tarafindan sinirlanan bir ylizeyden gecen gercek ve yerdegistirme
akimlarinin toplamina esit oldugu goriiliir.

Potansiyeller cinsinden (5.12) ve (5.13) denklemlerinde tanmimlanan E ve B
ifadelerinin elde edilen son iki denklemde kullanilmasi suretiyle, Maxwell denklem-
lerinin potansiyeller cinsinden ifadesine ulagilabilir. Ornegin (5.35) denkleminde kul-
lanildiginda,

v+ 2 5 (V- A) = Epo (5.39)

elde edilir. Benzer gekilde (5.36) denkleminde potansiyel ifadeleri yerine yazildiginda,

(V2A _ 6—128;—;‘) v (V A+ 12 gf) — (5.40)

sonucuna ulagilir. Bu son iki denklem, (5.35) ve (5.36) de verilen Maxwell denklem-
lerine denktir.

Potansiyel ifadelerinden ¢ikarilabilecek bir diger 6nemli sonug onlarin ne 6lgiide
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tek olarak belirlenebilecegidir. Ornegin (5.12) ve (5.13) denklemlerinde,

A=A+V/ ¢ = —%- (5.41)

doniigiimleri altinda alanlarin degismeyecegi aciktir. Dolayisiyla potansiyellerde ya-
pilan bu doniigiim, alanlar1 etkilemez. Bu nedenle potansiyeller tek bir sekilde belirle-
nemezler. Vektor potansiyel keyfi bir fonksiyonun gradyani kadar, skaler potansiyel
ise ayn1 fonksiyonun zamana gore birinci dereceden tiirevi kadar keyfidir. Bu de-
gismezlige, ayar degigmezligi adi verilir. Bu keyfilik (5.39) ve (5.40) denklemlerini

basitlegtirmek icin kullanilabilir. Bunlardan biri Coulomb ayaridir ve
V-A=0 (5.42)

kogulu saglamaktadir. Bu kogul altinda (5.39) denklemi,

Vip=—L
€0

ifadesine indirgenir. Bir diger énemli ayar segimi,

1 0¢
LA T = 4
V- A+ 27 0 (5.43)

seklindedir ve Lorenz ayari olarak adlandirlir. Lorenz kosulunun en 6nemli 6zelligi,
bir referans sisteminde saglayan potansiyellerin diger referans sistemlerinde de sag-

liyor olmasidir, yani goreli olarak degismez bir karaktere sahiptir [37].

5.6. Manyetik Monopol igeren Maxwell Denklemleri

Onceki béliimde tiiretilmis olan Maxwell denklemleri manyetik tek kutuplar
yani izole manyetik yiikleri icermemektedir. Manyetik tek kutuplarin varhigi uzun
yillar teorik tartigmalarin konusu olmusg, ancak heniiz dogrudan gozlemlenmemis-
tir [38-41]. Ancak, manyetik monopollerin varhigina yonelik deneysel aragtirmalar,
ozellikle CERN’deki ATLAS ve MOEDAL deneyleri tarafindan yiiriitiilen giincel
calismalarla aktif olarak devam etmekte ve bu parcaciklarin kiitlesine ve yiikiine
dair siirlar giderek daraltilmaktadir [42-44|. Manyetik tekm kutuplarin varliginda,
Maxwell denklemleri daha simetrik bir bi¢imde yeniden yazilabilir, elektrik ve man-
yetik alanlar arasinda dogal bir dualite saglanabilirdi.

Manyetik tek kutuplar: igeren genellestirilmis Maxwell denklemleri dogal birim
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sisteminde asagidaki gibi verilir:

V.E =p,, (5.44a)
0B
E=—y —— .44b
V x Jm = 5 (5.44b)
V -B = p,, (5.44c¢)
OF
V x B = je + E (544d)

Burada p. ve j,, sirasiyla elektrik yiik yogunlugu ve elektrik akim yogunlugu vek-
tortinii temsil ederken, benzer sekilde p,, ve 3,,, sirasiyla manyetik yiik yogunlugu
ve manyetik akim yogunlugu vektoriinii géstermektedir. Bu denklemlerin simetri-
sinden hareketle, elektrik alan ve manyetik alan potansiyeller cinsinden, ¢, ve ¢,,
skaler potansiyeller A., A,, vektor potansiyeller olmak iizere,

0A,

E=-——--Vi.—VxA, (5.45)
B:—ag—tm—v¢m—|—V><A€ (5.46)

formunda ifade edilir. Diger yandan elektrik ve manyetik potansiyeller i¢inde Lo-
renz ayar se¢imine benzer ayar se¢imi yapilabilir. Boylece elektrik potansiyeller i¢in

Lorenz ayari,

99e
ot

YV-A =0 (5.47)

iken manyetik potansiyeller i¢in Lorenz ayari

OPm -
otV AL =0 (5.48)

ifadesiyle verilir.
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6. MAXWELL DENKLEMLERININ MACFARLANE KUATERNION-
LARIYLA YENIDEN FORMULASYONU

Bu boliimde, 6nceki boliimde hem tensdrel ifadesi hemde vektor notasyonuyla
ifade edilen Maxwell denklemlerinin Macfarlane kuaternionlar: kullanilarak yeniden
formiilasyonu yapilacaktir.

Dort boyutlu diferansiyel operatorii Macfarlane kuaternion terimleriyle su se-
kilde tanimlanabilir

0 0 0 0 0
D—aeg—l—%elea—yeg—l—&eg— a—l-v (61)

Burada eg, e1, e5 ve e3 (4.3)" te verilen Macfarlane kuaternionlarin taban elemanla-
ridir. Diferansiyel operatoriin kuaternionik eglenigi, (4.7)’da oldugu gibi

0 0 0 0 0
aeg - %61 a—yeg - £63 == a -V (62)

D* =

seklinde tanimlanir.
Onceki boliimde elde edilen Maxwell denklemlerinin, Macfarlane kuaternion

terimiyle elde etmek i¢in pg = ¢g = ¢ = 1 oldugu varsayilsin. O halde Maxwell

denklemleri,
0B
E
VxB:aa—tJrj, V.B=0 (6.3b)

formunu alir. Burada, £ = E,2@ + E,y + E.2 ve B = B,& + B,y + B.Z sirasiyla
elektrik alan ve manyetik alanin bilegenleri gostermektedir, aynm1 zamanda Z,y ve 2
i¢ boyutlu kartezyen uzayin birim vektorleridir. Yiik yogunlugu p ile ifade edilirken,
akim yogunlugu vektori j = j,@ + j,y + j.2 seklinde ifade edilir.

Ote yandan, ¢ skaler ve A = A, + A,9 + A.2 vektér potansiyellerini bir-
likte ifade edilmesine olanak taniyan Macfarlane kuaternionik potansiyel su sekilde

olugturulabilir :
A = ¢€0 + Axel + Ay62 + AZ€3 == ¢ + A. (64)
Denklem (4.23) yardimiyla Macfarlane kuaternionik potansiyeli A matris formunda

T
A= o, A, A, Az] (6.5)
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ile gosterilir. Dort boyutlu Macfarlane kuaternionik diferansiyel operator potansiyel

A iizerine uygulanirsa,

oA~ [2 %] a

0
{V A—l—aﬂ—k{ﬁ%—Vd)—l—szA (6.6)

sonucu elde edilir. Burada elde edilen esitligin skaler kismi (5.43)’de verilen Lorenz

ayaridir. Vektorel kisim igin (5.12) ve (5.13) denklemleri g6z oniine alindiginda,

carpim su sekilde yazilabilir
DA =F. (6.7)
Burada F, Macfarlane kuaternionudur ve agik hali su sekilde verilir

F=-FE+iB=(-E,+iB,)ei+ (—E,+iBy)e; + (—E.+iB,)es

= F,e; + F,es + Fle;. (6.8)

Operatorlerin 4 x 4 matris temsillerinden yararlamlarak (6.7) denkleminin mat-

ris formu olusturulabilir. Boylece,

ba—|n V1)
V 25+iV| |A
I T S B 0
_ 5w Tl i | | A _ | B +iB, (69)
a% iZ 2 —iZ| |4, —E,+1iB,
_% —ia% 2 2 | 4] | —E. +iB. |

matris elemanlar (5.12), (5.13) ve

(5.43) denklemlerinin

06 04, 04, +8A 0
ot odx Oy 0z ’
a£x+gi>+ ( _%> — _E, +iB,,
8t +g§+ ( >:_Ey+iBy’
i () e

ile verilen acik ifadelerinin elde edilmesini saglar.
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Diger yandan, eglenik diferansiyel operatér D*, F {izerine uygulandiginda

; 9 :
D'F = {a—v} [—E +iB)
{V E—%—€+VXB:|+i|:%—?+VXE+V'B (6.10)

elde edilir. Burada imajiner kismin vektorel ifadesi Maxwell denklemlerinin Faraday
yasasina kargilik gelirken, skaler ifadesi manyetik tek kutbun var olmadigi anlamina

gelen Maxwell denklemine kargilik gelmektedir. Boylece ¢arpim
D'F =1J (6.11)

formunda yazildiginda Maxwell denklemleri geffaf ve kompakt formu elde edilmig

olur. Burada J,
J = p—i—jzel +jy€2 +jx€3 = p—i—] (612)

formunda olup, Macfarlane kuaternionik akim yogunlugudur. Ote yandan (4.24)
denkleminde verilen Macfarlane kuaternionlarin matris ¢arpimlarindan yararlana-
rak (6.11) denkleminin agik formunu da elde etmek miimkiindiir. Béylece (6.11)
denkleminin 4 x 4 matris formu

I

DF=1J (6.13)

seklinde olup matris ¢arpimi agagidaki gibidir

(o _o _o _ol|[ o ]
ot ox dy 0z

5 & i —ig| | —E.+iB,
—% iy & im | | By +iB,

|~ iy e & | |[E-+iB:)

aEgc 8Bw OFE, OFE OB, OB
_ +Z +Z<ay - azy>+<8y - azy> (6 14)
_9B, 4 ;o8 0B, _ OE, 0B, _ 0B, ' '
T it i (% )+ (5 — %)
&ugc

T oz 0z

Ey
8Ez+ZBBz+Z(3 _881%) <

ox

ox

Sonug olarak, (6.14) ifadesinde verilen matrisin elemanlari, (6.3) numarali denklem-
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lerin asagida agikca yazilmig bigimlerine karsilik gelmektedir:

‘aa% +z‘a§’;x +i (8;; ) (%)Z ) = Ja, (6.16)
_%Jr a£ +i (88% ) ( ) = Jy, (6.17)
_88% Haaljz L (8815; 3;; > N (382 %“;) — . (6.18)

Boylece, 6nceki boliimlerde tensorel ve vektorel bicimlerde ifade edilen Maxwell
denklemlerinin, Macfarlane kuaternionlar1 kullanilarak estetik ve tekil bir formda

ifade edilebilecegi gosterilmigtir.

6.1. Dalga Denklemlerinin Macfarlane Kuaternionlariya Yeniden Formii-

lasyonu

Ayrica Macfarlane kuaternionlar: kullanilarak potansiyeller ve alanlar i¢in dalga
denklemlerine de kompakt bir form kazandirilabilir. Bunun igin (6.7) denklemine
eglenik diferansiyel operatér D uygulandiginda ve denklem (6.11) sonucu kullanildi-

ginda,
LA =1J (6.19)
ifadesine ulagilir. Burada [, d’Alambertian operatori olup

* * 82
D_DD_DD_(@—V) (6.20)

formundadir. Boylece (6.19) denklemin agik ifadesi

52 02 0*A
L Rl R

seklinde verilir. Bu durumda skaler potansiyel i¢in dalga denklemi,
82¢

T ~Vip=0p (6.21)

seklinde olup, vektor potansiyel i¢in dalga denklemi,

D*A
ot?

~ VA= (6.22)

formundadar.
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Diger yandan, (6.11) denklemine diferansiyel operatoér uygulandiginda,
EF = DJ (6.23)

ifadesine ulagilir. Bu esitligin sol tarafi

2 _, , ’E [0°B _,
{ﬁ—V}[—EJﬂB]——{atz—VE}+Z{(%2—VB]

formunda olup, sag tarafi

{%+V] [+ 3] = [%Jrvy} + {%—FVp—l—iV xj}
seklinde verilir. Burada esitligin sag tarafindaki ilk parantez, (5.25) numaral denk-
lemde verilen siireklilik denklemine kargilik gelmektedir. Sonug olarak, yukaridaki
egitliklerin taraf tarafa karsilagtirilmasiyla elde edilen elektrik ve manyetik alanlar
icin dalga denklemleri,

O’E 5

e V2E = ~5 ~ VP (6.24)
2
B

aw ~V?B =V xj, (6.25)

bi¢iminde ifade edilir:

6.2. Manyetik Tek Kutup igeren Maxwell Denklemlerinin Macfarlane Ku-
aternionlariyla Yeniden Formiilasyonu
Uygun genellestirilmis Macfarlane kuaternionik operatorler tanimlanarak man-
yetik tek kutup iceren Maxwell denklemleri sik ve geffaf bir bicimde yeniden formiile
edilebilir.

Genellegtirilmis Macfarlane kuaternionik potansiyel A,
A=A +iA,, = (¢ — Ae) + (¢ — Apn) (6.26)

ifadesiyle verilebilir. Burada A, ve A,,, sirasiyla elektrik yiikii ve manyetik yiik i¢in
kuaternionik potansiyelleri temsil etmektedir. Boylece, genellestirilmis potansiyel A,
bu iki kuaterniyonik potansiyelin kompleks bir kombinasyonunu olugturur.

Denklem (6.2)’de verilen diferansiyel operatoriin eglenigi D*, genellegtirilmig
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potansiyel A tizerine uygulandiginda,

) 0 :
D*A = |:§—V:| [Ae+ZAm]
_ |99 ([ Obm
= {(% +V A6+z< BT +V Am)]
+[—85‘:6—Vqse—vxAm+i<—8‘g%—V¢m+Ver)] (6.27)

ifadesi elde edilir. Denklemin sag tarafindaki ilk parantezde yer alan reel kisim,
elektrik yiikii i¢in Lorenz koguluna; imajiner kisim ise manyetik yiikiin varhigindan
kaynaklanan Lorenz koguluna kargilik gelmektedir. Denklemler (5.47) ve (5.48) sa-
yesinde bu parantez sifirlanir. Ote yandan, vektorel kisim igin (5.45) ve (5.46) denk-

lemlerinde verilen tanimlar dikkate alindiginda, yukaridaki ifade zarif bir bicimde
D*A =F (6.28)

seklinde yazilabilir. Burada F, genellestirilmis Macfarlane kuaternionudur ve agik

hali su gekilde verilir:
F=FE+i/B=(E,+iB;)e; + (E, +iB,)es+ (E, +iB,)es. (6.29)

Benzer sekilde, diferansiyel operator D, genellestirilmis alan F {izerine uygu-

landiginda
DF = 2+V |E +iB]|
ot
E B
:{V-E+%—t—VxB]+¢{V-B+VxE+%—t (6.30)

sonucuna ulagilir. Bu durumda, Macfarlane kuaternionlariyla tanimlanan genelles-

tirilmis elektromanyetik akim yogunlugu su sekilde ifade edilirse:
J=Jc+iJm = (pe —J) +i(pm — 31n) (6.31)

denklem (6.30)’deki ifade, asagidaki kompakt formda yazilabilir:
DF =J. (6.32)

Bu denklemin sol ve sag taraflarindaki reel ve imajiner bilesenler kargilagtirildiginda,
(5.44) ile verilen manyetik tek kutuplu Maxwell denklemleri, kompakt ve estetik bir

bi¢imde elde edilmis olur.
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7. LORENTZ DONUSUMLERI VE MACFARLANE KUATERNION-
LARI

Pauli cebrinin dogas: geregi 6zel gorelelik teorisine uygulanmasi kaginilmazdir.
Baylis ve Jones, Pauli cebirini dig elektromanyetik alanlar i¢indeki yiikli pargacik-
larin goreli dinamiklerini aragtirmak igin kullanmig ve 6zel goreli fenomenler igin
basitlegtirilmig bir cebirsel gergeve sunmuslardir [45]. Daha sonra, Dirac cebirine
kiyasla basitligine ragmen Pauli cebirinin 6zel goreli fenomenleri formiile etmede
egdeger etkinlik sundugunu gostermis, Lorentz doniigiimleri i¢in diizeltme agisinin
sifir oldugunu ortaya koymus ve belirli doniisiim kombinasyonlar: i¢in yeni sonug-
lar ttiretmiglerdir [46]. Pauli cebri kullanmlarak uygun déniigiimler tiiretimi ve goreli
gercevede manyetik monopol iceren Maxwell denklemlerin formiilasyonu Baylis ve
Jones tarafindan gergeklestirilmigtir [47].

Macfarlane kuaternionlar: yardimiyla Lorentz doniigsiimlerini elde etmek igin
bikuaternionlarin kullanimia benzer bir yol izlenebilir [32,48,49]. K(t,z,y, z) ey-
lemsiz referans sistemi ve bu eylemsiz referans sistemine gore sabit v hiziyla z-ekseni
yoniinde haraket eden K'(t',2',y/, 2’) referans sistemi diigiiniilstiin. q birim Macfar-

lane kuaternionu olmak iizere
r —r' =qrq (7.1)
doniigiimi, (4.8) denkleminde tamimlanan i¢ ¢arpimi korur:
/ / ! Ik ]' ! I* ! %
<x,y >=S5(xy") = 5 (xy" +yx")
1 * * *

5l(axa)(d@’y*q") + (aya)(a™x"q")]

1 * * * *
§[qu q" + qyx*q’]

1 * * *
= dl;(xy" +yx)lq
=qS(xy")q =<xy>.

Bir uzayzaman noktasi (ct, z,y, z), Macfarlane kuaternion formalizmi gergevesinde

su sekilde ifade edilebilir:
r=ct+r. (7.2)

Burada da onceki boliime uygun olarak ¢ = 1 oldugu varsayilsin. Alternatif olarak,
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(4.15) denkleminden Macfarlane kuaternionunun kutupsal formu su sekilde temsil

edilebilir:
r = /N, (cosh ¢ 4 Tsinh ¢). (7.3)

Dolayisiyla, bu iki kuaternion temsili agagidaki iligkileri ima eder:

t /r -
: sinh ¢ = . T, N, =t* —r.r. (7.4)
VN, VN,

Buna uygun olarak, birim kuaternion gq’nun kutupsal formu su sekilde ifade edilebilir:

cosh o =

q = cosh(60/2) + gsinh(0/2) = qo + q. (7.5)

Burada q, z-ekseni yoniindeki birim uzaysal vektor ve € doniisiim parametresidir.

Boylece donitigiim

rq = /N, [cosh ¢ cosh(6/2) + G cosh ¢ cosh(0/2) + 1 sinh ¢ cosh(60/2)
+ (& - q) sinh p sinh(0/2) + i(T x q) sinh ¢ sinh(0/2)] (7.6)

ve

qrq = \/ﬁr[ cosh ¢ cosh?(6/2) + ¢ cosh ¢ cosh(8/2) sinh(6/2)

+ #sinh ¢ cosh?(0/2) + (& - §) sinh ¢ cosh(/2) sinh(6/2)

+i(F x q) sinh ¢ sinh(6/2) cosh(0/2)

+ § cosh psinh(0/2) cosh(6/2) + (§ - §) cosh psinh?®(6/2)

+ (q - #) sinh ¢ sinh(#/2) cosh(6/2)

+i(q x t) sinh ¢ cosh(0/2) sinh(0/2)

+ §(t - ) sinh @ sinh?(6/2)

— § x ( x q) sinh ¢ sinh*(6/2)] (7.7)
ifadesine ulagihir. Trigonometrik ve vektor 6zdeslikleri kullanarak esitlik tekrar dii-

zenlendiginde su formu alir:

r' = qrq =[t coshf + (£ -§)y/r - r sinh 0]
+[@tsinh@ +F+r-r+q(f-q) vr-r (coshd — 1)]. (7.8)
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Skaler ve vektor kisimlar taraf tarafa eglendiginde

t'=1t coshf + (f-q)y/r - r sinh0, (7.9)
r'=qtsinhf+¢r-r+q(f-q)vr- r(coshf—1) (7.10)

ifadelerine ulagilir. Standart formiilasyona uygun olacak sekilde

v 1

q= Too Coshézvz\/l—_iv2 (7.11)
tamimlar1 yapildiginda, doniigtim su formu alir:
t'=~(t—x- v), (7.12a)
' = y(x — vt), (7.12Db)
Yy =, (7.12¢)
2=z (7.12d)

Doniiglimler, v yonii boyunca, ozellikle de x-ekseni boyunca standart Lorentz do-
niigiimlerini temsil eder. Ters Lorentz doniigiimlerini tiiretmek igin hiz, v — - v

alinarak elde edilir:

=t + 2" - v), (7.13a)
r =z + vt') (7.13b)
y=y, (7.13c)
z=2 (7.13d)

Klasik elektromanyetizmanin goreli formiilasyonunu sunmadan 6nce, Lorentz donii-
stimleri altinda operatorlerin ve alanlarin doniigiim 6zelliklerini géstermek énemlidir.
Denklem (6.1)’de tanimlandigi gibi dort boyutlu diferansiyel operatér D agagidaki

formda yazilabilir:

D = Dte,,. (7.14)
Burada,
g 0 0 0
pr=(2 2 9 < 1
(@t’@x’@y’@z) (7.15)

ile ifade edilir. D* bilegenleri (7.12) denkleminde verilen koordinant doniigiimlerine
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benzer sekilde donitigiir. Doniigiim altinda bilegenler su sekilde hesaplanabilir:

0 0 Ox¥

= . 1
ox'*  Ox¥ dx'* (7.16)
Sonug olarak, D diferansiyel operatorii Lorentz dontigiimleri altinda
0 0 0 0 0
D=gr vV =t o oy T ga e = e (11
formunu alir. Burada %, %, a%' ve % bilesenleri
0 0 0
i _- —_ 1
ot 'Y(at”ax)’ (7.182)
0 0 0
— - _ 1
or ! <(9a: +“azt) ’ (7.18b)
) 0
_d 7.18
oy Oy’ (7.18¢)
0 0
i 1
0z 0z’ (7.184)

ifadeleriyle verilir.
Ote yandan (6.4) denkleminde verilen kuaternionik potansiyel Lorentz dénii-

stimleri altinda, koordinant doniigiimlerine benzer bir hal alir:
A— A =qAq= (0 +q)A(p+q) (7.19)
ve agagidaki sekilde ifade edilir,

A'= (g0 +a) (200 +qd+ @A+ A-q+iAxq)
= (¢ +q-q0+20A - q)

+ (A + 20009 +q-(q-A) — g x (A xq)). (7.20)
Denklem (7.5)’de verilen ifadeler yukarida yerine konuldugunda,

¢ = ¢coshf + qsinh A, (7.21)
A'= A+ qsinhf ¢+ §(q- A)(coshd — 1) (7.22)
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ifadelerine ulagilir. Sonug olarak bilegenlerin son hali

¢ =7(¢ —vA,), (7.23a)
AL = y(A, — vo), (7.23b)
A= A, (7.23¢)
A=A, (7.23d)

formunu alir. Diferansiyel operatér D’, kuaternionik potansiyel A’ {izerine uygulan-

diginda
0
A / / /
D'A |:at/+V:|[¢ + A'],
a¢/ / / !l aAl . / /
[Gt’ +V. A] [qu + o +:1V XA], (7.24)

ifadesi elde edilir. Esitligin skaler kisminin (7.18) ve (7.23) denklemleri yardimiyla

ZfﬁV’ A'—V(;Jrva%)v(cb—UAx)Jrv(angU%) V(As — v9)
04, | 0A.
dy 0z
¢ ,0A, 0  0A, A, L0
- {Gt Yo T e T

0A, 0¢ L 94y 04, 0A,
ot or 0Oy 0z

06 0A,\ 0A, 0A
A2 2 il z Y z
=7 U>(8t+8x>+8y+8z
99 -
— VA0 (7.25)

sagladigl gosterilebilir. Agikca burada Lorenz ayar degismezinin siradan bir ayar
degismezi olmadigi, Lorentz doniigiimleri altinda degigsmez kalan bir ayar oldugu

gosterilmigtir. Boylece (7.24) denklemi
D'A' =F (7.26)
bi¢ciminde kompakt formda ifade edilebilir. Burada F’,

F =_—E +iB (7.27)
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olup, potansiyel terimleri cinsinden agik ifadeleri
0A’
o'’

B' =V'x A (7.29)

E =-V'¢ (7.28)

ile verilir. Elektrik E ve manyetik alanlarin B Lorentz dontigiimleri altinda nasil
dontigtiiklerini ortaya koymak i¢in F'nin doniigiimler altinda nasil davrandigi ince-

lenmelidir. Bunun i¢in
F - F =q'Fq (7.30)

doniisiimiiniin i¢ ¢arpimi korudugu test edilmelidir. Doniisiimiin agik hali su sekilde

elde edilir:
F'=(q—q)(—E+iB)(q +q)
=(@w—q)(-wE—-E-q—iExq+igB+iB-q— B xq)
= —[(q§+q-q)E+2qoB x q—2q-(E-q)]
+i[(q§+q-q)B—2q@E><q—2q-(B-Q)] (7.31)
Denklem (7.5)’de verilen ifadeler yukaridaki denklemde yerine konuldugunda
E' = Ecoshf + B x qsinhf — (E - §)(cosh — 1))
B’ = Bcoshf — E x §sinh6 — (B - §)(coshf — 1))

ifadelerine ulagilir. Burada (7.11) denkleminde verilen tammlar kullanildiginda, Lo-

rentz doniisiimleri altinda E ve B donitigiimleri su gekilde elde edilir

E’zv(E+va—”'<f§'”))+”'(£'”), (7.32)
B/zv(B—vxE—”'(g”)>+v'(£'”). (7.33)

Kargilik gelen bilegen alanlarinin Lorentz doniisiimleri dikkate alindiginda, bu donii-

siimler su sekilde ifade edilir:

E. = E, B. =B, (7.342)
E?; =v(E, —vB,) B?’J = v(B, +vE,) (7.34Db)
E. =~(E.+vB,) B, =~(B, —vE,). (7.34¢)

49



Ote yandan, diferansiyel operatoriin eslenigi D’* ile genellestirilmis alan F’
tizerine uygulandiginda
D/*Fl — 2 _ V/ [—E/ + ZB,]
ot
OFE' ] _ {8B’

:{V-E—i—V x B — 57 414 5

+ V' % E] (7.35)

ifdaesine ulagilir. Sonug olarak, bu ¢arpim, genellestirilmig bir akim vektori kulla-

nilarak su sekilde yazilabilir:

D*F' =1J. (7.36)
Burada genellestirilmis akim vektorii

J=p+7 (7.37)

formunda olup Lorentz déniigtimleri altinda denklem (7.21)’de belirtildigi tizere do-

niigiir ve bdylece akim vektoriiniin bilegsenlerinin su sekilde elde edildigi kolayca

gosterilebilir:
p'=7(p—vja), (7.38a)
e =Yz — vp), (7.38b)
=y (7.38¢)
J. = Js (7.38d)
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8. AKISKANLAR MEKANIGININ TEMEL DENKLEMLERI

Evrende gordiigiimiiz bir¢ok olay1 aciklamak i¢in akigkanlar mekanigine bag-
vurulur. Akigkanlar mekaniginde ele alinan nicelikler makroskobik oldugundan, bir
akigkan siirekli bir ortam olarak kabul edilebilir. Bu, akigkanin igerisindeki herhangi
bir kii¢lik hacim elemaninin her zaman ¢ok sayida molekiil icerdigi anlamina gelir.
Buna bagh olarak sonsuz kii¢iik hacim elemanlarindan bahsedildiginde, her zaman
fiziksel olarak sonsuz kiiciik yani {izerinde ¢aligilan hacim ile kargilagtirildiginda ¢ok
kii¢lik ancak molekiiller arasi mesafelerle kargilagtirildiginda biiyiik hacim elemanlar:
oldugu kastedilir. Bu kii¢iik hacme, akigkan parseli adi verilir.

Hareket eden akigkanin durumunun matematiksel tanimi, akiskanin hiz1 v =
v(x,y, z,t) ve akigkana ait termodinamik niceliklerin, 6rnegin basing ve yogunluk
dagilimini veren fonksiyon yardimiyla yapilabilir.

Akigkanin durumunun matematiksel tanim iki farkl sekilde agiklanabilir. Bir
akigkan1 Lagrange bakis acgisiyla ele almak icin akigkanla birlikte hareket etmek ve
hareketli parsellerde akigkan ozelliklerini belirlemek gerekir. Lagrange analizi, be-
lirli kavramsal ve matematiksel avantajlara sahiptir ancak dogrudan deneyle iligkili
degildir; ¢iinkii akigkandaki 6l¢iimler, genellikle akigkanin bir noktadan gecerken,
uzayda sabit bir noktada gergeklegtirilir [50]. Bu sebeple akigkanin 6zelliklerini sabit
bir  noktasinda zamanin bir fonksiyonu olarak gozlemlendigi Euler bakig agisini
se¢cmek avantaj saglayacaktir.

Bu iki bakis agis1 arasinda iliski ortaya konulmaldir. Ornegin, dv/dt tiirevi,
uzaydaki sabit bir noktadaki akigskanin degigim oranini degil, uzayda hareket eden
belirli bir akigskan parcaciginin hizindaki degisim oranim ifade eder. Bu tiirev, sa-
bit noktalara atifta bulunan nicelikler cinsinden ifade edilmelidir. Bunu yapmak igin
belirli bir akigkan pargaciginin hizindaki dv degisimin dt siiresince iki kistmdan olug-
tugu diistiniliir: Uzayda sabit bir noktada dt siiresince hizindaki degisim, digeri ise
ayni anda, dr kadar bir mesafede bulunan iki noktanin hizlar1 arasindaki degisim. Ilk
kisim agik zaman bagimliligindan (Jv/0t)dt seklinde ifade edilir. Burada (dv/0t)
tiirevi z, v, z sabitken yani uzayda sabit bir noktada almir. Tkinci kisim ise

ov ov ov
dr— + dy— + dz— = (dr -
er * y@y * e (dr-V)v

seklinde ifade edilir. Sonug olarak bir akigkan pargaciginin tiirevi, sabit noktalar
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cinsinden

dv Ov

olarak ifade edilir. Bu ifadedeki
D 0
= _ = . 2
i = 1 (v-V) (8.2)

operatori akigkanlar dinamiginde maddesel tiirev (material derivative) olarak adlan-
dirlir. Bu ifade agikca, akigkani takip eden bir zaman tiirevidir ve Lagrange zaman

tiirevini, akigkanin Euler bakis agis1 cinsinden ifade eder.

8.1. Siuireklilik Denklemi

Klasik elektromanyetizmada oldugu gibi akigkanlar mekaniginin en temel denk-
lemlerinden biri de belirli bir hacim bolgesinde maddenini korunumunu ifade eden
siireklilik denklemidir. Uzayin belirli bir Vj hacim boélgesinde akigkanin toplam kiit-
lesi [ pdV seklindedir. Burada p, akigkanin yogunlunu ifade ederken, integral tiim V;
hacmi iizerinden alinir. Elektromanyetizmada siireklilik denklemi tiiretilirken veri-

len aciklamalar tekrar dikkate alindiginda, birim zamanda V[, hacminden digar1 akan

j{pfwds

kadardir. Diger yandan, V) hacminde birim zamanda akigkanin kiitlesindeki azalig

sivinin toplam kiitlesi

0
——= d
ot / pdv
seklindedir. Bu iki ifadenin egitliginden
0
5 pdV:jI{pv-dS (8.3)

elde edilir. Esitlikte ki yiizey integrali Gauss teoremi yardimiyla

jgpv~dS:/V~(pv)dV

hacim integraline doniigtiiriliir. Boylece (8.3) denklemi

/[%+v-(pv)]dvzo
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formunu alir. Bu denklem herhangi bir keyfi hacim i¢in saglanmasi gerektiginden

% +V - (pv) =0 (84)

siireklilik denklemi elde edilmis olur. Ote yandan, fizikte bu tiir denklemlerle sikca
kargilagilir, ¢iinkii korunum yasalarimin gegerli oldugu her durumda bu denklemler
ortaya cikar. Ornegin elektrodinamikte, (5.25) denklemiyle ayni formdadir. Akis-
kanlar mekanigi icin p kiitle yogunlugu ve 3 = pwv kiitle akim yogunlugu olarak
tanimlanabilir.

Bu ifadeyi, (8.2) yardimiyla maddesel tiirev cinsinden

Dp

seklinde de ifade edilebilir.

8.2. Ideal Akigkan Denklemleri

Akigkanda bir hacim bolgesi gz 6niine alindiginda bu hacim bolgesine etkiyen

—j[pdS

hacmi sinirlayan yiizey iizerinden alinan integrale egittir. Burada p, hacmin yiizeyine

toplam kuvvet [51],

etkiyen basinctir. Yiizey integrali hacim integraline doniistiiriildiigiinde

—j{pdS:—/VpdV

ifadesi elde edilir. Boylece akigkanin birim hacim bolgesine —Vp kadarlik kuvvet

etki ettigi soylenebilir. Dolayisiyla akigkanin hacim elemaninin hareket denklemi

dv
b v 8.6
P p (8.6)

seklindedir. Burada tiirev, (8.1) denkleminden yararlanilarak sabit noktalar cinsin-

den yazildiginda

1
5 T Vv = ~Vp (8.7)

formunu alir. Bu denklem, akigkanlar dinamiginin en temel denklemlerindedir ve ilk
kez 1755 yilinda Leonhard Euler tarafindan elde edildiginden Euler denklemi olarak

adlandirhir. Akigkan hacmine etkiyen diger herhangi bir f kuvvetin varhiginda ve
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maddesel tiirev kullanarak Euler denklemi su sekilde verilir:

At —%Vp—i— 7 (8.8)

Hareket denklemi ve siireklilik denklemini tiiretirken, akigkandaki i¢ siirtiin-
meleri (viskozite) ve akigkanin farkll kisimlar arasindaki 1s1 aligverigi sonucunda
meydana gelebilecek enerji kaybi siireclerini dikkate alinmamigtir. Dolayisiyla bu
denklemler yalnizca termal iletkenlik ve vizkozitenin onemsiz oldugu akiskan hare-
ketleri i¢in gecerlidir. Bu tiir akigkanlarin ideal oldugu soylenir. Diger bir deyisle,
(8.7) denklemine uyan akigkanlar, ideal akigkan olarak adlandirilir [51].

Ayni zamanda Euler denklemi sadece hizi icerecek gekilde de diizenlenebilir.

Bunun i¢in, vektor analizinden
1
(v-V)v= QVU2 —v x (V xv) (8.9)

formulii hatirlanirsa, (8.7) denklemi

ov - 1%
F U X (va)——;Vp—§Vv (8.10)

halini alir. Denklemin her iki tarafin rotasyoneli alindiginda, sadece akigkan hizin

igeren agagidaki denklem elde edilir:

%(va):Vx (v x V xv). (8.11)

Burada
w=Vxuv (8.12)

vektorii, vortisite (girdaplik) olarak adlandirilir ve akigkanin uzayda herbir noktada
nasil kivrildigini tanimlar. Bu tanim altinda denklem (8.11),

%—L:+V><(w><v):0 (8.13)

seklinde yazilabilir. Bu vortisite denklemidir ve akigkanin zamanla girdap cizgileri-
nini nasil gerildigini ve biikildiigiini belirtir.

Akigkanimn farkli kisimlar arasinda (ve tabiki ona bitigik cisimler arasinda) 1s1
aligveriginin olmamasi, hareketin akigskan boyunca adyabatik oldugu anlamina gelir.
Bu nedenle ideal bir akigkanin hareketinin zorunlu olarak adyabatik oldugu var-

saylmahdir [51]. Adyabatik harekette herhangi bir akigkan pargacigimin entropisi
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parcacik uzayda hareket ettikce sabit kalir. Birim kiitle bagina entropi s olarak ifade
edildiginde adyabatik hareket i¢in;
Ds ds

Dt dt
denklemi gecerlidir. Bu ifadenin agik hali agagidaki formda yazilabilir:

O0s
5 - V)s=0. (8.14)

Bu ifade, ideal bir akigkanin adyabatik denklemi olarak bilinir. Béylece (8.4) denk-

lemi kullanilarak entropi i¢in siireklilik denklemi

d(ps)
ot

+ V. (psv) =0 (8.15)

yazilabilir. Burada psv ¢arpimi, entropi aki yogunlugudur [52].

Eger entropi baslangigtaki bir anda sivinin hacmi boyunca sabitse, sivinin daha
sonraki herhangi bir hareketi icin sabit degerini koruyacaktir. Bu durumda adyabatik
denklem basit¢e s = sabit formunu alir. Béyle bir akigin isentropik oldugu séylenir.
Akigkanlarin isentropik oldugu varsayimi altinda denklemler daha simetrik bir hal
almaktadir. Ornegin, (8.7) denklemini farkli bir formda elde etmek icin harcketin

isentropik oldugu kullanilabilir. Bunun i¢in
dh =Tds+ Vdp (8.16)

termodinamik iligkisini veren denkleminden yararlanilabilir. Burada h, akigkanin
birim kiitle bagina entalpisi ve T sicakliktir. Hareketin isentropik oldugu varsayildi-

gindan
1
dh =Vdp = ;dp (8.17)
sonucu elde edilir. Bu esitlik (8.7)’de kullanildiginda denklem
E + (’U : V)U =-—-Vh (818)

formunu alir.

95



8.3. Dolanimin Korunumu

Genel olarak

r:]{v-dl (8.19)

integraline, kapali yol etrafindaki hiz dolanim denir [51]. Akigkan i¢inde bir akigkan
kapali yolu yani akigskan parcaciklarindan olugsan bir kapali yol diisliniilsiin. Zamanla
bu parcgaciklar hareket edecek ve kapali yol onunla birlikte yerdegistirecektir. Hiz
dolagiminin zamanla nasil degistigi merak edildiliyorsa

D
Z dovd
Dt )"°

integrali hesaplanmalidir. Burada maddesel tiirev kullanilmaktadir, ¢iinkii hareket

eden akigkanin kapali bir yol etrafinda nasil degistigi incelenmektedir. Boylece

D Dw D(dl)

ifadesi elde edilir. Ote yandan

D(dl) Dl
Dt Ef_dv

74@ Cdv = ]{d(l/%z)

esitligi de yazilabilir. Ancak toplam diferansiyel kapali bir yol boyunca sifirdir. Boy-

lece

D Dv
sonucu ¢ikar. Euler denkleminden Dwv/Dt = —Vh yerine yazilip Stokes teoremi
kullanildiginda

}4 V x (Dv/Dt) - dS — 0 (8.20)
ifadesi elde edilir. Sonug¢ olarak

D
- -dl = 21
= j’{ vodl=0 (8.21)

ifadesine ulagilir. Boylece, ideal bir akiskanda kapali bir akiskan kapali yolu etrafinda
hiz dolagimi sabittir. Bu, Kelvin teoremi olarak bilinir. Bu sonuca Euler denklemini

kullanarak ulagildigindan akigkanin isentropik varsayimi igerdigi unutulmamalidir.
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Teorem, isentropik olmayan akigkanlar i¢in gegerli degildir [51]. Bu sonucun bir diger

gikarimi Stokes teoremini kullanarak
fv-dl:/va-dS:sabit (8.22)

seklinde yapilabilir. Bu sezgisel olarak girdapin akigkanla birlikte hareket ettigi an-
lamina gelir. Boylece akigkanda baglangigta V x v = 0 ise tiim hacim boyunca bu

korunacaktir. Bu tip akigskalara potansiyel akis adi verilir.

8.4. Sikistirilamaz Akiskan Denklemleri

Akigkanlarin aktigi pek ¢ok durumda, yogunluklarin degismez oldugu yani akis-
kanin hacmi ve hareketi boyunca sabit oldugu varsayilabilir. Bagka bir deyisle, bu
gibi durumlarda akiskanin gozle goriiliir bir sikigmasi ya da genislemesi s6z konusu

degildir. Bu dururum, (8.5) denklemine uygulandiginda
V-v=0 (8.23)

basit formunu alir. Dolayisiyla yogunluk, genel bir durumda oldugu gibi bilinme-
yen bir fonksiyon olmadigindan, sikigtirilamaz bir akigkan i¢in akigkanlar mekanigi
denklem seti sadece hizi iceren denklemler olarak alinabilir. Ayn1 zamanda sikisti-
rilamazlik kogulu altinda Euler denklemini de diizenlemek miimkiindiir. Yogunluk
akig boyunca sabit kabul edildiginden denklem (8.7),

g—;’ —vx (Vxv)==V(p/p+1/20%) (8.24)

seklinde verilir. Burada (p/p+ 1/2v?), Bernoulli enerji fonksiyonunu ifade etmekte-
dir.

8.5. Sikistirilabilir Akiskan Denklemleri

Akigkanin yogunlugunun sabit olmadigi, akis boyunca cesitli parametrelere
bagl olarak degistigi durumlar olabilir. Bunlardan en yaygini, barotik akigkanlardir.
Bir barotropik akigkan, basincin yogunlugun bir fonksiyonu olarak verildigi p(p)
ifadesiyle tamimlanir. Boylece denklemler, cesitli termodinamik iligkiler kullanarak

daha simetrik bir hale sokulabilir. Bunun igin (8.17) denkleminde, dp = (0p/dp) dp
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esitligi yazilip, a® = (9p/dp), ses hiz1 tanimi kullanmildiginda

(12
dh = —dp (8.25)

elde edilir. Boylece (8.4) denklemi entalpi cinsinden yeniden diizenlendiginde

%Jr(v-V)fH—aQV-v:O (8.26)

formunu alir. Sonug olarak, (8.18) ile birlikte (8.26) denklemi, sikigtirilabilir bir ideal

akigkanin diger bir degisgle barotik akigkanin denklem takimi olugturmaktadirlar.
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9. AKISKANLARIN MAXWELL-TiPI DENKLEMLERI

Tarih boyunca belirli fiziksel nicelikler i¢in dinamik modeller ve analojiler kur-
mak yeni teorilerin geligtirilmesinde 6nemli olmustur. William Thomson hentiz 17
yvasinda yazdigi ilk makalelerinde elektriksel kuvvetin, elektrik ytiklii iletkenlerin bu-
lundugu bir bolgede nasil dagildigini anlamak i¢in sonsuz bir kat1 igerisinde 1smin
akig dagilimiyla karsilagtirmigtir. Bu durumda eg potansiyel yiizeyler, izotermal yii-
zeylere karsilik gelirken elektrik yiikii 1s1 kaynagi gibi davranmaktadir.

1846 yilinda W.Thomson elektriksel niceliklerle elastik nicelikler arasindaki
benzerlikleri de aragtirmigtir. Gerilme durumunda olan sikigtirilamaz bir elastik ka-
tinin denge denklemlerini incelemis, elastik yerdegistirmeyi temsil eden vektoriin
elektriksel kuvvet dagilimina benzetilebilecegini gostermistir. Ancak Thomson’in ¢a-
ligmalar1 o donemde ilgi ¢gekmemigtir.

Daha sonra Thomson’in bu galismalar1, Faraday’in Deneysel Arastirmalar kita-
bindan haberdar olan Maxwell’in de benzer bir yol izlemesini saglamistir. Faraday’in
kuvvet ¢izgileri fikrinden ¢ok etkilenen Maxwell, bir akigkanin akis cizgilerini, serbest
uzayda elektrik alan ¢izgileri olarak alinabilecegini éngérmiistiir [53|. Bu tartigma ve
daha fazlas1 E.T.Whittekar'm A History of The Theories of Aether and FElectricity
(Eter ve Elektrik Teorilerinin Tarihi) kitabinda ele alimmigtar.

Bu benzerlikler 1s1g1nda akigkanlar mekanigi denklemleri elektromanyetizma-
daki Maxwell denklemlerine benzer dort adet dogrusal formda yeniden formiile etme
¢abasi anlagilir olacaktir. Boyle bir ¢aligmanin amaci, halihazirda iyi bilenen bir te-
orinin teorem ve ¢oziim tekniklerini yeni teoride kullanmaya calismaktir. Ik olarak
1960’11 yillarda belirli akigkan problemleri i¢in Maxwell denklemlerine benzer ifadeler
yazilmigtir [54-56]. Daha sonra Marmanis, yiiksek Reynolds sayilarinda sikigtirila-
maz akigkanlar igin Navier-Stokes denklemini, Maxwell denklemleri formunda ifade
edilebilecek bir analoji kurmay1 bagarmigtir [57]. Bu analojiye gére Lamb vektorii,
elektrik alana (FE) karsilik gelirken vortisite, manyetik alana (B) karsilik gelmek-
tedir. Sikigtirilabilir akigkanlar icin Maxwell denklemlerinin tam formu Kambe ta-
rafindan ortaya konmugtur [58]. Bir diger makalede [59] ise elektrodinamikte kulla-
nilan Lorentz kuvvet yasasini ve Poynting teoremini akigskan dinamiginde yazmay1

basarmiglardir. Daha sonra Thompson ve Moeller elektromanyetizma ve akigkanlar
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mekanigi arasindaki bu analojiyi plazma fizigi alanina uygulamiglardir [60]. Bu bo-
liimde hem sikigtirilabilir hem de sikigtirilamaz akigkanlarin Maxwell tipi denklemleri

vektorel formda elde edilecektir.

9.1. Sikigtirilabilir Akigkanlarin Maxwell-Tipi Denklemleri

Sikigtirilabilir akigkanlara iligkin denklemler bir 6nceki béliimde elde edilmistir.

Ote yandan, (8.18) denkleminde (8.9) &zelligi kullanildiginda

WwXv= _aa_zt; — V(h+1/2v%) (9.1)

elde edilir. Burada,
(=wXxw (9.2)
ifadesi Lamb vektori olarak adlandirilir ve
Q=h+1/20° (9.3)

ifadesi toplam enerji fonksiyonudur. Bu yeni tanimlar altinda (9.1) denklemi

ov

formunu alir. Bu denklemin diverjansi alindiginda

_ a 2
V(=2 (V v) - V0

elde edilir. Esitligin sag tarafi, Maxwell denklemleri géz 6niinde bulunduruldugunda

akigkan yiik yogunlugu olarak yorumlanir:

0 2
= ——(V -v) - V. .
4=V v) -V 9
Sonug olarak
V(=4 (9.6)

esitligi Lamb vektoriiniin kaynaklarinin, hiz gradyanlari ve entalpi oldugu anlamina
gelmektedir.
Denklem (9.4) rotasyoneli alindiginda ve vortisite tanimi kullanildiginda

V x({= —88—6: (9.7)
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iligkisi elde edilir. Bu egitlik, acisal hizin zamanla degisiminin Lamb vektorii olan
Coriolis kuvveti tarafindan verilen torka egit oldugu anlamina gelmektedir.
Denklem (8.12)’de verilen vortisite tanimindan goriilecegi gibi vortisitenin di-

verjansi sifirdir:
V. .w=0. (9.8)

Bu, vortisite akisinin bir tiip boyunca korundugunu anlamina gelir. Elektromanye-
tik teorideki duruma benzer gekilde, bunun bir akigkan mekaniginde monopol (tek
kutup) vortisite kaynagimin yoklugu oldugu gikarimi yapilabilir [61].

Son olarak, Lamb vektoriin zamanla nasil evrildigi ortaya konmalidir. Bunun
i¢in (9.4) denklemin zamana gore birinci mertebeden tiirevi alindiginda

2
S

ot o at
ifadesi elde edilir. Egitligin sag tarafindaki ikinci terim, (8.26) denklemi kullanilarak

yeniden diizenlendiginde

o¢ v
2
ve
¢  d*w
2

denklemleri elde edilir. Asagidaki vektor 6zdegligi

V(V-v)=V x (V xv)+ Vv (9.9)
yerine yazilip denklem diizenlendiginde

% —a*(V xw) = —j (9.10)

sonucuna ulagilir. Burada

: v 2v72

) :—W—f—a Vv + V((v-V)h) (9.11)

formunda olup akigkan akim yogunlugu vektorii olarak adlandirilir.
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Sonug olarak elde edilen akiskan Maxwel denklemleri seti

V(=g (9.12a)
Ow
V(=0 (9.12b)
V. w=0 (9.12¢)
¢ 5 _ .
5 @ (V xw)=-j (9.12d)

seklinde verilir. Diger bir énemli sonug i¢in (9.12a) denkleminin zamana gore birinci
mertebeden tiirevini alip, denklem (9.12d)’ nin diverjansi ile kargilagtirildiginda, yii-
kiin korunum denklemine ulagilir:

dq )
E+V-;_o. (9.13)

Sikigtirilabilir akigkanlar i¢in elde edilen Maxwell denklemleriyle, elektroman-
yetizmadaki Maxwell denklemleri karsilagtirildiginda, ¢ vektoriiniin elektromanye-
tizmadaki F elektrik alanina karsilik gelirken, vortisite vektorii w nin ise B manyetik
alan vektoriine kargilik geldigi sonucu ¢ikarilabilir. Ayni gekilde elektromanyetizmada
alanlar ifade ederken kullanilan A ve ¢’nin, vektor ve skaler fonksiyonlart Maxwell-
tipi akigkanlar mekanigi denklemlerinde sirasiyla v hiz alani ve €2 enerji fonksiyonuna
karsilik geldigi goriiliir. Elektromanyetizmada oldugu gibi, akigkanlar mekaniginde
Maxwell denklemleri sadece pontasiyelleri icerecek bigimde iki denkleme indirgene-
bilir. Bunun igin (9.4) denklemi (9.12d) denkleminde yerine konuldugunda

0?v o, .
W—FVE—FCLVX(U—]

ifadesi elde edilir. Ozdeslik (9.9) yukaridaki esitlikte kullanildiginda asagidaki formda
da yazilabilir:

1 0*v 1 00 1.
Vv — —— -V (V'”JFEE) == (9.14)

Bu denklem, (9.12) denklemlerinin dalga karakterisligini ortaya koymaktadir. Lamb

vektor tanimi (9.12a) denkleminde yerine konuldugunda

V2 + %V ‘v = —q (9.15)

ifadesine ulagilir. Ayni zamanda elektromanyetizma i¢in (5.43) denkleminde oldugu
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gibi burada da benzer sekilde ayar se¢imi yapilabilir. Burada
Vvo+—=—=0 (9.16)

ayar secimi sikigtirilabilir akigkanlarin Maxwell-tipi denklemleri i¢in Lorenz ayarina

karsilik gelmektedir.

9.2. Sikistirilamaz Akiskanlarin Maxwell-Tipi Denklemleri

Sikigtirilamaz akigkanlarin Maxwell-tipi denklemleri, sikigtirilabilir akigkanlar
i¢in elde edilen denklemlere benzer yollarla elde edilebilir. Denklem (8.24) diizenle-

nerek tekrar yazildiginda,

wxv:—%—V(p/p—l-l/QvQ) (9.17)

formunu alir. Bu esitlikte (9.2) tanimi ve ® = p/p+1/2v?, Bernoulli enerji fonksiyonu
yerine konuldugunda

ov
(=-7 — Vo (9.18)

sonucu elde edilir. Bu denklemin diverjans: alindiginda ve (8.23) kogulu géz éniinde

bulunduruldugunda
V- ¢(=-V®

ifadesine ulagilir. Tipk: sikigtiririlabilir akigkanlarda oldugu gibi bu egitligin sag tarafi

da yiik yogunlugu olarak yorumlanabilir:

q=—V30. (9.19)
Sonug olarak,

V-¢(=q (9.20)

esitligi elde edilir. Denklem (9.18) rotasyoneli alindiginda ve vortisite tanimi kulla-
nildiginda

V x (= —%—:‘: (9.21)

ifadesine ulagilir. Burada (9.7) ve (9.8) denklemleri genel ifadeler oldugundan sikis-

tirllamaz akigkanlar i¢in de gegerlidir.
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Son olarak, (9.2) denkleminin zamana gore birinci mertebeden tiirevi alindi-

ginda
%—Q(wxv)——wxv—kwx—v
ot ot ot ot
elde edilir. (9.7) ve (9.18) denklemlerindeki sonuglar kullanilirsa bu ifade
9¢
E:—(VXC)xv—l—wx(—C—V@) (9.22)

seklinde yazilabilir. Ote yandan
V(0-¢) = (v- V)¢ +(C- VIv+vx (VxC)+Cx (V xv)

esitligi gegerlidir. Burada esitligin sol tarafi sifirdir. Bu sonug (9.22) denkleminde

yerine konuldugunda

oc L

= —(v-V){— (- V)v—wx VO (9.23)

ifadesine ulagilir. Diger yandan
V(0% ¢) = v(V-¢) ~ ((V-v) + (¢ V)v — (v V)¢
vektor 6zdesliginde sikigtirilamazhik kogulu ve (9.20) denklemi kullamldiginda
—(v-V)( =V x(vx()—vqg—(¢-V)v

denklemi elde edilir. Bu sonug (9.23) denkleminde yerine yazildiginda

%:Vx(fuxC)—vq—Z(C-V)'v—waCI) (9-24)

ve ardindan esitligin sag tarafinda ilk terimde vektor 6zdesligi kullanilip Lamb vek-

toriin agik ifadesi kullanildiginda

9¢

E:UQwa—qu—Vx(u~w)u—w><V((I>+v2)—2(C-V)'v (9.25)

ifadesine ulagilir. Maxwell denklemleri gz oniine alindiginda bu denklem

¢

i v’V X w —j (9.26)

seklinde de yazilabilir. Burada

i=vq+ VX wv+wx V(@ +0v?)+2(wxv) Vi (9.27)
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ile verilir ve akim yogunlugu vektorii olarak adlandirhir [57].

Sonug olarak elde edilen sikistirilamaz akigkanlarin Maxwell denklemleri takimi

V(=g (9.282)
Ow
VX (g =0 (9.28h)
V.w=0 (9.28c¢)
¢ _
2 %) = - (9.284)

ile verilir.
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10. AKISKAN DENKLEMLERININ MACFARLANE KUATERNION-
LARIYLA YENIDEN FORMULASYONU

Akigkan denklemlerin 6zellikle Navier-Stokes denkleminin dogrusal olmayan
dogasi geregi ve girdapl akiglarin varligi teorinin kuaternion cebriyle incelenmesini
akla getirir. Gibbon [62-64], calismalarinda ti¢ boyutlu sikigtirilamaz Euler denklem-
lerinin vortisite dinamigini kuaternionik bir temsil ile ifade etmis ve ideal manyetik-
hidrodinamik (MHD) denklemlerine benzer bir yaklasim gelistirmistir. Ote yandan,
Postnikov ve Stepanova [65], ii¢ boyutlu sikigtirilamaz Navier-Stokes denkleminin
yalnizca kuaternionik operatorler ve degiskenler kullanilarak, kuaternion ¢arpimi ve
eslenigi gibi iglemlerle formiile edilebilecegini gostermistir.

Bir 6nceki boliimde bahsedilen analojileri yansitan 6zel denklemler, literatiirde
gesitli matematiksel formlarda sunulmugtur. Maxwell-tipi akigskan denklemleri, sekiz
boyutlu oktonlar [66], hiperbolik [67] ve karmagiklagtirilmig oktonionlar [68] kulla-
nilarak tiiretilmistir. Bu ¢aligmaya paralel ancak sinirli bir baglamda, sikigtirilabilir
akigkanlar i¢cin Maxwell-tipi denklemleri temsil etmek iizere Hamilton kuaternion-
larina dayali yeni bir model geligtirilmistir [69]. Benzer sekilde, ideal bir akigkanin
temel denklemleri, akigkan potansiyeli i¢in tek bir birinci mertebeden dalga denklemi
olarak simetrik bir bi¢imde yeniden formiile edilmigtir [52]. Ayrica, sedeon forma-
lizmi ses dalgalarinin yayilimini ele almak icin kullanilmig ve uygulamasi viskoz akig-
kanlar da igerecek gekilde genigletilmigtir. Diger bir caligmada [70], uzay-zaman ce-
biri kullanilarak sikigtirilabilir akigkanlarin alternatif bir formiilasyonu sunulmustur.
Benzer gekilde, vortisitesiz barotropik, izotermal ve izentropik akiglarin birlesik bir
denklem seti kullanilarak tanimlanabilecegi gosterilmigtir [71]. Bu denklemler, hid-
rodinamik uygulamalarda kullanilmak iizere hem skaler hem de vektor potansiyel-
lerini iceren tek bir sedeonik dogrusal olmayan dalga denklemi olarak sunulmustur.
Buna kargilik, son ¢aligmalarda [72-74] sikigtirllamaz akigkanlar i¢in Maxwell-tipi
denklemleri geometrik cebir kullanarak daha sade bir bigimde tiiretilmigtir.

Bu boliimde, bir 6nceki boliimde vektorel formda elde edilen denklemleri Mac-
farlane kuaternionlar: kullanilarak yeniden formiile edilecektir. Ayn1 zamanda Mac-
farlane kuaternionlarinin 2 x 2 ve 4 x 4 matris temsillerinden yararlanilarak denk-

lemlerin acik formu da ifade edilecektir.
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10.1. ideal Akigskan Denklemlerin Yeniden Formiilasyonu

Macfarlane kuaternionlar: cinsinden dort boyutlu diferansiyel operator

1/0 1D 0 0 0
O=-(=2 : = eyt —e t —est — 10.1
a(0t+(v V))+V aDteO+8:Bel+8yeQ+8ze3 (10.1)

ifadesiyle verilebilir. Burada D/Dt operatorii (8.2) denkleminde verilen maddesel
tiirev operatoriidiir. Diferansiyel operatoriin kuaternionik eglenigi ise su sekilde ve-
rilir:

O = é (% + (v - V)> -V = %%eo - (%el - aﬁyeg - %63. (10.2)
Ses hiz1 a’nin sabit oldugu yani koordinant ve zamandan bagimsiz oldugu varsayi-
labilir. Ote yandan, skaler h ve vektér A = av terimlerinden olusan genellestirilmis

Macfarlane kuaternionik potansiyel
U=h+A=hey+alv, e +v, €3+ v, e3) (10.3)

ifadesiyle verilebilir. Denklem (4.23) yardimiyla akigkan potansiyeli ¥ matris for-

munda
T
\U = |:ha Am7 Aya Az:| (104)
ile gosterilir. Diferansiyel operator [, kuaternionik akiskan potansiyel ¥ {izerine
etkidiginde

0w — E (%—I—(v-V))—i—V} h+ Al

= E(%+(v-V)h)+V-A]

n E (% + (v V)A> V4V X A} (10.5)

ifadesi yazilabilir. Burada esitligin sag tarafindaki ilk parantez (8.4) denklemine kar-
silik gelmektedir. Agikga A entalpi akisimi gosteririken denklem entalpinin korunum

yasasini ifade etmektedir :

1/0 1 Dh
a(§+(U.V))h+V-A—aE+V-A—O. (10.6)
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Benzer sekilde ikinci parantezin reel kismi denklem (8.18)’da verilen Euler denkle-

mine karigilik gelirken

1 /0 1DA
a<8t+(v V)) +Vh aDt+Vh 0 (10.7)
asagida verilen imajiner kisim
VxA=0 (10.8)

ise kapali bir yol etrafinda entalpi akisinin sifir oldugunu ifade etmektedir. Sonug

olarak (10.5) denklemi
0% =0 (10.9)

ile verilen kompakt bicimde ifade edilebilir [52]. Ote yandan (4.24) denkleminde
verilen Macfarlane kuaternionlarin matris ¢arpimlarindan yararlanarak (10.9) denk-

leminin acik formunu da elde etmek miimkiindiir:

-Dt ~ 4 4 11x] [o]
DY — e Do i | A |0 (10.10)
5 iy D —ig| Ay 0
_(;1 —ig iy Dy | 4] |9
Burada Dy
D= %% _ % (% + (v V)> (10.11)

formundadir. Sonug olarak matris elemanlar,(10.6)-(10.8) denklemlerinin

%(%—I—(U-V))h—l—a;x—l—ag;y—{—aiz207

%(%JF(U-V))AIJF%H(%?;—%)=0,
é(%+(v~V)>Ay+g—Z+z’<a£a’—aajiz)IO,
2(%+@~V)>Az+%+i<%—a£f>207

ile verilen acik ifadelerinin elde edilmesine olanak tanir.
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10.2. Sikistirilabilir Akigskanlarin Yeniden Formiilasyonu

Sikigtirilabilir akigkanlarin Maxwell-tipi denklemleri kuaternionik genellegtiril-
mis potansiyel ve yeniden tanimlanan diferansiyel operator yardimiyla elde edilebilir.
Denklem (10.1) de verilen kuaternionik differansiyel operator dogrusallagtirildiginda
asagidaki forma indirgenir:

1 1
D= 8+V——geg+a

a ot a Ot gzt T

0 0
a—yeg + 583. (1012)

Diferansiyel operatoriin kuaternionik eglenigi ise

10 10 9 9 9
D19 g_t9, _°9,_ 9, 9 10.1
A v Rl s B (10.13)

olacaktir. Diger yandan genellestirilmis kuaternionik potansiyel
U=0+A=0Qey+a(v, e +v, e+ v, e3) (10.14)

seklinde ifade edilir. Burada €2, toplam enerji fonksiyonunu gosteririken vektor A =
av formundadir. Diferansiyel operatér D’ nin W {izerine etkisi
10 1092
DUV = |-—4+VI|[Q+A +V-A
L ot } 2+ 4] = { £ }

10A
+ |:EE+VQ+ZV X A} (10.15)

sonucunu veririr. Vortisite ve denklem (9.4)" de verilen Lamb vektor tanimlarn kul-

lanilarak carpim daha kompakt formda ifade edilebilebilir:

DV =F. (10.16)
Burada Macfarlane kuaternion
F = F()e() + F1€1 + F2€2 + F363 (1017)
formunda olup skaler kisim
1 o5
Fy = V- A 10.18
0 — a 8t + ) ( )

vektorel kisim

F = F1€1 + FQGQ + Fgeg = [—Cx—kiawm]el

+ [—(y + tawy|es + [—(, +iaw,les  (10.19)
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seklinde ifade edilir. Burada; ¢, wy, ¢, wy, ¢, ve w, sirasiyla ¢ ve w vektorlerinin
z— , y— , ve z— eksenleri dogrultusundaki reel bilegenlerini gostermektedir. Ote
yandan denklem (10.18)’da verilen F kuaternionun skaler kismi, (9.16) denkleminde

tiiretilen sikigtirilabilir akigkanlar i¢in Lorenz ayaridir. Boylece
Fg - O

sonucuna ulagilir.

Diferansiyel operatér D, akigskan potasiyel W ve genellegtirilmis akigkan alani
F, baz elemanlar1 Pauli matrisleri ile degistirilerek (4.19) denkleminde oldugu gibi
2 x 2 matris formunda da ifade edilebilir. Bu durumda (10.16) denklemi

DV = F (10.20)
ve
1040 a%_ia% Q+av, a(v, —ivy)
%4—2’8% L—i%—i—% a(v, +ivy)  Q—av,
—(; + taw, —(p + taw, + aw, + 1
= ¢ ¢ v iy (10.21)
—(y + taw, — aw, — ¢, ¢, — iaw,

ifadesiyle verilir. Burada D, ¥ ve F kuaternionlarina karsilik gelen matrisler sirasiyla

10 P P o 1Q+Q 9 _ ;9
D =500+ 5 01+ 502+ 505 = “;t ‘ZZ fxa a;’ , (10.22)
a X ya ;
Y % Tl  an T

Q+av, a(v, —ivy)
V=0 oo + Axal + AyO'Q + AZO'g = s (1023)
a(vg, +ivy)  Q—av,

ve
Fy+Fy, F —iF,
F, +iF, Fy— Fj

F = Fyoo + Fioy + Fyroy + Fs03 =

—(; + taw, —(p + tawy + aw, + 1
= ¢ ¢ v iy (10.24)
—Cp + taw, — awy — Gy ¢, —taw,
seklindedir. Bu matrisler géz 6niine alindiginda Macfarlane kuaternionlarin 4 x 4

matris formlarinin daha sade bir anlatim sundugu ¢ikarimi yapilabilir.

Ote yandan diferansiyel operatoriin kuaternionik esneligi D*, kuaternionik alan
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F iizerine etki ettiginde ise

D*F = F% - V} [—C +iaw] = [_28@_( +aVxw+ V- C}
+i [aat +Vx¢—aV- w] (10.25)

sonucuna ulagilir. Bu asamada, Macfarlane kuaternionik genellegtirilmis akigkan kay-

nak yogunlugu agagidaki gibi tanimlanabilir:
L,
J=q+ ). (10.26)
a

Burada q ve j sirasiyla (9.5) ve (9.11) denklemleriyle verilen akigkan kaynak ve akim
yogunluklarimi gostermektedir. Boylece (10.25) denkleminin

D'F=1J (10.27)

ile verilen gik ifadesine ulagilir. Bu denklem, (9.12) de verilen sikigtirilabilir akis-
kanlarin Maxwell-tipi denklemlerinin Macfarlane kuaternionlar: cinsinden kompakt
ifadesidir.

Ayni zamanda (10.27) denkleminin 4 x 4 matris formu

+>|<
DF=]J (10.28)
seklinde olup agik ifadesi
(10 _o _o _o][ o ]
a Ot ox oy 0z
0 10 - 0 - 0 ;
s e Z& —la—y _CGE + 1aw,
0 - 0 10 - 0 :
_8_y —Z& w ot Z% _Cy +Zawy
o 0 9 19 -
—o: lay  “lar awm | |G tiaw:

- N Q

aCy+Z8wy+Z(8<x _Bgz)_i_a(agjz_%)

0z z ox

8Cz 8&)2 ¢ 9Ca Ow Owg
+1 —|—z< y—ay)—l—a(a—;—ay)_

ox

(10.29)

ile verilir. Sonug olarak (10.29)’de verilen matrisin elemanlar: (9.12) denklemlerinin
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asagida verilen agik formlarini ifade eder:

(505 B (BB )
—28; +ma§f +i (%Cyz - %) (ag;z - %) = éjm, (10.31)
()Y b e
—éaaiz +z’aa§: +i (% - %—CJ) +a (% — ag;) = %J (10.33)

Son olarak, (10.16) denklemine diferansiyel operatoriin eslenigi D* etkidiginde
ise
D'DVY = D*F (10.34)
sonucunu verir. Ote yandan (10.27) denklemindeki sonug kullanildiginda

OF =] (10.35)

ifadesi yazilabilir. Burada kullanilan yeni operator [,

2
D:D*D:DD*:ia——v2

o (10.36)

formundadir. Boylece (10.35) denklemi igin

1 9% 9 1, 1, 1,
2ap V2 [ ey + avyer + avyes + av.es] = q e + a)zel + a]yEQ + a]zeg

ifadesine ulagilir. Bu ifade agikca potansiyeller cinsinden akiskan dalga denklemleri-

dir. Bilegenleri cinsinden agagidaki sekilde ifade edilir:

1 9%, 0*v, 0%*v, v, 1.
a o2 oxr oy 022 a2
1 82vy 821)y 62vy 82vy 1.
2o 02 o 02 a@v
1 0%, 0%, 0%, 0O%v, 1,

2o 02 92 02 a*

(10.37)

Ote yandan akiskan dalga denklemlerini alanlar cinsinde de ifade etmek miimkiindiir.

Bunu gostermek i¢in (10.27) denklemine soldan D operatorii etkidiginde

OF = DJ (10.38)
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ifadesine ulagilir. Bu esitligin esitligin sol tarafi

1 02 ) , 1 0%¢ ) [10%w )
iken, sag taraf

10 1.| 11]0q ) 10 1 .

{EE—FV} [q%—?] = {815 +V J] + [a28t+vq} —|—zaV><)

formundadir. Sonug olarak (10.38) denklemi i¢in
1 0%¢ ) [10% ) 1 [dq .
{—?erV C} +1 {E——av w} —a |:E+V']‘|

1 0j 1 .
+ {?a + Vq} + ZEV X)) (1039)

esitligi yazilabilir. Burada, (10.39) esitliginin sag tarafindaki ilk parantez, daha énce
(9.13) denkleminde verilen akigkan yiikiin korunum denklemidir. Kalan terimlerdeki
reel ve imajiner kisimlar eglestirildiginde

1 0%¢

——2 V= ——=—— 10.40
a? Ot? » a? Ot va, ( )
ve
1 Pw 5 1 .

denklemlerine ulagilir. Bunlar ise sirasiyla elektromanyetik teoridekilere benzer se-
kilde ifade edilen Lamb vektor ¢ ve vortisite alan1 w cinsinden akigkan dalga denk-

lemleridir.

10.3. Sikistirilamaz Akigkanlarin Yeniden Formiilasyonu

Sikigtirilamaz akigkanlarin Maxwell-tipi denklemlerinin yeniden formdiile edil-
mesi bir 6nceki boliimde izlenilen yollara benzer bir yolla elde edilir. Daha 6nce
sikigtirilabilir akigkanlar tanimlanan olan operatérden farkli olarak diferansiyel ope-
rator
10

D=-
v ot

+V, (10.42)
bi¢iminde ve sikigtirilamaz akigkanlarin genellegtirilmis potansiyel ¥,

UV=0+A=dey+v(v, €1 +v, €2+, €3) (10.43)
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seklinde diizenlenmelidir. Daha sonra diferansiyel operatorii D, akiskan potansiyel

W iizerine uygulandiginda

10 100
DV =|-—— b+ Al =|—— -A
{v@t—i_v}[ +A {v@t—i_v }
10A )
+ {;E + Vo +1iV x A} (10.44)

ifadesi elde edilir. Bu esitlik, (8.23) de verilen sikigtirilamazlik kogulu altinda agag:-
daki forma indirgenir:

100 10A )
DV = |:;§+;E+VCD:| —f—Z[VXA}. (10.45)

Ote yandan (8.12) ve (9.18) denklemlerinde verilen vortisite ve Lamb vektorii ta-

nimlar géz 6ntine alindiginda bu esitlik
DV =F (10.46)

seklinde kompakt bir bigimde ifade edilebilir. Burada F kuaternionu,

_100

e _
07 v ot

(10.47)
ile verilen skaler bilesene ve sikigtirilamaz akiskanlarin alanlarini iceren imajiner

F =—(+ivw=[—( +ivw,]er + [, + ivw,]es + [—( +ivw,]es  (10.48)

bilegenlere sahiptir. Son olarak diferansiyel operatoriin eglenigi D*, kuaternion F

iizerine uygulandiginda

e |10 . | 10¢
D*F = L;(?t —V} [—C¢ +ivw] = [_vat +oV xw+V C}
+1i {%—?—FVXC—V-W} (10.49)
elde edilir. Bu esitlik kisaca
D'F =1 (10.50)

seklinde ifade edilebilir. Burada J kuaternionu
L.

J=qg+-j (10.51)
v

formunda olup sikistirilamaz akigkanlarin kuaternionik genellegtirilmis akim yogun-

lugudur. Burada q ve j sirasiyla (9.19) ve (9.27) denklemleriyle verilen sikigtirilamaz
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akigkan yiik ve akim yogunluklarini géstermektedir. Sonug olarak (10.50) denklemi,
(9.28) de verilen denklemlerinin Macfarlane kuaternion terimleriyle ifade edilen kom-

pakt formudur.
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11. SONUC, TARTISMA

Dort boyutlu bir cebirsel yapi olan kuaternionlarin fizikte bircok alandaki kul-
lanim1 giris kisminda bahsedilmisti. Kuaternionlarin fizikte donmeleri basit bir ge-
kilde ifade etme basgarisinin yani sira, dort reel bilesene sahip olmalari nedeniyle
bunlar1 uygun bir sekilde yorumlayarak fizik teorilerindeki denklemleri yeniden ifade
etme giicli sunmaktadir. Bu gercek literatiirde bulunan birgok kuaternion tiirii iginde
gecerlidir. Bu tezde Pauli cebri olarak da adlandirilan Macfarlane kuaternionlarin
cebirsel yapisi detayh bir gekilde verilmigtir. Macfarlane kuaternionlarinin sagdan ve
soldan ¢arpim doniigtimlerine kargilik gelen 4 x 4 matris formlar: da tanimlanmigtir.
Bu matris temsillerinden yararlanilarak kompakt bigimde ifade edilen denklemlerin
agik formlari da verilmistir.

Goreli bir parcacigin eylem fonksiyonelinden yola c¢ikarak Maxwell denklem-
leri tiiretilmisg, ayrica elektromanyetizmanin diger temel denklemleri de tartisilmigtir.
Uygun diferansiyel operator ve kuaternionik potansiyeller tanimlanarak klasik elekt-
romanyetizmanin temel denklemleri yeniden formiile edilmistir. Bu formiilasyonda
vektorel formda dort adet denklemle ifade edilen Maxwell denklemleri, Macfarlane
kuaternionlariyla daha kompakt ve gik bigimde sunulmustur. Hiperbolik kuaternion-
larla yapilan ¢ahigmalar incelendiginde [75], Macfarlane kuaternionlarimin daha gik
ve sade bir anlatim sundugu sonucu ¢ikarilabilir.

Ayrica Macfarlane kuaternionlarinin norm yapisi incelendiginde, baz elemanla-
rinin Minkowski uzayzamaninin baz elemanlar: olarak ele alinabilecegi goriilmiistiir.
Bu, Macfarlane kuaternionlarinin zengin cebirsel yapisini ortaya koymaktadir. Ay-
rica Macfarlane kuaternionlarin polar formunun hiperbolik trigonometrik ifadelerle
verilmesi bu kuaternion tiiriiniin 6zel gorelelik teorisine uygulanmasini dogal hale
getirmektedir. Boylece i¢ carpimi koruyan uygun doniistimler tanimlanarak Lorentz
doniisiimleri elde edilmistir. Ayni zamanda Maxwell denklemlerini ifade ederken kul-
lanilan operatorler ve alanlarin Lorentz doniisiimlerini vererek, Maxwell denklemle-
rini Ozel gorelelik gercevesinde yeniden formiilasyonu yapilmigtir.

Ayrica, ideal akigkan denklemlerinin kuaternionik bir gergevede yeniden yapi-
landirilmasi, akigkanlar mekanigine yeni bir bakis agis1 kazandirmigtir. Mironov ve

Mironov'un [52| benzer cebirsel yapiyla elde ettigi denklemleri sadece reel bilegen-
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lere sahip kuaternionlar1 kullanarak da yeniden formiile edilebilecegi gosterilmistir.
Elektromanyetizma ile akigkanlar mekanigi arasinda kurulan analoji, sikigtirilamaz
ve sikigtirilabilir akigkanlar icin Maxwell tipi denklemlerin tiiretilmesini miimkiin
kilmig ve bu denklemlerin kompakt bir formda sunulmasiyla teorik bir biitiinliik
saglanmigtir. Macfarlane kuaternionlarimin 2 x 2 ve 4 x 4 matris temsilleri, hem

analitik hem de sayisal analizler i¢in pratik bir ara¢ sunmustur.
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