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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

AKISKANLAR MEKANIGINDE SINIR TABAKASI AKISLARININ SONLU
FARKLAR METODU KULLANILARAK COZUMU

Omer AKKAN

Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Makine Egitimi Anabilim dali

Danigsman: Dog¢. Dr. Muhammet YURUSOY

Bu c¢alismada, iki boyutlu, kararli akigl, laminer sinir tabakasi denklemleri modifiye
edilmis power-law ve iiglincii derece bir akiskan modeli i¢in ele alinmistir. Bu model
(n>0) iken kayma kalinlasmasi, (n<0) iken kayma incelmesi karakteri sergileyen power-
law akiskan modeli ile normal kayma gerilmesi karakteri sergileyen ligiincii derece
akiskan modelinin bir birlesimidir. Ik etapta modele ait hareket denklemleri tiiretilmistir.
Ivme terimleri, viskoz terimler, power-law ve iigiincii derece akiskan terimleri Kartezyen
koordinatlar i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmistir. Sonuclarin daha genel olabilmesi icin
denklemler ve sinir sartlar1 boyutsuzlagtirilmistir. Elde edilen hareket denklemleri
etkilesimli kismi diferansiyel denklem olup benzerlik dontsiimleri kullanilarak
denklemler adi diferansiyel denklem formuna indirgenmistir. Klasik sinir tabakasi sartlari
icin adi diferansiyel denklem sistemi, sonlu farklar algoritmasi kullanilarak niimerik
olarak c¢oziilmiistiir. Elde edilen ¢ozlimlerde power-law iissii »’'in ve lgiincii derece
akiskan sabitinin sinir tabakasi ¢Oziimleri iizerine etkileri arastirillmistir x ve Y hiz
bilesenleri i¢in n’nin g¢esitli degerleri icin ¢izdirilmistir. n’nin kayma kalinlagmasi
durumunda aldig1 degerler igin yapilan ¢oziimlerde n arttikga hizlarin distiigi
goriilmiistiir. Halbuki n’nin kayma incelmesi durumunda aldigi degerler icin yapilan
¢oziimlerde n azaldik¢a hizlarin arttig1 goriilmiistiir. Ayrica tiglincii derece akiskan sabiti

artirildikca sinir tabakasi kalinligr artmistir.

2010, 61 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc.Thesis

SOLUTION OF BOUNDARY LAYER FLOWS IN FLUIDS MECHANICS BY USING
FINITE DIFFERENCE METHOD

Omer AKKAN

Afyon Kocatepe University
Institute for the Natural and Applied Sciences
Machine Education Department

Advisor: Do¢. Dr. Muhammet YURUSOY

In this study, two dimensional, steady flow, laminar boundary layer equations of a modified
power-law fluid of third grade are treated. The model is a combination of power-law and
third grade fluid which the fluid may exhibit normal stresses, shear thinning (n<0) or shear
thickening (n>0) behaviors. The equations of motion are derived for power-law and third
grade fluids. Acceleration terms, viscous term, power-law and third grade fluid terms are
calculated for Cartesian coordinates. These equations and boundary conditions have been
made dimensionless to be able to generalize results. The coupled partial differential equation
system is transformed into an ordinary differential equation system via similarity
transformation. Classical boundary layer conditions are considered, and a numerical finite
difference scheme is used to integrate the equations. Effect of power-law index »n and third
grade coefficient on the boundary layer solutions is investigated. x and Y component of
velocities are drawn for various n values. For shear thickening n values, a decrease in both
the component of velocities is observed for increasing n. Whereas, for shear thinning »
values, a increase in both the component of velocities is observed for decreasing n. As the

third grade fluid coefficient increases, the boundary gets thicker.

2010, 61 Page
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1. GIRiS

Gilinlimiizde akiskanlar mekaniginin 6neminin ne kadar biiyiik oldugu gelisen teknoloji
ile ortaya ¢cikmaktadir. Insandaki kan dolasimindan roketlere kadar ¢ok ¢esitli alanlarla
dogrudan dogruya ilgili olan akiskanlar mekanigi biitiin mithendislik kollarinda ve bilim
dallarinda kagmilmaz bir bilgi kaynagi durumuna gelmistir. Yiizyillar boyunca
akigskanlar mekanigi, bugiin alt dallar1 olan, hidrolikten ve hidrostatikten ibaret
kalmistir. Ancak son iic ya da dort yiizyillda bugiinkii anlamda akiskanlar mekanigi
temelleri atilmig, matematiksel formiilasyonu yapilmistir. Simdilerde ise akigkanlar
mekanigi, diger bilim ve mithendislik dallarinda oldugu gibi, o kadar genislemistir ki,

Akigkanlar Mekanigi genel olarak incelenebilecek bir kavrama doniigmiistiir.

Yapilan caligmalar sonucunda bir¢ok gergcek akiskanin, Ozellikle diisiik molekiiler
agirhiga sahip olanlarin mekanik davraniglari Navier-Stokes teorisi tarafindan dogru
olarak belirlenmektedir. Bu teorinin uygulanabildigi akiskanlar Newtonyen akiskanlar
olarak adlandirilir. Baska bir anlatim ile kararli bir halde akan akiskanda, hiz degisimi
ile uygulanan kayma gerilimi arasindaki iligki lineer olan akigkanlari Newtonyen
akiskanlar olarak tanimlamak miimkiindiir. Newtonyen olmayan (non-Newtonyen)
akigkanlarda ise hiz degisimi ile uygulanan kayma gerilimi arasindaki iligki lineer

degildir.

Newtonyen akiskanlar mekanigi bu ylizyilin basinda bir degisime maruz kalmistir.
Bunun ana sebeplerinden birisi 1904’de Prandtl tarafindan ortaya atilan sinir tabakasi
kavrami ve ucak endiistrisi olmustur. Ucak endiistrisi sayesinde bir cismin etrafinda
hareket eden akis i¢in genis calismalar yapilmistir, bu akis ile ilgili bir¢ok tasarim
metotlar1 gelistirilmistir. Bunun aksine non-Newtonyen akis mekanigi ise daha yakin bir
zamanda gelismeye baslamistir. Esas itibari ile madde akis1 ile molekiiler yap1 arasinda
iliski kurmak isteyen fiziksel kimyacilarin polimerik malzeme testleri bu konuda 6ncii
roli oynamistir. Polimerik malzemelerin ticari 6nem kazanmasi bu konudaki
arastirmalart arttirmigtir. Madde bilimini inceleyen bir bilim dali olan reoloji non-

Newtonyen akis davraniglarinin bir¢ok c¢esidini siiflandirmalara tabi tutmustur. Bu



siiflandirmalara gerek vardi, ¢ilinkii non-Newtonyen terimi bir seyin ne oldugunu degil

ne olmadigini ifade eden bir terimdir.

Akiskan denince akla hem s1vi, hem de gaz halindeki maddelerin ifade edildigi bilinen
bir gercektir. Giinliikk yasantimizda 6nemli yeri olan, nefes, aldigimiz hava, su, siit,
ulasim araglarinda kullandigimiz benzin, mazot, damarlarimizda dolasan kan hepsi basit
akigskanlar kapsaminda Newtonyen akiskanlar olarak sdyleyebiliriz. Ancak akiskanlar
her zaman basit yapida olmayabilirler. Ornegin; bal, hamur, sulandirilmis nisasta,
yumurta aki, bitkisel yaglar bu gruba girerler. Her yerde kullanilan boya ve giinliik
hayatta oldukca sik rastladigimiz asfalt, zift, tutkal gibi maddeler de non-Newtonyen
akiskanlardir. Karmasik molekiiler yapiya sahip ¢ozelti ve eriyiklerle, kat1 ve sivi olarak
birden fazla fazdan olusan ¢ok fazli akiskanlarin bu davranisi reoloji bilimi kapsamina
girer ve en fazla arastirilan alanlardan biridir. Reoloji, Newton kuralina uymayan
akiskanlarin kayma gerilimine karst davraniginin incelenmesini, Ol¢iilmesini ve

modellenmesini kapsar.

Dogada bulunan akigskanlarin ¢ogunlugu non-Newtonyen akiskan modeline uyar. Bu
nedenle sabit viskozite kanununa goére bu tiir akigskanlarin o6zelliklerini ve icinde
bulunduklar1 ortama gore hareketlerini incelemek miimkiin degildir. Bu tiirdeki belirli
bir akigkani yada belirli 6zelligi olan akiskanlar1 temsil edebilmek i¢in her akiskani ve
genelinde belli bir akigkani temsil eden reolojik denklemlere ihtiya¢ vardir.
Viskozitenin sadece kayma gerilmesine bagli oldugu non-Newtonyen akiskanlar1 en iyi
temsil eden Power-Law modelidir. Daha kompleks akiskanlar icin ise daha ¢ok sayida
yapisal sabit igeren Tciinci mertebe akiskan modelleri kullanarak akiskanin
davraniglarini daha iyi agiklamak miimkiin olmakla beraber bu tiir akigkan modelleri ile

analitik ¢oziimler elde etmek oldukca giigtiir.

Non-Newtonyen akiskanlar genelde viskoelastik terimi ile ifade edilirler. Ciinkii bu
sivilar hem viskoziteli akiskan hem de elastik kati davranisim1 birlikte gosterirler.
Newtonyen akiskanlardan alisik oldugumuz bazi  oOzellikleri bu akiskanlar
gosteremezler. Bunlara birka¢ 6rnek verelim: normalde bir borudan agagiya dogru akan

bir sivinin ¢ap1 yere yaklasttkca momentumun korunumu ilkesinden dolay1 azalir.



Halbuki non-Newtonyen akiskanlarda tam tersi olmaktadir, yani ¢ap yere yaklastikca
artmaktadir. Bunun sebebi de elastik kuvvetlerin ¢ikista serbest kalmasi ve genlesmeyi
saglamasidir. Ayrica non-Newtonyen akigskanlarda jet stabilitesi Newtonyen akiskanlara
gore sasirtict oranda daha fazladir. Tiirbiilansli akimda ise tam anlasilamayan

sebeplerden 6tiirii yiizey siirtlinmesi de biiyiik 6l¢iide azalmaktadir.

Teorici ve deneyciler tarafindan biiylik destek goren ve elastik bilesen igermeyen
onemli bir non-Newtonyen akiskan modeli Rivlin-Ericksen modelidir. Bu modelde
akiskanin gerilme tensorii, deformasyon tensorii ve onun zamana gore tiirevlerini i¢eren
bir fonksiyon tarafindan belirlenmektedir. Rivlin—Ericksen akigkanlari i¢erisinde ise ¢ok

1yi bilinen 6zel bir grup ikinci ve {igiincii derece akiskanlar olarak adlandirilir.

Bu tez calismasinda Newtonyen olmayan bir akiskan modeli ele alinarak bu modele ait
sinir tabakasi denklemlerinin ¢ozlimleri yapilacaktir. Ele alinacak akigkan modeli
power-law ve liglincii derece akiskanlar1 beraberce kapsayan bilesik bir model olacaktir.
Bu hali ile ele alinan ve sinir tabakasi denklemlerinin ¢oziildiigii model orijinal bir
modeldir. Tezin ilk kisminda bu akiskan modeline genel hareket denklemlerinin ¢ikist
detaylt olarak anlatilacaktir. Sonraki kisimlarinda ise sinir tabakasi yaklasimi
kullanilarak elde edilen hareket denklemlerinde siir tabakasi denklemlerine ait
matematiksel model olusturulmustur. Elde edilen matematiksel model yiiksek non
lineriteye sahip kismi1 diferansiyel denklem sistemidir. Kismi diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii icin Oncelikle kismi diferansiyel denklemler 6zel bir doniisim ile adi
diferansiyel denklem sistemine indirilecektir. Elde edilen adi diferansiyel denklem
sistemi solu farklar metodu kullanilarak niimerik olarak c¢oziilecektir. Elde edilen
cOziimler Newtonyen olmayan akiskan katsayisi ve power-law {issiiniin farkli degerleri

icin olacaktir.

Newtonyen olmayan akiskanlar i¢in yapilmis siir tabakasi denklemleri ile ilgili
literatiirii su sekilde 6zetlemek miimkiindiir. ikinci derece akiskanlar icin sinir tabakas1
teorisinin uygulanmasi ile ilgili ilk ¢aligmalar Srivastava (1958), Rajeswari ve Rathna
(1962) 'ya aittir. Bu tip akiskanlar i¢in sinir tabakasi teorisi ve bu teoriye ait kisitlamalar

Rajagopal et al. (1980) tarafindan gosterilmistir. Son zamanlarda Garg ve Rajagopal



(1991) kama etrafindaki ikinci derece akiskanlarin akisini incelemistir. ikinci derece
akiskanlara ait smir tabakasi denklemlerini 6zel bir koordinat sistemi kullanilarak
Pakdemirli ve Suhubi (1992a) ¢ikarmistir. Cikarilan bu denklemlerin simetri grubu ayni
yazarlar (Pakdemirli ve Suhubi (1992b)) tarafindan bulunmus ve denklemler
¢oziilmiistiir. Uglincii derece akiskanlara ait sinir tabakasi denklemleri dzel bir koordinat
sistemi kullanilarak Pakdemirli (1992) tarafindan ¢ikarilmistir. Yine Pakdemirli (1994)
tarafindan bu akigkanlara ait ¢ok katli sinir tabakas1 denklemleri ve yeni bazi standart

sinir tabakas1 denklemleri ortaya atilmistir.

Hiz tipi akiskanlar i¢in Beard ve Walters (1964), Astin (1973) tarafindan yapilan
caligmalar onemlidir. Acrivos ve arkadaslar1 (1960) ve Schowalter (1960) ilk defa
Power-Law akiskanlarinda sinir tabakasi denklemlerini incelediler. Na ve Hansen
(1967) Power-Law akigkanlarina ait {ic boyutlu sinir tabakasi denklemlerinin benzerlik
¢cOziimlerini ayrintilartyla incelediler. Pakdemirli (1993) Power-Law akiskanlarinda
sinir tabakas1 denklemlerini 6zel bir koordinat sistemi kullanarak ¢ikardi. Bu
denklemleri durgun nokta akis1 ve diiz plaka akist durumlari i¢in ¢ozmiistiir. Yurusoy
(2006) power-law akiskan modeline ait zamana bagli sinir tabakast denklemlerini ele
almis ve 6zel bir doniisiim kullanarak bu denklemleri adi diferansiyel denklem formuna

indirgemis niimerik olarak ¢ézmiistiir.

Bu tez ¢alismasinda ele alinacak model ile ilgili ¢alismalari ise asagidaki gibi 6zetlemek
miimkiindiir. Abbasbandy ve arkadaslar1 (2008) de yaptiklar1 ¢alismada bu tezde ele
aliman modelin ikinci derece akigskanlar-power law modelini ele alarak ¢ozmiislerdir.
Pakdemirli ve arkadaslar1 (2008) de yaptiklar1 ¢alismada ayni akiskan modeline Lie
Gruplar1 uygulayarak denklemlerin genel simetrilerini elde etmislerdir. Elde edilen
simetriler kullanilarak denklemler Oncelikle adi diferansiyel denklem formuna
indirgenmis sonra bu adi diferansiyel denklemler sonlu farklar algoritmasini kullanarak

niimerik olarak ¢6zmiislerdir.



2. HAREKET DENKLEMLERI
2.1 Uciincii Derece Power-law Akiskanlara Ait Denklemlerin Cikartilmasi

Bu boliimde kartezyen koordinatlarda tigiincii derece akiskanlara ait denklemlerin ¢ikist
yapilacaktir. Ugiincii derece power-law akiskanlarin denklemlerin ¢ikarilisinda Rivlin-
Ericksen tensorleri kullanilacaktir. Daha sonra bu denklemler boyutsuz vektorel formda
ifade edilecektir. Once ivme terimleri sonra viskoz terimler ve iiciincii derece akiskan
terimlerinin ¢ikigi detayli olarak anlatilacaktir. Bu bdliimde elde edilen denklemler iki

boyutlu kararl akisi ifade etmektedir.
2.1.1 Hareket Denklemlerinin Cikarilisi

Non-Newtonyen akiskan modeli olarak Rivlin-Ericksen akiskanlari hem kuramcilara
hem de arastirmacilardan daha ¢ok kabul kazanmustir. ikinci ve {iciincii derece
akigkanlar olan modelin 6zel durumlar1 genis 6lgiide kullanilir ve ¢alismalarin pek ¢ogu

konu tizerine yapilmistir. Hareket denklemi tensorel formda asagidaki gibi yazilabilir.

*

pi: =divT" +pb’ 2.1)

- =

Burada; T* gerilme tensorii, b* birim kiitle basina diisen dis kuvvet, p yogunluk, v* hiz

*

vektorii ve ivmedir. Sikistiritlamaz akigkan kabulii yapilirsa;

divv' =0 (2.2)
ifadesi yazilir. Ugiincii derece power-law bir akiskan igin biinye denklemi;

T = —pl+pll A +plrar* A 2.3)



I=—trA’ (2.4)

n

T = —pl+ MBtrA;‘ZT A +Blira, A 2.5)

divT™ = —gradp +p div[l trA |’ } ’ A+ {l trA} } ’ divA |
2 2 (2.6)

+ Bdiv[rA ;2 ]AT +plrar? Jdiv A

23 R A
A1+5‘A1

2 *)
Vv

* 1 * 2 % * *
divT = —gradp + pgrad| — A V?y
gradp + g [2‘ 1 } (2.7)

+PA;gradA;|" +BlA;

Burada p basing, p viskozite katsayisi, B ti¢lincii derece akiskana ait gerilme modiilii, n
power-law akigkan sabitidir. n<0 olmas1 incelen akigkanlari, n>0 olmasi ise kabaran

akigkanlar1 temsil eder. A] ise birinci Rivlin-Ericksen tensoriidiir. Bu tensor su sekilde

tanimlanmaktadir.

A =L+ L' (2.8)
dv* * 1 * 2 * *

? =V, +5grad‘v ‘ +® XV (29)

v, hizin zamana gére tiirevidir. Ele aliman akis kararli oldugu igin v, =0’dur.

(2.7) ve (2.9) esitlikleri géz oniine alinir ve b = 0 yazilirsa bastaki hareket denklemi

(2.1) asagidaki vektorel forma doniistiirtiliir.



n

*

p(lgrad‘v*r +o X v*j = —gradp + ugrad{l‘A*‘zfA* + [l‘A
2 2 1 1 2 1

2} -
Vv
(2.10)

. .2 NP
+BA1.grad‘Al‘ +B‘A1 Vv

Burada o = rot(v)’dir. Esitlik (2.10)’u boyutsuzlagtirmak icin biitiin uzunluklar1 bir

karakteristik uzunluk L ile ve butiin hizlar1 da bir karakteristik hiz U ile bolelim.

V*
V=— 2.11
U (2.11)
Basing ise;
p*
= 2.12
P= (2.12)
Diger terimler ise;
2
vort oa=Ua Uy
L L
U U (2.13)
ViV ==V o =—o0
L
seklinde yazilir. Elde edilen (2.11),(2.12)(2.13) ifadeleri (2.10)’a yerlestirilirse
107 rad|v|2+U—2(o><v __ oV radp + U(uy rad l‘A*z EA*
Png L LgPHLZngl 1
(2.14)
U(UY 12 ]Pom o U s 2 U a2 ey s
+F(f] |:E‘Al } \Y% 2V +BFA1.grad‘Al +B?‘Al AV 2V

bulunur. (2.14) L/ pU? ile carpilirsa denklem asagidaki gibi boyutsuz olur.



n

1 2 u (U " 1 2 ]2
—orad|v| +@xv=—gradp+——| — | grad| —|A A
58 vl gradp pUL[LJ g [2\ | } |

) (2.15)
(Y 1\A1\2 Viy +B—U3A1.grad‘A,‘2+B—€‘AI‘Z.V2V
pUL\L ) |2 pL pL
(2.15) denklemine asagidaki gibi boyutsuz katsayilar tanimlanabilir.
a:L(Ej e, :B—U3 (2.16)
pUL\ L pL
Boyutsuz vektorel hareket denkleminin son hali asagidaki gibi elde edilir.
1 rad|v|2 + x v =—gradp + £ grad l‘A ‘2 EA +e l‘A ‘2 EVzv
) g gradp +€g 512 1 i 2.17)

2 2
+g, Al.grad‘Al‘ +g, ‘Al‘ Viy

Kartezyen koordinat sistemine gore denklem (2.17)’yi yazalim. Oncelikle denklemdeki

terimler asagidaki gibi hesaplayalim.

Hiz ve gradyan operatoriinii su sekilde tanimlayabiliriz.

v=u(X,y)i+ v(X,y)j (2.18)
0. 0,

Hiz operatoriindeki u, x yoniindeki vektorel hizi ifade ederken v, y yoniindeki hizi ifade

etmektedir. Siireklilik denklemini agik bir bigimde ifade edersek;

ML N (2.20)

ox Oy



denklemi elde edilir. Bundan sonraki asamada ise (2.17)’deki vektorel denklemler
sirastyla hesaplanacaktir. Hiz operatoriiniin karesi asagidaki denklemde belirtildigi gibi

ifade edilmektedir.
V[ =u? +v? (2.21)

Denklem (2.21)’de yer alan |V|2 ifadesinin gradyani elde edilirse;

L gradf =(u@+va—vji+ ML (2.22)
2 ox Ox oy 0oy

ifadesi elde edilir. @ ifadesi ise asagidaki gibidir.

i i k

o =rot(v) = ai % 0 (2.23)
X
u v 0

Denklem (2.23)’iin determinant1 alinirsa;

o= N k (2.24)
ox 0oy

o xv ifadesi ise denklem (2.18) ve denklem (2.24)’iin vektorel carpimidir. Carpim

sonucu ise su sekildedir.

OXV= u(@—@jj - V(@—@ji (2.25)
ox Oy ox Oy

Denklem (2.22) ve (2.25) toplanirsa;



%grad|v|2 +OXV :(

denklemi elde edilir.

Basing gradyani ise;

gradp = @i +@j
ox oy

u—-—v—

ox 0Oy

GUHV

ov oV
_+_

oy Ox

J

(2.26)

(2.27)

seklinde yazilir. Akim sikismaz oldugu icin hiz vektoriiniin laplasiyeni su sekilde

hesaplanir.

V?2v = —rot(rotv)

Denklem (2.28)’in esiti asagidaki gibidir.

rot(rotv) = —

0

oxdy 9y’

V2 ( o°v. 0’u

i ]
K
ox Oy
0

|

|

Denklem (2.29)’un determinant1 alindig1 takdirde asagidaki denklem elde edilir.

1—

|

0*v
_ P

ov Ou

ox 0y

+

o0*u

Ox0y

J

Stireklilik denkleminin gradyani alinirsa;

10

(2.28)

(2.29)

(2.30)



i(@+@ji+i(@+@jj:0 (2.31)
(2.31) denklemi diizenlenirse;

2 2 2 2
a‘j+avi+ a“+8jj:0 (2.32)
ox> oxdy) |\ oxdy dy

Denklem (2.30)’un daha sade hale gelebilmesi i¢in denklem (2.32)’deki siireklilik
denklemi diizenlenmis sekliyle denklem (2.30)’da yerine konuldugunda asagidaki

denklemi elde etmis oluruz.

2 2 2 2
vzvz(gx‘;+gy§‘ji+{ng+gyj]j (233)
Simdi de denklem (2.17)’de yer alan |A1 *>sinin hesaplanmasi yapilacaktir. |A1 ’in esiti
asagidaki gibidir.
A |=L+L" (2.34)

Yukaridaki L = gradv ’dir. L ve v (2.34)’de yerine yerlestirilirse A, ’in esiti asagidaki

gibi bulunur.

u  ov, ou
_| ox Ox 0y
A, = @4_@ v (2.35)
oy Ox oy

**nin hesaplanmasi yapilacaktir.

Bundan sonraki asamada ise |A |

11



ou Ov Qull ,Ou Ov Ou

—_ _+_ —_ —_ _

[0 ox Oy O0x ox Oy
ou Ov ov |Ou ov
—t— 22— |—+—

|A|_ 28V
Oy 0x dy [oy ox ay

Carpim islemi yapilip kdsegen elemanlar1 toplanirsa |A1 |2 bulunmus olur.

|A1|2:4(@] +4(@j +2(@+@] (2.36)
ox oy ox Oy

Buradan da grad|A . |2 /4 1in esiti asagidaki gibi bulunur.

Al 6u62+8V82 vV audv vt audu
s ox ox° Oy Oxdy | Ox Ox” Oy ox”  Ox Oxdy | dy Oxdy

] (2.37)
( ou 0’u  _ovolv ov v ou v ovaotu 5‘u82u].
2— 2 +— + +

+2——+— — —
ox Oxdy Oy dy>  Ox xdy Oy 0xdy Ox Oy> Oy Oy’

ik once Al.grad|A1|2’nin hesab1 yapilacaktir. Bu ifade i¢in denklem (2.37)’nin 4 ile

carpilmast ve ¢ikan sonucun (2.35) ile skaler ¢carpilmasindan elde edilecektir.

2611 8u ov
A T A 24 2
A grada [ =| oy o [qoudtu gov v ovo v
@_'_ﬁ 2@ ox 0x’ 0y 0x0y  0OXx 0x
dy 0x oy
2 2 2 2 2 2
4@8 4@8 4@8 88u8u 88V8V 48V8V (2.38)

+8——+4—

Oy 0x>  Ox Ox0y Oy Oyox  Ox 0xdy 0Oy 0y’  Ox Ox0y

2

4@6V+48_V 8u2+4@ 6u2
Oy 0x0y  Ox Ox0y Oy Oyoy

elde edilir. Matris ¢arpimi1 yapilirsa ifade asagidaki gibi elde edilmis olur.

12



2 2 5
Al.grad|Al|2 = 2@ 8@6 121_,_8@ ov 4@5 2 4@5 \27 ov 0'u
ox\ oxox’ oyoxdy oxox® dyox® Ox oxdy
2 2 2y . ,
@au(ﬁu @jgﬁuﬁ 8@8 4@8 48u8V
0y Oyox

—_ + —_

ox Ox )\ Ox 0xdy Oy oy’ Ox 0x0y 0y 0x0y
ov 0’u du 0’u ; G‘u 8V du 0*u ov 0%v ov 0°v
— +4— 5 8— +8— 4

Ox OX0Oy Oy 0yoy 8y 6X

+4——  (2.39)
ox ox’ 0y 0x0y  0Ox Ox

oud’v  ov d'u ou 0’u ov(,ou 0’u ovo'v  ov 0°v
+4— +4— +4— +2—| 8— 8—— 4—
oy ox’ Ox 0x0y Oy Oyox oy\ ox oxdy Oy oy’ Ox Ox0y

udv v o ou ﬂ

+4— — +4—
Oy Oxdy  0Ox 0x0y’ oy oyoy’

Hareket denkleminin elde edilmesi icin gereken en son terim olan |A1|2V2v’nin

hesaplanmasi1 yapilacaktir. Bu ifade de acikg¢a goriildigi gibi denklem (2.33) ve
(2.36)’nin ¢arpimi seklindedir. Carpim yapilirsa;

A, V2 = [4(@j + 4(@j + 2(@j + 2(@j + 4@@](82‘21 + 02121}
Ox oy ox oy 0x 0y |\ ox~ Oy
+ [4(@j + 4(@] + Z(QJ + Z(QJ 4@@1(82: + QJJJ
ox oy Ox oy ox oy ||\ ox" Oy

elde edilir. Denklem (2.17)’de bulunan diger ifadeler ise asagidaki gibidir.

(2.40)

|A1|2 daha once (2.36)’da oldugu gibi hesaplanmisti. |A1|2 asagidaki gibi de ifade

edilebilmektedir.
2
A, =8(@j +2 @+@ (2.41)
ox ox 0Oy

13



Buradan;

n

(1|A1|2j2 {4[@J +(@+@] }2 (2.42)
2 ox ox Oy

Elde edilir ve gerekli islemler yapildiktan sonra bir diger ifade olan denklem (2.43)’e

ulagilir.
n 2 2 2 2
grad{l|Al|2}2 =E{1|A1|2}2 = 8@+a lj+2 @+@ 0 \2,+ Ou i
2 212 ox Ox Ox Oy \ox~ 0Ox0y
2 2 2
g, O OV QuY OV Oul; (2.43)
ox 0x0y 0x Oy \ 0x0y Oy

Hesaplanan biitlin terimler denklem (2.17)’de yerlestirilir ve hareketin x bilesenleri ile

y bilesenleri ayristirilirsa;

14



X bileseni yoniindeki hareket denklemi

N

ox oy ox Ox

v 0%u [
+ 2¢
ox*  0x0y
ov

2
u@+V@_@+£[ @) +

i
| Ox 0x0y

} [ ou d%u

2
du |
Ox
ou
oy

(&jz 1 (670 o%u
+ 44— +| —+— g —+
ox ox ox° O
2 a2 2 A2 2
+6 @ 8_121+4(@j ov +6(@j
oy ) oy Ox ) Ox0y OX
2 2 2 A2 2
+4@ 61214_2(@) 6121+2@
oy ) Oy 0x ) ox oy
@@azv 168u6v62 ouou 0

+
Ox Oy ox° 0x Ox 0x0y 0x Oy Ox0y
ou ov 0’u 48V8u82u 88V8V82

Ry

Oy 0x Oy’ | Ox Oy ox” " 0x dy dy

HH1AQYa

(2.44)



v bileseni voniindeki hareket denklemi

o o op n“zaujz [av %]Tl{[ du 8%u
u—+v—=—"-+—|4 —| +| —+— §——
ox 0Oy oy 2| \ox ox oy ox 0x°

1 ov du ] ou 0*u
g —+—||[+|8—
OXx 0x0y

v ot ov]| [ (ou)® (v au) ]
+— | 2e—|¢H|4 —| H—+—
oxoy 9oy )| Oy ox ox 0oy
ov) ov (v &u  (ov) 8%v
+84|200 — | —5+4 —j +6(—) >
oy ) oy ox ) 0Oyox ox ) Ox

2 12 2 12 2 12 2 A2
+4@ au+6@ aV+4a—V 6V+4(@jﬁ
0y | Oyox oy ) ox* oy ) ox® ox ) oy’
auY orv (ou) ov (ovV olv . ovou 8*u _ovoudu
i B EE B L ) E e AR
ox dy ) Oy 0x) oy Oy Ox 0yox 0Oy Oy Oy
vovou  vou v | vav v vaudu o ovou du

+8—— +8—
oy ox &y’ Oy Oy oyox Oy Ox Oyox  Ox Ox Ox>  Ox dy Oxdy
Ovou d’u  dudvay auauﬁzu]}

R + P
ox Oy Oyox Oy Ox y> Oy Ox OX’

16
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3. UCUNCU DERECE POWER LAW AKISKANININ SINIR TABAKASI
DENKLEMLERI

Bu boliimde denklem (2.44) ve (2.45)’e smir tabakasi sartlar1 uygulanacaktir. Sinir

sartlarimiz asagida belirtilmistir.

Bunlar;

p,u,x’ler 1 mertebe kabul edilecek

=Y
= 3.1)
V=05 (3.2)

Siireklilik ve x yoniindeki momentum denklemi 1 mertebesinde korunacak y yoniindeki

momentum ise 1/8 mertebesinde korunacaktir.

e=8"" g =k,8* (3.3)
Siireklilik
Qu SV _y (3.4)
ox  80Y
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x koordinati

oy
ou . ou  op n| (au) (sov au Y |* [[Loudtu (v au
U—+O0V—=-"—"+—|4 — | +|—+— 8——+2 —+—
ox doy  ox 2| \éx ox  80Y xox> \ox  80Y

s

O(auj ( jz 820V ( u jz o%u (savy 8207y (savf o%u
+6 +4 — +6| —
x> \80Y ) soxoY  \8dY ) 520Y> x ) ooxdY \ ox ) 820Y2

:

8*0°v  0%u ai OU ou 0%u dov  ou \[ 8°0’v  o’u
+ 2v0™T — |+ | 8— +2| —+ +
ox*  doxoY 19)'¢ 0x 00x0Y ox  80Y )| 80x0Y §°0Y?

M(S&VJF auj + ‘{QJZJ{@JFﬁT E Vo' @Jr_ﬁzu +8184
ox &oY ox ox 00Y ox* 8%y’ p

auj2 o%u (savjz *u  (sov) o%u (savjz o%u (aujz o%u
bl L S A I S| B LS SI| Bl L) Ly
ox) 8%0Y> \89Y) x>\ 8Yy) 8%°0Y° x ) ox? \8ay) ox?

du 8ov §°0%v +88u86v6 20 N du du 8262v+1 du dov o’u
0Ox 50Y 80x0Y  ox Ox ox ox 80Y ox’ Ox Ox 50xOY

ou du O°u ou dov 8°0°v ou &0v 8%0°v
16— +8 8

+ R
Ox 80Y 80x0Y  80Y 80Y §°0Y*  8OY Ox 80x0Y

(3.5)
Ou v 0'w  30v du O'w B0V ddv §°0°v
66Y 8x doY? ox 80Y ox* ox 80Y 8°0Y*
ou ou o nl[au]| (eu) du| (u) o%u ouY o’u
u—+v—=—+—|— 2l — Tt = | =5 t68| — >
ox oY ox 2|aY oY) oY oY) oY oY ) oY
u  Gu  dp ouY o*u (ou)' o’u ou) o%u
U—+v—=——"+|nl — = | 5 |T08| — >
ox oY  ox oY) oy’ \aY) ay oY ) oY
n 2 2 2
u@+vﬂz—a—p+(n+1{@j a—g+681(@j 0 1; .....X koordinat1 (3.6)
ox  9Y  ox oY ) oY oY ) oY
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y koordinati

2 2 %_1 2
g 5,00V _ 9 n {@j +(@+ﬂj gdudu
Ox 00Y oy 2 Ox

(sav Gu] §20%v  o%u |
+2 + +
ox oY \ ax*  doxdy )|
(aav du j 520%v  o*u [ 68\1} (aujz (5av du jz
+2 + + 2v— |+ |4 — | +| —F+—
ox  80Y |\ 8axdY = 820Y? S0Y ox x  8dY
8202v 820V ) Sov ) 820 sov) o u SovY 820
v + +¢€,0"4] 20 —— +4 +6 >
ox2  820Y? S0Y ) 80Y ox ) 80Yox ox ) ox
ou) o%u ou Y 820 Sov ) 80y (ou) 8%d%v
4 +6 > +4 > +4 — >
S0Y ) 80Yox  \80Y ) ox S0Y ) ox S0Y

oz

ox
(aujz 829 ( du )2 820 (savjz 820 8ov ou 8’u
+4 — +2 +2 +16 —
ox)  ox’ 50Y ) 8°0Y> ox ) 8°0Y?  80Y ox 80Yox
dov ou 0% Bovddv d'w | B0v du 8°0°v . 80v §dv 80
30Y 80Y 820Y>  80Y ox 8°9Y>  O0Y 80Y 80Yox  80Y ox 80Yox
80v ou 0*u  80v 8du _0%u
ox 0x 0x>  0Ox 80Y 80x0Y 37)
dov u 0%, du dv§dlv . du @azuj}
ox 8OY 80Yox  80Y oOx 8°0y’  SY Ox ox°

+8

_%_ P _y (3.8)
oY oY

y’ye bagl degildir ve P =P (x) dir.

Bernoulli denkleminden;

P :—le —d—p:Ud—U’ dir. (3.9)
2 dx dx
n 2 2 2
u@+v@=Ud—U+(n+1)(@j a—‘;+6sl(@j 0u (3.10)
ox oY  dx oY ) oy oY ) oy
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Denklemler;

MLy G.11)
ox oY

noa2 2 2
u@+v@=Ud—U+(n+1)(@j a—‘;+6gl(@j Ou (3.12)
ox oY - dx oY) ay oY) oy
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4. MATERYAL VE METOT

4.1 Benzerlik Coziimleri

Bu boliimde, iiglincli bolimde elde edilen denklem (3.11)’e oOlgekleme metodu

uygulanacaktir. Bu denklemler i¢in dlgekleme donilisiimii asagidaki gibi tanimlanmustir.
X =A% Y=\Y u=2\u v=2alv U=2U 4.1)
Denklem (3.11)’e dlgekleme doniisiimii uygulanirsa;

ou ov

F)\fFC +ﬁ}\,bid = 0 (42)
X

Denklemin her iki tarafi A°™* ile ¢arpilirsa;

ou 6_

8_ aY }\‘b+c a—d 0 (43)

Denklem (3.12)’ye dlgekleme doniisiimii uygulanirsa;

2_
ﬁ@xa—Zc au 7\4b -d-c _ dU ka 2e +( +1)( auj ou — 7\‘ (b—c)+2b—c
oxX 8 d oY) oY (4.4)
— 2_ :
+ 61{@_) OTU javse
oY ) oY’
Denklemin her iki tarafi A>**ile ¢arpilirsa;
ﬁ?_i_ s;;\‘b-#c d-a _ (;U 7\‘2c 2e ( 1)( j 68;_ 7\‘ n(b—c)+c+2b-a
x (4.5)

2_
61{ ou j 6_u 3 #b-a-c
oY ) oY?

21



Orijinal denklemlerde yapilan doniisiim altinda denklemlerin degismez kalabilmesi i¢in

gerekli sartlar asagidaki gibi yazilabilir.

b+c—-d-a=0

n(b—c)+c+2b-a=0 (4.6)

4b-a-c=0

2c—-2e=0

Denklemlerde tiim terimler “b” cinsinden alinirsa;

a=3b

b=>b

c=b 4.7)
=-b

e=b

Bu 6l¢ekleme i¢in benzerlik doniisiimleri veren denklem asagidaki gibi tanimlanir.

& _dY_du_dv_du ws)

3x Y u —-v U

Benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlarini hesaplayalim.

dx - dy (4.9)

3x Y

%ln(x) +1n(¢)=1n(Y) (4.10)

éln(x) esitligin sag tarafina atilip ln(i) yalniz birakilir ve islemler yapildigi zaman;

In(g)= h{%j (4.11)

X

22



E=—rs (4.12)

olarak bulunur.

Benzerlik fonksiyonlar1

dx _du (4.13)

3x u

In(u) = ln(xl/3 )+ In(f(2))

u=x"f(g) (4.14)

dx_dv (4.15)

3x -—-v

In(v) = —In(x"* )+ In(g(&)) (4.16)

v = g(l‘/tg) (4.17)
X

dx dU

T (4.18)

In(U) = In(x"* )+ In(1) (4.19)

U=xx" (4.20)

“U” sadece x’in bir fonksiyonu olduguna gore denklemden elde edilen A , Y’nin bir

fonksiyonu degildir. Genellikten bir kayip olmaksizin A =1 alinabilir.
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Benzerlik degiskeni ve benzerlik fonksiyonlar1 asagidaki gibi elde edilmistir.

ﬁ,:% u:xl/3f(§) V:g(i) U=x"
X

Denklem (3.11) ve (3.12)’ in terimlerini hesaplayalim.

@=lx’2/3f—lf'Yx’1
ox 3 3
ov_ ¢

5_)(2/3

(LY

oy

o’u  f"

FZXI/S

U _1

ox 3

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Bulunan bu denklemler denklem (3.11) ve (3.12) de yerlestirilirse asagidaki adi

diferansiyel denklem takimi elde edilir.

Sureklilik denklemi

g

2/ 3

=0

lx_z/ 3f—lf'YX_1 +
3 3 X

Denklemin her iki tarafi 3x**ile ¢arpilirsa;

f—Ef'43g'=0

24
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Momentum denklemi

1 1 f' 1
3gl L o-ope Lo, gl o 1 s M\n en
X f[3x f 3fo J+Xl/3f—3x +(n+ 1)) f

Denklemin her iki tarafi 3x"? ile carpilirsa;

£2 —ff'E+3gf'=1+3(n+1)(f) £ +18k (') £"
Boliim 3’te verilen sinir sartlart

u(x,0)=0 v(x,0)=0 u(x,o) =1

Bu sinir sartlart denklem (4.21) ‘e uygulanirsa;

xl/3f(0)=0 g(O)zo )(1/3f(<3o):xl/3

£(0)=0 g(0)=0 f(o0) =1

4.2 Sonlu Farklar

%+6kf"
X

(£

1
x'?

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Sonlu farklar hesab1 niimerik analizde genis kullanilma alanina sahiptir. Hatta sayisal

islemlerin pek ¢ogu i¢in baz teskil ederler. Bu boliimde, sonlu farklarin oldukga genis

bir incelemesi yapilacak ve sayisal yontemler igin gerekli olan kavramlar verilecektir.

Matematiksel problemler degiskenlerin siirekli fonksiyonlar1 olarak karsimiza ¢ikarlar.

Bu fonksiyonlar kapali bir formiille tanimlanmislardir ve bagimsiz degiskenlerin

verilmis degerleri i¢in fonksiyonlarin degerleri hesaplanabilir. Bir baska sekilde de

fonksiyon, bagimsiz degiskenlerin her bir degerine karsilik gelen degerlerin bir ciimlesi

olarak tanimlanabilir. Bu halde fonksiyon kapali ya da agik bir formiille verilmemistir.
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Fonksiyonun, bagimsiz degiskenin liste halinde verilmis sirali degerler ile tanimlanmasi
halinde, siireklilik araligindaki herhangi bir noktada formiille tanimlama yoktur. Verilen
aralik (veya bolge)’de fonksiyonun mevcut oldugu varsayilir. Sonlu farklar kullanilarak
araligin i¢inde herhangi bir noktadaki degeri i¢in iyi bir yaklasim bulmak olasidir.
Karsilagilan problemlerin pek ¢ogunda, kapali bir formiil seklinde ¢éziim bulma olas1
ise de, bazen bu kapali analitik ¢6ziim yerine ayrik noktalar ciimlesinde sonlu farklar
kullanarak ¢6ziim elde etmek daha kolaydir.

4.2.1 Operatorlerle ilgili temel kavramlar

Matematikte kisalik, anlatim kolayligi ve diger bazi pratik amaglarla bazi islemlerin
olusumunu gdstermek icin “islem yaptiran” diyebilecegimiz D,[,A v.b. gibi semboller

kullanilir. Bunlara genellikle “operator” denir.

4.2.1.1 iki operatériin esitligi

A ve B gibi iki operator verilmis olsun. A = B veya B = A olmasi ancak ve ancak keyfi

bir f fonksiyonu ig¢in,

Af=Bf (4.34)

olmas1 mumkiinddr.

4.2.1.2 iki operatériin toplamu ve farki

A, B operatorlerinin toplami1 A + B farki A — B seklinde gosterilir. Tanim olarak,

(A + B)f = Af+Bf, (A — B)f = Af— Bf dir. (4.35)
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4.2.1.3 iki operatériin carpim

A ve B operatorlerinin ¢garpimi AB veya A.B seklinde gosterilir. Tanim olarak,
(A.B)f = (AB)f= A(Bf) dir. (4.36)
4.2.1.4 Birim operator

Birim operator I ile gosterilir ve tanim olarak If = f dir. Uygulamada 1 yerine 1

kullanilir.
4.2.1.5 Sifir operator

Sifir operator 0 ile gosterilir. f keyfi bir fonksiyon olmak iizere Of = 0 seklinde

tanimlanir.
4.2.1.6 Invers operatorler

Herhangi iki A,B operatorleri arasinda AB = 1 bagmtist varsa B operatdriine A

operatoriinlin inversi denir.
Beda'=l (4.37)
y .

Seklinde gosterilir. Buradan A~' f =g olmasi, ancak ve ancak Ag = f olmasiyla

mimkiindiir.
4.2.1.7 Operatorlerin lineerligi
Keyfi f ve g fonksiyonlar1 verilmis olsun. Eger bir A operatdrii i¢in,

A(f+g) = Af+ Ag (4.38)
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A( )= “Af, “ =st (4.39)

Kosullar1 saglaniyorsa A operatoriine lineer operatdr denir. Aksi halde lineer olmayan

operatordiir.

4.2.1.8 Operatorlerle islemler

A,B,C herhangi {i¢ operator oldugunda;

a) A+B =B+A Toplamada degisme 6zelligi

b) A+(B+C) = (A+B)+C Toplamada birlesme 6zelligi

c) AB=BA Carpmada degisme 6zelligi
d) A(BC) =(AB)C Carpmada birlesme 6zelligi
e) A(B+C) = AB+AC Dagilma 6zelligi

HATA" =A™

4.2.2 Sonlu Fark Operatorleri

Bu béliimde fonksiyonun belli bir x; noktasinda degeri, gdsterim kolayligi bakimimdan

f(x,) yerine f, ile gosterilecektir.
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4.2.2.1 leri farklar ve A operatorii

Bir f(x) fonksiyonunun x; noktasinda f,, x,,, noktasinda f,,, ...x,+ kh noktasinda ise

f.., degerini algiladigim1 varsayalim. Bu halde f,,, - f. farkina f fonksiyonunun x,

noktasindaki ileri farki denir ve

ile gosterilir. Daha acik olarak (4.40) formiili;

Af(x) = f(x+h) — f(x)

seklinde yazilabilir.

Benzer tarzda ikinci mertebeden ileri fark tanimi yapilabilir.
A f(x) = A[Af(x)] = A[f(x+h)-f(x)] = Af(x+h) - Af(x)
den,

A f(x) = f(x+2h)-f(x+h)-f(x+h)+f(x)

veya

A f(x) = f(x+2h)-2f(x+h)+{(x)

elde edilir. Yine bu sonug kisaltilmig gosterim ile;

Nf =f

-2f, +f

i+2 i+1

seklinde yazilabilir. Aym sekilde iiglincii mertebeden ileri fark,
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N fi=f., = 3f., +3f, 1) (4.40)
seklinde hesaplanabilir.

Simdi de fonksiyonunun birinci mertebeden tlirevinin, ileri farklar yardimiyla nasil
hesaplanabilecegini gorelim;

f(x) fonksiyonunun Taylor seri agilimini g6z dniine alirsak;

2
fi =fi+%fL—+ %f'{h.. (4.47)

yazilabilir. Boylece;

hZ

£ f=hf +—f+.. (4.48)
1 1 2! 1

i+l

elde edilir. h degerinin ¢ok kiigiik olmas1 durumunda h® ve daha sonraki terimler ihmal

edilerek,

Af, (4.49)

yazilabilir. Diger taraftan;

2
f. =f<+&fi+4h f+... (4.50)
i+2 i 1' i 2'

1

Diger taraftan;

2
f,,=f +&f{ + 4h £+
1 2!

1

4.51)
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2
2f, = 2f, +21—1'1fi' + 2h” o

1

taraf tarafa ¢ikartilarak,

2
fi+2 - 2fi+l = _fi + 2 g
2

1

veya,

fi., —2f;

i+1

+f =h’f +...

bulunur.

f +
2!

f. +..

(4.52)

(4.53)

(4.54)

Burada da /4’ lii terim ve sonraki terimlerin ihmal edilmesiyle

£~ fi+2 — 2fi+l + fi

i = h2

elde edilir.

(4.55)

(4.55) formiilii ikinci mertebeden ileri farklar kullanilarak;

seklinde gosterilebilir.

(4.56)

Sonug olarak ii¢lincii mertebe tiirev formiiliiniin de benzer yolla hesaplanmastyla,

iy £ =20
h

; Hata: ——f;
2

(4.57)
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IR

i) f; = hzl ; Hata: —h*f] >

o N ’

i) f; =— ; Hata: —ﬁfi(w)
h 2

seklinde 6zetlenebilir.

[leri fark formiilleri;

Bir terim ileri fark ifadesi;

f' _ fi+1 _fi
' h
" £, +4f,, =3,
' 2h
f‘"‘ — fi+3 _3fi+2 + 3fi+1 B fi
i h3

fi+4 B 4fi+3 + 6fi+2 —4f,

i+l

4 +1,
£ = 0

4.2.2.2 Geri farklar ve V operatorii

f fonksiyonunun x; noktasindaki Geri Farki f, —f, | olarak tanimlanir ve

seklinde gosterilir. (4.64) ifadesi agik olarak,

Vi(x)=f(x)-f(x—h) dir.
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(4.60)

(4.61)
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(4.63)
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f(x) in yiiksek mertebeden geri farklar1 da benzer sekilde tanimlanabilir.

Vf =V(VE)=V(f, - f_)=f_, —2f_ +f (4.66)

V3 =—f_, +3f_, —3f_ +f, (4.67)

Simdi de geri farklar ile fonksiyonun tiirevleri arasindaki iliskileri ¢ikarmaya

calisacagiz;
2

f, =f —Efi' +h—fi" +... (4.68)

1! 2!
oldugundan;

. h?

f. —f. , =hf, —Tfi +... (4.69)
yazilabilir.

Yine %* li terimlerden sonraki terimler ihmal edilerek;

g —— (4.70)

bulunur. Geri farklar dikkate alinarak;

f = Vi, ; Hata: %fi" (4.71)

yazilabilir.

Simdi de Ileri Farklar ve Geri Farklar arasindaki bazi iliskilere bakalim;
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Afi = fi+1 - fi

(4.72) ve (4.73) ifadeleri toplanarak;
f.., —f., =Af +Vf,

bulunur.

Benzer sekilde;

Nt =f, —2f +f

Vi, =f_ —2f +f_,

ifadeleri toplanarak;

V3, + Af, =2(f,, - 2f, +1,,)
elde edilir.

Geri fark formulleri

Bir terim geri fark ifadest,
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(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)



" fi _3f171 + 3fi—2 _fi—S

f, . (4.80)
£ f.—4f  + 6f1ili —4f  +f , 4.81)
4.2.2.3 Kaydirma operatorii

Bir f(x) fonksiyonu i¢in kaydirma islemi f(x+h) olarak tanimlanir ve

Ef(x)=f(x+h) (4.82)
veya kisaca;

Ef =1, (4.83)
seklinde gosterilir.

Ileri fark ve Geri Fark operatorleri gibi Kaydirma Operatérii de lineerdir.

Yani;

Alf, Fg.]=Af, F Ag; (4.84)
VIf g, ]=VI ¥Vg, (4.85)
E[f, +g,]=Ef ¥ Eg, (4.86)

Simdi de Kaydirma Operatorii ile ileri Fark ve Geri Fark Operatorleri arasindaki iliskiye

bakalim;

Ef(x)=f(x +h) (4.87)
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Af(x) = f(x +h) - f(x)

den,

Ef(x) = f(x) + Af(x)

yazilabilir.

O halde sembolik olarak;

E=1+A

esitliginden s6z edebiliriz.

Benzer sekilde,

Vf =f —f_ =f -E'f,

oldugundan;

V=1-E"

yazilabilir.

Yiiksek mertebeden kaydirma operatorii;

E*f(x) = E(Ef) = f(x + 2h)

E’f(x) = E(E*f) = f(x + 3h)

E"f(x) = E(E"'f) = f(x + nh)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)



olarak tanimlanabilir.

Benzer sekilde,

E'f(x) =f(x —h) (4.96)
E2f(x)=E"(E™f) = f(x - 2h) (4.97)
E™"f(x) = E"(E""™"f) = f(x —nh) (4.98)

4.2.2.4 Merkezi farklar ve o operatorii

Bir f(x) fonksiyonunda, bagimsiz degiskenin yarim adim ilersindeki deger ile, yarim

adim gerisindeki deger arasindaki fark, Merkezi fark olarak bilinir ve

8f(x)zf(x+£)—f(x—£) (4.99)
2 2
seklinde ya da kisaca;
ofi=f , —f (4.100)
2 2

seklinde gosterilir. Ikinci mertebeden Merkezi Fark ise yine tanimdan;

8 f =8(f , —f |)=f, —2f +f_, (4.101)
1+E 1—5

seklindedir.

Dikkat edilirse (3.17) den,
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8ﬂxy=ﬂx+%)—ﬂx—%)=E%ﬂxy4§%ﬂx)

oldugundan sembolik olarak;

S=E"2-E"

bulunur.
Merkezi fark formiilleri;

Bir terim merkezi fark ifadelerti;

f" _ fi+1 _fi—l
' 2h
fiu: fi+1 — it;l + fi—l
fr= fi+2 — 2fi+1 + 2fi—l — fi—Z
1 2h3
f4 — f;‘+2 _4/(;41 + 6f; _4f;'+1 +f;'—2

2ht

4.2.2.5 Ortalama farklar ve x operatorii

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

Bir f(x) fonksiyonunda, bagimsiz degiskenin yarim adim ilerisindeki fonksiyon degeri

ile yarim adim gerisindeki fonksiyon degerlerinin aritmetik ortalamasina Ortalama Fark

denir ve;
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uf(x) = %{f(x + %) +f(x —%)} (4.108)

seklinde gosterilir.

Ortalama Operatorii kisaca;

i+— i—
2 2

uf, :%[f +f 1} (4.109)

seklinde de ifade edilebilir.

Ikinci mertebeden ortalama operatérii de;

Hzfi = p(uf;) = H|:%(f o )} = %(fm +2f +1)) (4.110)
1+E i

dir .

Diger taraftan,

+f,1)} =%(E%fi +E%fi) (4.111)

!
2 2

1
£ ——|(t
uti =2 {( N
oldugundan;
p %[E% +E%} 4.112)

yazilabilir.
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4.2.2.6 Tiirev ve diferansiyel operatorii

Bilindigi gibi bir f(x) fonksiyonunun tiirevi;

L1

h—0

Df(x) = —dfl(;) -

NS, hg 1) _ gy

ile ve birinci mertebeden diferansiyeli de;
df(x) = f'(x).h = h.Df(x)
ile tanimlanir.

Yani kisaca,
f'(x) = Df(x)
df (x) = h.Df(x)
yazilabilir.

O halde,

f(x) :f(xi)+(x—xi)Df(xi)+%(x—xi)zsz(xi)+...

Taylor serisinde x = x,,, ve X,,, —X; =h yazilirsa,

h’D?
2!

f(x,,,)=(0+hD+ +..)f(x,)

elde edilir. (4.118) de parantez igindeki seri ™ ile gosterilirse,

40

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)



f(x,,,)=¢e"f(x,) (4.119)
bulunur.

Boylece,

E=¢" (4.120)
yazilabilir.

4.2.3 Boliinmiis Farklar

Bir f(x) fonksiyonunun x,,x,,X,,....,x, degerlerine karsihk f(x,),f(x,),.....f(x,)

n

degerlerini aldigini kabul edelim. f(x) in x; ve x; deki degerleri f(x;) ve f(x;) olmak

lizere, Bolinmiis Fark;

Cfxp) -f(x)

Xj_Xi

f[x,,x,] (4.121)

seklinde tanimlanir.

Onemli birgok uygulamada x; ve x ; ardisik degerler olmaktadir. Dikkat edilirse,

f[x,,x,1= X%, (4.122)
dir.
Benzer sekilde,

f[Xj’Xk]_f[Xi’Xj]

X, —X;

flx;,x,x, ]= (4.123)

Ve
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X, X550 X ] = f[X 0, X 5o Xy ]

(4.124)

X, X 00 X ] =
X =Xy

tanimlanabilir.

4.2.4 Newton Raphson Yontemi

f(x)=0 denkleminin bir kokiiniin yaklasik hesabinda kullanilan ikinci mertebeden bir
italasyon yontemidir. f(x) in tlirevinin kolaylikla hesaplana bildigi durumlarda bu

yontem rahatlikla kullanilabilir.

Kokiin yaklasik degeri x, ve x, gergek kokii ile x, arasindaki fark h ise;

X, =X, +h (4.125)
yazilabilir.

Bu durumda,

f(x,)=f(x,+h)=0 (4.126)

olacaktir. x, civarinda f(x) in Taylor seri agilim1 yapilirsa 0<0 <1 olmak iizere

2
f(x, +h):f(x0)+h.f'(x0)+h?f"(x0+9h) (4.127)
yazilabilir.
O halde,
> (4.128)

f(x0)+hf'(x0)+h7f"(xo +6h)=0
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elde edilebilir.

Sayet h yeterince kiiciik ise /4” iceren son terim ihmal edilebilir. Boylece,

f(x, +kf'(x,)=0 (4.129)
veya
f
h= —& (4.130)
f'(x,)
elde edilir.

h’ 1n bu yaklasik degerini h, ile gosterirsek, birinci yaklagim olarak;

f
X, =X, +h, =x0——f,((x°)) (4.131)
Xy

bulunur. Bu deger ger¢ek koke x, dan daha yakin olacaktir.

Bu isleme devam edilerek,

f(x,)
X, =X, ————
f'(x))

_x, - 1%5)
X; =X, F(x,) (4.132)

elde edilir.
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4.2.4.1 Sistemler icin Newton Raphson yontemi

Dordiincii boliimde anlatilan Newton-Raphson yontemine tekrar donecek olursak;

f(x)=0 denkleminde fonksiyonun x, noktasindaki degeri ve tiirevleri belli iken,

f(xi) = £(x) + (X)X, — %) (4.133)

seklinde Taylor seri agilimi1 yapilabiliyordu. x.

., kok ise f(x;,,) =0 olacagindan;

0=1(x;)+1"(x;)(X;, —X;) (4.134)
veya,

_ f(x;)
Xin =X f(x,) (4.135)

sonucunu elde etmistik. Bu formiil iterasyonda kullanilacak denklemi ifade etmekteydi.

Benzer sekilde sistemler i¢in formiil elde etmeye calisacagiz.

f(x,y) =0 (4.136)

gx,y)=0 (4.137)

sistemini goz Oniine alirsak, iki degiskenli fonksiyonlarda Taylor formiiliine gore,

of of
F(Xis Vi) 2 EXL YD)+ Ky =X)+—— | +Via —Y) =
Xi> Yin) 21X, y) + (X5 ) aXX!’YI (Vi Y)ay(x!,Yl) (4.138)
og og
g(Xi Y =eXny) + (X —x)+—= | +(Yin —Y)— |
1 1 1 aX Xi»Yi 1 8y (Xi,yi)

yazilabilir. (x,,,,y;,,) kok ise;
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f(XiH H Yi+1 ) = 0

g(xi+l b Yi+1) =0

dir.

Buna gore,

of of of of
Xt Y =T+ ——x+ vy,
0x oy 1)'e oy
o8 Xin +a_g i+ = _g+_gXi +_gy1
ox oy oy

elde edilir. (4.1) formiiliinde f,g,

or of o ae
dx 0y ox  dy

tirevleri (x;,y,) noktasinda

(4.139)

(4.140)

(4.141)

(4.142)

alinacaktir. (4.142) sistemi iki bilinmeyenli iki denklemden olusan sistem olup, ¢6ziimii

Cramer yontemiyle yapilacak olursa;

of of of
X

ox ain oy
Jg  Og og

ox oy’ oy

den,

¢ og of

Oy "oy
" ofog ogof
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elde edilir.

Benzer sekilde,

(oo
Ox OX
of og oOg of

Y=Yt

(4.145)

elde edilir. Dikkat edilirse (4.2) ve (4.3) da, paydadaki ifadeler Jakobiyen olup J(f,g)

seklinde gosterilebilir.

(4.2) ve (4.3) formiilleri matrisyel seklinde de ifade edilebilir:

of of
0=1f(x;,y;)+ '+_i_a+ v Vi) A
(Xl Y1) (Xl 1 X ) (y 1 y )ay

0 0
Ozg(xi’Yi)-l'(XiH_Xi)&g-l'(YiH_yi)gg
ifadesi,
of of
0 _ f; + ox Oy | X — X,
0] le] [% %8|y, -V
ox Oy
seklinde yazilabilir.
of of
0 f. =X, ~
L ol )
0 g; Yia =i o8 o8
0x Oy
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ile gosterilirse,

0=F(x;)+JAx
veya
J.Ax = -F(x;)

elde edilir. |J| #0 ise J™' mevcuttur. Boylece,

Ax =-J"F(x,)

bulunur. Buradan da;

X, =X, +Ax =X, -J " F(x,)

sonucu elde edilir.

Simdi de n bilinmeyen ve n denklemden olusan,

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)

sistemine Newton-Raphson yontemini uygulayalim: n degiskenli fonksiyonlarda Taylor

ac¢ilimi1 kullanilarak,
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~ 1, 1, 1,
fig =1+ (X0 —X45) aXl + (Xgi0 —Xy5) 8Xl + (X350 —X35) St

1 2 X3
(4.155)
of, .
(Xni+l _Xni) =
i TTO0X,
2. afz,i afz,i
fz,m = fz,i +(X1,i+1 _Xl,i)_+(X2,i+1 _X21)_+(X3,i+1 —X3;) T+t
1 0X, OX
5f2’i
(X — ni)ax (4.156)
foo2f +(x. =X )b (X =X ) (X =X ) — 4
n,i+l n,i ( n,i+l n,i aXi ( n,i+l n,i 8X2 ( n,i+l n,i 6X3
of (4.157)
(Xn,iH _Xn,i) 6Xn:

yazilabilir. fi ., 5,00 [, degerleri sifira esitlenip,

] =[f, f,..f,] (4.158)

X T =[x, x5 x,] (4.159)

T=| oo n (4.160)
of,; of,; of,
| Ox,  0X, ox, |
yazilarak,
X ]= X -DT R ] (4.161)
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elde edilir.
4.3. Niimerik Coziimler

Bu boliimde dlgekleme doniisiimiiyle elde ettigimiz probleme ait klasik sinir sartlari
(4.33)’de smir tabakasi denklemleri (4.28) ve (4.30) i¢in sonlu farklar yontemiyle
niimerik ¢ozlimler yapilacaktir. Bu problemde sonlu farklar yontemi diferansiyel
denklemlerin kapal1 ¢oziimleri elde edilemedigi i¢in niimerik ve yaklasik ¢oziimleri vere
bilecek bir yontemdir. Problemde birinci ve ikinci mertebeden tiirev ifadeleri igin

sirastyla merkezi farklar (4.104) ve (4.105) kullanilir.

Merkezi farklar da elde edilen tiirev denklemleri denklem (4.28) ve (4.30)’da yerine

yazilirsa;

f ¢ fi.—fi 43 gin "8 | _ 0 (4.162)
2h 2h

2h h?
fi+1 B fi—l ’ fi+1 B Zfi + fi—l
) (200

Hesaplamalarda, denklem (4.162) ve (4.163) de & = [0,10] ve h= 0.1 olarak alinmustir.

fiz _fi (fm _fi—l ng +3gi (fmz_hfi—l j_1_3(n+1)(fi )n(fm _2f1 +f1—1 j

(4.163)

Denklemlere sinir sartlar1 uygulandiginda i=1 i¢in denklem (4.162)

fl—gl(fz_f°j+3(g2_g°j:0 (4.164)

Burada simir sartlar1 £(0)=0 ve g(0)=0 i=11¢in f, =0, g, =0 ve &, =0.1 olur.

Degerler yerine kullanilirsa;
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i=1icin fl—(%zju(%j:o (4.165)

i=99 i¢in denklem (4.162)

f39 — &9 (fmoo_zfgg ] + 3[g1000_2g98 j =0 (4.166)

Burada sinir sartlar1 f(c0) =1 ve g'(c0) =a (simr sartin1 keyfi bir say1 olarak alinir)

kabuliiile 1=99 i¢in f,,, =1, g,i, = gy +ha ve &, =9.9 olur.

Degerler yerine kullanilirsa;

i =99 igin £, —9.9[ 1 Lot |3 EntOlazEu 4.167)
0.2 0.2

Denklemlere sinir sartlar1 uygulandiginda;

i=1 i¢in denklem (4.163)

0.2
2
_lgk(fz—foj £,-2f+6,)_,
0.2 (0.2)°

Burada sinir sartlar1 £(0)=0 ve g(0)=0 i=11i¢in f, =0, g, =0 ve &, =0.1 olur.

f, -1 f, —f of £, =21 +1,
flz_f1( 2020}21"‘3&( : Oj_1_3(n+1)(f1) (Mj

(4.168)

Degerler yerine kullanilirsa;

=1 i¢in;
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£2_f, O.I(f—2j+3g1 (f—ZJ_1_3(n+ () (ﬂ]

0.2 0.2 (0.2)°

, (4.169)
—18k(f—2j ﬂ =0
02) { (0.2)
1=99 i¢in denklem(4.163)
00 — T 00 — af fi00 = 2fg0 + 1,
fgo = o ( 1000.2 = ji% +3g4, [ 1000.2 . j -1- 3(n + 1)(f99) ( = (0.29)92 = ]
, (4.170)
_lgk(floo — f98 j f100 — 2f99 + f98 -0
0.2 (0.2)
Burada sinir sartlar1 f(c0) =1 kabuliiile 1=99 i¢in f,, =1 ve &y =9.9 olur.
Degerler yerine kullanilirsa;
1-f, 1-f o 1=2f5 + 1,
£y = Fop 9.9( 0 ] +3840 ( 0 J ~1-3(n+1)(f,) {W]
(4.171)

2
_lgk(l_fexj 1_2f99—l_f98 =0
0.2 (0.2)

elde edilmektedir.

Denklemleri ¢ozmek icin yukarida bulunan degerler matlab programinda yazildi. Sonlu
farklar metodunun uygulanabilmesi i¢in baslangicta belirli araliklarla fonksiyonlarinin
tahmini degerlerinin verilmesi gerekmektedir. Bu tahmini degerler ne kadar iyi olursa
yakinsama ihtimalide o kadar artmakta veya ¢oziimleri yakinsamak icin kullanilan

bilgisayar zaman1 azalmaktadir.

Daha sonra problemler i¢cin n)0 ve n{0 ’in farkli degerleri i¢in (k=1)farkli ¢6zlimler

elde ettik. Sekil 4.1-3 de sabit n (n=0.2) ve farkli k degerleri (k=0, 2, S)igin f, g ve f'nin
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Y’ye gore karsilagtirmali grafikleri verilmistir. Sekil 4.4-6 ‘da sabit k (k=1) ve farkh
negatif n degerleri (n=0, -0.2, -0.4) i¢in f, g vef'nin Y’ye gore karsilastiriimali
grafikleri verilmistir. Sekil 4.7-9 ‘da sabit k (k=1) ve farkli pozitif n degerleri (n=0, 0.2,

0.4) icin f, g ve f'nin Y’ye gore karsilastirilmali grafikleri verilmistir.

Sekil 4.1-3’e bakildiginda artan k degerlerinde sinir tabakasinin kalinlastigi soylenebilir.
Sekil 4.4-6 n’in negatif degerleri icin ¢izilmistir. sekil 4.4 f fonksiyonunun § ’ye gore,
Sekil 4.5 g fonksiyonununé&’ye gore ve sekil 4.6 f' fonksiyonunung’ye gore

degisimlerini goOstermektedir. Buradan n’nin negatif degerleri i¢in sinir tabakasi

kalinlastig1 gozlenmektedir.

Sekil 4.7-9 n’in pozitif degerleri icin ¢izilmistir. sekil 4.7 f fonksiyonunun & ’ye gore,
sekil 4.8 g fonksiyonunung’ye gore ve sekil 4.9 f’ fonksiyonunung’ye gore

degisimlerini gostermektedir. Buradan n’nin pozitif degerleri i¢in sinir tabakasi

inceldigi gozlenmektedir.

0.9+ f
0.8 _
k=0

0.7 R
k=2

k=5
0.5+ -

0.3 s

0.2 s

0.1 B

Sekil 4.1 x yoniindeki hizin benzerlik degiskenine gore degisimi
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Sekil 4.2 y yoniindeki hizin benzerlik degiskenine gore degisimi

10

1 /;222£ff:z4¥ﬁ#+zmo

0.9

n=-0.2

0.8r n=-0.4

0.7+
0.6
0.5-
0.4F

0.3+

0.1

Sekil 4.3 x yoniindeki hizin benzerlik degiskenine gore degisimi
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n=0
n=-0.2
n=-0.4 |
| | | | | | |
1 2 5 6 7 8 9 10
g
Sekil 4.4 y yoniindeki hizin benzerlik degiskenine gore degisimi
n=0 .
n=0.2 i
r=0.4 T
| | | 1
6 7 g 4 10

Sekil 4.5 x yoniindeki hizin benzerlik degiskenine gore degisimi
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Sekil 4.6 y yoniindeki hizin benzerlik degiskenine gore degisimi

0.8

10

0.7

0.5 k=0

0.4p
k=2

k=5

0.2

0.1

Sekil 4.7 x yoniindeki hizin tiirevinin benzerlik degiskenine gore degisimi
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0.7

0.6 -

n=-0.4

Sekil 4.8 x yoniindeki hizin tiirevinin benzerlik degiskenine gore degisimi

0.6

10

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Sekil 4.9 x yoniindeki hizin tiirevinin benzerlik degiskenine gore degisimi
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasinda ¢ok 6zel bir kayma gerilmesi modeli ele alinarak bu modele ait
sinir tabakasi denklemleri elde edilmis ve bu denklemlerin ¢oziimleri yapilmistir. Ele
alinana kayma gerilmesi modeli daha 6nce higbir calismada ele alinmamigstir. Model
power-law akiskan modeli ile tigilincii derece akiskan modelinin bir birlesimi
bi¢imindedir. Daha Once yapilan ¢alismalara géz gezdirildiginde bu ¢alismalarin sadece
power-law akiskan modeli veya liciincii derece akiskan modeli gibi modeller iizerinde
yapildigi goriilmektedir. Literatiirde bu iki Newtonyen olmayan akiskan modeli ile ilgili

bir ¢cok calisma yapilmistir. Degisik akis problemleri ele alinip incelenmistir.

Calismada akiskanlar mekaniginde ¢ok 6nemli bir yere sahip olan sinir tabakasi akislari
bu 6zel model i¢in ele alinip incelenmistir. Akiskan modelinde Oncelikle en genel
hareket denklemleri ¢ikarilmistir. Iveme terimleri, viskoz terimler, power-law terimi ve
ticlincii derece akiskan terimleri ayr1 ayr1 elde edilmistir. Tezin sonraki kisminda ise
sinir tabakasi yaklasimi kullanilarak sinir tabakasi denklemleri elde edilmistir. Sinir
tabakas1 yaklagiminda x koordinati ve bu yondeki hiz u# bir mertebesinde, basing terimi
p bir mertebesinde, y koordinati ve bu yondeki hiz & mertebesinde alinmistir. Bu
yaklagim ile hareket denklemleri elde edilmistir. Bu hareket denklemlerinde power-law
iissti (n=0) alindiginda siir tabakasi denklemleri sadece liciincli dereceden akiskan
terimini ihtiva eden smir tabakasi denklemlerine doniismektedir. Eger denklemlerde
ticlincii derece akiskan katsayisi k=0 alinir ise sinir tabakasi denklemleri power-law
akiskan modeline donlismektedir. Eger n=0 ve k=0 alinir ise sinir tabakasi denklemleri

Newtonyen akigkanlar i¢in elde edilmis olur.

Yukaridaki yaklasim ile elde edilen sinir tabakasi denklemlerini yiiksek non-lineriteye
sahip kismi diferansiyel denklem sistemi bigimindedir. Bu kismi diferansiyel denkleme
ait smir sart1 olarak literatlirde de ¢ok sik kullanilan klasik sinir sartlari alinarak ¢oziime
gidilmistir. Denklemlerin ¢dziimii i¢in benzerlik doniisiimii kullanilmistir. Benzerlik
doniisiimlerinin  ¢ok c¢esitleri mevcuttur. Bu calismada Olgekleme doniisiimii
kullanilmistir. Kismi diferansiyel denklemlere bu doniisiim uygulanmis ve denklemlerin

bu doniisiimii kabul ettigi goriilmiistiir. Doniisiimden sonra denklemlere ait benzerlik
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degiskenleri ve yeni hiz fonksiyonlar1 elde edilmistir. Bu yeni degiskenler denklemde
yerlerine yazilarak kismi diferansiyel denklem sistemi adi diferansiyel denklem
sistemine doniistiirilmesi saglanmistir. Denklemler adi diferansiyel denklem formuna
inerken simir sartlari da basari ile adi diferansiyel forma indirilebilmistir. Ol¢ekleme
donilislimiinlin basar1 ile uygulanmasi bu tez g¢alismasina c¢ok biiyiik bir kolaylik
getirmigtir. Ciinkii her zaman i¢in bir kismi diferansiyel denklemi ¢dzmek bir adi
diferansiyel denklemi ¢ozmekten zordur. Doniisiim sayesinde denklemler adi
diferansiyel denklem formuna indirilmek sureti ile ¢ok biiylik bir avantaj elde edilmistir.
Elde edilen adi diferansiyel denklemlerde x koordinati yoniindeki hiz fonksiyonu f, y

koordinati yoniindeki hiz fonksiyonu g olarak belirlenmistir.

Bundan sonraki asamada elde edilen adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimleri
tizerinde durulmustur. Cozlim i¢in sonlu farklar metodu tercih edilmistir. Bunun iginde
ortalama farklar kullanilmigtir. Yiiz diigiim noktas1 i¢in ¢6ziim yapilmistir. Elde edilen
bu biiylik denklem sistemi Newton iterasyonu kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Newton
iterasyonunu kullanarak c¢alisan bir program Matlab paket programinda yazilmis ve
programa girilen denklem sistemi basar1 ile c¢ozilmiistir. Elde edilen sonuglar
grafiklerle ifade edilmistir. Elde edilen grafikler power-law tissii #»’nin ve liglincii derece
akigkan katsayis1 A’'nin ¢esitli degerleri icin hiz fonksiyonlarinin degisimini

gostermektedir.

k’nin c¢esitli degerleri i¢in elde edilen ¢oziimler incelendiginde artan k degerlerine
kargilik smnir tabaksinin kalinlastigi gézlenmektedir. Buna karsilik k arttikca x ve y
koordinati yoniindeki hizlarin azaldigr goriilmiistiir. n>0 i¢in elde edilen ¢oziimler
incelendiginde ise n arttik¢a sinir tabakasi kalinliginin azaldigi sonucuna ulagilmistir.
Bu durum i¢in hiz fonksiyonlar1 incelendiginde ise n degeri arttikga hizlarin arttigi
sonucu ortaya ¢ikmistir. n<0 degerleri i¢in ¢izdirilen grafikler incelendiginde ise n’nin
azalan degerlerine karsilik smir tabakasi kalinliginin arttigi goriilmektedir. Hizlar
bazinda incelendiginde ise n’nin azalan degerlerine karsilik hizlarinda azaldigi
gorilmistiir. Ayrica c¢oziimlerde f fonksiyonunun tiirevine ait grafiklerde elde

edilmistir. Bu grafikler kayma gerilmesinin hesap edilmesinde kullanilmaktadir.
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