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Bu ¢aligma, iki boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, diisiik boyutta en
onemli funktor olan temel grup, ve insas1 ¢alisilmistir. Aslinda temel grup, 3 ve 4
boyutlu manifoldlar ve klasik diigiim teorisi ic¢in denklik smiflarinin
(homeomorfizm ve gémiilme denkligi sirasiyla) belirleyicisidir. Lakin burada elde
edilen gruplar, homeomorfizm probleminin neredeyse kendisi kadar zor, grup
teori problemidir. Bu nedenle temel gruplar1 ayirt edecek invaryantlar bulma
zorunlulugu vardir. Bir klasik diigiimiin S® ya da R3 teki tiimleyeninin kapanist
kompakt manifold oldugu icin gomiilme denkligi birden topolojik denklik
problemine doniistir. Hatta klasik diiglimler i¢in tlimleyenlerin denkligi
diiglimlerin denkligine esdegerdir. Ama bu yiiksek boyutta dogru degildir. Bu
nedenle ikinci boliimde temel gruptan elde edilen bir diigim invaryantindan yani
temel grup degismezinden bahsedilmistir. Lakin burada tanim olduke¢a degisik
yollarla yapilabilir. Biz 1980’lerin basinda Conway tarafindan verilen Skein Teori
kullanarak bu de§ismezi tanimladik. Bu degismez bir Laurent polinomudur ve
Alexander polinomu olarak bilinir. Lakin Conway’in elde ettigi Skein polinomu
da Alexander polinomuyla ¢ok yakindan ilgili oldugundan bu polinoma genelde
Alexander - Conway polinomu denir. Son olarak, iki kopriilii diigimler i¢in bu
degismezi hesaplayip caligmay1 bitirdik.

Anahtar Kelimeler : Homotopi, Temel Grup, Alexander - Conway Polinomu
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This work consists of two parts. In the first part of this work, the
fundamental group which is the most important functor in low dimensions and its
constructions has been studied. In fact, the fundamental group determines the
equivalence of manifolds and knots (homeomorphisims and embedding
respectively). But the group obtained here are nearly as difficult as
homeomorphism problem of the spaces. That’s why it is needed some new
invariants to distinguish the groups. On the other hand, the closure of the
complement of a tubular neighbourhood of a knot in S* or R3 is a manifold with
boundary hence the embedding problem reduces to homeomorphism problem.
Furthermore, for the classical knots in particular equivalence of knots equivalent
with equivalence of complements. Unfortunately, this statement is not true in high
dimensions. The second part of the work is devoted to an invariant of the
fundamental group itself to differentiate the fundamental groups. But invariant we
illustrate may be defined in various ways. The method we employ here was given
by Conway in early 1980’s, namely, by using Skein theory. This invariant is a
Laurent polynomial and known to be Alexander polynomial. But its close
relationship with the Skein polynomial of Conway, it is generally called as
Alexander - Conway polynomial. End we finished this work by illustrating
calculations of Alexander - Conway polynomial for two bridge knots.

Keywords : Homotopy, Fundamental Group, Alexander — Conway Polynomials.
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1. GIiRiS

Bu c¢alisma iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda diisiik boyutlu
topolojinin ya da geometrik topolojinin belki de en 6nemli invaryanti olan temel
grup, temel grubun tanimindan, insasindan ve bir kisim 6rneklerden olusmaktadir.
Genelde diisiik boyutta (2,3 ya da 4. boyutta) bilinen tiim invaryantlar temel
grubun kendisinden tiiretilmistir. Yani bir anlamda diigiim teoriye temel grubun
teorisi demek yanlis degildir. Lakin burada elde edilen gruplar, neredeyse
diigiimiin kendisi kadar zor ve karmagsiktirlar. Dolayisiyla bu gruplar
karsilastirmak icin de yeni invaryantlara ihtiyag vardir.

Bu c¢alismanin ikinci kisminda ise diigiimlerin Alexander-Conway
polinomundan bahsedecegiz. Alexander ‘in orijinal tanimi yine diigiim grubu
tizerindendir. Fakat daha sonra 1980 lerde Conway tarafindan Alexander
polinomu tamamen kombinatorik olarak tanimlanmistir. Biz bu kombinatorik
tanim1 kullandik. Bilindigi gibi Alexander-Conway polinomu iki koprili
diigiimlerde miimkiin biitiin degerlerini alir. Yani ikiden daha fazla kopriilii bir
diigiimiin Alexander-Conway polinomu mutlaka iki kopri Alexander-Conway
polinomuyla aymidir. Iki kopriilii diigiimler, miimkiin biitiin degerleri alirlar.
Dolayisiyla bu invaryant yeterince iyi degildir.

Simdi temel grubu tanimlamak i¢in gerekli kavramlari tantyalim.



2. HOMOTOPI

Topolojide genel anlamda topolojik uzaylarin homeomorf olup
olmadiklart sorgulanir. Fakat bu kadar genel haliyle olduk¢a zor bir problemdir.
Bu nedenle topolojik uzaylar yerine adina manifold dedigimiz nesnelerin
homeomorf ya da topolojik denk olup olmadiklar1 incelenebilir. Bir manifolddan
kastedilen sey ise, kendisi bir Oklid uzayr olmamasma karsin, her noktasiin
uygun bir komsulugu Oklid uzay1 olan nesnelerdir.

Iki manifold topolojik denk iseler bu topolojik denkligi bulmak biraz
sans yardimiyla herkesin yapabilecegi bir istir aslinda. Biiyiik problem, iki
manifold denk degilse ne yapilacagidir. Eger iki manifold topolojik denk degil ise
bu iki manifold arasinda birebir, Orten, iki yonlii siirekli biitiin doniisiimleri elden
gecirmek zorundayiz. Bu da elbette miimkiin degildir. Bu nedenle siirekli
fonksiyonlar altinda degismez kanunlar 6zelligini incelemek ¢ok daha anlamlidir.
Ornegin, lisans yillarindan, kompakthgm, baglantililigin siirekli fonksiyonlar
altinda degismez Ozellikler oldugunu biliyoruz. Fakat bunlar da cok kaba
degismezlerdir. Daha fazla sayida manifold lar1 ayirt etmek istiyorsak daha ince
degismezlere ihtiyac¢ vardir. Bu da genel anlamda, 1930lardan sonra tanimlanan,
adma funktor denilen kategoriler aras1 doniistimlerle saglanir. Genel bir funktor
incelemek yerine, daha diisiik boyutta temel grup funktoru ile ilgilenecegiz.
Bunun i¢in, gerekli kavramlardan en 6nemlisi olan homotopiyi incelemek gerekir.
Homotopi, homeomorfizmden daha zayif ya da daha muglak bir topolojik denklik
kavramidir. Yani iki uzay eger homeomorf iseler mutlaka homotop olmalidirlar
ancak tersi dogru degildir. Simdi bu kavrami anlayabilmek icin Oncelikle iki

fonksiyonun homotop olmasi ne demek onu anlayalim.

Tammm: X ve Y topolojik uzaylar olmak iizere, f,g:X — Y seklinde
tanmimhi  F(x,0) = f(x) ve F(x,1)=g(x) durumunu saglayan sirekli
dontigimler ve I = [0,1] olmak tizere, F: X X I — Y siirekli doniisiimiine f ve g
arasindaki homotopi doniisiimii denir ve f = g seklinde ifade edilir.

Stirekli fonksiyonlar arasinda esit olmaktan daha gevsek denklik iliskileri

de vardir. Homotopi, topoloji acisindan bunlarin en énemlilerinden biridir. Bagka



bir deyisle, iki siirekli fonksiyon farkli bir siirekli fonksiyon yardimiyla
birbirlerine deforme oluyorsa bu iki fonksiyon homotoptur denir. Yani kabaca
homotopi, iki donilisim arasinda ‘deformasyon esdegeri’ olmaktir. Yollar i¢in
formal bir tanim asagidaki sekilde verilebilir. Bizim temelde amacimiz yollarin

homotop oldugunu anlamak oldugundan simdi yolun ne oldugunu tanimlayalim:

Tammm: X bir topolojik uzay,f:1 — X seklinde tanimhi f(0) = x, ve
f(1) = x4 olan f siirekli doniistimiine X’te xo’dan x4’¢ bir yol denir. xy’a f
yolunun baglangi¢ noktasi, x;’e de bitis noktas1 denir.

Verilen iki yolun homotop olmasi da asagidaki sekilde tanimlanabilir:

Tammm: f,g:1 - X iki yol olsunlar. f(0) =x, , f(1) =x; ve
g(0)=x¢ , g(1) =x; oldugunda F:X X[ —Y siirekli doniisimiinde her
(s,t) €I X I igin
F(s,t) = f(s) ve F(s,1) = g(s),

F(0,t) = f(0) = g(0) =xo ve F(L,t) = f(1) = g(1) =x1
durumlar gergekleniyor ise f ve g yollart homotoptur denir. F doniisiimiine de f

ve g yollar1 arasinda bir homotopi doniistimii denir.

Ornek: f, g:[0,1] » R? olmak iizere,
f(x) =(2x,3x —4) ve gkx)=(x—12x+1) seklinde tanimh iki yol
olsunlar.
f(0)=(0,-4),f(1) =(2,-1)

9(0) = (=11), g(1) = (0,3)
A=(-11Dt+(03)1—-1t) =(-t,3—2t)
B=02,-Dt+(0,-4)(1—-t)=(2—-2t,—1—3t)

F(s,t) =As+B(1—-5s)=(2—2s—2t+st,—1+ 4s — 3t + st)
denklemlerde 2 — 2t = 2x = t = 1 — x alarak islem yaparsak;
F(0,t) = (2x,3x — 4) = f(x)
F(1,t) =(x—12x+1) = g(x)
olarak bulunur. Bu ornegin sonucundan, konveks bir uzayda, herhangi iki

dogrunun birbirine homotop oldugu agik¢a goriiliir.



Ornek: | = [0,1] olmak iizere f, g, h: I —» R? — {(0,0)} yollar1 asagidaki
gibi tanimlansin:
f(s) = (cosms, sinms),
g(s) = (cosms, 2sinms),
h(s) = (cosms, —sinms).
f = g ve f = hiliskilerini inceleyelim:
Iki homotopi i¢in de F:I X I — R? —{(0,0)} siirekli doniisiimii tanimlanmak
lzere;
f=gicin; F(s,t) = (1 —=1t) - f(s) + t- g(s) olsun. Bu durumda
F(s,0) = f(s) ve F(s,1) = g(s),
F(0,t) = f(0) = (cos0,sin0) = (1,0) = (cos0,25in0) = g(0)
F(1,t) = f(1) = (cosm, sinm) = (—1,0) = (cosm, 2sinm) = g(1) dir.
(0,0) < (s,t) < (1,1) iken biitiin s ve t degerleri i¢in bu esitliklerin saglanmasi
gerekir.

s = % oldugunda:

F)=a-01@)+e0(3)
=1—=1t)- (01 +t-(0,2)

=(0,1+¢t)

t = % oldugunda:
1 1 1
Fsg)=(1-3) f®+5-9
_E.f(s)+§-g(s)
1
=5 (f) +9(s)
= > (cosms + cosms, sinmts + 2sinms)

1
=3 (2cosrs, 3sinms)



Bu durumda her iki sonuc¢ta da doniisiimiin tanimsiz oldugu bir nokta
olmadigindan, yani F(x,y) = (0,0) olan herhangi bir (x,y) ¢ifti olmadigindan
f = g dirve

F(s,t) =1 —=1t)- f(s) +t-g(s)
f ile g arasindaki homotopidir.

f = higin; F(s,t) = (1 —t) - f(s) + t - h(s) olsun. Bu durumda

F(s,0) = f(s)ve F(s,1) = h(s),

F(0,t) = f(0) = (cos0,sin0) = (1,0) = (cos0, —sin0) = h(0)

F(1,t) = f(1) = (cosm, sinm) = (—1,0) = (cosm, —sinm) = h(1) dir.

Ve yine, (0,0) < (s,t) < (1,1) iken biitiin s ve t degerleri igin bu esitliklerin
saglanmas1 gerekir.

s = % oldugunda:

1 1 1
Flzt)=a-05()+er(3)
=(1-t)-(01)+t¢t-(0,—-1)
= (0,1 — 2¢t)
t= %oldugunda:
1 1 1
Flsg)=(1-3) r@+30®
1 1 B
—E-f(5)+§- (s)
1
=2 (F(®) +h(s)
= 5 (cosms + cosms, sinmts — sinms)

= (cosms, 0)

F(l 1) = (0,0) olur. (0,0) ¢ R? —{(0,0)} oldugundan F déniisimii f ile h

2’2

yollar1 arasindaki bir homotopi degildir.

Onerme: Homotopi bagintis1 (=), X ve Y topolojik uzaylari arasidaki

stirekli doniistimlerin kiimesi lizerinde bir denklik bagitisidir.



Kanit: (=), denklik bagintis1 olma kosullarini saglar:
Yansima:

f:I - X stirekli doniisim ve f(0) =x¢, f(1) =x; igin F:X X[ >Y
olacak sekilde, her t €[l i¢in, F doniisimi F(x,t) = f(t) seklinde
tanimlandiginda F(x,0) = xo ve F(x,1) = x; kosullarin1 saglayan siirekli bir
doniisiim oldugundan f = f dir.

Bu durumda (=) yansiyandir.

Simetri:

f,f'+X - Y doniistimleri i¢in f =~ f' oldugunda bir F: X X I - Y olacak
sekilde F(x,0)=f(x)ve F(x,1)=f'(x), F(0,t)=x, ve F(1,t)=x
durumlarin1 gergekleyen stirekli bir F doniisiimii vardir.

Eger bir G:XXI—-Y donisimi G(x,t)=F(x,1—1t) seklinde
tamimlanirsa, G(x,0) = f'(x) ve G(x,1) = f(x), G(0,t) = x; ve G(1,t) = x,
durumlarimi gergekleyen f' ile f arasinda bir homotopi elde edilmis olur. O zaman
f'= f dir.

Bu durumda (=) simetriktir.

Gegisme:

f.f, f":X >Y donigimleri i¢in f ile f' arasinda F:X X[ Y,
Flx,t) = A -t)f@t) +tf'(t) ve f' ile f" arasmda G:XXI-Y,
G(x,t) = F(x,1—t) siirekli doniisiimleri tanimlanmis olsun. Bu durumda
F(x,0)=f(x) ve F(x,1)=f"(x), F(,t)=x, ve F(1,t)=x; Ve
G(x,0) = f'(x) ve G(x,1) = f"(x) , G(0,t) = xo Ve G(1,t) = x; durumlarimi
gercekleyen F ve G homotopileri vardir.
O zaman f ile f" arasinda H(x,0) = f(x) ve H(x,1) = f"'(x), H(0,t) = xo Ve
H(1,t) = x, durumlarin1 gergekleyen bir H:X X[ — Y doniisiimiiniin varlig

gosterilmelidir:



F(x,20),t € [o%]
H(x,t) = 1
G(x,2t—1),t € [E’ 1]

seklinde tanimlanan H doniisiimii;

i. lyi tanimlidir :

t =~ iken F(x,2t) = f'(x) = G(x, 2t — 1) dir.

ii. Siireklidir:

Taniminda, X X [O, ﬂ ve X X E,l] kiimelerinde siirekli oldugundan X X [

kimesinde de sureklidir.

O halde H doéniisiimii f ile f'' arasinda bir homotopidir.

Bu durumda (=) ge¢ismelidir.

Sonug olarak; homotopi bagintis1 (=), f: X — Y seklinde taniml1 siirekli
dontisiimlerin kiimesi tizerinde bir denklik bagintisidir ve f doniistimiiniin denklik

smifi [f] ile gosterilir.

Tanm: f:I->X, f(0)=x0 f(1)=x1 ve g:I1->X, g(0)=x,,
g(1) = x, seklinde taniml1 f, X te xo’dan x;’e ve g, X’te x;’den x;’ye birer yol
olsunlar.
f(2s),s € [O,%]

(f * 9)(s) = 2
g2s—1),s€ [E' 1]

seklinde taniml f * g siirekli doniistimiine f ve g yollarinin ¢carpimi denir.

Onerme: f:1->X, f(0)=x, f(1)=x5 ve g:1 > X, g(0) = xy,
g (1) = x, seklinde tanimli f, X’te xo’dan x1’e ve g, X’te x;1’den x;’ye yol olmak

tizere, f * g doniisimii X te xo'dan x,’ye bir yoldur.

Kanit: f * g doniisiimii;

i. Iyi tanimhidar:



s = % iken f(2s) = x; = g(2s — 1) oldugundan f * g iyi tanimlidir.
ii. Streklidir :
f ve g doniistimleri siirekli oldugundan f * g de siireklidir.

Bu durumda f * g doniisiimii X’te x,’dan x,’ye bir yoldur.

Onerme: Homotopi siniflari iizerinde taniml1 ¢arpma islemi, iyi taniml

bir islemdir ve [f] * [g] = [f * g] esitligi ile ifade edilir.

Onerme: f ve f’ arasindaki homotopi F , g ve g’ arasindaki homotopi G
olsun.
1
F(ZS,t),S € [0,5]
H(s, t) = 1
G(2s—1,1),s € [5' 1]
seklinde 1yi taniml, siirekli bir H doniisiimii tanimlandiginda bu doniisiim f * g

ve f'x g’ arasindaki homotopidir.

Onerme: Homotopi simiflar1 iizerinde tamimli * islemi grup olma
ozelliklerini tagir. Bu oOzellikler her eleman icin degil sadece f(1) =

g(0) 6zelligini tastyan ([f], [g]) denklik sinifi ¢iftleri i¢in gegerlidir.

Teorem: = islemi asagidaki 6zellikleri tasir:
i. Birlesme:
Eger [f] * ([g] * [h]) tanimliysa ([f] * [g]) * [h] ile esittir.
ii. Sag - Sol Birim:
e,: I = X seklinde tanimli e, doniisiimii [ daki tiim noktalar1 x € X elemanina
tastyan sabit bir yol olsun. Eger f, X te, xo dan x, e bir yol ise [f] * [ex,] = [f]
Ve [e;,] * [f] = [f] olur.
iii. Sag - Sol Ters:
f, Xte xo dan x; e bir yol , /= de f~'(s) = f(1 — s) seklinde tamml1 bir yol
olsun. f~* e , f nin tersi denir ve [f] * [f ] = [ey,] Ve [f™*] * [f] = [ey,] olur.



3. TEMEL GRUP

Tammim: X bir topolojik uzay, x,, X’e ait bir nokta olsun. x, noktasinda

baslayip yine o noktada biten X teki bir yola x, tabanli bir basit kapali egri denir.

Lemma: x, tabanli basit kapali egrilerin yol homotoplar1 siniflarinin

kiimesi ¢arpma (*) islemi ile birlikte bir grup teskil eder.

Kamit: S6z konusu grup G olsun.

Kapalilik:
f,g € G olsun. Bu durumda f * g € G midir?
f,g9:[01] - X
f(0) =f(1) =x,veg(0)=g(1) =x
1
f(2s), 0<s< >
frg(s)= )
g(2s—1), ESSS 1

F*)0)=f0)=x  (F*xg)(1)=9(1)=x0
f * g € G dir.
O halde ¢arpma (*) islemi kapalidir.

Birim Eleman:
i.frex=f
1
f(2s),0<s < >
(f * e)(s) = .
e(ZS—l),ESsS 1
1
f(25),0<s< >
- 1
Xo, ESSS 1

f*xe ile f arasinda F:IXI—X ile tamimlanan F(t,0) = f(t) ve
F(t,1) = (f * e)(t) kosullarin1 saglayan siirekli F doniislimiinii grafikle ifade
etmek gerekirse:



f any e RN

(0.1)
(0.5) (1.s)
((2-5)i2,5)
(0,0) f (1.1) N

Sekil 3. 1. f x e ile f arasindaki homotopiyi gosteren grafik

9o

a(x) = mx

2—s5
ﬁ:[T,l - [0,1]

2
B(x) = PR +

f( 4 t) 0<t<2_s

S

F(t,0) =fQ2t)=f(t) ve F(t,1) =e(Rt—1) = (f xe)(t)
ii.exf=f

1
(e+f)(s) = L C
<

exf ile f arasinda F:I X[ - X ile tanimlanan F(t,0) = (e f)(t) ve
F(t,1) = f(t) kosullarint saglayan siirekli F doniistimiinii grafikle ifade etmek

gerekirse:

10



e (12)) f (1.1)

(0.1)
(0.5) (Ls)
((2-5)2,5)
(0,0) f (L.1) g

Sekil 3. 2 . e = f ile f arasindaki homotopiyi gosteren grafik

Yine ayni islemler yapilarak:

4 2—s
e( t>,OStS >

2_
Fts) =4 57 5 5 2-s
f(s + s) 2
—-s
x0,0StS
- 2 s—2 —S
PRt i
S Ny

elde edilir.

F@,0)=f2t-1) =(exf)t) ve F(t1) =f(t)

Bu durumda garpma (*) islemi birim elemana sahiptir.

Ters Eleman:
i. f*f'1 ~ e
f1(t) = f(1 — t) olmak iizere
f(2t),0<t S%
(0 = )
f_l(Zt_ 1);5 <t<l1
f2t),0<t< %

f(l—(2t—1)),%$t£ 1
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f@OﬂStSl

N

1
fe-25<t<1

f ile f' arasinda F:1xI - X olarak tanmimlanan F(t,0) = e(t) ve

F(t,1) = (f * f~1)(¢t) kosullarini saglayan siirekli F doniisiimiinii grafikle ifade
etmek gerekirse:

-1
Fary ™y

©.1)
0.5) A/A\B (1s)
(0,0) P (1.1) g

Sekil 3. 3. f = f~1ile e arasindaki homotopiyi gdsteren grafik

A= (%, s) ,B = (? , S) olmak iizere yine benzer islemleri yaparak

a{aa—ﬂau
a(x)=mx+n
a(x) =Ex
S
250 o
f(x)=mx+n

_1+s
B =T5* 353

wrgsﬂyemﬂ

y(x)=mx+n

2 s—2
y(x)=§x+

12



F(t,s)

1

1-s
2

(

t
+2$—
s—2

).

elde edilir.

F(t,0) =e(t) ve F(t, 1) =

f@n,0<t<

= x 1
flet-1), ;<t<1 (7770

O halde garpma (*) islemi sag terse sahiptir.

ii.f'xf~e

(fh

ile f' arasinda F:

f

F(t,1) = (f * f1)(t) kosullarii saglayan siirekli F doniisiimiinii grafikle ifade

etmek gerekirse:

1
f‘1(2t),0 <t SE

HE) = .
f(2t—1),§StS 1
1
f(1=-2t)0<t SE
- 1
f(2t - 1),§S t<1
I X —> X olarak

13

tanimlanan F(t,0) =e(t) ve



flany 1 gy

©.1)
POy et IR
(0,0) e (L.1) “

Sekil 3.4 . f~1 « f ile e arasindaki homotopiyi gdsteren grafik

A= (—, s) ,B = (%, s) olmak tizere yine benzer islemleri yaparak
a: [O,%] - [0,1]

2
a(x) = —x

S 2—sS

2

1 S
PO =153+ 55

[ S [0,1]
2 s—2
y(x) =—-x+
S
[ r(5e)oses]
—t],0<t<=
f S 2
1 S S 2—S
F(t,s) =« —<t<
(&:5) e@—s m—z)z—t—(z )
2 s—2\ 2— <<
QUIEREE R
(-2 0se<l
f s ]’ -2
_ (1 N S )s<t<2—s
105 s —2) 2= =
(2H_5—2)2—5<t<1
k fS S ) —

elde edilir.
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N | =

FD0<t<
F(t,0) =e(t) veF(t,1) = { =(f*f N

flet-1,5<t<1
O halde ¢arpma (*) islemi sol terse sahiptir.

Bu durumda ¢arpma (*) islemi tersinirdir.

Birlesmelilik:
f,g,h € G olsun. Bu durumda carpma (*) islemi birlesmeli midir?
Yani f * (g * h)B = (f * g) * h mudir?
f,9,h:[0,1] = X
fO=fD=x gO)=g1)=x h(0)=nh(1)=x
f(2s),0<s < 1

(f = (g * ) (s) = 1_2
(g*M@2s—1),7<s<1

1 3
gds—1),-<s<-
(g+h)(s) =3 2
Kh(4$ 3),=-<s<1
f(Zs),OSSS%
ﬂf*(g*h))(s)=<g(4s—1>,%sSs%
Lh(45—3),235s1
1
(f+9)(25),0<s<-
((f *g) * h)(s) = 2
h(2s —1),=<s<1
f(4s),0§s£%
(f*g)(s): 1 1
g(4s_2)'ZSSSE
f@@ﬁﬁsﬁ%
:>((f*g)*h)(5)=<g(4s—2)éﬁssé
Lh(zs—1),%35<1

15



fx(g*h) ile (fxg)xh arasmda F:IXxI—X olarak tanimlanan
F(t,0)=((f+xg)*h)(t) ve F(t,1) =(f *(g*h))(t) kosullari1 saglayan

stirekli bir F donlisiimiinii grafikle ifade etmek gerekirse:

f g h
(0.1) (1.1)
A / / B
(O,S) // (S,l)
00 |f & Rk @O ¢

Sekil 3.5. f * (g * h) ile (f * g) * h arasindaki homotopiyi gosteren grafik

A= (%,s) ,B = (%,s) olmak tizere

p: [o,s : 1] 5 [04]

p(x) = x

s+1
s+1 s+ 2
0 I ]_)[0’1]
qix)=4x—-s—-1
s + 2
4

r.

, 1] - [0,1]

_ 4 s+ 2
r(x)—z_sx 2—5s

( ( 4 t)0<t<s+1
f 1+s /) = = 4
s+1 s+ 2
F(t,s) =1 g(4t—s—1),TStS

4 s+2\ s+ 2
H—st-7—5):

4
t <t<1
2—5S 2—5S 4

elde edilir.
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Carpma (*) isleminde

4 4 142
F<t'°):f(1+—ot) F(t’l):h<2—1t_zt1>
= f(4t) = h(4t — 3)
=((f*g) = h)® =(f*(g*h)®

olacak sekilde bir F doniigiimii oldugundan f * (g * h) = (f * g) * h dir.
O halde carpma (*) islemi birlesmelidir.

Tanim : x, € X tabanli looplarin yol homotoplari sinifinin ¢arpma (*)
islemiyle olusturdugu gruba X’in x, tabanh temel grubu denir. (11 (X, xo),*)

seklinde ifade edilir.

Ornek (Cemberin Temel Grubu) : Oklid uzayinda (veya Kompleks
diizlem C de)
ST ={(x,y) € R%:x? + y2 = 1} birim ¢emberi i¢in f:I - S olacak sekilde
f(t) = (cos2nt,sin2nt), 0 < t < 1 doniisimi cember etrafinda 1 defa dolanan

kapali bir yoldur.

Teorem: Cemberin temel grubu n(Sl, (1,0)), a denklik smnifi ile

iretilen sonsuz devirli bir gruptur.

Kamt: g, St de g: 1 - S, g(0) = g(1) = (1,0) seklindeki kapali bir yol
olsun.

Once, g nin bir m tam sayis1 igin a™ denklik sinifina ait oldugunu gosterelim.

Ui ={(x,y) eSSty > —1—10} ve U, ={(x,y) e Sty < %} herbiri yari
cemberden daha genis olan, S* in baglantili acik alt kiimeleri olup, U, U U, = S*
dir. Burada U; ve U, nin herbirinin reel eksende bir acik araliga homeomorf
oldugu agiktir.

g() c Uy veya g(I) € U, olmadigim kabul edelim. g sabit bir yola esit ve a°
denklik sinifina aittir.

g() € U;ive g(I) € U, oldugunu kabul edelim.
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Sonra, birim araligin, 0 = tg < t; < t; <...< t,_1 < t, = 1 olmak iizere,

“(a) g([ti, tis1]) © Ur veya g([t;, tisa]) © Uz (0 <@ <n)olacak

(b) g([ti—1, ti]) ve g([ti, ti+1]) araliklari aynm1 anda hem U;de hem de U, de
bulunmayacak”

kosullarim1 saglayan [0, t1], [t1, t2], [t2, t3], .-+ [tn—1,1] seklinde boliintiisiiniin
oldugunu gosterelim.

Bu iddia, I kompakt uzaymin bir agik ortiisii olan {g~*(U,), g *(U,)} igin bir
Lebesque sayist € varligi ile goriliir.

Burada Lebesque sayist nin kisa bir tanimini vermek yarali olacaktir:

Bir (X, d) metrik uzaymin, sinirli ve bostan farkli bir A alt kiimesi i¢in
kiimenin c¢ap1 diamA = sup{d(x,y) | x,y € A} seklinde tanimlanir. (X,d)
metrik uzaymin bir agik ortiisii igin, eger X kompakt ise X in her alt kiimesi i¢in, o
ortiide ¢ap1 € > 0’dan daha kiiciik olan bir eleman vardir.Yani, ¢cap1 € dan kiigiik
olan bir X metrik uzaymin bir alt kiimesi X in bazi ortiileri tarafindan igerilir. Bu
€ a A ortiisiiniin Lebesque sayist denir,

Birim aralig1, uzunlugu ¢’dan kiigiik alt araliklara bolelim. Bu ayrisimda,
(a) kosulu saglanip (b) kosulu saglanmayabilir. Eger iki boliintii g doniisiimiiyle
ayni U; kiimesine resmedilirse, o zaman bu iki boliintiideki ortak noktay: atarak,
tek bir boliintli haline getirmek i¢in birlestirilir. Bu birlestirme islemi (b) kosulu
saglanana kadar devam edilir.

B, g yollarnin denklik simfini, §; ler de (1<i<n) gly,_, ¢ lerin
denklik sinifin1 gostersin. O zaman f = ;- 2 ...- B, seklindeki carpimdir. S;
ler U, veya U, deki yollardir.(b) kosulundan, g(t;) € U; N U, dir. Uy N U, nin
iki bileseni vardir. Biri (1,0) noktasini, digeri (—1,0) noktasin igerir. Her i i¢in
(0 <i<n),g(t),U;NnU, nin elemanlarindan birine ait oldugu i¢in U, N U, de
baslangi¢ noktast g(t;) ve bitis noktast (1,0) veya (—1,0) olan bir y; yol sinifi
secilsin.

6; ler, baslangic ve bitis noktalar1 {(1,0), (—1,0)} kiimesinde olan, U,
veya U, deki yol siniflar1 olsunlar.
61=P1'n
S =v1"" B2 72
83=v2"""B3-¥3
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8n-1= Yn2 " Bn-1"¥n-1
8n = Yn21 Bn

= 610,03 . Opq -0y =
=B Vi Vi B V2 V2 B Vst e Vado  Buot Vne1 Vac1 Bn
=1 B2 B3 Pn-1Pn
=p
Herhangi bir i i¢in, U, ve U, basit baglantili oldugundan, &; kapali yol smifi ise
1 e esittir.

U, basit baglantili oldugundan, U, de baslangi¢c noktast (1,0) , bitis
noktast (—1,0) olan tek bir n; yol smifi vardir ve baslagi¢ noktas1 (—1,0), bitis
noktas1 (1,0) olan tek bir n;~ yol smifi vardir. Ayni sekilde, U, de de baslagig
noktasi (—1,0) , bitis noktasi (1,0) olan tek bir n, yol sinifi vardir.

Buradan n, - n, = a yazilabilir.
§=n,*" veya &;=n,*
(b) kosulundan dolayr, &;=n,%'iken &;,,=n;T'oldugunda &;=n;%tiken

8;+1=n, ¥ olur. Buradan asagidaki olasiliklar olusur:

1. =1,
2. B=m1-M2M1"Nz"... M1 1Mz Veya
3 B=ntep e e

2.0lasilikta, 71y -1, = @ oldugundan, m > 0 tamsayilar1 i¢in S =a™ ve
3.olasilikta da m < 0 tamsayilar1 i¢in oldugundan biitiin durumlar i¢in f = a™
yazilabilir.

Bundan sonra m(S%) in devirli grup oldugunu gdstermek gerekir.

(SY) nin sonlu grup olmadigimi gostermek igin, 7 (S*) de kapali bir
yolun derecesinin nasil tanimlandigini1 bilmek gerekir. Bir yolun derecesi, o yolun
cember etrafinda kac¢ tur attigin1 belirleyen tam sayidir. Yolun derecesini
tanimlamak icin, S* i C kompleks diizlemindeki bir birim ¢ember olarak alinsin:

St={z€eC|z| =1}
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Mutlak degerleri 1 olan iki kompleks saymin, c¢arpimlarinin ve
boliimlerinin mutlak degerleri de 1 oldugundan, S , ¢arpma islemine gore bir
gruptur.

z € ST iken znin agis1, z Nin x — ekseni ile pozitif yonde yaptig1 agidir
ve a(z) ile gosterilir. a(z) reel say1 olmasina ragmen tek tiirlii belirlenemez. Her
k tam sayis1 icin 6 + 2km degeri aslinda 6 acisina karsilik gelen degerdir.

z = e'% = cosf + isind, buradaki 6, a(z) nin agisidir.

a(Zl) = 91 ve a(Zz) = 02 Oldugunda a(21 . Zz) = 01 + 02 Ve a (2—1) = 91 — 92

2
dir.

h:1 - S* tamimli ve h(0) = h(1) =1 olan bir yol olsun. Birim aralifm,
“t ve t' niin aym [t;j_,,t;] alt araligmma ait olma” Ozelligini tasiyan,
0 =ty <t;<...<t, = 1ayrgimi se¢ilsin. Bu durumda |h(t") — h(t)| < 1 dir.
Bu esitsizlik h nin diizgiin siirekliligi veya I nin bir Ortiisiiniin Lebesque sayist nin

varlig1 kullanilarak gosterilebilir.

Her i (1 <i < n) i¢in, 6; ler, -I< 0; < z esitsizligini saglayan hit)
2 2 h(ti—1)
nin tek tiirli belirli agisidir.

ht) \ _ 5 . . .
a (m) = 6; olmak tizere, h nin derecesi,

n
1
der(h) = —Z 0;
21 it

seklinde tanimlanir ve der(h) her zaman bir tamsayidir:
(h(t,a) ) {(h(to) | <h<t2)> o <h<tn_1)> | ( h(t) )}
) ~ W) \nw)) " \hta)) \nt)

h(tl) h(tz) h(tn—l) h(tn)
- (h(%)) ta (h(q)) Toora <h(tn_2>> e (h(tn_a)

= 91 + 92"‘ . +9n_1 + 01’1

n
Y
i=1

1
= der(h) = —2kn =k €T

0=ty <t;<..<t, =1aynsimi, bir {t} eleman1 ekleyerek
0=ty <t; <...<tj_; <t<t...<t, =1 seklinde genisletilirse;
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h(t,)\ (k%) h(t,) h(t) h(t;)
(i) = o () +o (i) + o () + () +
h(t,-1) h(ty,)
e <h(tn_z)> ta (h(tn_1)>

PSP (L O I WA (LC) DS S
1 VAL -1 h(ti_l) h(t) +1 "= n-1 n

n
0;

i=1

Buradan bir yolun derecesinin, I araligindaki boliintiilerin se¢iminden bagimsiz

oldugu gortiliir.

Bu islemlerden sonra, acaba h = g iken der(h) = der(g) denilebilr mi sorusunu

cevaplandirmak gerekir.

h =~ g oldugunda F:I X1 — S*ile tamml1 F(t,0) = h(t) , F(t, 1) = g(¢t) ,

F(0,s) = F(1,s) =1 olan siirekli bir F doniisiimii vardir.

O=t<th <..<t,=1 ve 0=s50<s5:1<...<s5, =1 ayrisimlari

secildiginde, F doniigimii [t;_q, t;] X [Sj_q, s;] dikdortgenlerinin her birini S Yin

¢ap1 I’den  kiigik  olan  bir alt  kiimesine  gotiirir.  Yani,

(t,s) € [ti—1, t;] X [sj—1,5;] oldugunda |F(t,s) — F(t',s")| <1 olur.

6, = a(—;t(lt_‘:gj)) 16,| < (g) 6, = a(%) 16,"| < (g) olsunlar .

F(ti,Sj)

¢ (F(tirsj—l)

¢ ) ¢:l < (5) (i=012...,n) oldugunda

_ ( F(tys) - F(tioas)) )
=a
F(tisj-1) - F(ti-1,55-1)
— Hi” _ 91',

Zn:@i — 1) = zn:(@i” —-0;) = Zn: 0," — Zn: 0;
i=1 i=1 1 i=1

i=

bi — Pi =a<
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tn=e(fy) =0 wo=e(fary) =0

zn:(d% —¢i-1) =0
i=1

n n
= z 6;" = Z 0;
i=1 i=1

oldugundan der(h) = der(g)dir.
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4. ALEXANDER POLINOMUNUN HESAPLANMASI

ki manifoldun homeomorf olup olmadig1 kadar, iki manifold c¢iftinin
homeomorf olup olmadigi da ¢ok dnemli bir sorudur ve bu soru ilkinden ¢ok daha
zordur. Yani Y;, XyinY,, X, nin birer alt manifoldu ve olsun. (X;,Y;) ve (X3, Y,)
manifold ¢iftlerinin homeomorf olmasindan sunu kastediyoruz:

Eger X, den X, ye bir f homeomorfizmi var ve bu homeomorfizma Y;e
kisitlandiginda Y; den Y, ye bir homeomorfizma oluyorsa bu iki manifold ¢iftine
homeomorftur denir. Bu anlamda diigiim teorisi (R3, S1)lerin ya da (S, 53) lerin
teorisidir. Yani cemberin R3e ya da S3e gomiilmesidir.

Sekil 4.1, bir diigiimiin nasil olusturuldugu hakkinda bir fikir verebilir:

& ©

Sekil 4. 1 . Bir diigiimiin elde edilisi

Ozel olarak, en son elde edilen sekle "U¢ Yaprakli Yonca" adi verilir.

Tanim: Bir diigiim kesmeden diiglimsiiz hale getirilebiliyorsa o diiglime

"diiglimlenmemistir" denir.

Sekil 4. 2 . Bir diigiimiin diigiimsiiz hale gelisi

Sekil 4.2°de gorildigl tizere, W ,U’ya donistiiriilebildigi icin  W’ye
diigiimlenmemistir denilir. Ancak sekil 4.1°deki U¢ Yaprakli Yonca, U’ya

dontistiiriilemedigi i¢in diiglimlenmemis denemez.
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Herhangi bir planar iki sekilde diigiim haline getirilebilir.

e AN
vl /)

>

Sekil 4. 3 . Bir planarin diigiim haline getirilme se¢enekleri

Yani gecis iki sekilde olur:

P N <

Sekil 4. 4 . Bir diiglimde goriilebilecek gecis segenekleri

Bu durumda, n tane geg¢isi olan bir planardan 2" tane diigiim elde edilebilir.
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S. LINKING SAYISI VE REIDEMESTER HAREKETLERI

Iki manifold ¢iftinin homeomorf oldugunu gérmek oldukca zor bir istir.
Fakat 20.yy baslarinda Reidemester’in verdigi bir teoremle teori, bir
kombinatorial teoriye indirgenebilir. Daha acgik ifade edilirse, asagida tanimlanan
ti¢ tiir Reidemester hareketinin sonlu bir dizisi ile bir diiglimden diger bir diiglim
elde edilebiliyorsa bu iki diiglim gomiilme anlaminda denktirler. Tersine, 2 diigiim
gomiilme anlaminda denk iseler bu iki diiglimiin birer diagraminda, birinden
digerine Reidemester hareketleri ile gegilebilir. Simdi Reidemester hareketlerini

tanimlayalim:

Tanim: K ve K' birer diigiim veya link olsunlar. K ve K’ birbirine esittir
diyebilmek i¢in K dan K’ elde edilebiliyor olmasi gerekir. Bunun igin de bazi
doniisimler kullanilir. Kullanilan bu doniisiimlerin tiimiine Reidemester

Hareketleri denir. Bunlar:

=D

K ya bu doniistimler uygulandiginda K’ elde edilebiliyorsa K ve K’ birbirine
esittir. K =~ K’ seklinde ifade edilir.
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Ornek: Asagidaki 6rnekteki seklin Reidemester Hareketleri kullanilarak

cembere doniistiiriilebildigini gorelim:

Sekil 5. 1 . Reidemester Hareketleri’nin kullanimi
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Tammm: Bir diigiim veya linkin gegisleri bir alt bir st seklinde devam

ediyorsa o diigiim veya link altenedir denir.

Sekil 5. 2 . Bir diigim veya linkin alterne olusu

Bilesenleri a ve § olan bir linki ele alalim. a ve S y1 yonlendirdigimizde

iki gesit gecis ortaya ¢ikar:

ap - G

Sekil 5. 3 . Yonlendirilmis link segenekleri

Bu gegisleri belirlemek i¢in bir linking sayisi tanimina ihtiyag olacak.

Tanmm: L=aUp cS? olmak iizere a ve B arasindaki gegislerin

sayisina linking sayisi denir ve £k(a, f) = k(L) seklinde ifade edilir.

D C

lk « P =41 tk ¢ P =-1
Yani:
"R\ /,,,‘-‘l'
/\ ;X
+1 -1

Sekil 5. 4 . Bir linkte olmast miimkiin gegislerin sayiyla ifadesi

Tamm: L = a U S seklindeki 2 —bilesenli L linki i¢in & N S kiimesi
L = {a ve f nin gegislerinin kiimesi} oldugunda asagidaki esitlige diyagramin
linking say1s1 denir.

1
th(@p) =5 > &)

peanp
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Ornek: Asagidaki link igin linking sayist verilen formiile gore

hesaplanir:

&=+1

a (:C/i) B
e=+1

tk(a, B) =%(+1+1) =1

Ornek: Asagidaki linkin linking sayis1 verilen formiile gore hesaplanir:

tk(a, B) =%(+1+1—1—1) = 0]
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6. ALEXANDER-CONWAY POLINOMU

Yonlendirilmis diigiim veya linkleri belirlemek i¢in Alexander-Conway

polinomlarindan faydalanilir. Bu polinomlar ti¢ aksiyomla tanimlanabilir:

Aksiyom 1: Her yonlendirilmis K diigim veya linki i¢in Vg (z) € Z(z)
seklinde bir polinom vardir. Birbirine esit diiglim veya linkler ayni polinomlara
sahiptirler: K =~ K' = Vi = Vg,

Aksiyom 2: Eger K diigiimsiiz (K = 0) ise Vi = 1 dir.

Aksiyom 3: Vy — Vg = 2z},

% \/ ~——
/K K '\ M
Sekil 6. 1 . Aksiyom 3’iin gorsel ifadesi

Lemma: L eger split link ise ¥, = 0 dur.

Ornek: Yukaridaki aksiyomlar kullanilarak "U¢ Yaprakli Yonca" nin

polinomu hesaplanabilir.

K K- L

Sekil 6. 2 . Aksiyomlarin kullanimiyla ilgili 6rnek

VK_VI?:ZVK
K ~0=V=1
VK=1+ZVL
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L L~ W
Sekil 6. 3 . Aksiyomlarin kullanimiyla ilgili 6rnek (devami)
VL - VZ = ZVW
W=0=>V,=1
Lsplit = V; =0
W=z

= VK - 1 + Z2
Tanim: Asagidaki sekiller alterne diiglim ve linklerdir:
S Ko 3

Sekil 6. 4 . Alterne diigiim ve linklerin gosterimi

VTI:VKn
V1:1
VZZZ

Vn = ZVn—l + VTL—Z dll’
z=1 i¢in polinomlar1 yazmanin kolay yolu olarak Fibonacci Serisinden

faydalanilabilinir:

4
I
[~

4 4
N
]
N [N
+
-~

4

q
o 0 A W
u
|
|
|

= 3.5_:-_4234»32
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Tammm: Girisi ve ¢ikist asagidaki gibi olan diiglim diyagramina bir

“tangle” denir.

b -
—— —

Sekil 6. 5 . Bir tangle

Sekil 6.6 basit bir tangle 6rnegidir:

1

+
——

:J\“é)l,u

Sekil 6. 6 . Bir tangle 6rnegi

Iki tangle igin toplama islemi sekil 6.7’ deki gibidir:

- .l O — —r
A + B = A B
— ¢ — — ¢
Sekil 6. 7 . iki tangle igin toplama islemi
Bir tangle’n tersi sekil 6.8 deki gibi bulunur:
|

_’__)
— 4

+
——

Sekil 6. 8 . Bir tangle’1n tersi
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Bir bagka yontem de sekil 6.9°daki gibidir:

Sekil 6. 9 . Bir tangle’in tersini bulmanin baska yontemi

A'1

Tangle A nin oklarina yon verip isimlendirdikten sonra a — d -dogrultusunda 90°

dondiiriip oklarm ismi degistirildiginde A™* elde edilir.

Diigiim veya linkler, tangle’lara A’ nin nominatérii N(A) veya

denominatorii D (A4) ile olmak tizere iki sekil de baglanir:

+
—~—

——
—

+
——

-
—

Sekil 6. 10 . Diigiim veya linklerin birbirlerine baglanis bi¢imleri

[ 2

Tammm: N(A) ve D(A) polinomlarinin boliimiine A nin nominatdr ve

denominator kesri denir ve F(A) = Ina seklinde ifade edilir.

Vpa

32



Ayrica A tangle’mn tersi de F(A™) = ﬁ seklinde ifade edilir.

Tamm: Bir tangle in nominatér ve denominator polinomlar1 kesrine, A
nin nominator ve denominatorlerinin Conway polinomlari denir.

Teorem: Tangle larin toplaminin kesri, kesirlerin toplamina esittir.
VN(A+B) = VnaVpp + VpaVys

VD(A+B) = VpaVps

Kanit:
_Vna
Fld)= Vpa — F(A+B) = VNa + Vng _ (VNAVDB + VDAVNB)
F(B) = Vne Vba  Vpp VbaVpp
(B) Vs
14
F(A+ B) = —4*B)
D(A+B)

R Vna+s) _ VnaVpp + VpaVne

Vba+n) B VbaVps
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7. iKi KOPRULU DUGUMLERIN
POLINOMLARINI BULMA

Ornek: T, = POOOCOT [—3]

Vor, = 14_\{_(
§

T,= —at = [2]1 Vnr, = 1Ve Vpp, =2z
A = T1 + T2

[2r M SO,
[-3]
A=

CONWAY

VNTl = _3Z ve

F(A) = F([2]™) + F([3]) = (i) - (%> N (1 3 622)

2z 1
o VNA =1- 6Z2

VDA =2z
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