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ONSOZ

Bu calismada [-gruplart ve [-halkalar1 ilizerinde tanimli hemen hemen f-
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YILMAZ’a ve galisma siiresince manevi desteklerini esirgemeyen Aileme sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.

Bu Yiiksek Lisans/Doktora Tezi ......... tarafindan ...... nolu proje ile desteklenmistir.

Emrah YILMAZ



TEZ ETIK BEYANNAMESI

Tarafimdan hazirlanan “l-gruplarinda hemen hemen f-doniisiimleri” baslikli bu tezi,
Yiiksekogretim Kurulu Bilimsel Arastirma ve Yaym Etigi Yonergesindeki hususlara
uygun olarak hazirladigimi ve aksinin ortaya ¢ikmasi durumunda her tiirlii yasal islemi

kabul ettigimi beyan ederim. .../.../...

Emrah YILMAZ

Uyari: Bu tezde kullanilan 6zgiin ve/veya baska kaynaklardan sunulan icerigin kaynak

olarak kullanimi, 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunundaki hiikiimlere tabidir.



OZET

[-GRUPLARINDA HEMEN HEMEN f-DONUSUMLERI

Emrah YILMAZ

Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damismani: Prof. Dr. Rusen YILMAZ

Bu ¢alismada [-gruplari ve [-halkalarinin temel 6zellikleri ve [- gruplar1 tizerinde
tanimli hemen hemen f-doniisiimlerinin literatiirde yer alan dnemli sonuglari irdelenerek
herhangi bir hemen hemen f-déniisiimiiniin simetrik 6zelligi incelenmistir. Ayrica birim
elemanli bir hemen hemen f-halkasi tlizerinde tanimli bir halka homomorfizmasinin

karakterizasyonu i¢in yeter ve gerek kosullar arastirilmistir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir: Birinci boliimde, temel tanim ve teoremler
verilerek [-gruplari ve [-halkalarinin temel 6zellikleri, bunlar iizerinde tanimlanan ¢esitli
doniisimler ve bazi Onemli [-halka simiflar tamimlanarak bazi temel 06zellikler
incelenmistir. Ikinci boliimde, genel olarak Ben Amor ve Boulabler’in 2013 yilinda
basilan “Almost f-maps and almost f-rings” c¢alismasi esas alinarak g¢alismamizin
temelini teskil eden hemen hemen f-halkalar1 ve [-gruplar {izerinde tanimli hemen
hemen f-doniistimlerinin temel 6zellikleri islenmistir. Calismanin ti¢iincii boliimiinde, bu
calismadan elde edilen sonuglar verilmistir. Son bdliimde ise [- gruplari iizerinde taniml

hemen hemen f-doniisiimleri igin 6nerilerde bulunulmustur.

2021, 37 sayfa
Anahtar Kelimeler: [-grup, [-halka, l-hnomomorfizma, hemen hemen f-halka.



ABSTRACT

ALMOST f-MAPS IN THE [-GROUPS

Emrah YILMAZ

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate Schools
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Rusen YILMAZ

In this study, by examining the basic properties of [-groups and [-rings and the
important results of f-maps defined on [-groups in the literature, the symmetrical
properties of any almost f-maps are examined. In addition, sufficient and necessary
conditions for characterization of a ring homomorphism defined on an almost f-ring with

a unit element are investigated.

This thesis consists of four chapters: In the first chapter, by giving basic
definitions and theorems, the basic properties of [-groups and [l-rings, various maps
defined on them and some important [-ring classes are defined and some basic properties
are examined. In the second chapter, based on the “Almost [-maps and almost f-rings”
study published by Ben Amor and Boulabler in 2013, we discuss the basic properties
almost [-maps defined on [-groups and almost f-ring that form the basis of our study. In
the third chapter of the study, the results obtained from this study are given. In the last
chapter, some proposals are made for almost f-maps defined on [-groups for further

studies.

2021, 37 pages
Keywords: [-group, [-ring, [-homomorphism, almost f-ring.
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

2001 yilinda herhangi bir arsimedyan f-halkasinin degismeli oldugu Buskes ve
Holland [7] tarafindan ispatlandi. 2010 yilinda, Buskes ve Holland’in bu sonucunun bir
genellemesi olarak, Steinberg G bir degismeli [-grup ve H bir arsimedyan [-grubu olmak
tizere her B: G X G — H hemen hemen f-doniisiimiiniin simetrik oldugunu ispatladi [10,
Teorem 3.8.14]. Steinberg bu sonucu Buskes ve Holland’in sonucunun bir genellemesi
olarak gbz Oniine alinmasina ragmen Ben Amor ve Boulabler’in 2013 yilinda basilan
“Almost f-maps and almost f-rings” [2] ¢alismasinda aslinda bu iki sonucun denk
oldugu sonucuna varilmaktadir. Ayrica, Ben Amor ve Boulabler’in bu ¢alismasinda,
Huijsmans ve de Pagter [8] yari-asal f-cebirleri i¢in elde ettikleri bir sonucun genel sekli
olarak birimli elemanli bir hemen hemen f-halkasi iizerinde tanimli bir halka
homomorfizmasinin karakterizasyonu icin gerek ve yeter kosullarin incelendigi

gorilmektedir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir: Birinci boéliimde, temel tanim ve teoremler
verilerek [-gruplari ve [-halkalarinin temel 6zellikleri, bunlar tizerinde tanimlanan ¢esitli
dontisimler ve bazi 6nemli [-halka simiflar1 tanimlanarak bazi temel oOzellikleri
incelenmistir. ikinci boliimde, genel olarak Ben Amor ve Boulabler’in 2013 yilinda
basilan “Almost f-maps and almost f-rings” calismasi esas alinarak c¢alismamizin
temelini teskil eden hemen hemen f-halkalar1 ve [-gruplar1 {izerinde tanimli hemen
hemen f-doniistimlerinin temel 6zellikleri islenmistir. Calismanin ti¢lincii boliimiinde, bu
calismadan elde edilen sonuglar verilmistir. Son boliimde ise [- gruplari iizerinde taniml

hemen hemen f-doéniisiimleri igin 6nerilerde bulunulmustur.

Bu ¢alismamizda [1, 5, 10] standart kitaplar1 temel kaynak olarak almaktay1z.



1.2. Latis Swrah Gruplar

Bu boliimde ¢alismamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar ve bazi sonuglar

verilmistir.
1.2.1. Tammm @ # E bir kiime olsun. E {izerinde taniml1 bir “<” bagntisi

I.Vx € E iginx < X (yansima 6zelligi)
ii.Vx,y€EEicinx < yvey < x= x =y (ters simetri 6zelligi)

. Vx,y,z € Eicinx < yvey < z= x =y (gecisme dzelligi).

ozellikleri sagliyorsa bu “<” bagntisina bir kismi siralama bagintis1 ve (E, <) ikilisine
bir kismi siral kiime denir. Ayrica, Vx,y € Eigin x < y = y < x Ozelligini saglayan
“<” bagintisina simetriktir denir. Yansima, simetri ve gegisme Ozelliklerine sahip bir
bagintisina denklik bagintis1 denir ve genel olarak “~” sembolii ile gosterilir. x € E
elemania “~” bagmtisina gore denk elemanlarin olusturdugu kiimeye x elemaninin

denklik smifi denir ve [x] ile gosterilir. Tim denklik siniflarinin olusturdugu kiimeye

bir béliim kiimesi denir ve £/~ olarak yazilir. Buna gore

[x]: = {y € E:x~y}

E/_.={[x]:x € G}.

1.2.2. Tamm @ # G kiimesi {izerinde bir “x”ikili islemi tanimlansin. Asagidaki
aksiyomlarin saglanmasi durumunda G ye “*” islemine gore (veya (G,*) cebirsel

yapisina) bir grup denir.

I. Va,b € Gigina * b € G (kapalilik dzelligi)
ii.Va,b,c € Gigina * (b *c) = (a*b) * c (birlesme 6zelligi)
lii. Va € G icin a*xe = e * a = aolacak sekilde bir e € G vardir (etkisiz veya birim

eleman 6zelligi)



IV. Va € Gigcin a*x b = b* a = e olacak sekilde bir b € G vardir (ters eleman

ozelligi)

G bir grup olmak iizere Va,b € G icina * b = b * a saglaniyorsa G ye bir degismeli

grup denir.

1.2.3. Tamim (G,*) bir grup olmak {izere ve bostan farkli bir N kiimesi i¢in N c G alt
kiimesi “*” iglemine goére bir grup olusturuyorsa N ye G nin bir alt grubu denir ve N <
G ile gosterilir. Asagidaki denk ifadelerden herhangi birini saglayan bir N alt grubuna

G nin bir normal alt grubu denir ve N < G ile gosterilir.

i.Vg€EG,VXENiging*xxg LEN.
ii.Vg€eGiging*xxg 1EN.
iii.vg€E€Gicing*xNx+g1=N.
iv.Vg€e Gicing*N =N xg.

Budurumda N < G ise N ye tanimlanan sag ve sol denklik siniflari ayni olur. G degismeli

bir grup ise her alt grubu normaldir.

1.2.4. Tamm (G,*) bir grup ve N < G olsun. G nin H ye gore sol kosetlerinin (yan

siiflarinin) kiimesi

G/N:={g=*N:g€G}

seklinde ifade edilir. Va * N,b * N € G igin

(axN)-(bxN)=(axb)*N

seklinde tanimlanan “-” igleme gore G /N bir grup olup bu gruba G nin N ye gore bir

boliim grubu denir. Agikca, (G,*) degismeli ise G /N degismelidir.

1.2.5. Tamim (G,*) ve (H,°) iki grup olmak iizere Vx,y € G igin



flxy)=f)ef(y)

Ozelligini saglayan bir f: G — H doniisiimiine bir grup homomorfizmasi denir.

1.2.6. Tammm Bir (G,*) grubu ve x,y € G olsun. Va, b € G i¢in

x<y = a*xx*b<axyxb

Ozelligini saglayan bir “ < ” kismi siralama bagmtisi varsa bu (G,*, <) ye bir kismi siral

grup veya kisaca sirali grup denir.

1.2.7. Tammm (G,*, <) kismi siral1 bir grup ve x € G olsun. Eger x > 1;; ise x e bir pozitif
eleman ve x < 1 ise x e bir negatif eleman denir. G nin pozitif elemanlarinin kiimesi
G* ile gosterilir ve G nin pozitif konisi olarak adlandirilir. Benzer sekilde G nin negatif
elemanlarmin kiimesi G~ ile gosterilir ve G nin negatif konisi olarak adlandirilir. Buna

gore

x<yoexxyleGoylsxet-oxlsxyectoyrxect

oyl

oldugu kolayca goriilebilir.

1.2.8. Uyan Kolaylik olmasi agisindan (G,*, <) yerine, kisaca, G yazilir. Buna gore,

genel olarak, G toplamsal bir grupsa
X*yi=x+Yy

e: =1, = 0 (etkisiz eleman)

b:= a~! = —a (ters eleman)

ve G ¢arpimsal bir grup olarak goz oniine alinacaksa

X *y:=Xxy
e:=1; = 1 (birim eleman)



olarak alinir.

1.2.9. Tamim (L, <) kismi siral1 bir kiime olmak iizere Vx,y € Liginx Ay,x Vy € L ise
(L, <) ye latis denir ve (L,AV, <) seklinde gosterilir. Bu durumda bir latis V{x,y} c L
(ve dolayisiyla her sonlu alt kiime) igin en biiyiik alt sinira ve en kiigiik iist sinira sahip
kismi sirali bir kiimedir. (L, <) kismi sirali kiimesinin bostan farkli her alt kiimesinin

supremumu veya infimumu varsa L ye tam latis denir. Eger Va, b, c € L i¢in

aN(bVvc)=(aAnb)V(aAc)
aV(bAc)=(aVvb)A(aVc)

denk 6zelliklerden biri saglaniyorsa L ye bir dagilmal latis denir.

1.2.10. Not L bir latis ise latis islemleri asagidaki gibi tanimlanir. x,y € L igin

x Ay = inf{x, y}
x Vy = sup{x, y}.

1.2.11. Ornek V(a, b), (u,v) € R? icin

(e, )< (wv)©e a<ub<v

koordinatsal siralama bagmtisia gore R?, veya (R?, <) ikilisi, bir kismi sirali latistir

fakat tam latis degildir.

1.2.12. Lemma L bir latis ve a,b € L i¢in asagidaki ifadeler denktir.

i.a<b
iihavb=5»
iii.aAb =a.



1.2.13. Teorem L bir latis ve Va, b, ¢ € L igin

,an(bAc)=(a ADb)Ac, avV(bVvc)=(aVb)Vc (birlesme 6zelligi).

ii,LaAb=bAa, aVb=>bVa (degisme 6zelligi).

lii.aVva=a, bAb = b (idempotent 6zelligi).

iv.aA(aVb) =a=aV(aAb) (yutan eleman 6zelligi).

Latisler hakkinda daha genis bilgi [1, 5, 10]’da bulunabilir.

1.2.14. Tamim Bir G kismi sirali grubu ayn1 zamanda bir latis oluyorsa G ye bir latis siral

grup denir ve kisaca I-grup olarak yazilir.

1.2.15. Ornek C[0,1] tiim siirekli reel degerli fonksiyonlar kiimesi olsun. Noktasal
toplam islemine gore (C[0,1], +) bir degismeli gruptur. Vf, g € C[0,1] i¢in

f <g e vx€[0,1]ig¢in f(x) < g(x)

olarak tanimlanan “<” siralama bagmtisina gore de (C[0,1], +, <) bir degismeli siral

gruptur. Vf, g € C[0,1] ve Vx,y € [0,1] i¢in

(f v &) (x) = maks{f(x), g(x)}
(f Ag)(x) = min{f (x), g(x)}

latis islemlerine gore C[0,1], veya (C[0,1], +, <,V,A) cebirsel yapisi, bir [-gruptur.
1.2.16. Tanum G bir [-grubu ve x € G olmak iizere
xt=xvo0

x“=(—x)VvO

x| = xV(=x)



elemanlarma sirastyla, x in pozitif kismi, negatif kismm ve modiilii (mutlak degeri)

denir. Agik¢a, Vx € G i¢in x*, x7, |x| € G* dir [10].
1.2.17. Teorem G bir l-grubu olmak iizere Vx, y, z, € G igin
Lx—xAy)+y=xVy.

i (x—EANA(Y=—AY))=0=(—EAY) + ) A (= AY) +).
i, x| <ye —-y<x<y.

iv. |x| = | —x|=0.

Volx—yl=(@xVvy) —(xAy).

viix =xt —x".

vii. [x] = xt +x".

viii. [x| =0 x = 0.

iX.x*Ax” =0.
X.xXAy=xANz=0=xA(y+2)=0.

Xi. x,y,Zz€ Gt vex <y+zise x =y, +z; olacak sekilde 0 <y, <yve 0 <z <

z ozelliklerini saglayan y;,z,; € G* vardir (ayrisma 6zelligi).
Xii. x,y,z€ Gtisex A\(y +2) < (x Ay) + (x A z).

xiii. ||x] = Iyl| < lx+y| < |x| + [|yl.



Xiv.[xVz—yvz| < |x—y|velx A z-y A z| < |x— y| (Birkhoff Esitsizlikleri).

Xv.x,y,z = 0isex A (y + z2) < (x A y) + (x A 2)[10, B6lim 2.1].

1.2.18. Tanmim G bir [-grubu ve x,y € G* olmak iizere Vn € Nicinnx <y =>x =0

saglaniyorsa G ye arsimdan (archimedean) denir.

1.2.19. Teorem Her arsimedyan [-grubu degismelidir [1, Theorem 2.2].

1.2.20. Tammm Bir G [-grubunun bir H alt grubu ayn1 zamanda G nin bir alt latisi ise H

alt grubuna G nin bir I-alt grubu denir.

1.2.21. Teorem H bir G [-grubunun bir alt grubu olsun. H G nin bir [-alt grubudur &
Vx € H iginx* € H [10].

1.2.22. Tamim G ve H iki [-grubu olsun. Vx,y € G igin

fxvy)=f@ V)
feAy) =fANf©)

ozelliklerini saglayan f:G — H grup homomorfizmasina bir latis homomorfizmasi

denir ve kisaca [-homomorfizmasi olarak yazilir [10].

1.2.23. Teorem G,H iki [-grubu ve f:G — H bir grup homomorfizmas: olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler denktir.

I. f bir l-homomorfizmasidir.

ii. Vx € G igin f(x*) = f(x)*.

. Vx,y € G i¢in xAy=0= f(x)Af(y) =0.



iv. Vx € G i¢in f(|x|) = |f(x)] [10, Teorem 2.2.2].

1.2.24. Tanim H bir G [-grubunun bir [-alt grup olsun. x € G ve y € H olmak iizere

0<x<y=x€eH

ise H ye G nin bir sira-ideali veya kisaca ideali denir. H, G nin bir ideali olmak {izere H

nin her alt kiimesinin supremumu G de mevcut ve bu supremum H nin bir elemani ise

bir baska deyisle,

VFSCHvesupF =x€G>x€H

saglaniyorsa, H idealine G de bir bant denir.

1.2.25. Tanim G bir [-grubu ve x, y € G olmak tizere

xyli={z€G:x <z <y}

kiimesine sirali aralik ve H C G i¢in H C [x,y] olacak sekilde x,y € G varsa H ye bir

sira sinirh kiime denir.

1.2.26. Tanim G, H iki [-grubu ve T: G — H bir doniisiim olsun. Eger T operatorii G deki
her sira sinirh kiilmeyi H deki bir sira sinirl kiimeye doniistiiriiyorsa T ye bir sira sinirh

doniisiim denir.

1.2.27. Tanim G bir [-grubu ve T: G — G bir operatdr olmak tizere G nin her bir B bandi

icin T(B) < B oluyorsa T ye bir band koruyan operator denir [9].

1.2.28. Teorem G bir arsimedyan l-grubu ve T:G — G bir operatér olsun. T band

koruyandir & x,y € G olmak tizerex L y = Tx L y [9].

1.2.29. Tamim G bir [-grubu ve T: G — G bir operator olmak tizere T sira sinirli ve band

koruyan operator ise T ye bir orthomorfizma denir [9].

9



1.2.30. Tammm G bir [-grubu ve x,y € G olsun. Eger |x| A |y| = 0 ise x ile y birbirine

diktir denir ve x L y ile gosterilir. ® # H < G olmak tizere
HY={x € G:Vy € Hicinx 1 y}

kiimesine H kiimesinin dik tiimleyeni denir. H¢ nin dik timleyeni (H*)% ye H% ikinci
dik tiimleyeni denir ve (H4)4 = H% yazlir. Ozel olarak H = {x} ise {x}¢ = x¢

yazilir. Buna gore bir x € G igin
x*={y€eG:x Ly}

Not: G bir I-grubu ve @ # H c G olmak iizere H ¢ H%® ve H? bir banddir. Ozellikle
H% H vyi ihtiva eden bir banddir.

1.3. Latis Siralh Halkalar (I-Halkalar)

1.3.1. Tammm (R, +) bir degismeli grup olmak iizere R iizerinde asagidaki ozellikleri

€e 9

saglayan bir “-” ¢arpma islemi tanimlanabiliyorsa (R, +,") t¢liisiine bir halka denir ve,

kisaca, R seklinde yazilir.

i. Va,b € Gigina-b € G (kapalilik 6zelligi)

Ii.Va,b,c € Gigina-(b-c) = (a-b)-c (birlesme 6zelligi)

iii. Ya,b,c € Gigina-(b+c) = (a+b)+ (a-c) (soldan dagilma 6zelligi)
Va,b,c € Gigin(b+c)-a= (b-a)+ (c-a) (sagdan dagilma 6zelligi)

Va € Ricina-e = e-a = a olacak sekilde bir e € R varsa e ye R halkasimin birimi
ve R ye bir birimli halka denir. R bir halka olmak tizere Va,b € Ricina-b = b - a ise

R ye bir degismeli halka denir.

1.3.2. Uyann R bir halka ve a, b € R olmak iizere a + (—b) yerine a — b ve a - b yerine
ab yazilir. Halkanin toplamaya gore birimi (etkisiz elemani) 0 ile gosterilir ve halkanin

sifir1 denir.

10



1.3.3. Tammm R ve S iki halka olmak {izere Vx,y € R igin

fx+y)=f)+ Q)
foy) =FfOf )

ozellikleri saglaniyorsa f: R — S fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.
1.3.4. Uyan1 Halka homomorfizmasi tanimindaki esitliklerin her birinin sol tarafindaki
islemler R halkasi iizerindeki islemler ve sag tarafindaki islemler ise S halkasi lizerindeki

islemlerdir.

1.3.5. Tamim R bir halka ve “<” R iizerinde bir kismi sirama bagimntis1 (yani (R, <) ikilisi

bir kismi sirali kiime) olmak {izere

I. (R, <) bir latistir

ii.a,bERicina< b=VceRigina+c<b+c

iii.0<abe€eRicin0 <ab

ozellikleri saglaniyorsa R ye bir latis sirali halka denir ve, kisaca, I-halka olarak yazilir.
1.3.6. Not Bir R [-halkasinin arsimedyan olmasi (R, +, <) kismi sirali toplamsal grup
arsimedyan olmasi1 demektir. Buna gore bir R [-halkasina arsimedyan denir eger 0 <
X,¥ € R olmak lizere Vn € Niginnx <y = x = 0.

1.3.7. Teorem Bir R [-halkasiin pozitif elemanlar kiimesi R* olmak {izere

i.0 ER".

ii. R* n (=R* )= {0}

iii. Rt + R* C R™.
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iv. R*R* C R*,
vva<bob-—a€eR.

R bir [-halkas1 ise R toplamsal [-grubudur. Boylece herhangi bir a € R nin mutlak
degeri, pozitif kismi ve negatif kismindan s6z edilebilir. Dolayisiyla 1.2.17. Teorem [-

halkalar1 icin de gecerlidir.

1.3.8. Tamim R bir [-halka olsun. Va € R i¢in aa = a® € R* ise R ye pozitif kareli veya

pozitif kare 6zelligine sahiptir denir [3].

1.3.9. Teorem Herhangi bir R [-halkasinda asagidaki 6zellikler saglanir. a, b € R olmak

uzere

i.a<b=VceRticinca < ch veac < bc. Ozellikle, Vc € R* igin ¢? > 0, yani Vc €

Rtigin c? € RT.

ii.u,v € Rolmakiizere 0 <a<bve0<u<v=>0<au<bv.

iii. Vc € R* i¢in (aVv b)c = acVbcvec(aVvb)=caVch.

Vi.Vc e Rt iginc(aAb) <caAcbve(aAb)c <acAbc.

V. (ab)* <a*b*+a b~,(ab)” <a*b” +a b ve|ab| < |a]| |b] [3].

1.3.10. Tamum R bir [-halkasi ve a, b € R olmak lzere
.aAb=0=>VceR icincaAb=0=aAcbiseR yebir f-halkasidenir.
ii,aAb=0>Vc€R"i¢incaAcb=0=acAbciseR ye bir d-halkasi denir.

ii.aAb=0= ab = 0ise R ye bir hemen hemen f-halkas1 denir [3].

Asagidaki sonug¢ tanimdan hemen goriiliir.

12



1.3.11. Teorem R bir f-halkasi ise

I. R bir hemen hemen f-halkasidir.

ii. R bir d-halkasidir.

Ispat:i.a,b € Rve a A b =0olsun. Buradanb A a = Ovea,b € R* olup R bir

f-halkas1 oldugundan

bAab =0

olur. Benzer sekilde a € R* ve R bir f-halkasi oldugundan

ab A ab = 0.

Buise ab = 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla R bir hemen hemen f-halkasidir.

ii.a,b € Rvea A b = 0olsun. R bir f-halkasi oldugundan Vc¢ € R” igin

ca Ab=acAb=0

ve tekrar R nin bir f-halka olmasi kullanilirsa

cahNcb=acAhab=0

olur. Dolayisiyla A bir d-halkasidir.

Not: Genel olarak d-halkasi ile hemen hemen f-halkasi birbirinden bagimsizdirlar [3].

1.3.12. Tamim R bir [-halkas1 olsun. a € R olmak lizere I3n € N: a" =0 ise a ya

nilpotentelemanvedn € N : a™ = 0 = a = 0 saglaniyorsa R ye yari-asal denir. Bagka

bir ifadeyle, yari asal bir R [-halkasinin tek nilpotent elemani O dir [3].
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1.3.13. Teorem R bir arsimedyan f-halkasi ve x,y € R olmak iizere asagidaki 6zellikler

saglanir.

I.Vz€RYigin z(x A y) = zx A zy.

ii.VzeRTicinz(x Vy) = zx V zy.

iii.VzeRYi¢cin (x A y)z = xz A yz.

ivVz€RTi¢in (x V y)z = xz V yz.

V.Vx € Riginx? > 0.

Vi. (ey)t =xtyt +xTyT, (xy)T =xtyT +x7yT ve [xy| = |x||yl.

viL,x L yiseVzE€Riginzx L yvexz L y.

viii. x L yisexy = 0.Ozelolarak, xTx~ =x"x* = 0[3].

1.3.14. Teorem R bir arsimedyan hemen hemen f-halkasi olmak iizere asagidaki

ozellikler saglanir.

i.Va € R i¢in a? > 0 (R pozitif kareli) ve 6zel olarak |a?| = |a|?.
ii. Va € R iginaa* = 0vea*a = 0.

iii. R bir e birim elemanina sahipse e > 0 [3].

1.3.15. Teorem Bir R arsimedyan [-halkasinda asagidaki ifadeleri birbirine denktir.
i. R bir hemen hemen f-halkasidir.

ii.Va,b€Rigina L b = ab = 0.
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iii. Va,b € Rigin (a- a A b)(b-a Ab) = 0.
iv.Va € Rigin a"a®™ =0veya ata™ =0.

V.Va € Ricin a? = |al?[3].

R bir arsimedyan f-halkasi ise Va,b € R* ve Vn € N igin

n|(ab — ba)| < a? + b?

ve

n|(ab)c — a(bc) <|ab(a+ b+ ab) + a(a+ a? + ba) + ch(c + b + cb)
+c(c + c? + bc)

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler kullanilarak bir arsimedyan f-halkasinin degisme
ve birlesme 6zelliklerine sahip oldugu Birkhoff ve Pierce tarafindan ispatlanmistir [6].
Bu esitsizliklerin ispatlarinin tamami [5]’de Birkhoff tarafindan verilmistir. Benzer
sekilde her arsimedyan hemen hemen f-halkasinin genel olarak degisme 6zelligine sahip

oldugu ispatlanmigtir. Bu 6nemli sonucu asagida teorem olarak ifade ediyoruz.

1.3.16. Teorem Her arsimedyan hemen hemen f-halkasi degismelidir [10, Teorem
3.8.14].

Bu boliimiin baginda ele aldigimiz gibi bir arsimedyan f-halkas1 otomatik olarak
hem degismeli hem de birlesmelidir. Fakat bu durum arsimedyan hemen hemen f-
halkalar1 i¢in gecerli degildir. Diger bir degisle bir arsimedyan hemen hemen f-

halkasinin degismeli olmasina ragmen genel olarak birlesmeli olmas1 gerekmez.

1.3.17. Teorem R bir arsimedyan yari asal (birlesmeli) [-halkasi olmak iizere asagidaki

ifadeler denktir.

I. R bir f-halkasidir.
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ii. R bir hemen hemen f-halkasidir.
Iii. R bir d-halkasidir.

Ozel olarak, her birim elemanli halka yar1 asal oldugundan yukaridaki sonug¢ birim
elemanl f-halkalar i¢in de gecerlidir. Bagka bir ifadeyle, birim elmanli /-halkalarinda

yukarida sozii edilen [-halka siiflart denktir [3].

1.4. Pozitif Bilineer Doniisiimler

1.4.1. Tamm F,G ve H Z-modil [-gruplar1 olmak iizere B:F X G — H doniisiimii

Vx1,%,X €EF, y1,y1,Y € G ve Vn € Z igin

I. B(X1 +X2,3’) = B(Xl,y) + B(XZIy)
ii. B(nx,y) = nB(x,y)

iii. B(x,y1 +y2) = B(x, y1) + B(x,y,)
iv. B(x,ny) = nB(x,y)
Ozelliklerini sagliyorsa B ye bir bilineer doniisiim denir.

1.4.2. Tamm F, G, H Z-modiil [-gruplar1 ve B: F X G — H bir bilineer doniisiim olsun.

I.V(x,y) € F X G igin B(x,y) = 0 ise B ye pozitiftir denir.
ii. F = G olmak lizere Vx,y € F igin B(x,y) = B(y, x) ise B ye b simetriktir denir.

1.4.3. Tammm G ve H Z-modiil [-gruplar1 olmak tlizere B: G X G — H bilineer doniistimii
ve a € G olmak iizere B(a,a) = 0 ise a ya bir B-izotropik eleman denir ve G deki

biitiin B- izotropik elemanlar kiimesi 1(B) ile gosterilir. O halde

i(B):={a € G:B(a,a) = 0}.

1.4.4, Tamm G ve H Z-modiil [-gruplar1 olmak {izere B: G X G — H bilineer doniisiim

olsun. B nin sag ve sol ¢ekirdegi asagidaki gibi tanimlanir.
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Cr(B):={a € G:B(a,b) =0,Vb € G}

C.(B):={a € G:B(b,a) =0,Vb € G}.

Tanmmlar karsilastirildiginda Cz(B), G, (B) c 1(B) oldugu agikca gériiliir.
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2. HEMEN HEMEN f-DONUSUMLERI

Bu boliimde genel olarak Ben Amor ve Boulabler’in 2013 yilinda basilan “Almost
f-maps and almost f-rings” [2] ¢alismasi incelenerek bir hemen hemen f-halkasinin ve
[- gruplart iizerinde tanimli hemen hemen f-dOniisiimlerinin temel Ozellikleri

arastirilacaktir. Bunun sonucunda 6zellikle asagidaki sonuca varilmaktadir:

“Her arsimedyan hemen hemen f-halkasi degismelidir & G bir degismeli [-grup
ve H bir arsimedyan [-grup ise her B:G X G — H hemen hemen f-donisimi

simetriktir.”

Aksi belirtilmedikge, G ve H dogal Z-modiil yapilarina sahip iki degismeli [-

grubu olarak g6z 6niine alinacaktir.

2.1. Tanim a,b € G olmak tizere

aAb=0=B(a,b)=0

Ozelligini saglayan B: G X G — H pozitif bilineer doniisiime hemen hemen f-doniisiimii

denir.

2.2. Teorem G bir degismeli [-grup ve H bir arsimedyan [-grup ise her B:G X G =
H hemen hemen f-déniisiimii simetriktir. Ozellikle, her arsimedyan hemen hemen f-
halkas1 degismelidir [10, Teorem 3.8.14].

Yukaridaki teoreme gore G bir degismeli [-grup ve H bir arsimedyan [-grup olmak
tizere her B: G X G — H hemen hemen f-doniisiimii simetrik ise her arsimedyan hemen
hemen f- halkas1 degismeli oldugu aciktir. Ben Amor ve Boulabler’in 2013 yilinda
basilan “Almost f-maps and almost f-rings” [2] ¢alismasinda bunun tersinin de dogru

oldugunu goériiyoruz. Bunun igin 6ncelikle asagidaki on lemmalar verilecektir.

2.3. Lemma B: G X G — H bilineer doniistimii pozitiftir & V a, b € G igin
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|B(a,b)| < B(|al,[b]).

Ispat: =; B: G x G — H bilineer doniisiimii pozitifise V a, b € G i¢in

|B(a,b)| < B(lal,|bl)

oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin a, b € G keyfi olsun. B nin bilineer ve pozitifliginden

B(lal,|b]) — B(a,b) =B(a*+a~,b*+b7)—B(a™—a~,bt —b")

= B(a*,b*)+B(a*,b”)+B(a",b*) + B(a",b7)

—[B(a*,b*) + B(a*,—b~) + B(—a~,b*) + B(—a~,—b7)]

=2(B(a*,b™) + B(a",b"))

= 0.

Boylece

B(a,b) < B(lal, b))

oldugu goriiliir. Bu son esitsizlik V b € G igin saglandigindan b yerine —b alinir ve B

nin bilineerligi bir kez daha kullaninirsa

—B(a,—b) = B(a,—b) < B(lal,|-bl) = B(lal, |b]).

Buradan V a, b € G igin
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+B(a,b) < B(lal, |b]),

yani |B(a, b)| < B(]al, |b|) elde edilir.

<;Va,b€eG ig¢in |B(a,b)| < B(lal,|b]) 0zelligine sahip B:G X G — H bilineer

doniisiimiin pozitif oldugunu agiktir. Gergekten, V a, b € G*igin

B(a,b) = B(la|,|b|) = |B(a,b)| = 0.

2.4.Lemma B:G X G — H bir hemen hemen f-doniisiimii ise V a, b € G igin

0 < B(lal,|al) = B(a, a).

Ispat: Oncelikle B pozitif oldugundan V a € G icin

0 < B(lal,lal)

oldugu aciktir. Diger taraftan B bir hemen hemen f-doéniisiimii oldugundan V a €

G icin

atAa-=0=B(a*,a™)=B(a",at) =0

saglanir. O halde

B(lal,la]) =B(a™+a",a* +a”)
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=B(a*,at+a )+ B(a",at+a")
= B(a*,a’) + B(at,a™) + B(a",a*) + B(a",a™).
=B(a*,at) —B(a*t,a™)—B(a",a*) +B(a",a")

=B(a* —a ,at —a”) = B(a,a).

Boylece Va € G i¢in

B(lal,|al) = B(a,a)

elde edilir ki bu ispati tamamlar.

2.5.Lemma B: G X G —» H bir hemen hemen f-doniisiim ve H arsimedyan ise

C.(B) = Cr(B) = 1(B).

Ispat: a € i(B), b € G ve n € N olsun 2.4. Lemmadan

0 < B(nlal| — |b|,n|al — |b])

0 < B(n|al,nlal — |b]) + B(—|bl,n|al| — |bl])

= B(nlal,nlal) + B(nlal, =|b]) + B(=|bl,n|al) + B(—|bl, —|b]).

Ote yandan a € 1(B) oldugundan B(a,a) = 0 ve 2.3.Lemmadan Va,b € G i¢in

|B(b,a)| < B(|al,|b])

oldugundan
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0 < n(|B(a,b)| + |B(b,a)|)

< n(B(lal,|b]) = B(|bl,|aD)

< B(b,b)

elde edilir. Fakat H arsimedyan oldugundan

|B(a,b)| + |B(b,a)| = 0.

Boylece

|B(a,b)| = |B(b,a)| = 0.

O halde a € C,(B) ve a € Cr(B) olup

I(B) c ¢.(B)vel(B) c Cr(B).

Halbuki bunun tersi daima dogru oldugundan C,(B) = Cz(B) = I(B) elde edilir.

2.6. Lemma B:G X G = H bir hemen hemen f-doniisiimii olsun. H arsimedyan ise

i(B) G nin konveks bir [-alt grubudur.

Ispat: 0 € I(B) oldugundan 1(B) bostan farklidir. a,b € I(B) ise H arsimedyan

oldugundan 2.5. Lemmadan a,b € C,(B). Buradan c € G ise
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B(a—b,c) = B(a,c)—B(b,c) =0.

Boylece ¢ € G keyfi oldugu igin a — b € C,(B) elde edilir. 2.5. Lemmadan daa — b €
1(B) saglanir ki bu I1(B) G nin bir alt grubu oldugunu gésterir. Simdi a € 1(B) ise 2.4.
Lemmadan |a| € i(B) elde edilir. O halde I(B) G nin bir l-alt grubudur.

Sonolarak a,b € G dyleki0 < a < bve b € I[(B) olsun B pozitif oldugundan
0 <B(a,a) <B(b,b) =0
= 0 < B(a,a) <0.
= B(a,a) = 0.

Boylece a € I(B) elde edilir ki bu i(B) nin konveks oldugunu ispatlar.

G degismeli [-grubu oldugundan 1(B) G nin normal konveks alt grubu oldugunu
biliyoruz. Dolayisiyla V a,b € G igin

a+ I(B)<b+i(B)®3ceiB):a<b+c

seklinde tanimlanan “ <" siralama bagintisina gore G /i (B) boliim grubu bir [-grubudur

[10, Teorem 2.2.1] ve G/i (B) tizerindeki latis iglemleri

(a+ iB) v (b+i(B)) = (avb)+i(B)

ve
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(a+ IB))A(b+1(B)) =(anb)+1(B)

olarak verilir.

2.7. Lemma B:G X G — H bir hemen hemen f-donlisimii ve H arsimedyan ise

Gy B} :
/I B) [-grubu arsimedyandir.
Ispat: Kolaylik olmasi bakimindan a € G igin

[a] == a + I(B)

olarak alinsin. Simdi a,b € G ve n € N olamak iizere G /i (B) de

olsun. Bu durumda
Ix,y €i(B):0<na+x<b+y.
Buradan B Pozitif oldugundan

0<Bma+x,na+x)<B(Mb+yb+y).
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Buradan 2.5. Lemmaya gore H arsimedyan oldugundan

x,y € Cr(B) = C.(B).

Bu nedenle

B(na + x,na + x) = B(na + x,na) + B(na + x, x)
= B(na,na) + B(x,na) + B(na,x) + B(x,x) = B(na,na)
=n?B(a,a)

ve

B(b+y,b+y)= B(b,b)+B(y,b) +B(b,y) + B(y,y) = B(y,y)

elde edilir. Boylece

0 < n?B(a,a) < B(b,b)

olur. Fakat H arsimedyan oldugundan B(a,a) = 0. O halde a € i(B), yani G/i(B) de

[a] = 0 dir. Dolayisiyla G /i (B) arsimedyandir.

Biitiin bu hazirliklardan sonra asagidaki ana teoremi verebiliriz.
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2.8. Teorem Bir arsimedyan hemen hemen f-halkasi degismelidir & G bir degismeli (-
grup ve H bir arsimedyan [-grup ise her B:G X G — H hemen hemen f-doniisimi

simetriktir.

Ispat: «; 1.3.16. Teorem veya 2.2. Teorem.

=: G /i (B) uzayinda a + I(B) denklik sinifi tekrar [a] ile gosterilsin. 2.6. Lemma ve

2.7. Lemmadan G /i (B) X H kartezyen ¢arpimi koordinatsal toplama ve siralamaya gore

arsimedyan [-grupbudur. Simdi Va,b € G ve x,y € H igin
([a], x) * ([b], y): = (0, B(a, b))

seklinde G /i B) X H da bir carpma " * " islemi tanimlanabilir. Gerg¢ekten; a, b,c,d € G

i¢cin
[a] = [c] ve [b] = [d]

olmak iizere a —c € i(B) ve b —d € 1(B) olur. 25. Lemma ve B nin bilineerligi

kullanilirsa

B(a,b) — B(c,d) = B(a,b—d) + B(a—c,d) =0.
= B(a,b) = B(c, d).
= (O,B(b, a)) = (O,B(c, d)).

= Vx,y € G icin ([a], x) * ([b],y) = ([c],x) = ([d], ).
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Dolayisiyla " * " carpma iglemi G /i ) X H iizerinde iyi tanimlidir.

Diger taraftan (G/i (B) X H, *) bir [-halkas1 oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Ustelik 0/, ()%

([al,x) A([b],y) =0

ise

([aAbl,x Ay) = ([al,x) A([bl,y) =0

saglandigindan a A b € 1(B) elde edilir. O halde

(a—aAb)A(b— aAb)=0.

= B(a—aAb,b— aAb)=0.

= B(a,b) = B(a,aAb)+ B(aAb,b) —B(aAb,aAb).

Dolayisiyla a A b € 1(B) oldugundan 2.5. Lemmadan B(a, b) = 0 olup

(lal, %) = ([p],y) = (0,B(a, b)) = (0,0),

veya denk olarak,
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([al, x) * ([b],¥) = 0.

Boylece (G/i(B) X H, *) bir arsimedyan hemen hemen f-halkasidir ve dolayisiyla,

hipotezden, degismelidir. Bu nedenle Va, b € G igin

(0,B(a,b)) = ([al, 0) * ([b],0) = ([b],0) * ([a],0) = (0, B(b,a)

oldugundan B(a, b) = B(b, a) elde edilir ki bu B nin simetrik oldugunu ispatlar.
2.9. Lemma R bir [-halkas1 ise Va,b € R* ve Vn € N i¢in

nab — (nab An?b) < a?b.

Ozellikle, R bir e birim elemanina sahipse Va, b € R* ve Vn € N i¢in

nab — (na An?e) < a?.

Ispat: Va,b € R* ve Vn € N igin

(nb —abAnb) A(ab—abAnb) =0

oldugundan

(nab — a*b A nab) A (nab — nab An?b) = 0.
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Buradan

nab = (a?b Anab) vV (nab An?b) < a?b Vv (nab An?b) < a?b + (nab An?b)

ve dolayisiyla

nab — (nab An?b) < a®b

elde edilir.

2.10. Teorem R bir e birim elemana sahip bir hemen hemen f-halkasi, S bir arsimedyan
f-halkasi ve h: R — S bir [-homomorfizmasi olsun. h bir halka homomorfizmasidir &

h(e) € S idempotenttir.

ispat: =; Acikea, h bir halka homomorfizmasi ve e birim eleman ise

(h(e))? = h(e)h(e)=h(ee) = h(e)

oldugundan h(e) € S idempotenttir.

<; a € R" olmak iizere Vb, ¢ € R icin

B(b,c): = h(c)h(ab)
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seklinde B: G X G — H bilineer doniisiimii tammlayalim. Acikca B pozitiftir. Ustelik
RdecAb =0iseVa € R igin

cA(ab) =0

olup h bir I-homomorfizmasi oldugundan

h (c) Ah (ab) = 0.

Bu nedenle

B (b,c) = h (c)h (ab) = 0,

yani B bir hemen hemen f-doniisiimdiir. 2.2. Teoremden B nin simetrik oldugu

anlasilmaktadir. Dolayisiyla V b, ¢ € R igin

h (c) h (ab) = B(b,c) = B(c,b) = h (b) h (ac).

Bu esitlikler Va € R igin sagladigi kolayca goriilebilir. O halde V a, b, c € R igin

h (c)h(ab) = h (b)h(ac) = h(ac)h (b).

Ozel olarak ¢ = e alimirsaV a,b € R igin
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h (e)h (ab) = h (a)h (b) (1)

elde edilir. Simdi h(e)? = h(e) oldugunu varsayalim.

h(e)? = {a € S:|a| A h(e)}

ve

h(e) ={a € S:|la|A|b| =0, Vb € h(e)%}

olmak iizere h(e)? = (h(e)®)% olup h(e)%%, h(e)? nin bir banddir [10, Béliim 2.2].
Va € S i¢in

n(a):=h(e)a

olarak tanimlanan 7 : S — S doniisiimii S nin bir orthomorfizmasidir [4, Bolim 12.1] ve
boylece m, S deki bandlar1 korur. Dolaysiyla 7, h(e)%? nin orthomorfizmas: olarak

goriilebilir. Simdi hipotezden

n(h(e)) = h(e)? = h(e)

oldugu dikkate almirsa 7, h(e)%@nin birim elemam oldugu gériiliir [4, Sonug 12.2.9].

Dolayisiyla Va € h(e)? igin
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h(e)a =a 2

olur. Diger taraftan 0 < a € Rve0 < b € h(e)% olmak iizere Vn € N igin Birkhoff

esitsizliginden (1.2.17. Teorem Xiv))

0 <n(bAh(a)) =n(bAh(a)) —n(b Ah(a) Anh(e))

< nh(a) — n(h(a) A nh(e)).

Dolayistyla h bir [-homomorfizmasi oldugundan

0<n(bAh(a)) <nh(a)—n(h(a) Anh(e)) = h(na — n’e Ana)

ve h pozitif oldugundan 2.9. Lemmadan

0<n(bAh(a)) <h(na—n?eAna) <h(a?),

yani

0<n(bAh(a)) < h(a?.

O halde R arsimedyan oldugundan b A h(a) = 0. Bu ise h(a) € h(e)*@olmas1 demektir.
(2)’den Va € R i¢in

h(e)h(a) = h(a) 3)
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olur. (1) ve (3)’den Va, b € R igin

h(ab) = h(a)h(b)

elde edilir. Diger taraftan, hipotezden, h bir [-homomorfizmasi oldugundan Va,b €

R i¢in

h(a + b) = h(a) + h(b)

oldugu aciktir. Sonug olarak h bir halka homomorfizmasidir.
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3. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu tezde genel olarak Ben Amor ve Boulabler’in 2013 yilinda basilan “Almost f-
maps and almost f-rings” calismasi incelenerek bir hemen hemen f-halkasinin ve [-
gruplari tizerinde tanimli hemen hemen f-donistimlerinin temel 6zellikleri aragtirilmis

ve asagidaki sonuglara ulagilmistir.

1. Arsimedyan bir hemen hemen f-halkasi degismelidir.

2. G ve H (Z-modiil yapilarina sahip) iki degismeli [-grubu ve H Arsimedyan ise bir

B:G x G —» H hemen hemen f-doniisiimii simetriktir.

3. Yukaridaki iki sonug bir birine denktir (2.8. Teorem).
4. R bir e birim eleman sahip bir hemen hemen f-halkast, S bir Arsimedyan f-halkas1

ve h: R = S bir [-homomorfizmasi olsun. h bir halka homomorfizmasidir & h(e) €

S idempotenttir.
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4. ONERILER

[-gruplar1 ve f-halklari iizerinde yapilan bu arastirmalar ve elde edilen sonuglar
latis-siral1 cebirler (I-cebirleri) lizerinde géz Oniinline alinabilir. R bir [-halkasi olmak
tizere VO < a € Rve V0 < a € Rigin 0 < aa dzelligini saglayan bir R-cebiri ise R ye

bir latis siral cebir denir ve, kisaca, I-cebiri seklinde ifade edilir.

Ayrica G, H l-gruplart ve n € N olmak tizere T : G™ —» H pozitif n-lineer ve
hemen hemen  f-doniistimlerinin Ozellikleri arastirilabilir. T : G™ - H n-lineer
doniisiimiine pozitif denir eger T(GT)™ < H* ve T ye bir hemen hemen f-doéniisiimii
denir eger aq,,a, EG" =G XX G ve 1<1i,j<n olmak ilizere a; ANa;=0=

T(ay, ay) = 0 [10, s. 264].
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