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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte
asagida sunulmustur.

Simgeler Anlam

IR Reel sayilar cismi

g M manifoldu iizerindeki metrik

5 M hiperylizeyi iizerine indirgenmis metrik

r (TM ) M manifoldu iizerindeki vektdr alanlarinin uzay1
™M p € M noktasindaki tanjant uzay

™ M manifoldun tanjant demeti

¢ f -yapi

g, karakteristik vektor alanlari

n“ 1-formlar

R M manifoldu iizerindeki Riemann egrilik tensorii
N M hiperyiizeyin normali

N, ¢’ nin Nijenhuis tensorii

\% M manifoldu {izerindeki konneksiyon

v M hiperylizeyi iizerine indirgenmis konneksiyon
[] Lie braket operatdrii

K Kesitsel egrilik

L Lie tiirevi

® Tensorel ¢arpimi

1X



1. GIRIS

Almost kontakt yapilarin ve almost kompleks yapilarin bir genellestirilmesi olan

f -yapilar 1963 yilinda Yano tarafindan ortaya atilmis ve giiniimiize kadar bu

alanda bir ¢ok caligma yapilmistir. Bunlardan bazilar1 Nakagava (1966), Ishahara
(1966), Kobayashi ve Tsuchiya (1972), Mihai (1983) ve Kobayashi (1990) dur.

Goldberg ve Yano, ¢atilandirilan metrik manifoldlar tizerindeki f -yap1 yardimi

ile bir kompleks yap1 tanimlayip bu yapilarin normallik kosullarim1 inceleyerek
bu alanda yapilacak olan ¢alismalara 151k tutmuslardir. 1970 yilinda Goldberg ve

Yano tarafindan global ¢atilandirilan metrik manifoldlar tanimlanmastir.

1970 yihnda Blair, ®(X,Y)=g (X B(Y )) olarak temel 2-formu tanimlayarak

catilandirilan metrik manifoldlarin normallik sartina ilaveten bazi yeni kosullari
ekleyerek, almost Hermit durumunda Kaehler yapilarin ve almost kontakt
durumunda Sasakian yapilarin bir genellestirilmisi olan S-manifoldlari

tanitmigtir.

1970 yilinda Blair, normal ¢atilandirilan metrik manifold tizerinde d® = 0 (yani

temel 2-form kapali) ise K-manifoldun tanimin yapmustir. Eger @ =d#n” ise K-

manifoldun bir S-manifold oldugunu, eger d7” =0 oldugunda K-manifoldun bir

C-manifold oldugunu gdstermistir.

1970 yilinda Goldberg ve Yano, global ¢atilandirilan metrik f-manifoldun temel
2-formu ® =dn“ oldugunda almost S-manifoldu tanimlamigtir. 1990 h1 yillarda
Ispanyol matematikciler Cabrerizo, Fernandez, L.M. ve Fernandez, M. S-
manifoldlara ait ciddi calismalar yapmigslardir. Bunlardan bazilar1 Cabrerizo
Fernandez, L.M: ve Fernandez, M. (1991,1992, 1993, 1996) dir. 1990 11 yillarda
yapilan ¢aligmalarin yani sira giiniimiize kadar S-manifoldlar ile ilgili Kobayashi
(1990), Lotta ve Pastore (2004), Dileo ve Lotta (2005), Terlizzi (2006) yazarlarda

cesitli caligmalar yapmustir.



1993 yilinda Bejancu ve Duggal, &-Sasakian manifoldlarin hiperylizeyleri
tizerinde caligmistir. Bu yiiksek lisans tezinin orijinal boéliimleri bu makaleden

esinlenerek agagidaki ¢caligmalar dogrultusunda hazirlanmstir.

&, -almost S-manifoldlar, Indefinite ¢, -Almost S-manifoldlar ve  Indefinite
&, -S-manifoldlarin tanimi verilerek bunlara ait bazi 6rnekler yapildi. ¢, -almost

S-manifold ve ¢, - S-manifoldlarin real hiperyiizeyleri ile ilgili baz1 teoremler

ispatlandi.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1.Riemann Manifoldlari ve Alt Manifoldlar
2.1. Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {izerindeki diferensiyellenebilir vektor

alanlarinin uzayr T'(TM ) ve M den IR ye C” fonksiyonlarinin uzay1 C* (M, IR)

olmak tizere, M lizerinde;
g:T(IM)xT(TM) - C*(M,IR)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, bilineer (0,2) -tipinden tensor alan1ig’ ye M
tizerinde bir Riemann metrigi ve g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann

manifoldu denir ve (M, g) seklinde gosterilir [Hacisalihoglu, 1983].

2.2. Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M {izerindeki diferensiyellenebilir

vektor ~alanlarmmn  uzayi T'(TM)  olmak iizere. Vf,ge C"(M,IR),

VX,Y,Z € F(]M) i¢cin

V:T(TM)xT(TM) — T(TM)

(X,Y)  —>V(X,Y)=V,Y

doniistimii

(i) Vy(Y+2)=V, Y+V, Z



(ii) VpowZ =1V Z+gV,Z

(iii) Vo (fY)=fV, Y+X(f)Y
ozellikleri saglaniyorsa V ye M manifoldu tizerinde bir afin konneksiyon ve V , e

de X e gore kovaryant tiirev operatorii denir [Hacisalihoglu, 1983].

2.3. Tanim

(M , g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimlanan bir afin

koneksiyon olsun. VX,Y,Z € F(TM) i¢in, V dontisiimii

(i) VY-V, X =[X,Y](stfir torsiyon ozelligi)
(i) Xg(Y,Z)=g(V,Y,Z)+g(Y,V,Z)(koneksiyonun metrikle bagdasmas:

ozelligi)

sartlarin1 saglhiyorsa, V ya M fizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyon veya

Levi Civita koneksiyon ad1 verilir.
2.4.Tanim

U bir K cismi lizerinde vektor uzay1 ve

[]:UxU>U

(X,Y)>[X,Y]

doniisiimiide

(i) 2-lineer

(if) Anti-Simetrik (VX,Y eU i¢in [X,Y]=-[Y,X])



(iii) VX,Y,Z eU igin;
[ x.[v.z]]+[v.[z.X]]+[ 2,[x.Y]]=0

sartlarini sagliyorsa [,| doniisiimiine, U iistiinde bir Lie operatérii (Lie parantez

operatorii) denir [Hacisalihoglu, 1983].
2.1. Teorem

M bir diferensiyelllenebilir manifold olsun. M iizerindeki vektor alanlarinin uzayi

F(TM) olsun.

[]: T(TM) xT(TM) - T(TM)

(X.Y) - [X,Y]
doniisimii Vf e C” (M ,]R) icin
[X.Y](f) =X ()Y (Xf)

seklinde tanimlanirsa, [,] operatorii F(T M ) iizerinde bir Lie operatoriidiir [Yano ve

Kon, 1984].

2.5. Tanim

(M,g) bir Riemann manifoldu olsun. X e I'(TM) i¢in L, keyfi (s,r) tipinde
tensOr alanini yine (s,r) tipinde bir tensor alanina gotiiren ve asagidaki kosullari

saglayan bir operatdor olup X vektor alanina gore Lie tiirev operatorii olarak

adlandirilir [ Yano ve Kon, 1984, Duggal ve Bejancu, 1996].



(i) Ly(f)=X(f), ¥f e C"(M,R)
(ii) LY =[X.Y], VY eT(TM)

(iii) L,g(Y.Z)=X(g(¥.2))-g([X.Y].Z)-g([X.Z].Y), VY,ZeD(TM).
2.6.Tanim

(M , g) bir Riemann manifoldu ve L,, X vektor alanina gore Lie tlirev operatorii

olsun. Eger X e I'(TM) igin

L,g=0

ise X ’e Killing vektor alani denir(Yano ve Kon, 1984).
2.7. Tanim

(M , g) bir Riemann manifoldu olsun. M {izerinde verilen her bir diferensiyel s -

forma bir diferensiyel (s + 1) -form karsilik getirilen diferensiyel operatorii dis tiirev

operatorii olarak adlandirilir ve d ile gosterilir. Ozel olarak bir 1-form w ve bir 2-

form Q i¢in d operatorii

dQ(X,Y,Z)=%{X(Q(Y,Z))—Y(Q(X,Z))—Z(Q(X,Y))—Q([X,Y],Y)+Q([X,Z],Y)

“o([r.2).x)



olarak tanimlanir [Yano ve Kon, 1984].

(M , g) bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde bir Riemann konneksiyon

olsun.VX,Y.ZeT (T M ) icin Riemann konneksiyonu,

2¢(V,Y.Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)-Zg(X.Y)-g(X.[Y,Z])+g(Y.[ 2. X])

+g(Z,[x,Y]) (2.1)
Kozsul formiilii ile tek tiirlii belirtilir [Yano ve Kon, 1984].
2.8. Tanim

M Dbir Riemann manifoldu ve V, M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu olsun.

VX,Y,ZeT(TM) igin

R:T(TM)xT(TM) x T(TM) — T'(TM)

(X.Y,Z) > R(X,Y)Z=V,V,Z-V NV, Z-V .2

[x.7]

biciminde tamimlanan R fonksiyonu M {izerinde (1,3) tensor alanidir. Bu tensor

alanina M nin Riemann egrilik tensérii denir [Spivak, 1979].
2.2.Teorem

M bir Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik tensorii olsun.

VX,Y,ZeT(TM) igin

(i) g(R(X.,Y)ZW)=-g(R(Y.X)Z,W),

(i) g(R(X.Y)Z,W)=-g(R(X.Y)W.Z),



(iii) g(R(X.Y)Z,W)=g(R(Z,W)X,Y)
dir [O’Neill, 1983].
2.9.Tanim

(M ,g) bir Riemann manifoldu ve R, (M , g) nin Riemann egrilik tensorii olsun.

VX,Y,ZeT(TM) igin

R(X,Y)Z+R(Z,X)Y+R(Y,Z)X =0

esitligi I. Bianchi ozdesligi olarak adlandirilir [Yano ve Kon, 1984].
2.10.Tanim

(M , g) bir Riemann manifoldu, M nin Riemann egrilik tensérii R ve V Levi-

Civita konneksiyon olsun. V.X,Y,Z e I'(TM)
(V,R)(Y.Z)+(V,R)(Z,X)+(V,R)(X,¥)=0

esitligi /1. Bianchi Ozdesligi olarak adlandirilir [Yano ve Kon, 1984].
2.11.Tanim

(M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir peM noktasindaki 7,M tanjant

uzaymin, X,,Y, tanjant vektorleri tarafindan gerilen 2-boyutlu bir uzay: []olmak

uzere



g(R(Xp,Yp)Xp,Yp)
2
g(XP’Xp)g(Yp’Yp)_g(Xp’);)

K(I)=
seklinde tanéimlanan K (IT) reel sayisina [1 nin kesit egriligi denir [Yano ve Kon,
1984].

2.12. Tanim

(M , g) bir Riemann manifoldu, M nin Riemann egrilik tensoérii R ve

{E,,E,,...,E,}, T'(TM) nin bir bazi olsun. Boylece

n

Q:T(TM) - T(TM)

n

X—> 0(X)=-) R(E,X)E,

i=1

seklinde tanimli Q operatoriine M nin Ricci Operatorii denir. Ayrica Q yardimu ile

M nin Ricci egrilik tensori Ric

Ric:T(TM) x T (TM ) — C* (M, R)

(X,Y) > Ric(X,Y)=g(0(X).Y)
bi¢iminde tanimlanir [Chen, 1973].

2.13. Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. V.X,Y e I'(TM) igin

Ric(X,Y):/ig(X,Y)
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olacak bicimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise M ye Einstein manifoldu adi

verilir [Yano ve Kon, 1984].

2.14. Tanim

(M,g) bir Riemann manifoldu ve {e,e,,...e,}, T,M tanjant uzaymmn bir baz

2 n

olmak lizere M nin skalar egriligi,

r:iRic(ei,ei)

i=1
seklinde tanimlanir [Chen, 1973].

2.15. Tanim

M ve M birer diferensiyellenebilir manifold ve

bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger ranky = boy M ise w donlistimiine

bir immersiyon (daldirma) denir [Hacisalihoglu, 1983].

2.16. Tanim

M ve M birer C* manifold ve M < M olsun. Eger

dogal injeksiyonu bir immersiyon ise M ye M nin bir alt manifoldu denir [Brickell

ve Clark, 1970].
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2.17. Tanim

M bir C* manifold ve M, M nin bir alt manifoldu olsun. Herhangi bir p e M

noktasi i¢in

T™M* ={V eT,M :g(X,,V)=0,9X, eT,M|

ciimlesi tanimlansin. p e M noktasinda V X, e T,M igin g(X,,7)=0 kosulunu

saglayan V' vektoriine M nin normal vektorii, V' nin birim vektorii olmasi halinde

de M nin birim normal vektorii denir. M nin her noktasindaki tiim normal

vektorlerini iceren 7M uzayma da M nin normal demeti ad1 verilir [Yano ve Kon,

1984].

2.18. Tanim

M n -boyutlu bir altmanifoldu M Riemann manifoldu ve M iizerinde bir Riemann

konneksiyonu V olsun. VX,Y e T'(TM ) igin
V,Y=Vi¥ +h(X,Y) (2.2)

bigiminde tammlanan bagntiya Gauss formiilii adi verilir. Burada V vy ve h(X,Y)

sirastyla V, Y nin teget ve normal bilesenleridir. E$(2.1.2) de tanimlanan V ye M

lizerine indirgenmis Riemann konneksiyonu ve 4 ya da M nin ikinci temel formu

denir. Eger h=0 ise M ye total geodeziktir denir [Chen, 1973].

2.19.Tanim

M ve M sirastyla n ve n+d boyutlu Riemann manifoldlari olmak iizere, M,M
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nin alt manifoldu olsun. M nin birim vektdr alan1 ¥ olsun. V,/ nin teget ve

normal bilesenleri sirastyla —4, X ve V' ¥ olmak iizere

4,:T(TM)>T(TM)
dontistimii 1yi tanimlhidir. Boylece
V.V =-AX+VyV (2.3)

bi¢iminde tanimlanan bagintiya Weingarten formiilii denir. Burada A, ye M nin

_ _ —1 —
sekil operatorii, V' ede M nin TM  normal demetdeki konneksiyon denir. M nin

sekil operatorii 4, ile ikinci temel form /4 arasinda
g(4.X.7)=g(h(X.7).V)

bagintis1 vardir. Burada §, M iizerine indirgenmis Riemann metrigidir [Chen,

1973].

2.20. Tanim

(M,g) bir Riemann manifoldu ve (M,g) , (M, g) nin bir alt manifoldu olsun. M

nin ikinci temel tensori

k, (XP) = Hh(XP’XP)H

reel sayisina M nin X » dogrultusundaki normal egriligi denir [Hich, 1965].
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2.21. Tanim

(M , g) Riemann manifoldunun bir altmanifoldu (H,g) olsun. (M,g) ve (M , g)

tizerindeki Riemann egrilik tensorleri swrasiyla R ve R olmak iizere

VX,Y,Z,W eT(TM) igin
g(R(X.Y)Z,W)=g(R(X,Y)Z,W)-g(h(X,W),h(Y,Z))+g(h(Y,W),h(X,Z))

ile tanimlanan baginttya Gauss denklemi denir. Gauss denkleminin normal

bileseninin alinmasi ile elde edilen

(R(x.Y)Z) =(Vxh)(Y.Z)-(Vrh)(X.Z)

bagintisina Codazzi denklemi denir [Yano ve Kon, 1984].

2.22. Tanim

M, n-boyutluve N, (n—1)-boyutlu birer C* manifold olsunlar.
f:N->M

fonksiyonu bir immersiyon ise f (N ):]\_4 manifolduna M nin bir hiperyiizeyi

denir [Hacisalihoglu, 1984, Brickell ve Clark, 1970].

(M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve (M,g) nin (n—1)-boyutlu bir alt
manifoldu (H,g) olsun. Bu durumda (M,g) bir hiperyiizeydir. Es.(2.1.3) de

belirtilen €XLV normal bileseni i¢in §XLV =0 dir [Kobayashi ve Nomizu, 1969].
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2.23. Tanim

M nin bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektdr alam N verilsin. M de

Riemann konneksiyonu V olmak iizere VX e F(T ]\_4) icin
A, X =V N

seklinde tamimli, 4, doniisiimiine M {zerinde sekil operatorii veya Weingarten

doniisiimii denir [Kobayashi ve Nomizu, 1969].

2.24. Tanim

(M,g) bir Riemann manifoldunun hiperyiizeyi (M,g) ve M sckil operatorii A,

olsun. Bu durumda,

1) 4y :T(TM)—>T(TM) dir

2) A, lineerdir [Hacisalihoglu, 1983].
2.1. Onerme

(M ,g) bir Riemann manifoldunun hiperyiizeyi (M,g) ve M sekil operatorii 4,

olsun. Bu durumda 4, simetriktir [Hacisalihoglu, 1983].
2.25. Tanim

(M ,g) bir Riemann manifoldu, (M,g) , (M , g) nin bir hiperyiizeyi ve M nin

sekil operatorii 4, olsun.
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H:M —R
p—>H(p)=IH

seklinde tanimli A fonksiyonuna M nin ortalama egrilik fonksivonu ve H(p) ye

de p € M noktasinda M nin ortalama egriligi denir [Hacisalihoglu, 1983].

2.2. Yari Riemann Manifoldlari
2.26. Tanim

V' bir reel vektor uzayi olsun.

gl, ¥ xV —IR

déniisiimii Va,b e IR ve Yu,v,weV icin

(1) g (1) =g, ()

(i1) gl, (au+bv,w)=ag|, (u,w)+bgl, (v.w)
(iii) gl, (w.av+bw)=ag], (u,v)+bgl, (uw)

Ozelliklerine sahip ise g|V dontisimiine V' reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik

bilineer form denir [O’Neill, 1983].
2.27. Tanim

V' reel vektor uzay iizerinde bir simetrik bilineer form g|, olsun.
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(i) VvelV ve v#0 igin g|V (;,\:)>0 ise g|V simetrik bilineer formuna pozitif
(definite) tanmimli,

(i) VveV ve v#0 igin gl, (\:,\7)<O ise g|, simetrik bilineer formuna negarif
tamimli,

(iii) VvelV ve v#0 i¢in g|V (\7,\7) >0 ise g|V simetrik bilineer formuna pozitif
vari(semi-definite) tanimli,

(iv) VveV ve v#0 igin g, (;,;) <0 ise g|, simetrik bilineer formuna negatif
yari tanimli,

(v) VweV icin gl, (17, ;v) =0 iken v=0 olmak zorunda ise g, simetrik bilineer

formuna non-dejenere, aksi taktirde dejeneredir denir [O’Neill, 1983].
2.28. Tanim

V' bir reel vektor uzayi olsun.

gl, :VxV—>IR

bir simetrik bilineer form olsun.

gl, :WxW — IR

negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna g|V

bilineer simetrik formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. W alt uzay: {izerine

indirgenmis g|W simetrik bilineer formuna indirgenmis simetrik bilineer form adi

verilir ve kisaca § ile gosterilir [O’Neill, 1983].
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2.29. Tanim

vv,weV i¢in v#0 ve w0 iken g|V (;,Vv) =0 ise v ve w vektorleri diktir denir

ve v L w seklinde gosterilir [O’Neill, 1983, Duggal ve Bejancu, 1996].
2.30. Tanim

M bir C* manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzay 7,M olmak iizere

g:TMxTM — IR

(X,.7,)> g(x,.7,)

p>°p p>°p

biciminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer ve non-dejenere (0,2) tipindeki

tensoriine M Tizerinde bir metrik tensér denir [O’Neill, 1983].
2.31. Tanim

Bir M yari-Riemann manifoldu {izerinde g metrik tensoriiniin indeksine yari-

Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gosterilir [O’Neill, 1983].
2.32. Tanim

M bir diferensiyellenebilir yari-Riemann manifoldu ve g, M iizerinde tanimlanan

bir metrik tensor olsun. Eger Vpe M ve X €T M igin
g: T MxT M —R

olmak tlizere
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(i) g(Xp,Xp ) >0 veya X, =0 ise X, vektoriine spacelike,
(ii) g(Xp,Xp)<0 ise X, vektoriine timelike,

(iif) g(X,.X,)=0, X, #0 vektdriine lightlike veya null denir [0°Neill, 1983].

2.3.Almost Kompleks ve Almost Kontak Manifoldlar
2.33. Tanim

M bir diferensiyellenebilir reel manifold olsun. M nin her g noktasindaki 7, M

tanjant uzay1 lizerinde tanimli bir

J:ITM—>TM

lineer doniistimii

JP=-1

kosulunu sagliyor ise J ye M iizerinde almost kompleks yapi, M manifolduna da
almost kompleks manifold denir. Her almost kompleks manifold ¢ift boyutludur
[Yano ve Kon, 1984].

2.34. Tanim

M bir almost kompleks manifold ve M {izerinde almost kompleks yap1 J olsun.

g, M iizerinde bir Riemann metrik olmak iizere V.X,Y e I'(TM ) igin

g(7(X). (1)) =(x.1)
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ozellikleri saglaniyor ise g ye M iizerinde Hermit metrik denir. M manifolduna da

almost Hermityan manifold denir [Yano ve Kon, 1984].

2.35. Tanim

M bir (2n+1) boyutlu manifold, ¢,& ve 1 da M iizerinde sirasiyla, (1,1) tipinde

tensOr alani, bir vektor alant ve bir 1-form olsun. Eger ¢,&,7 i¢in, M iizerinde

herhangi bir vektor alan1 X olmak {izere;
n(&)=1 ve ¢2(X)=—X+77(X)§ (2.4)

ozellikleri saglaniyorsa o zaman (¢, 5,77) ya M tizerinde bir almost kontakt yapi ve

M manifolduna da almost kontakt manifold denir [Yano ve Kon, 1984].

2.1. Ornek

IR® de standart koordinatlar (x, y,z) olmak iizere IR’ iizerinde

n :%(dz—ydx)

I-formu, £ vektor alani,

522(62]6;((1R3)

4

¢ lineer doniisiimii,

b Z(1R3)—> ;((]R3)



(x,y,z) - ¢(x,y,z) = (y,—x,yz)

olsun. ¢ lineer doniisiimiine karsilik gelen matris,

0 1 0
d=|-1 0
0 y

dir.

’7(5)=%(d2—de)(2d£j=1

y4

olur. Ayrica

0 0
X:xla+x25+x3g e;((IR3):X:(x],x2,x3)e]R3

olmak tlizere

1 0 0 0
U(X):E(dz—ydx) (xl§+x25+x3§j

1
:E(x3 _yxl)

dir. & vektor alanina karsilik gelen matris

Wi
I
N O Q

20
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X

ve X € ;((IR3) in matris formu X =| x, | oldugundan

0 I 0)YyO 1 0)x
¢ (X)=¢(s(X))=|-1 0 0| -1 0 0| x,
0 » 0JLO y 0){x
-1 0 0)x
=10 -1 0]l x
-y 0 0){x
-1 0 O0\(x 0 O X,
#(X)=| 0 -1 0|x, |+ 0 O X,
0 0 -1){x -y 0 —1){x
0
=—I,(X)+|0
— VX, + X,
0
—X+(x3—yx]) 0
1
0
:—X+%(x3—yxl) 0
2

=—X+n(X)¢
dir. Boylece (IR3 ,0,E, 77) dortliisii bir almost kontakt manifoltdur.
2.36. Tanim

(2n+1) -boyutlu bir almost kontakt manifold M olsun. VX,Y € y(M) ve

§e;g(M) icin
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n(X)=g(X.9) (2.5)
g(#(X).8(Y))=g(X,7)=n(X)n(Y) (2.6)

kosullarini saglayan bir g Riemann metrigi (¢, &n, g) dortliisline bir a/most kontakt

metrik yapt, (M ,0,8.1, g) beslisine de bir almost kontakt metrik manifold denir

[Yano ve Kon, 1984].

2.3. Teorem

M bir almost kontakt metrik manifold olsun. V.X,Y € y (M) igin

g(¢(X).4(Y)) =g (X.¥)=n(X)n(¥)
olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [Blair, 1976].

2.37. Tanim

M (2n+1)-boyutlu bir manifold, # da M iizerinde bir 1-form olsun. Eger,

77/\(d77)” #0

kosulunu sagliyor ise M ye bir kontakt yapiya sahiptir denir. M manifolduna da,
kontakt manifold denir [Yano ve Kon, 1984].
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2.4.Teorem

(M,¢,&,17) bir almost kontakt manifold olsun. X,&e y (M), X #& ve

¢: 2 (M) 2(M)

i¢in

(i) #(&)=0, (ii) no¢=0, (iii) ranke=2n (2.7)
dir (Yano ve Kon, 1984).

2.38. Tanim

M bir almost kontakt metrik manifold olsun. V.X,Y € y(M) igin
D(X,Y)=—g(X.¢(Y))=dn(X.Y) (2.8)

seklinde tanimli @ doniisiimiine (¢, &,n, g) almost kontak metrik yapinin 7. temel

formu denir. Burada 7 kontak formu i¢in yazilan 77 A(dn)" #0 kosulu 7 A(®)" =0
halini alir [Yano ve Kon, 1984].

2.39. Tanim

(2n+1) -boyutlu bir almost kontakt metrik manifold M olsun. Eger,

dn(X.Y)=g(X.4(Y))=0(X.7)
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oluyorsa (¢,&,77,g) dortliisiine almost kontakt metrik yapr ve (M,$,E,1,8)

beslisine almost kontakt metrik manifold denir [Yano ve Kon, 1984].
Sonug

Her almost kontakt metrik manifold ayn1 zamanda kontakt manifolddur [Yano ve

Kon, 1984].
2.5. Teorem

M bir almost kontakt metrik manifold olsun. V, M iizerinde bir konneksiyon olmak
iizere VX,Y € y(M) igin

dn(X,Y)=g(X,4(Y))= %{g(VXf,Y)—g(Vyé,X)} (2.9)

dir. (Yano ve Kon, 1984).

2.6. Teorem

(2n+1) -boyutlu bir almost kontakt metrik manifold M olsun. V.X,Y € y(M) igin

dn(X,&)=0

(2.10)
veE
dn(¢(X).Y)+dn(X,4(Y))=0 (2.11)

dir [Yano ve Kon, 1984].
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(2n+1) -boyutlu bir almost kontakt manifold M ve M iizerinde almost kontakt

yap1 (¢,&,17) olsun. Reel dogruyu IR ile gosterilirse M x /R manifoldu (2n+2)

boyutlu bir ¢arpim manifoldu olur. Burada X, M xR {izerinde herhangi bir vektor

alani, ¢, /R nin bir koordinati ve f de M x IR iizerinde taniml1 diferensiyellenebilir

bir fonksiyon, J M xIR {izerinde bir almost kompleks yapiyr veren M xR nin

tanjant uzayindaki bir J lineer doniisiimii;
J: (M xIR)— y (M xIR)
d d d d
(X,fgj %J(X,faj =J(X,f—] =(¢(X)—f§,n(X)—j (2.12)
seklinde tanimlidir.

2.40. Tanim

M Dbir diferensiyellenebilir manifold ve ¢, M iizerinde bir (1,1) tipinde bir tensor

alan1 olmak tizere, VX,Y € ;((M ) igin

Ny (X,7) =" [X.7]+[4(X).6(Y) |- #[#(X).7 ]-4[ X.6(Y)]

seklinde tanimlanan (l, 2) tipindeki tensor alamina ¢ nin Nijenhuis tensér alan denir

[Yano ve Kon, 1984].
2.41. Tanim

Bir almost kompleks metrik manifold M , M iizerindeki almost kompleks yap1 J

olsun. J nin Nijenhuis tensor alant N, olmak tizere N, =0 ise J doniisliimiine

integrallenebilirdir denir [Yano ve Kon, 1984].
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2.42. Tanim

Bir (2n+1) -boyutlu almost kontakt manifold M ve (¢,&,77) de M iizerinde almost

kontakt yap1 olsun. Reel dogru /R olmak iizere M xIR carpim manifoldu goz

Oniine alinsin. Eger M x IR iizerindeki (2.3.9) ile verilen almost kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢, 5,77) almost kontakt yapisi normaldir denir [Yano ve Kon,

1984].

2.43. Tanim

Bir (2n + l) -boyutlu almost kontakt manifold M olsun. M x IR ¢arpim manifoldu

iizerindeki operatorii
[.]: (M xR)x y(MxR)— y(MxR)

(s @)@ olor ) (o) pne-rng)
seklinde tanimlanan operator

(i) Anti-Simetriktir,

(ii) Jacobi 6zdesligini saglar,
Bu sekilde tanimlanan bu operatdre Lie braketi denir (Blair, 2002).
2.44. Tanim

(2n+1)-boyutlu bir almost kontakt manifold M olsun. N, ((X,O),(Y,O)) ve

N, ((X , 0) , (0,%]) degerleri sirasiyla hesaplanarak
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N'(X,Y)=N,(X,Y)+2dn(X,Y)¢& (2.13)
N> (XY ) =(Lyn) ¥ =(Lyoyr) X (2.14)
N (X)=[&.¢(X)]-9[x.¢] (2.15)
NY(X)=¢én(X)-n[X,&] (2.16)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerle N', N>, N’ ve N* tensérleri tanimlanur.
2.7. Teorem

(2n+1) -boyutlu bir almost kontakt manifold M olsun. Bu yapinin normal

olabilmesi igin gerek ve yeter sart N', N>, N’ ve N" tensorlerinin sifir olmasidir

[Yano ve Kon, 1984].

3.8. Teorem

(2n+1) -boyutlu bir almost kontakt manifold M olsun. Sayet N' =0 ise

N?=N’=N*=0 dir (Yano ve Kon, 1984).
2.45. Tanim

(2n + 1) -boyutlu bir almost kontakt metrik manifold M olsun. Eger M nin kontakt

yapisi normal ise M bir Sasaki yapiya ya da normal kontakt metrik yapiya sahiptir

denir. Sasaki yapiya sahip M manifolduna ise Sasakian manifold denir ve

(M,¢,g,¢&) ile gosterilir [Yano ve Kon, 1984].

2.46. Tanim

(M,¢,g,£) bir Sasakian manifold ve
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D={X:g(X,&)=0}
olsun. Eger X,Y,Z,W € x(D) igin
#*((DyR)(X,Y)Z)=0 @.17)

oluyor ise (M,4,g,&) ye lokal ¢-simetrik Sasakian manifold denir. Burada R M

nin egrilik tensor alamidir [De Shaikh ve Biswas, 2003].
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3. ALMOST S-MANiFOLDLAR
3.1.f-Yapr

3.1. Tanim

(2n+s) boyutlu bir C* manifold M olsun.M’ nin tanjant demeti TM olmak iizere
P+f=0, rankf=2n (3.1

kosulunu saglayan (1,1) tipindeki diferensiyellenebilir , 1 tensér alanina f -yap: ve
tizerinde bir f -yap1 tanimli M manifolduna da f -manifold denir [Goldberg ve
Yano, 1970]. s=0 ise f -yapt almost kompleks yapidir. s=1 ise f -yapt1 almost
kontakt yapidir. f -yapmin almost kontakt yapt olmasi durumunda M manifoldu

yonlendirilebilirdir.

() P=—f%, (i) Q="+ (32)

ile tanimlanan iki biitiinleyen izdiisiim operatdrlerine karsilik sirasiyla D ve D*

biitiinleyen dagilimlar vardir. Burada boy( D )=2n ve boy( D" )=s "dir.
3.1. Lemma

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. ¢, M iizerinde bir f -

yapi, P ve Q ise Es. 3.2 ile tanimli biitlinleyen izdiisiim fonksiyonlar1 olmak iizere

(i) pP=Pp=¢ (ii) p0=0¢=0 (i) $'P=-P (iv) $’0=0 (3.3)
dir [Ishihara ve Yano, 1964].

Es.3.3 kosulunu saglayan P ve Q izdiisiim fonksiyonlari yardimi ile M’ nin tanjant

demeti TM, biri 2n digeri s boyutlu olan iki dagilimin direkt toplami olarak yazilir.
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Yani;
TM =D®D", DnND"={0} (3.4)
dir.
3.2. Tanim

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. Eger M iizerinde, s -tane

&, vektor alanlar1 ve s -tane “ 1-formlar1 olmak iizere

$=—1+Yn @, n°(£)=6, (3.5)

olacak sekilde (1,1) tipinden bir ¢ tensor alani var ise M’ ye bir global
catilandirilan manifold ya da kisaca ¢atilandirilan manifold denir ve (M , 9, fa,n“)

ile gosterilir [Goldberg ve Yano, 1970].

3.2. Lemma

(M 0,&,,m° ) bir ¢atilandirilan manifold olsun. Bu durumda

(i) #(&,)=0, (ii) n®o¢=0, (iii) rank¢=2n (3.6)

dir.

fspat



elde edilir.

(if) YV eI (IM) igin Es. 3.1 ve Es. 3.5 kullanirsak

(V) =¢(¢2(V))=¢[—V+§n“(V)@j



n“o¢=0

elde edilir.

(iii) ¢ lineer bir doniisiim oldugundan

rank g + boygekd = boyl’ (T M )

dir. ¥ € ¢ek¢ olmak iizere #(V)=0 dir. Buradan

dir. O halde her bir « igin

&, ecekgp, 1<a<s icin

32



&, lineer bagimsiz olup

cekp = Sp{fl,..., §S}
dir. Buradan boy¢ek¢ = s dir. Bu durumda

rank@ = boyl’ (T M ) —boygekd

=2n
dir.

3.3. Lemma

¢’ nin Im¢ ’ye kisitlanmasi Im¢ {izerinde bir almost kompleks yapi belirler.

jspat

Herhangi bir ¢(¥') e Im¢ igin Es. 3.5 ve Es. 3.6 esitlikleri kullamlarak;

P (91 =0()+ T (4(1))é, =4 (V)

bulunur. Buradan
¢2Im¢ =-1
dir. O halde ¢, donisiimii Im¢ Uizerinde bir almost kompleks yapidir.

Sonug¢

(Im .0 ¢) bir almost kompleks manifoltdur.

33
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3.3. Tanim

(M 0,6, 77“) catilandirilan manifold olsun. ¢ ’nin Nijenhuis tensor alan1 N, olmak

lzere
S,=N,+2>.dn" ®¢, 3.7)
a=1

ile belirtilen (1,2) tipindeki S, tensér alanina forsiyon tensor alani denir.

Burada N 4 Nijenhuis tensor alan1 VV, W € F(T ‘M ) i¢in

N,(V.W)=@* [V W ]+[oV, oW |- p[dV W |- 4]V, oW | (3.8)
esitligi ile tanimlidir.
3.4. Lemma

M, (2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerinde f -yap1 ¢ olsun.

¢ ’ye karsilik gelen matris

ol L [o].
o= 1, [0, [o]..
ol,, [, [o].]

2n+s)x(2n+s)

dir [Ishihara ve Yano, 1964].
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3.5. Lemma

(M B, &, 77“) ¢atilandirilan manifold olsun. M iizerinde V.X,Y e I'(TM ) igin

N

g(pX.pY)=g(X,Y)=-D 7" (X)n*(Y) (3.9)

a=1
g(X.&,)=n"(X) (3.10)
kosullarini saglayan bir g Riemann metrigi vardir [Yano ve Kon, 1984].
3.6.Lemma

(M 0,8, 77“) catilandirilan manifold iizerindeki g Riemann metrigi

g(dX.Y)+g(X,9Y)=0 (3.11)
kosulunu saglar, yani ¢ anti-simetriktir.
jspat

Es. 3.9 ve Es. 3.6’dan

g(¢X,Y)=g(¢2X,¢Y)+Ziln“(¢X>7“ (v)

=g(—X+§na (X)cfa,wj

=—g(X,¢Y)

dir.
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Sonuc

(M ,¢,§a,77“) bir ¢atilandirilan manifold olsun. Es. 3.9 ve Es. 3.10 kosullarmi

saglayan keyfi bir Riemann metrigi her zaman bulunabilir [Duggal ve Bejancu,

1996].

3.4. Tanim

(M , P, fa,n“) catilandirilan manifoldu iizerinde Es.3.9 ve Es.3.10 sartlarini saglayan

bir g Riemann metrigiyle birlikte (M,4,&,.7%,g) ye bir catilandiilan metrik

manifold denir.

3.5. Tanim

(M 0,&.,n%, g)bir catilandirilan metrik manifold olsun. M iizerinde @, temel 2-

formu ¥ X,Y eT'(TM ) igin;

O(X,Y)=g(X,pY) (3.12)
ile tanimlidir [Yano ve Kon, 1984].

Sonug

V Vel (TM) ve Vae{l,..,s} igin ®(X,&,)=0 dir.

Ispat:

Es.3.12de Y =&, alinir ve Es. 3.6 kullanilirsa
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O(X,¢,)=g(X,¢E,)=0 bulunur.
3.2.Torsiyon Tensorii

(2n+s)—b0yutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold (M 0,&.,n%, g) olsun. M x IR’

(2n + 2S) -boyutlu bir ¢arpim manifolddur. /R* {izerindeki vektor alanlar

s N 6 0 s
7 (IR ):{a_l faazfa eC*(IR°,IR), 1< SS}
seklindedir.

(X A ai,..., /. ;J ile M xIR*’deki vektor alanlaridir. Burada X , M*"* ’de bir
t, t

s

vektor alani, (1,,...,¢

N

) ile IR’’de koordinat diizlemini, f, ’lar /R’ iizerindeki C”

fonksiyonlaridir. Ayrica /R* {izerinde almost kompleks yapt J ’yi;

J:y(MxIR )~ y(MxIR")

(X,Z:,fa gj — J[X,Z:,fa 5} =(¢X—2fa§a,in“ (X)gj (3.13)

a=1
olarak tanimlanir.
3.1. Lemma

J dontistimii
(i ) Lineerdir

(it) J*=-I
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(i) V(X,ifag}[)/,iga 8? je;((MxIRS) ve A, ue IR igin

a=1 a

: /W(X)*ﬂ‘/j(Y)_ﬁi;fa@—ﬂiga@a(/1277“()()+ﬂ277a(y)j§]
on-fragrenolan-feagron

- 0 - 0
Z/U(X,Zfa E]JFA!J(Y,Z& g)
a=1 a=1 a

o

olur. Boylece J nin lineer oldugu goriiliir.

(ii) v[x,ifa a(j

a=1 a

]e;((MxIRS) i¢in

J? (X,Zsjfa 5} J(M—Zslfae‘a,in“(ﬂgj

a=1
S

:£¢£¢(X)—§fa %J—Zn“ (X)&,

a=l1
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elde edilir. Buradan
J?=-1
bulunur. O halde J, M x IR’ {lizerinde bir kompleks yapidir.

3.8.Lemma

(2n+s)—boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold (M 0,&..n%, g) olsun. Bu

durumda (M xIR*,J ) bir almost kompleks manifolddur.
3.6. Tanim

(2n + s) -boyutlu bir catilandirilan manifold (M ,0,¢..n" ) olsun. (M xIR’,J ) bir

almost kompleks manifold olsun. Almost kompleks yap1 J nin Nijenhuis tensorii

Es. 3.8 den v[X,ifa gj,(Y,ZS:ga gj e (M, IR") igin
a=1 a a=1

a

olwgea )b gea))- e Eravge)



dir.
3.7. Tanim

(M xIR*,J ) bir almost kompleks manifold olsun. M x IR’ {izerinde

[,] : ;((MxIR‘“)x;g(MxIR‘“)—);((MxIRS)

(vge2) et [rgr)pses]

olmak tizere

HXl N zl aiﬂ (XY]’;(X(ga)—Y(fa))%j

seklinde tanimlanan operatdre braklet operatorii denir.

3.9. Lemma:

Es. 3.14 ile tanimh [,] operator

(i) Anti-simetriktir,

40

(3.14)
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(if) Jacobi 6zdesligini saglar.

jspat

(i)v[X,;fa ](ng j 7(MxIR*) igin

[xEraflge ) {mngumerog)

:_([y,x],;(Y(fa)—X (ga))]

rge Y ege 2

elde edilir. Boylece [,] Operatorii

(zi)VA:[X,Zfa%j,Bz[Y,;ga j [ZZh ] 7 (M xIR*) igin

nel)-[[x 512 { zihgﬂ
L S0 ) w2 DAL
oot m%ﬂ

([Y[ZX]ZYZ )-[2.X](g. aij
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e rget)osed]

-([2ie S oxte)-2r (- ) L

burada

[X.Y]=XY-YX

esitligini géz Oniine alinir ve KZ[A,[B, C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] denilirse

S

:{[X,[Y,ZH+[Y,[Z,XH+[Z:[X=YH’ ([x.7](h,) =[x, Y](R, )

a=l1

+[Y,Z](fa)—[Y,Z](fa)ﬂ“[Z’X](ga)‘[Z’X](ga))g}

a

=0
oldugundan Jacobi 6zdesligi saglanir.
3.8.Tanim
Lemma 3.9. ile tanimladigimiz operatdre Lie braketi denir.

3.10. Lemma

(M xIR*,J ) bir almost kompleks manifold ve J almost kompleks yapinin Nijenhuis

torsiyon tensorii NV, olmak iizere
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N, ((X,o,...,o),(y,o,...,o)):{NI(X PN (X.) af }

Ve

tlZ

N, ((X, o,...,o),[o, 0,...0,%,0...,0]} =(N*(x).N' (X))

dir.
fspat

N,((X,0...,0)(7,0.,...,0))
=J°[(X,0,..,0),(7,0,..,0) | + [ J(X,0,..,0),J (Y,0,...,0) |

—[JXO ,0),(Y,0,.. o [Xo ,0),J(,0,.. o]

=-[(X.0,...,0),(Y,0,...,0)] { (Y),azsln“(Y)%ﬂ

_JK‘?(X),XU“ (X)ai]’(Y’O,---’O)} _J{(X’O""’O)’(q}(y)’;"a (Y)@ﬂ

a=1 ta
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={(-[x.¥]+[#(x).4(7)]-#[#(x). Y ][ X.4(7)]

3 (1)1 (O, |- S0 (=60} (1)

a=l1 a=l1

0

o (8007 (X 0)])
elde edilir. Burada ilk kisma N' denilirse

N'(X.Y)= (<[X.Y]+[(X).0(Y)]-9[4(X).Y]-g[ X.9(Y)]

3 (1) v (), |

olur bu esitliginin sagina 277“ ([X Y ])«fa eklenip cikarilirsa
a=1

N

()= (L B (L) (62060 -0 6().7]

a=l1

~p X.4(Y)] +;(X'7“(Y)—Yﬂ“(X)—ﬂ“([X,Y]))«faJ
= (#[X Y]+ [(X).0(7)]-9[#(X).Y ] -p[ X.4(7)]

+;(X77“ (Y)-vn* (X)-n"([ X, Y]));aj
elde edilir. Ayrica
2dn* (X,Y)= Z(Xn“ (¥)-vn* (X)-n°([X.Y])E, (3.15)

esitligi Es. 3.8 ve Es. 3.15” den



N'(X,Y)=N, (X,Y)+2id77“ (X,Y)¢E,
a=1
elde edilir. Ayrica ikinci tarafa

W)= {3600 (1)-00 ) (3),
3 . 0
S (0] (L))
diyelim. Lie tiirev 6zelliklerinden

(Lyr ) (1) ={#(X)0* (V) =1° (W(X)’Y])}

(Luryr )(X) ={8 (V)" ()= ([ (¥). X ])}

dir. Bu esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

(Lot JO)-( Loy ) () ={8 () (1) = (V)" (%) =7 ([#(X) .7 ])

1 ([X.4(1)])
olup
N (X.7) = (Lyor™ (V)L ) (X)

elde edilir.
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(3.16)

(3.17)
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(i7)
0
N, ((X,o,...,o),[o,o,...o,—,o...,oj
o,
0 0
=J’ [(X 0,.. o)(o 0,.. o,—,o...,ojj +£J(X,O,...,0),J(0,0,...O,—,O...,OD
ot, ot,
0 0
J(J(X 0,...,0), [0 0,...0,—,0...,0 ]—J((X,O,...,O),J[0,0,...0,—,0...,0D
o, ot,
0 S oy O
= —((X,O,...,O)(O,O,...O,E,O...,OD +H¢(X),Z77 (X)gj,(ga,o,...,o)}
a a=l1 a

-J[(X,0,..,0),(~¢,.0,..,0) ] - {qﬁ 277 joo ,0,&,,0,... 0)}

bu esitligin ilk kisma N°, ikinci kisma N* denilirse

N (X)=[ & 0(X)] =4S, X] (3.17)
N*(X)= ;(na(x)ga +77“([X,§a]))% (3.18)

olur. Ayrica

(L. 8)(X)=[£,.4(X)]-4[&,. X

(")) = (" (0 +7° (%.£D) 5
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N (X) = (L, #)(X)

N*(X) = (L 7" )(X)
elde edilir.
3.9.Tanim

(M 0,5..n%, g) bir ¢atilandirilan metrik manifold ve ¢ nin Nijenhuis tensor alani
N, olsun. (M xIR’,J ) almost kompleks manifoldun Nijenhuis tensor alan1 N, =0

ise (M,(,/ﬁ, fa,n“,g) ye normaldir denir (Yano ve Kon, 1984).

3.1.Teorem

(M 0,5..n%, g)bir catilandirilan metrik manifold olsun. Bu yapmin normal

olabilmesi igin gerek ve yeter kosul N', N>, N° ve N* tensorlerinin sifir olmasidir.

jspat

(=): V(Xaifa %}[Y,igagjez(szRS) icin

a=1 a

a=1 a

(v 5 )5 2] eonfoge & oofoge £

esitliginde J nin lineerligini, N, nin bilineer ve anti-simetrik olusu kullanilirsa



=((V'(x.7). N (x.1)))
e (v (). ()
1 (8 ()8 (1)
:[NI(X,Y)+;gaN3(X)_§faN3(Y)
N2(X,Y)+§gaN4(X)—§faN4(Y)]

N, =0 ise

Nl(X,Y)+ZS:gaN3(X)—ZS:faN3(Y):O (3.19)
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S S

N (X, Y)+D g, N (X)=-D f.N*(Y)=0 (3.20)

a=1 a=1

elde edilir.

Es. 3.8’ den N, nin ve Es. 3.15” den dn” nin anti-simetrik oldugu goriliir. Boylece
Es. 3.16° dan N, de anti-simetrik olur. Es. 3.2.19 esitligi VX,Y eT'(TM) igin

saglanir. Es. 3.13° de X =Y alinirsa

N'Y(X,X)=>(f,-g, N (X) (f,#g,) (3.21)

elde edilir. N' anti-simetrik oldugundan N' (X , X ) =0 olur. Dolayisiyla

N

2 (fo—g N (X)=0

a=l1

olup f, # g, oldugundan N’ (X ) =0 olur.

N? nin anti-simetrik oldugu Es. 3.17° den gériiliir. Aym sekilde Es.3.2.9 esitligi
VX,Y eI’ (TM) igin saglanir. Es. 3.20° de X =Y alirsak

s

N (X, X)=D(f, -8 N (X); (f.%g,) (3.22)

a=

elde edilir. N* anti-simetrik oldugunda N* (X, X)=0 olur. Dolayisiyla Es.3.22.”

den

N

2 (fo—g,)N* (X)=0

a=l1
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olup f, # g, oldugundan N*(X)=0 olur.

N’(X)=0 ve N*(X)=0 esitlikleri VX eI'(TM) i¢in dogru oldugundan
Es. 3.20 ve Es. 3.21 esitliklerini kullamirsak N'(X,Y)=0 ve N*(X,Y)=0 elde
edilir. Burada ispat yapilirken f, # g, kabul edilmisti. f, =g, i¢in Es.3.20°de

Y =-X yazilirsave N'(X,X)=0 oldugunu kullanirsak

—-N' (X,X)+ifaN3 ()()Jri“];N3 (X)=0

2251 f,N*(X)=0
a=1
olup f, #0 oldugundan N°(X)=0

elde edilir. Ayn1 islemler Es. 3.21 de yapilirsa N* (X ) = 0 elde edilir. Benzer sekilde

Es.3.20 ve Es. 3.21" den N'(X,Y)=0 ve N*(X,Y)=0 oldugu goriiliir.

(<):

Tersine kabul edelim ki N'(X,Y)= N*(X,Y)=N’>(X)= N*(X)=0 olsun

D (EAECH 1P| H EYCSTE AR AN

a=1 a=1 a

N2 (X,Y)+ Zs_;gaN4 (X)—Zs_;faN“ (Y)j

=(0.0)

elde edilir. Bu v(x,z £ gj,[nzga a(j

a=1 a a=1 a

J € ;((M , IRS) icin saglandigindan
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N, =0 dir. Dolayisiyla (¢,§a,77“, g) catilandirilan metrik yapisiyla verilen

(2n + s) -boyutlu M manifoldu normaldir.

3.2. Teorem

(2n + s) -boyutlu M manifoldu (¢, E..n%, g) catilandirilan metrik yapisiyla verilsin.

Eger N'=0ise N°=N’=N*=0

Ispat

N'=0 ise N' (X,Zgaj — 0 dir. Es. 2.8, Fs. 3.15 ve Es. 3.16 den
—¢{X,i¢(éa)}+ (X (n°(£,))-& (1 (X)), (3.23)

olup
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:{zg;{}znﬂxzf}j{zf¢(X)}
bulunur.

or(rge p-glr(e g wne(22)

=1

sfgeirn-else])
ifadesinden
N' (X,;gaj =N¢(X,§§a]+2;dﬂa (X,géa]ei

=2 {[& X o[ (X)) 6n" (X))
elde edilir. Son esitlikte her iki tarafin 7“ altinda goriintiisii alinirsa

;{ﬂ“ (18- X])+ 0" (#[ £.-0(X)]) =1 (£7 (X))} =0
7 ([&.-X])=n"(&,)n" (X)=0

(L7 )(X)=N*(X)=0
elde edilir. Es. 3.23° de X yerine ¢(X) aliirsa

SEESS AR ERTRIIHPIOTN IER) S PSSR N

N

—¢[¢(X>,§¢(éa>}+;(¢(X)(na(m)—é(ﬂ“ (4(X)) .
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- _;§Q,¢(X)_—¢_—X+ZY_:77“ (X)faaiéa}

=_Z:§a,¢(X)_—¢ ZfX}
L, 6)(X)
(L. 4)(X)=N*(X)=0

I
—_ I
N

olur. N' =0 dan N' (¢(X),Y) =0 dir. Boylece

NY($(X).Y)=¢[¢(X).Y]+[ ¢ (X).0(¥)|-9[ 4 (X).¥ |- ¢[#(X).4(Y)]
+Z{ V), Y ((X))E, -1 ([#(X).Y])&,}
0=—[¢<X>,Y]+[—X,¢<Y>J+§n“<X>[fa¢ (N]-91-X.1]- 2" (X)9&,.1]
H[9(X).9(1)]+ Zp(x)r" (),

bulunur. Her iki tarafin #“ altinda goriintiisii alinirsa

0= ([¢(x).7])=n"([x.0(¥)])+ $(X)5" (V) -9 (¥)5" (X)

= (")) = (Liayr” ) (X)
elde edilir. Dolayisiyla N?(X,Y)=0 dir.
3.3.Teorem

(M 0,5.,n%, g) bir gatilandirilan metrik manifold olsun. V, M nin Levi-Civita

konneksiyonu olmak iizere V.X,Y,Z eT'(TM ) igin
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28((Vy#)Y.Z)=3dD(X,4(Y).4(Z))-3dD(X.,Y,Z)+g(N'(Y.Z).4(X))
+;{N2 (Y,2)5" (X )+ 2dn" ($(¥), X ) 0" (X)

~2dn“ (¢(2), X )0 (¥)} (3.24)
Ispat

2g((V8)Y.Z)=2g(V,4(Y).Z)-2g(¢(V,Y).2)
=2g(V,4(Y).Z)+2g((V4Y).4(2))

Koszul formiilu kullanilirsa

2¢((V9)Y.2)=Xg($(Y).Z)+¢(Y)g(X.Z)-Zg(X.4(Y) )+g([X,¢(Y)])
[2.47,6(V)) -2 ([4(1).2] X) + X (¥.4(2))
g(X.9(2))-9(2)e(X.¥) +2([X.¥].6(2))
+g([¢(z),X] Y)—g([y,¢(z)],X)
:—XCD(Y,Z)+¢Y(<D(¢(Z),X)+§77"‘(Z)n“(X)]—ZCD(X,Y)
~&([x.0(1)].0(2))+ 20 ([X.0(1)]n" (9(2)
w0 ((2.0].7)+ g (o[0(1).2])+ S () ([2.6(1)])
+XD(§(Y).4(2))-YO(2.X)~4(2){@(¢ (). X)

S (1) () ro(Lr)2)-0 (8(2) X))
S ([9(2). K]0 (1)=& (9[7-0(2)] 0(x))



zn () ([9(2). 1]} ((r.2).X)-([1.2].9(x))

-0 ([4(1).4(2), X ])+2([4(7).9(2)].4(¥))
+g(2dn” (v.2)¢, ¢(X))

=[ X0 (4(Y).4(2))+¢(Y)0(#(2).X)+4(2)0(X.4(Y))
~o([X.4(¥)].4(2))-@([#(2). X ]¢(¥))

—@([¢(Y),¢(Z)],X)] —{XO(Y,Z)+Y®(Z,X)+ZD(X,Y)
0([x.1].2)-0([Z.X).7)-([1.2).X)} +2(-[1.]

A0 Z]+[0(1).0(2)] 41 6(2)] 23 (1.2)

S ([I1.21)5.6(3)
bulunur. Buradan

2((V4#)Y.2)=3dD(X,4(Y).4(Z))-3dD(X,Y,Z)+g(N'(Y,Z).4(X))
+Zf7 XN (Y,Z +2Zd77 (¢(Y). X )" (2)
—2Z:ldf7“ (#(2), X" (¥)

elde edilmis olur.

3.3. Almost S-Manifoldlar

3.10.Tanim

(M ,0,&.,n°, g) bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. Eger Vo € {1, ey s} igin

55
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dn” = ® ise M ye almost S-manifold denir.

Sonug

(2n + s) -boyutlu bir almost S-manifold M olsun. s =1 ise M bir almost kontakt

manifoltdur.

3.11.Lemma

(M,¢, §a,n“,g) bir almost S-manifold ve X eI'(D) olsun. O halde, Va €{1,..., s}

icin [X,&,]eT(D) dir.
jspat

Va,ﬂe{l,...,s} ve XGF(D) icin
0" ([X.6.)==2dn" (X.,)+ X (0" (£.))-&. (" (X))

=-20g(X,&,)+X(6,5)-&, (7" (X))

=0
dir. O halde [ X,&,]eT'(D) dir.
3.12. Lemma

Almost S-manifoldlarda Va €{l,...,s} ve VX,Y eI'(TM) igin

(i) N? ve N* tensor alanlar sifirdir,

(if) N°=0 < &, lar Killing vektor alanidir.
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fspat

(i) N? nin tanimindan
N*(X,Y)=2dn" (¢(X).Y)—-2dn" (4(Y),X)
~20(4(x).1)-20(4(1). X)

(

=2g(4(X),4())-22(8(Y).4(X))
=0

bulunur. Vo €{l,...,s} i¢in

L =(doi§, +i£, od)(n")

olur. Burada

L.n* = dié n” +i& dn’ . (3.25)
Bu nedenle N* =0 dr.

(ii) L, ®=L, dn’ =doif, odn’ +i,od’n” =0

Buradan, VX,Y e ['(TM) i¢in

0= (L, ®)(X.7)

g@t
L

Y))+g(L. #(Y). X)

(g(X.0(7)))-2 (&, X].6(X))-2(X.8[£,. 7))
( : g)
=(L

2)(x.9(7))
28)(X.9(Y))+g (N (¥). X)

bulunur. Bu esitlikten ispat aciktir.



Sonug

Almost S-manifoldlarda Va €{l,...,s} ve VX,Y eI'(D) igin

7 ([#(x).v])=n"([(1).X])
dir.
jspat

VX,Y €T (D) igin N* =0 oldugundan

0=N? (XaY) :(L¢(X)77“)(Y)—(L¢(Y)77“)(X)
=$(X) (" (1)) =1 ([#(X).¥ ])= (1) (n" (X)) +n" ([#(¥). X ])
=1 ([#(X).¥ ])+n*([9(¥). X])

olur, dn“ (¢(X),Y)+d77“ (X,¢(Y)) =0 oldugundan
7 ([#(%).Y])=n" ([4(1).X])

dir.

3.1.0nerme

Almost S-manifoldlarda Vo €{l,...,s} ve VX,Y,Z eT'(TM) igin

(i) 2g((V9)Y.Z)=g(N'(Y.2).4(X))+2g(4(X).4(¥))n" (2)

58



-2 (¢(X).¢(2))n"(Y).
(if) Ve, #=0,

(iii) V. &,=0.
dir.
fspat

(i ) Es. 3.24 ve Lemma 3.12° den ispat kolayca yapilir.

(if) (i) de X =¢&, koyarsak

2¢((V.0)7.2)=2(N'(¥.2).4(&,))+22(4(£,).6(Y))n" (2)

~2g(4(&,).4(2))n"(¥)
=0

elde edilir. Buradan

V. $=0

dir.

(iii) (ii) den Y =&, koyarsak

0=(V.0)& =V 9(5)-0(V.4) = 9(V.4))

bulunur. Buradan

59
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V. &, €D boylece Va e{l,...,s} igin

n“ (&6, )= 240" (£,.4,) =29(&,.&,) =0

¢ ,&, |=0 olur. Ancak, g(& ,&,)=0,, =sbt oldugundan
080 (6085) =0

28(V. 8.8 )=¢,(8(5.8 )+ & (2(£.8))-¢ (2(¢..4))-2([&.£ ].¢.)

ve([¢.6.].¢6)8(606]¢)

elde edilir. Buradan V. &; € D olacagindan V. &, =0 dur.

3.11.Tanim

(M,¢, fa,n“,g) bir almost S-manifold olsun. V& €{l,...,s} ve VX eI (TM) igin,

h, tensor alanm

h,:T(TM)—T(TM)

X —>h,(X) :%L§a¢(){) :%N3 (X)
ile tanimlidir.

3.13. Lemma

(M,¢,§a,77“,g) bir almost S-manifold olsun. M de VX,YeDl(TM) ve

Vae {1, ...,s} icin asagidakiler saglanir.
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(i) $(N(X.7)+N($(X).7))=20" (¥)h, ()
(il) g(N(¢(X).7).5,)=0

3.2.0nerme

(M,¢, §a,77“,g) bir almost S-manifold olsun. V.X,Y,Z eT'(TM ) ve Va €{l,...,s}

icin , A, tensor alan1 olmak {izere

dir.
jspat

Lemma 3.13. de X =¢, konulursa, VY,Z eI'(TM) igin

g(N(&,.Y).6(2)=-2((N(&,.2)).Y)
:_22’7a (&)e(h, (2).7)
=-2¢g(h,(2).Y)

dir. Onerme 3.1.” den

g(N(&..2).6(Y))=22((V,9)&..2)-22(4(&,).(Y))n" (2)
+2g(#(2).0(Y))n" (&,)

:_2g(¢(vyga),z)+2g(Z,Y)—22777(Z)777(Y)

7=l

bulunur. Boylece



elde edilir. Buradan

N

#(V,E)=h, (Y)+Y =D 77 (Y)E,

7=l

olur. Esitligin her iki tarafininin ¢ altinda goriintiisii alinisa

8 (V,E,)=8(h, (Y))+8(Y)- X7 (V)8(£,)

r=1

2 . o . .
bulunur. ¢~ nin degeri yerine yazilirsa

V&, =—¢(h, (Y))-4(Y)

elde edilir. Burada ZS:U” (Vy&,)Es =0 dir. Gergekten;
27" (V,¢,)=22(V,¢,.,)
=7(2(&,.6,))+ & (2(&.7)) =& (2(1.8,)) -2 (Y[ £..4,])
—g(&.[7.¢])+2(&.[7.4.])
=& (1" (1)=&, (" ()= ([v- &, ])+ 2" ([v-£.])

=dn’(&,.Y)+dn" (Y.&,)
=0
dir.
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3.3. Onerme

(M B, E.n%, g) bir almost S-manifold olsun. M iizerinde Vo €{1,...,s} igin, &

tensor alan1 asagidakileri saglar

(i) h, simetrik tensor alanmdur,

(ii) h,(&)=0

(iii) h,, ¢ ile anti-degisimlidir.
jspat

(i) Onerme 3.1.den V, ¢=0 dir. VX,Y eT'(TM) igin

g<<L@¢>m>=g<m -4l 1)

g _¢(V§HX)+¢(VX§0:)’Y)

(Vs
g(v B)X =Vl +9(V,E,).Y)
((v (Vi&,)Y)

=&

Burada ‘v’ae{l,...,s}igin X =&, ya da Y=¢, konuldugunda sonu¢ ozdes sifir

olacaktir. V.X,Y e I'(TM) igin, Sonug yardimu ile

g((L§a¢)X,Y)= —g((V¢(X)§a),Y)—g((VX§a),¢(Y))
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bulunur. Buradan £, , simetrik operatordiir.

(i) (&) =5(L.9)(&) =5 (L 9(&))-0(L. &) =0

(iii) 2g(X,¢(Y))=2®(X,Y)=2dn" (X,Y)

=g VX%ZaaY)_g(vY‘faaX)

dir. VY eT'(TM ) igin saglandigindan ve g non-dejenere oldugundan

(0, (X)) +h, ($(X)) =0
poh, +h,°4=0
dir.

3.4.0Onerme:

(M,¢, fa,n“,g) bir almost S-manifold olsun. M de VX,Y e ' (TM ) igin



(V40)Y +(70)9(1) =28(9(X). 6(1)) &, + X0 (1 (X) =2 (1), (X)

r=1

dir.
fspat

VX,Y,ZGF(TM) ve ‘v’y,ae{l ..... S} igin

2g((VX¢)Y,Z)+g((V¢(X)¢)¢(Y),Z) =(2g(z.-n7 (V)h, (X)) +2g(X.Y)¢,

dir. O halde;

(Vod)Y +(V,008)8(1) =37 (¥)h, (X)+2g(X.¥)E - 207 (X )7 (Y)£,

dir.
Sonug

Onerme 3.4.” iin 1is13inda V.X,Y e T(TM ) igin

(i) (Vo8)Y + (V0 f)0 (V) = 2X g (XY,

(i) (Vi4)e(Y)= (V¢<X>¢)Z

(iii) Eger s =1 almirsa



(VX¢)Y+(V¢(X)¢)¢(Y)= 2g(X,Y)E-n(Y)(X +h(X)+n(X)¢)
dir.
jspat

(i) Onerme 3.4.” den kolayca goriiliir.

(ii) (i) de Y =¢(X) almrsa
(V) (B(X)+(V,00)(# (X)) =22 g (X.6(X))2, =0
burada ¢’ (X )=-X oldugundan

(VX¢)(¢(X)) - <V¢(X)¢)(X)
dir.

(iii) s=1 alimrsa Onerme 3.4.” den kolayca goriiliir.
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4.S-MANIiFOLDLAR
4.1.S-Manifold

4.1. Tanim

(M 0,&.,n%, g) bir catilandirilan metrik manifold ve @ bir temel 2-form olsun.

Eger M normal, &,...,&, vektor alanlari birer Killing vektor alani ve @, 2-formu

kapaliysa, yani d® =0 ise M normal ¢atilandirilan metrik manifold ya da K-

manifold olarak adlandirilir.

4.2 Tanim

(M,¢,§a,77“,g) bir K-manifold olsun. Ve e{l,...,s} i¢in &, nin duail »“ olmak

lizere 7' A AT A (d n“ )n # 0 oldugunda K-manifolduna yonlendirilebilirdir denir

[Terlizzi ve Pastore, 2002].

4.3. Tanim

(M 0,5,.n%, g) bir K-manifold olsun. Eger

O(X,Y)=dn*(X,Y)

oluyorsa (M 0,6, g) ye S-manifold denir [Terlizzi ve Pastore, 2002].

4.1.0rnek

E*™ (X, Xyseees Xy Vs Vasevos Vus Zy5 Z35eees 2, ) Kartezyen  koordinatlarina  sahip  bir

Oklid uzay olsun.
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n“ = %(dza —,Zlyidxl.],

i=1

N ii_n ii i Si
p-3rL-SrliSr| gL

i i= i i a=1 Y<q

g= Zslﬂ“ ®n* +ii(dxi ®dx, +dy, ®dy, )
a=l1 i=1

olarak alinirsa
N'AA) AD" 20

ve

dn' =..=dn’ =Y dx, ndy,
a=1

dir. Boylece tizerindeki (¢, E.n%, g) yapistyla birlikte E*"* bir S-manifold olur.

Burada X:Z X"i+Y"i +Z:Z”‘i dir.
i=1 ox, ) «a Oz

1 a

4.1.Lemma

(M ,0,6,,n°, g) bir S-manifold olsun. (M 0,6, g) lizerinde V, Levi-Civita
konneksiyonu, ¢, f-yap1, &,, 1<a <s, vektor alanlar olmak tizere VX eI (7TM )

igin

V&, =—pX (1)



dir.
jspat

VX,Y eT(TM) igin
0= (L ) (X.V) = £, (X.1) g ([ X].¥)-(X.[£,.7])
=g(V. X.Y)+g(X.V,Y)-g(V, X.Y)+g(V,E,.Y)
—g(X,VfaY)+g(X,VY§a)

=g(Vi&, Y)+g(X.V,¢,)
dir. Buradan;
g(Vys, . Y)=-2(X.V,&,)
oldugundan g anti-simetriktir.

II. temel formun ve S-manifoldun tanimindan;
(X.Y)=g(X.p(1))=dn’ (X.¥) =g (¢(X).7)
dir.

2n (X.¥)= X ()~ ¥ (X) =1 [X.))
~ Xg(v.£)-Ye(X.2)-g([x.7]..)

:g(Y’vxga)_g(X’nga)

Es. 4.2 ve Es. 4.3’ den
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2d° (X,Y)=28(V&,.Y) = dn®(X,Y)=g(V &, ¥)=-g(¢(X).Y)
dir. VY eT'(TM ) igin g non dejenere oldugundan V &, =—¢(X) olur.

4.1. Onerme

(M,¢, fa,n“,g) bir S-manifold olsun. (M,¢, fa,n“,g) iizerinde , V, Levi-Civita
konneksiyonu, ¢, f-yapi, & , 1<a <s, vektor alanlar1 ve &, larin dual 1-formlar

n“ olmak lizere VX,Y € F(TM) i¢in,

S

(Vep)Y =2 (g(dX.4Y)E, +1 (¥) 4 (X)) (4.4)

a=1
dir.
fspat

Teorem 3.3.” de dp=0 ve N'=N’=0 oldugu yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa;

v

2((v.9)Y.2) =Y {dn" (¢X.Y)n" (Z)~dn" (2. X)n" (Y)}

=Y {0 (6x,7)5" (2)- (42, X)5" (1)}

=Y {g(¢x.®Y)n"(2)-g(42,9X)n" (Y)}

- {g(e(#x.07)E, — ¢ (X)7" (¥).2)}

bulunur. VZ e ' (TM ) i¢in g non dejenere oldugundan;
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S

(Vid)Y =D (2(¢X.9Y)E, +n" ()4 (X))

a=1
dir.
4.1. Teorem

(M,(/ﬁ,fa,n“,g) bir S-manifold olsun. (M,(/ﬁ,fa,n“,g) iizerinde , V, Riemann
konneksiyonu, ¢, f-yapi, & , 1<a <s, vektor alanlar1 ve &, larin dual 1-formlar

n” ve @ II temel form olmak iizere VX,Y,Z eI (TM) igin

2¢((V$)Y.Z)= g([[¢,¢]+2§§a ®d77“](Y,Z),¢XJ

N

123 (Y. X)) (2)-@(¢Z. X )" (V)] (4.5)

a=1
fspat
Onerme 3.1.” den ispat kolayca yapilir.

4.2. Onerme

(M 0,5,.n%, g) bir S-manifold olsun. L, M iizerinde Lie tiirevi olmak iizere,

VX,Y eI'(TM) igin,

(Lo )(¥) = (L X )(X) (4.6)

dir.
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fspat

(L") (Y) =" (¥) =" ([X.Y])
=¢Xg(Y.&,)-g([¢X.Y].,)
:g(v¢XY’§a)+g(Y’V¢X§a)_g(v¢XY’§a)+g(vY¢X7§a)

=2(V.V,8, ) +2(V,4X.E,) *)

bulunur. Diger taraftan

2dn* (pX.Y)=pXn" (Y)-Yn* (pX)-g([4X.Y].£,)
=g(VauY. &)+ 2(Y.Vé )-8 (V,9X.6,) -8 (4X.V,&,)
g (VY. &) +e(V,9X.8,)
=g(V. V08, )-g(4X.V,E,)

=g(V. V&, )+ (V,9X.E,) (**)

olur. (*) ve (**) dan

(Lxn”)(Y)=2dn" ($X.Y)=20(4X.Y)

(Lyn™)(X)=2dn" (4Y,X) =20(¢Y, X)
oldugu goriiliir. Buradan,
(L¢X’7a )(¥) = (Lyn")(X)

dir.
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4.3.0Onerme

(M B, E.m%, g) bir S-manifold olsun. & €{1,..,s} i¢in A, tensér alam asagidaki

esitlikleri saglar;

(i) h,, simetrik tensor alamdr,

(it) h,&, =0, Befl,..s}.
Ispat
VX,Y eT'(TM) igin,
h,:T(TM)—T(TM)
X = h,(X) :%(Lﬁﬁ)(x) = %(L§a¢(X)—¢L§aX)
dir,

(1), (X) = 5 (L. 9(X) L, ¥)

(VX =V,8,~9(V. X)-6(V,5)

L () X))

= %(V§a¢X—¢V§aX) (*)

dir. Buradan

g(h, (X).7) =7 ¢(V..pX - ¥, X.Y)
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:%{g(V§a¢X,Y)_g(_¢V§aX’Y)}

olur. Burada ‘v’a{l ..... s} icin X=¢, ya da Y=¢; konulduunda 6zdes sifir

olacaktir.

7 ([#X.¥)) -0 ([X.07))
=g(V,Y.8,)-g(V,4X.E,)+g(V,8Y.E,)-g(V,X.E,)
- g(V¢X§“’Y)_g(vYéa’¢X)+g(vX§a=¢Y)_g(v¢Y§aaX)

=g (#X.Y)+ 2(47.0X) -2 (4X.91) + 247 X)

=0

(*)da X ve Y &, yadikise;

(L¢X77a)(Y):(L¢Y77a)(X) (4.7)

dir.

£(h ().Y)= 3 ((L.9) 2.7)
L g(v, ox.7)-g(v, x.7))
= (V¥ )0 (V.97))
:%{na (V,6X)+7° (V,, X)]

el

=g(h,(Y),X)
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olup 4, simetriktir.

(i) &, :%(L§a¢)§/)’

(L 95, -0L.5,)

=0
dir.
4.4.Onerme

(M,¢,§a,77“,g) bir S-manifold olsun. O halde VXEF(TM) ve ‘v’ae{,Z,...,s}

i¢cin
(1) vxg,,,—;wvx@)gﬂ = —gh, (X)-¢(X) (45)
(i) b, ()= {#(7£)- 8. @9)
dir.
Ispat

Onerme 4.2.” den VX,Z eI’ (TM ) ve Va €{,2,...,s} i¢in

22((V9)&,.2) =-2(#(L..0)Z.0(X))-22(4(X).4(2))

= s((1:9(2)- X)-28(x.2) 42350 (X)" (2)
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dir. 4, simetrik oldugundan
2g((VX¢)§a,Z)=—g((L5a¢)X,Z)—2g(X,Z)+2277ﬂ(X)g(@,Z)
p=1

olur. VZ eT'(TM) igin g non-dejenere oldugundan;

2V B(E) -9V, £, ) = (L. 0) X -2X 4230 (X)¢,

20(V &, )==2h, (X)+2¢°(X)

~$(Vi&,)=—h, (X)+4" (X)

bulunur. Her iki tarafa ¢ uygulanirsa

—¢* (V4&,)=—¢(h, (X))+¢’(X)
V£, —;nﬂ (V4&, )6, =—o(h, (X))~ 4(X)

dir. Gergektende;

S

2(#(L.9)2.0(x))=g((L.,9)2. X)- X0’ ((L:.#)(2))n” (%)

p=1

= 8((L.9)2.2) - 20" (X)(n” (L #(2)) " (4L, 2))

=

= g((%ﬂ)Z,X)_ZS_:’?ﬂ () (Ve (2)) -1 (V)

—_

" (V. Z)+1 (V,<,))
_ g((Lgaczﬁ)Z,X)—;nﬂ (X)(n" (V..8(2) 1" (#(2))
—n” (¢V§az)+nﬂ (¢2 (Z)))

=2((L.9)2.%)- 30 (X)(0 (. 0(2)) 0" (4 (2)

=
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= g((L.8)2.X) -2 0" (X)(~2(7. &.4(2))

p=1

tg (‘/W:a égﬂ’Z))

- g((L§(1¢)Z,X)

dir.

(@) 3(£:0)(0) =3 (£ o)-0(1. )
I CIRRER Sy iy
L9, 03) -4 ()9, x4 (1)
=%(v§u¢(x)—¢v§ax)

dir.

4.2 Teorem

(M,¢, §a,77“,g) bir S-manifold olsun. Bu durumda « e {l, 2,...,s} icin & vektor

alan1 bir Killing vektor alamdir < 4, =0
jspat

L, ®=dif,®+i5,dD=0
VX,Y e F(TM) i¢in;

(L§Qq>)(X, Y)= gam(X,Y)—cp(LgaX,Y)—@(X,Lg,ay)
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= EO(XY)=dn" (L XY )=dn" (XL, Y)
=& 0(X.1)-g(L, X.9())-g(X.9(L.Y))
_ é:aq)(X’Y)_g(Lgagé(Y),X>—g(XaL§a¢(Y))+g(X’(L§a¢)Y)

=£,0(X,Y)+g(X,(L,0)) (4.10)

=

&, bir Killing vektor alani olsun. Yani L, g =0 oldugundan
g(X,(Lgaqﬁ)Y) =(L, ®)(x.Y)=0

dir. VX eI’ (TM) i¢in g non-dejenere oldugundan
L§a¢:%ha —0=h, =0

bulunur.

—

Karsit olarak /#, =0 ise VS e {l, 2,...,s} icin Es. 4.1.11 den;

0

(Lfag)(X’¢(Y)):(Léaq))(XsY)

olur.
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dir. Gergektende;

(Lg;”ﬁ) = (dc”ﬁ +i, od)(”ﬂ)
’Eﬂﬁ)ﬂéa (d"ﬁ)

(
=d(n’ (&,)+2d0" (4,.7)
(

dir. VX, Y el (T M ) icin L, g =0 oldugundan &, bir Killing vektor alanidir.
4.5.0Onerme:

M*  bir K-manifold olsun. O halde M iizerinde VX.,Yel (TM ) ve

Va,Bell,2,..,s}igin

(i) R(X.E,)Y =V, V,&, -V, ¢, 4.11)
(i) R(&,.X.8,.Y)=-g(V&,.V,E,) 4.12)
(iii) K(£,.X)=|V,&,[ (4.13)
(iv) R(E,.0(X).5,.6(Y))=R(E,.X.5,.7) (4.14)

dir.



fspat
(i) &, bir Killing vektér alant oldugundan;

LV Y=Vl Y=V, Y
[faava]_vx [éa’Y] :v[cfa,X]Y

V.V Y=V & =V V. Y+V, V& =V,

x¥

[£,.X]Y =V, ¥ =-V,V,E +V, ¢,

[¢a-X]

dir. Teorem 2.8. ve Teorem 2.2’ den;

R(X’é:a)y = VXvYé:a _vvxyé:a

olur.

(if) Teorem 2.2. ve (i)’ den

R(E,.X.&,.7)=g(R(,.X)E,.Y)
:g(m(gﬂ,y)ga,)()
=—g(R(5,.7)X.8,)
=g(%(r.6,)x.c,)
=g (Vo k&8 )+ 2 (V, V08,

= g(vgaé:ﬁavYX)"'g(Vyvx‘fﬁ:é:a)

dir. & Killing vektor alan1 oldugundan;

R(E,.X.£,.Y)=g(V,V,&,.8,)

80



= _g(vYé:a’vXé:ﬂ>

= _g(vXéﬂﬂvyga )
dir.

(iii) (i) den;

K(&,.X)=R(&,, X, X.5,)
=g(R(&. X)X.&,)
=-g(R(&, X) &, X)
=—g(&, X.5,. X)
=8(Vié, Vi)

=|v.&f
dir.

(v) R(E,.0(X).&,.8(Y))=g(R(&,.8(X))E,.8(Y))

= g(R(E,X)E,Y) =07 (R(E,X)E ) (Y)

7=l

g(R(£,.X)&,.7)

R(¢, X.,Y)

dir. Gergektende;

n’ (R(éaaX)é:ﬁ) =7’ (vgavxé:ﬁ _vvgaxé:/;)
= g(v.favaﬁWé:y)_g(vvéa)(gﬂ’é:y)

= —g(vé:aé:},avXé:ﬁ)+g(vfy§ﬁ’v§aX)

81
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4.5.0nerme

(M SR N g) bir K-manifold olsun. (M e B.E n”, g) bir S-manifold ise

R(X,V)E, = D0 (X)¢ (V)= (V)¢ (X)) 4.15)

a=1

dir.
fspat

Es. 4.1’ den;

SR(X,Y)fa = vayfa _vyvxfa _V[X,y]fa
=-V,$(Y)+V,4(X)+¢([X.Y])
=—(V )Y =¢(V,Y)+(V, ) X +4(V, X)+o(V,Y)-¢(V,X)

=—(V,9)Y +(V,9) X
dir. Onerme 4.1.” den

R(X,Y)E, = {e(4(1).6(X))E, +1 (X) 8 ()2 (#(X).6(Y))E,

a=l1

dir.
Sonuc:

(M2n+s’ b.E.. n“,g) bir K-manifold olsun. (Mz””, ?,&,, n“,g) bir S-manifold ise



R(X,E)Y =—(V4)Y
dir.
fspat.‘

g(R(X.Y)E,.2)=g(R(&,.2) X.Y)
g(’?”(X)¢2(Y)—¢2(X)77”(Y) z)=g(R(5..2)X.Y)

1" (X)g(#(Y).2)-g g(¢2 ) (R(4.2)X.Y)
2(g(x.£,)¢°(2)- ( ) R(E,,Z)X,Y)
n"(X)¢*(2)-2(4°(X).2 )§a=iR(§a,Z)

elde edilir.

&3

(4.16)
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5.INDEFINTE ALMOST S-MANIFOLDLAR VE INDEFINITE
S- MANIFOLDLAR

5.1.Indefinite Almost S-Manifold

5.1.Tanim

(2n+s)-boyutlu bir ¢atilandirilan manifold (M , 0, §a,77“) olsun. VX,Y eI'(TM)

ve Vae{l..,s} i¢in

£(9(X).9(1) =2 (X.1)= e (X (1) (5.0

g(X.&,)=¢,n"(X) (5.2)

sartlarin1 saglayan M {izerinde indeksi v (0<v <2n+s) olan bir yari-Riemann

metrigi g varsa (M 0,5..n%, g)’ ye indefinite metrik f-manifold (ya da

catilandirilan indefinite metrik manifold) denir. Burada ¢, =¥1 olup, her bir £, ya

spacelike ya da timelike vektor alanidir.

5.1.Teorem

(2n+s)-boyutlu bir ¢atilandirilan manifold (M , 9, §a,77“) ve h, M fzerinde yari-

Riemann metrik olsun. O halde M iizerinde Es. 5.1 de tamimlanan (0,2) tipinde

simetrik tensor alan1 g mevcuttur.
fspat.‘

[lk olarak ilk tane yari-Riemann metrik tanimlayalim;



&5

hl :_ahO ° a:ho(ga’ga)

ve VX,Y eI'(TM) igin

B(X,Y) =l (8 ()8 (Y))+ X e (X)n* (¥)
olarak tanimlansin. Burada;
n*(X)=¢,h(X,&,) ve h(&,.E,)=

dir. O halde M de {&,....,&,} dagilmi meveuttur. {&,...,& } dagilimmin tiimleyen

dagilim D, ile gosterilirse VX e'(D,) igin

h(X,X)= ( X+Zn )E,s X+Zn a}+28an“(X)f7“(X)
=h (X, X)

dir. Burada 4 (X,&,)=0 ve h(¢,.&,)=—¢, dir. Bdylece h, D’ de % ile aym

indeksli M iizerinde bir yari-Riemann metrik

Ve
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dir.
5.1.0nerme

(M.¢.&,.n".g) bir indefinite metrik f-manifold olsun. O halde VX,Y,Z €T (TM)

i¢cin asagidaki esitlik saglanir

2g((V4#)Y.Z)=3dD(X,4(Y).4(Z2))-3dD(X,Y,Z)+g(N'(Y,2).4(X))

+ e, (N (1. Z)n (X)+ 24" ($(Y). X ) (X)

~2dn“ ($(2), X )n" (Y)} (5.3)
fspat.‘
Ispat Teorem 3.3.” den kolayca goriiliir.

5.2. Tanim

(M ,0,5,.n%, g) bir ¢atilandirilan indefinite metrik manifold olsun. M ’ nin temel

formu @ =dn” ise (M 0,¢.,mn%, g) ye bir indefinite almost S-manifold denir.
5.2.0nerme

(M 0,E,.n%, g) bir indefinite almost S-manifold olsun. VX,Y eI (TM) ve

Vae{l,..,s} igin
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n“[(X).Y]=n"[4(Y).X]
dir.

Ispat:

Sonug 3.3.” den kolayca goriiliir.

5.3.0nerme

(M 0,¢.,n%, g) bir indefinite almost S-manifold ve E:Zgan“ olsun.

a=1

VX,Y el (TM) ve Va,f e{l,...,s} igin

(i) 22((V9)Y.Z)=g(N'(Y.Z).8(X))+22(4(Y).4(X))n(2)
~2¢(¢(2).4(X))n(Y)
(ii) V.$=0

(iii) V. &,=0

dir.

fspat.‘

Onerme 3.1.” den kolayca goriiliir.

5.4.0Onerme

(M 0,&..n%, g) bir indefinite almost S-manifold olsun. O halde;
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(i) Yae{l,..,s} i¢in A, :%Léag/ﬁ simetriktir

(if) Va,pe{l,...s} icin h,(&,)=0

(iii) Vae {1,...,s} icin hyop+¢oh, =0
dir.

fspat.‘

Onerme 3.3. den kolayca goriiliir.

5.5.0nerme

(M.4.&,.n".g) bir indefinite almost S-manifold olsun. V.X € ['(TM) ve

Vael,..,s} igin

V&, =—e,4(X)-9(h, (X))

dir

Ispat:

Onerme 3.2.” den kolayca goriiliir.

5.6.0nerme

(M,¢, ga’n“,g) bir indefinite almost S-manifold, E: Zﬁa ve 5: g(X,E) olsun.

a=l1

VX,Y eT(TM) icin



9
(V) (V) + (V02 (#(Y)) = 28 (#(X).4(Y)) €471 (¥) (X ) = (X) ¢ (V)

dir.

Ispat:

Onerme 3.4.” den kolayca goriiliir.

Sonug:

(M 0,5..n%, g) bir indefinite almost S-manifold olsun. O halde VX,Y eF(TM )

i¢cin
(1) (V) (V) + (V) (2(7)) =28 (X,7)E
(1) (Vx#)($(xX))=(V,08)(X)

dir. Burada E = Z & dir.
a=l1

fspat.‘
Sonug 3.3.” den kolayca gortiliir.
5.2.Indefinite S-Manifold

5.3. Tanim

(M,¢,§a,77“,g) indefinite almost S-manifoldu normal ise (M,¢,cfa,77a,g)’ ye

indefinite S-manifold denir.
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5.6. Onerme

(M.4.&,.n".g) bir indefinite S-manifold olsun. O halde VXY € T'(TM ) igin

S

(Vid)Y =D {2(4(x).4(Y))&, +n" (V)¢ (X)) (5.4)

a=l1
dir.
fspat.‘
Onerme 5.1.” den kolayca goriiliir.

5.2.8onucg:

(M, ¢,.&,, n“,g) bir indefinite S-manifold olsun. Bu durumda Ve« e {1,...,5} i¢cin

Vi, =—€,0(X) (5.5)
dir.

fspat.‘

Lemma 4.1.” den kolayca goriiliir.

5.8. Onerme

(M, ?,&,, n“,g) bir indefinite S-manifold olsun. V.X,Y,Z e T'(TM ) igin
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(V2@)(1.2)= 3" (1) 2(4(X).9(1)) =1 (2)2 (9(X).9(1)} (56)
dir.
fspat.‘

Es. 5.4. de (V,®)(Y,Z)= g(Y,(VX¢)Z) kullanilarak Es. 5.6 kolayca goriiliir.
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6. ¢,-ALMOST S-MANiFOLDLAR
6.1. ¢, -Almost S-Manifold
6.1. Tanim

(M B, E 0%, g), (2n+s)-boyutlu bir indefinite almost S-manifold olsun.

‘v’ae{l,...,s} i¢in 5a=g(§a,§a)=$1 ise (M,¢,cfa,77“,g) ye bir ¢, -almost S

manifold denir.

6.1. Teorem

(M 0,5..n%, g) &, -almost S-manifold olsun. Bu durumda

(i) #(&,)=0, (i) n“op=0,  (iii) rank¢=2n

elde edilir.
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(if) Es.3.1veEs.3.5"den VV eI'(TM) igin

dir. Diger taraftan Es. 3.6’ dan

n“op=0

elde edilir.

(iii) Es.3.5’ dan Vae{l,..,s} igin

gekd=5Sp{&....¢ |

dir. Buradan

boygekd = s

olur. Bu durumda

rankg =2n
dir.
6.2. Tanim

(M 0,¢.,n%, g) normal c¢atilandirilan metrik manifold olsun. (M 0,¢.,n%, g) bir

&, -almost S-manifold denir.
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6.2. Teorem

(M 0,¢.,n%, g) &,-almost S-manifold veh M lizerinde yari-Riemann metrik

olsun. Bu durumda M iizerinde Es. 5.1° de tanimlanan (0,2) tipinde g simetrik

tensOr alani her zaman mevcuttur.
fspat.‘
5.1. Teorem’ den kolayca goriiliir.

6.3. Tanim

(M, $,&,, n“,g) &, -almost S-manifold olsun.
(i) Vae {1,...,5} icin ¢, =+1 ve v =2r 1se M ye spacelike almost S-manifold
(i) Vae{l,.,s} i¢in ¢, =1 ve v=2r+1ise M ye timelike almost S-manifold

denir.

6.3.Teorem

(M 0,&.,n%, g) f . pk -yap1 bir ¢,-S-manifolddur <

S

(Vid)Y =D {g(X.Y)E, —e,n"(Y) X}, VXY el (TM) (6.1)

a=1
dir. Burada V Levi-Civita konneksiyondur.

Sonucg:

(M 0,5..n%, g) &, -almost S-manifold olsun. O halde
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V.,¢, =—ga¢(X), VXGF(TM) (6.2)
dir.
fspat.‘
Es. 6.1’de Y =¢, konulursa Es. 6.2 elde edilir.
Sonuc

(M,(,/ﬁ, fa,n“,g> bir ¢, -S manifold olsun. M iizerinde Vo €{l,...,s} i¢in &,

karakteristik vektor alanlar1 Killing vektor alanidir.

fspat.‘

(L, 0)(8.1) = £:0(.1)-0((4,.).1) -0 x.5.7])
=£,2(X.0(7)-2([5. X].0(7))-2(X.6([£,.7]))
:(Lézg)(X’¢(Y))

dir. Burada L, ¢ =0 dir. Fakat
L. ®=di. D+i. dD

(i, @)=D(&,.X)=0

dir. Diger taraftan

(Lo 2)(X.0 (V)&,) =&, (0" ()0’ (X) =" (V)" ([, X]))



-’ (V)g(X.[£.6,]) =&, (7" (Y)n’ (X))

=0’ ()0’ (X)=n" (V)n’ ([&. X)) =0 (V)n’ ([ .06, ])
=0

burada L, ” =0 ve L. £, =0 dir. Bdylece

(L@g)(X’¢(Y)+if7ﬂ(Y)§ﬂj:o

a=l1

dir.

o+ Z n’®¢& », non-singular oldugundan L. g =0 olarak bulunur.
a=1

6.2. £, -Almost S-Manifoldlar I¢in Ornekler
Ornek (Spacelike Almost S-Manifoldlar):

IR*"** iizerindeki koordinat sistemi (x,,,,2, ) = (5.0 X5 Visevs Vs Zpseees 2, ) OlSUNL

r#0,r <n,r #s i¢in 6zel halini incelenecektir. Burada;

-L,0<i<r .
& = _ olmak iizere, Va €{l1,2,...,s} igin &, =+1
<i<n
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1-formu go6z oniine alinsin. Burada &, = 2¢, o 2i i¢in
Oz Oz

a a

1 a n 0
n® (cfﬂ) = E(dz‘” +Zyl.dxl. - Z yi*dxi*J (ZO_J =5,

i=l i =(r+1) Zp

oldugu goriiliir. Ayrica ¢ endomorfizmine karsilik gelen matris

— Xl_ —
[O]nxn [’7 [O]nxs Xi*
¢(X) = _1" [O]nxn [O]nxs X"""i
glyl"'(c"sysysﬂ'“yn Xn+1'*
(0] | o [0] . B .
L glyl"'gsysysﬂ"'yn sXn _(2n+s)><(2n+s)
dir. Buradan
— Xi -
_In [O]nxn [O]nxs Xi*
¢2 (X) = [O]nxn _I” [ ]nxs X’”'i
- lyl"'_gsys_ys+l"'_y)z Xn+i*
............................ (0] [0].. B .
B lyl a gsys - y‘wl T yn sXn _(2n+s)><(2n+s)




L _glyl"'_gsys _yS+1"'_

[0],.,
[0],.,

[0],.,
[0]1><r

i =(r+1)

_2 &YX, - Z yi*Xi*  Xones
i1

i'=(r+1)

i :(r+1)

T EYV T Vo T

Y

y

n _lsxn

]lx(n—r)

]lx(nfr)

_2 &YX, - i yi*Xi* X
i1

_i &YX, — z yi*Xi* + Xona
=)
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2

=—X+1[X2n+a—zr:giyi)(i— i gl_*yl_*Xl,J
* (r+1)

:—X+Zslga77“ (X)¢E,

bulunur. Burada

i=1 i =

oS O

(e

— e
S
[ Iy Sy S—y E—

[\

7" (X) :%(dz —Zgyldx - Z £.y.dx. j
i"=r+l
0
X, —+X —+Xn+ +X =+
Iax /ay n+j ay]

1

l\)

l\)l'—‘

(XZnJra - gzini -

_(X2n+ﬁ5aﬁ ZE%X, Z &V X

i"=r+1

Zn: .y X. J

A
i =r+l

99
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dir. Indefinite “g” metrigini bulunacaktir

r r

g :%Zzgi (d‘xiz +dyi2)+%zgi* (dxi*2 +dyi*2)+§€“77a ®77

i=1 i=1

dir. Burada;

0 @i (dz S - 3 oo ]( “Sos - 3 oy, J

i"=r+l j =r+l

=i{dza®dz 28 y,dz, ®dx, - z .Y, .dz, ®dx —Zsydx ®dz,

j =r+l

+Zr‘, £,y ,dx; ®dx, +Z€y, Z £y dx, ®@dx, Z g.y.dx. ®dz,

i,j=1 i=1 j =r+l i =r+l

i =r+l Jj=1 lj =r+l

+Zgyzgydx ®dx; - Z 5£yydx ®dx}

dir O halde g tekrar yazilirsa;

g:%{dza@)dz Zgydz ®dx - Z R dz, ®dx —Za‘ydx ®dz

j =r+l

+Zr:(gl@]+gg iy, )dx ®dx, +Zgy Z E:Y dx, ®dx - Z £.y.dx. ®dz,

i,j=1 i=1 J=r+l ! i'=r+l

n

+ Z EYs Ze Y dx. @dx; + Z (gité)}j* +gl,*gj,yi,yl,*)dxi* ®dxl, +25idyi®dyi

i=r+l i j*:r+1 ) ’ i=1

+ Zn: E.dy. ®dyi*}

i=r+l

bulunur. g indefinite metrigine karsilik gelen matris
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eo,veeyy,  evey, [0, [0, (4
giyigj* yj* (9[,6‘1,], + gj* 8_1'* yi* yj* [0](n—r)><r [0](n—r)><(n—r) [B]T
ga
[g] - T [O]VXV [O]rX(n—V) glé:] [O]FX("_V) [O]rXS
[0](n—r)><r [0](n—r)><(n—r) [0](n—r)><r gi* 51*]* [0](n—r)><s
A B 0 0 o
L [ ] [ ] [ ]sxr [ ]sx(n—r) aff J@n+s)x(2n+s)
dir. Buradaki A ve B matrisleri sirasiyla;
—&)y, . . . —E), Ve - - - TED,
= [7]=
_gly] P _8ryr oxr _gr+lyr+l o _gnyn sx(n—r)
-1,0<i<r
dir. ¢, :{ ‘ ve Vae{l,2,..,s} i¢in &, =+1 oldugu goz Sniine
+1,(r+1)£1£n

alinarak g matrisi tekrar yazilirsa;

_—@,+yiy_, Vi [0].., [0](,,4)”, v
vy Oty [0 Oy
el [, O, -6 0., [,
0y Oy [0y G [0l
LY —Vy [0].., [0](,14)” Oup Lonsspe(anss)

elde edilir. Sonug olarak (IRzzr””,gﬁ, E..n%, g) bir spacelike-S-manifolddur.
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6.1.Onerme

(IR;””,¢, E..n%, g) spacelike almost S-manifold i¢in

8(#(X)-9(1)) = 2(X1)~ e (X)n" ()

dir.
jspat

Ispat yapilirken asagidaki esitlikler gdz &niine alinilacaktir.

2(#(X).6(1))=[4(x)] [][4(¥)]

g(X.7)=[xT [g][7]

olmak tlizere

C X
[O]nxn ]n [O]SXn Xz‘*
[6(X)]=| -1, [0],., [0],., || X
EV bV ViV X o
L0 S — [0] . | LX2ma
i E V1€ VYoV | |
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Zn: Xn+i*

o
i =r+l

S

i=r+l

r n
2EvX i+ D ey X
| i=1 *

i =r+l

dir. Burada vektor alanlari

0 0 0 : 0
X=YX,—+> X.—+> X, —+> X .
! j n+i 7

i=1 axt =5+ l a‘x[* i=1 axnﬂ' i=1 " Gxnﬂ'*
ve

S a n a S 8 S a
V=21=- ZY,»*a—+ Vo3 2.

i=1 xi i =s+1 xi* i=1 xn+t =1 i
olmak tizere

olur. Buradan
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— - =V
X +i | . |
; ! _ZI: n+i
Zn: n+i Zn:
i =r+l n+i
1 i"=r+l
[p()] [e][o(1)]= 22X 3y
" i=1
— X* r
;;—1 ' _Z Yl*
i =1
zglen-H + Z g y X +i L [0] _
i"=r+l .

{ ZX,H, ZXY+ Z X. Y}

i"=r+1 i=rtl

:Z{ lr (XY—I—X,,HY,H,) i (X Y +Xn+z Yn+f )}

i=1 i"=r+l

bulunur. Ayrica

—ZYHZy,y, Zﬂyly Y, +Zy, i |
—Zy,y Yi+ Z‘ilY + Z‘ily, v Y- Z‘Ly Y
[£)l¥]=5 >,
> 1,
P
Zy,Y Z‘Ly Y 41,

1 ! r
EIRPIRA PSSR IR RS WECAND s
/ i=1

1= i"=r+l
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+ZXY + zy y XY Zy XYQ,HQ, Z n+i n+t z nti' n+z

i"=r+l =r+1 =r+1

+Zyj 2n+a zy X2n+aY +X2n+aY2n+a}

i=r+1

n

:%{—le XY +X,1+,Yn+z) Z (X Y +X+1 Yn-H*) iyiijiYi_ th: yiyj*XiYi*

i= i=r+l i=1 i =r+l

r

+Zy YVyow = 209, X Y, + Z vy XY, Zy X Yo ¥ 2. 9,X,,.0Y,
i=1

i"=r+l i=1

_Zy X2n+aY +X2n+aY2n+a}

i"=r+l

olur ve sonug olarak

g(9(X).0()=5(X.1) =S e (X)n" (7)
esitligi bulunur.

Ayrica (1R22f+9,¢ E.n%, g) spacelike almost S-manifoldunun

-1,0<i<r

{aaaaa

A A A dogal tabanindan baska &, =
Ox, Ox. Oy, 0y. 0z,

Vae{l,2,..s} igin
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0

0 0 < 0
_E=22 F 2% 4(E)=2| L+ ey L,
@ ( ' dy. oy ¢( l) [8x.+zg’yl 0z ]

i i

(E.)=2 (_fz ] zzga%)

i*=r+l

0 0 0 < 0
=|E=2—,E.=2—.¢(E)=2| —->», ,
¢1 { i ay i &in* ¢( 1) [ax yla J

i i i=1 a

0 &8 0
¢(El,)=2[§i*+ > y"*gl £, =2 ]

i*=r+l aZ

a

tabani da aliabilir. Vektor alanlari

X=XE+XE+X"E +X"E +X"E

2n+a

Ve

Y=YE+Y E+Y"E, +Y"E .+Y"E

2n+a

olmak tizere ¢, bazinin bir ortonormal baz oldugu gosterilecektir.

g(Ei,Ej):ﬁTa{kr (s (B, () ) v, (B () 3 (e (B, ()

=1 kK =r+l

v, (E)dv,. (E,))}+ 2877 (En"(E,)
=%{igk25ki25kj}

k=1

=£0

g}

=-5

i
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g(E..E.)= %“{;gk (dxk (. )ax, (E, )+ dv,. (E, )y, (E, ))
+k§1 & (dxk* (El) dx,. (Ej) +dy,. (E,-* )dyk* (E/ ))}

+; en” (E[* )77“ (Ej* )
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g(cfa,s”ﬂ) {ZE (dxk dxk(fﬂ)+dyk(§ )dyk(zjﬂ))
+ Z (e (&)dx . (&) +v, (£, dy, (gﬂ))}+§gmy(5a)ﬂy(§ﬁ)
:Z5ya57ﬁ



g(E é:/z) {Z‘gk (dxk )dx, (é:ﬂ)-i_dyk( L (@))ﬂ(iﬂl‘gﬂ (dxk* (Ei)dxk* (é:ﬂ)

+dy,. (E,)dy, (fﬂ))} 28’7 )1 (&),

=0

g(Ei#;( )) {Zg (dx dxk(¢(Ej*))+dyk(E,«)dyk(¢(Ej*)))
+Z (e (B (0(E, ))+dyk*(E[)dyk*(¢(Ej*))j}

109
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g(Ei,, ,fﬂ) = %{Za‘k (dxk (Ei* )dxk (fﬂ)Jr dy, (El_* )dyk (fﬂ)) + Zn: x (dxk* (El,* )dxk* (fﬂ)

vy, (E, )dv, (&) + X ean (B ) ()

a=l1
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oldugundan ¢, tabani ortogonaldir.
Ornek (Timelike Almost S-Manifoldlar):

IR*"* izerindeki koordinat sistemi (x,,¥,,2, ) =(X,,.., X,, ¥, ¥, 2500, 2, ) OlsUN.

r#0,r <n,r #s Ozel hali incelenecektir. Burada;
-L0<Li<r . .

g = , olmak iizere , Ve e{l,2,...,s} igin &, =—1
+1,(r+1 <i<n

dir.

i=1 i'=(r+1) i=1 i =(r+1)

n“ = %’{dza —igiyidxi - i gi*yi*dxi* } = _%{dza + Zr:yidxi - i yi*dxi*}

0

1-formlar1 goz oniine alinsin. Burada &, =2¢, — = —2i i¢in
Z

a a

1 - n d
n® (65/3) = _E[dz" +Zyl-dx,. - z yi*dx[*J (2—} =0,

i=1 i =(r+1) azﬂ

oldugu goriiliir. Ayrica ¢ endomorfizmine karsilik gelen matris spacelike almost S-

manifoldlardaki gibi benzer sekilde



[O]nxn I”
_In [O]nxn
E N8 Y VoI

EV - E Y VoY |

A

olarak bulunur. Benzer sekilde
F(X)=-X+Yen"(X)E,
a=1

dir ve indefinite g metrigi

_51‘/‘ VY, Vi

yj V.

J

Sty [0
[g] == [O]rxr [0](n—r)>(r
[O]i”x(l’l*r) [0](n—r)x(n—r) [O]rx(nfr)

[0],,

rx(n—r)

i

[0]...

d(2n+s)x(2n+s)

(2n+s)x(2n+s)

olur. Sonug olarak (IRZZ(’Z;‘V)+1,¢, E..n”, g) bir timelike almost S-manifolddur.

6.2. Onerme

(IR;(’f:"r)H,gé, E..n%, g) timelike almost S-manifoldu i¢in

g(9(X).0(1)=5(X.1)-Ze" (X)n" (7)

112



dir. Ayrica (M 0,5..n%, g) bir timelike almost S-manifoldunun

-1,0<i<r

+1,(r+1)<i<n

(aaaaa

- > , dogal tabanindan baska ¢, =
Ox, Ox. Oy, Oy. 0z,

Vae {1, 2,...,s} i¢cin

taban1 da alabiliriz. Burada spacelike almost S-manifold da oldugu gibi

g(E E):§.

P2 if

113
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olur ayrica

(6.5, ) sl E(5)) (2ol ) sl -0

g(éﬂ’Ef)zg(c—’Eﬂ’Ej*)=g(§ﬂ’¢(Ej)):g(§ﬂ’¢(Ej*)):O

oldugundan ¢, tabani ortogonaldir.
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7.INDEFINITE &,-S-MANIFOLDLARIN REAL HIPERYUZEYLERI

(2n + s) -boyutlu bir indefinite &, -S manifold (M 0,¢.,m%, g) ve M, M nin non-

dejenere real hiperyiizeyi olsun. M’ nin normal vektdr alam N ve &, =¢N olmak
uzere
¢X = fX+w(X)N (7.1)

dir. Burada w(X)=g(X,N) dir. $imdi reel hiperyiizeye ait baz1 esitlikler elde

edilecektir.

n°(N)=¢,(N.&,)=0 (7.2)

2(&156)=2(oN,9N) = Zean n“(N), (7.3)

g(N.N)=sy =¢,, (7.4)

ve

g(&:N)=g(¢N,N)=0 (7.5)

dir. Ayrica

g(6.n&)=g(#N.&,)=—g(N.§¢,)=0. &, eT(TM) (7.6)
g(4X.5.1)=g(¢X.4N) = Zean n"(N)=0 (7.7)

\%
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g(¢X.N)=g (/X +w(X)N,N)=g(fX,N)+w(X)g(N,N) (7.8)

dir. Boylece

w(X)=g(pX.N)=—g(X.apN)=-g(X.& ) =—¢.n"" (X) (7.9)
olup

¢X = fX—e.,n""(N) (7.10)
dir. Burada

N (X)=e,2(X.E.)=6..2(X,¢N) (7.11)
7.1.0nerme

(2n+s)-boyutlu indefinite &,-S manifold (M ,.E.n%, g) olsun. M nin real

hiperyiizeyi M iizerinde (1,1) tipinde tensor alan1 f olmak iizere

s+1

fP=—1+) 1" ®¢, (7.12)

dir.
jspat

Es. 7.10° dan
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)=n " (N = () (N = (M)
= {? ()(v)—ﬂyr1 (X)fN—é‘ng(ﬂ,ém)N
)= (X) € — 6.8 (8X.E, )+ e (X)g(N,E.,)N

= [(X)-n"(X)E,,
dir. Buradan

SH(X) =97 (X)+n (X)E

:_X+in“ (X)), +n (X)E,

s+1

=—X+Zn“(X)§a

olur.

7.2.0nerme

(2n+s)-boyutlu indefinite &,-S manifold (M . E 1%, g) olsun. O halde M nin

real hiperylizeyi M iizerinde (1,1) tipinde tensor alam f, M iizerinde bir

f —yapidir. Yani;

P+1=0 (7.13)
dir.
fspat

Es. 7.13’ den VX eI'(TM) igin;
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7.1. Teorem

(2n+s)-boyutlu indefinite &,-S manifold (M 6, E,,n%, g) ve M , M’ nin real
hiperyiizeyi olsun. VX,Y eI(TM) igin g, M nin anti-simetrik yari-Riemann

metrigi olmak lizere;

(i) £(&,)=0, (ii) n*of =0, (iii) rankf =2n
dir.

Ispat

(i) Es. 7.1’ den f(&,)=0 dur.

(ii) Es. 7.10, Onerme 7.1.” den VWEF(TA_/I) ve Va e{l,...,s,s+1} i¢in

nef=0

(iii) f lineer bir doniisiim oldugundan
rankf +boycekf = boyF(T A_/I)

dir. Va e {1,...,s,s+1} i¢in

&, ecekf , & lineer bagimsiz olup
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cekf = Sp{fl,...,cfm}
dir. Buradan boygekf =s+1

dir. Bu durumda

rankf = boyT’ (T M) —boycekf

= 2(n — 1)
dir.
7.2. Teorem

( M $.E..n°%, g) indefinite &, -S-manifoldunun bir hiperyiizeyi

( M g §a,77“,§) bir indefinite ¢, -S-manifolddur.

jspat

Onerme 7.1., Onerme 7.2. ve Teorem 7.1." den ¢, -S-manifoldun bazi sartlari

saglanir. Simdi Es. 7.3’ den

dn*" (X,Y) =%{an“ (V)= vy (X) =" ([x.7])}

:%{gﬁl (g(VXY,¢(N))+g(Y,VX¢(N)))_5s+1 (g(VYX,¢(N))
+g(X.V,8(N))) ¢, (2((V,Y -9,X).0(N)))]

— e (2(1. V(W) -2 (X.V,8(V)))
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— (2 (r9(x) - g (Y.~ (1))

L (& rr ()2 (X (1)
= s+l§(X’ jY)

ispat tamamlanir.

7.3.0Onerme

(2n+s)-b0yutlu indefinite & -S manifold (M 0,&.,m%, g) ve M , M’ nin real

hiperyiizeyi olsun. VX,Y eT'(TM) igin g, M nin anti-simetrik yari-Riemann

metrigi olmak lizere;

g(X.Y)+g(X,fY)=0 . (7.14)
dir.
jspat

Es. 7.12° den

g(X.Y)=g(pX+n"" (X)N,Y)
2(¢X.Y)+n"" (X)g(N,Y)

=—g(X.gY)

dir. Benzer sekilde

g(X. /M)=g(x.y+n"(Y)N)
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dir. Boylece ispat tamamlanir. Herhangi bir X e F(T ]\_4) i¢in

X:PX+ZS:77“(X)§a (7.15)

a=l1

dir. PX e D=1mg¢, 3 5* (X)£, € D* = cekg dir.
a=1

Burada P, D =Im¢’ ye dik izdiisiim fonksiyonudur. (M syt g NP/ )

tizerinde n“ 1-formlari

n*(X)=¢,2(X.&,) (7.16)
seklindedir. Buradan,
" (5) =6 [7(X)==X+n"(X)E, (7.17)

dir ve Es. 6.3” den

s+1

(X )= (X.7)= 2 e (X)n* (¥) (7.18)

elde edilir.

7.3.Teorem

Indefinite & -S-manifold (M 0,¢.,m%, g) ‘nin real hiperyiizeyi M olsun. Bu



durumda VX,Y € F(T]\_l) i¢cin

dir.
jspat

(i) Vae{l,...,s,s+1} ve VXEF(T]\_I) i¢in;

AX:f(nga)

dir. Burada A, (1,1) tipinde tensor alanidir. Buradan

fAX = -V x&,

Buradan

s+1

£(Vié,)=-AX + 3 n" (4X)E,

a=l1

olup

s+1

g((Vaf)v.2) =X fan (11, X)n" (2)-dn* (f2,% )" (X)}

a=1

dir. Diger taraftan
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(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)



§((€Xf)Y,Z)=§(§X(fY)—f(%Y),z)
dir. Es. 7.25° de Y yerine £, konulursa
#((Ter)enz)=-2(s(72.).)

olur. E5.7.24’ de Y yerine &, konulursa

£((V1r)4.2) =S (s2.3)

bulunur. Benzer sekilde
¢((Var)ent)=ef(V2&.).7)

olur. Es. 7.24’ de Es. 7.27 ve Es. 7.28 yerlerine konulursa

e((Vor)rz)=-Sfe((Vx& )1 ) (2)-2(1(V2&). 2)n" (v).2)
o Sfae(1(7:6) 1) 176 ) (1) 2)

elde edilir. § metrigi non-dejenere ve Es. 7.22° den

(Tor)r =3 5(7((72e))e )£ (Tt o (1)

a=1

z]l{ (AX )&, - (V)(4X)]
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(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)
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bulunur.

(i) n”(Y) nin kovaryant tiirevi alinirsa

Vo (" (1) =V (,2(7.2,))

(Van®) (1) +n"(VxY)=2,g(VaY.E, ) +£,8(ViE,.Y)
dir. Boylece

(Van ) () =¢,8(V4&,.Y) =¢5,8(4X,Y).

dir,

7.3. Teorem

M , indefinite &, -S-manifoldun real hiperylizeyi olsun. O halde asagidaki esitlikler

saglanir.

(i) f M’ de paraleldir

(i) n* M’ de paraleldir

(iii) &, M de paraleldir

(iv) 4 (L,1) tipinde bir tensdr alant olmak iizere

AXzi{n“(AX)fa}, VX e[ (TM)

a=1

dir.
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fspat

(i) = (if)
f, M’ de paralel olsun. O halde Es. 7.20° den

s+1

O:(ng)YZZ{ﬂa (Y)AX_gag(AX’Y)é’}

a=1

s+1 _
dir. Eger Y yerine &, alinirsa, AX = 25a g(4x.,Y ) & olur. Boylece

a=1

s+l

AX = e, g(AX,Y)f(&,)=0

a=l1

olup, buradan

(Van®)¥ =&, (f4X,Y)=0

olur. Yani “ 1-formlari M’ de paraleldir.
(if) = (iii))

n®, M de paralel olsun. Es. 7.20 ve Es. 7.21° den VY e [(TM) igin
(Van® )Y =2,g(4x,7)=0

dir. g non-dejenere bir metrik oldugundan

fAX =0=-V ¢,

olur. Yani &, vektor alanlari M’ de paraleldir.

(iii) = (iv)
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Es.7.22’ den Vx&, =—fAX =0

dir. Boylece f?(X)=0 olur. Buradan

s+1

AX =) n“(4AX)E,

a=1

dir.
(iv)= ()

Eger Es. 7.19° da Y yerine &, konulursa

(Var)e. =0

olur.

7.3. Teorem

Indefinite ¢, -S-manifold (M 0,5..n%, g) nin real hiperyiizeyi M olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir.

(i) M bir &,-S-manifolddur.
(if) &, karakteristik vektor alanlar Es. 6.1.2” yi saglar

(iii) A4, (1,1) tipinde bir tensor alam olmak iizere

s+1

AX =g, X = (0" (48, ) -, 0" (X)E, (7.29)

a=l1

dir.



Es. 7.19° da Y yerine &, konulursa

s+1

(Var)e, =Y le(x.8)8, —em” (&) X)

a=1

olur, diger taraftan
(Ves)e =Ve(re)-r(Vs,)

olup Es. 7.30 ve Es. 7.31° den

s+1

—f(%xfa)= Z{ean“ (X)—gaX}

a=1

ve buradan

Vi, =6, /X

bulunur.

(ii) = (iii))

Es. 7.15 ve Es. 7.33” den

gaf[PX+i77“(X).faj:f(PAX+in“(AX)§a

a=1

olur. Buradan,
&, fPX = fPAX

&£, PX = PAX

J
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(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.34)



7.1.2.Teorem’ de X yerine £, konulursa

s+1

45, =2.2,8(4X.8,)¢,

olacaktir. Es. 7.33, Es. 7.34 ve Es. 7.35 kullanilirsa

AX:PAX+§8a§(AX,§a)§a
p
=&,PX + ieag(AXafa)fa
p=i
=, PX + igag(X,Aéa)fa
=
=& PX + Szﬂlgag()(,in“ (Afa)fajéa
p= =
—e PX+ ggg(X,fa)n“ (4¢,)<,

s+l

=&, PX + Zsan“ (X)n™(4¢,)¢E,

s+ s+

— 5, PX -3 e (PX)E 43 e (A2 0 (PY)E,
a=1 a=l1
S+l
w2 (X)n (42,)8,
=¢,PX isn PX§+§877 (4,) igﬂ
a=1 a=1

s+1 s+l

S e (O (48,8, + 3 (46,0 (420 (&),

—c, (PX-Z;;“(X)@] —&.n° (PX—iﬂ“ (X)fa]fa

a=1

+1° (A€, )n” (PX—in“ (X)cfajfa

:gaX—;(ﬂa (Aéga)_ga)ﬂa (X)<,

bulunur.

(Z
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(7.35)



(iii) = (i)
Es. 7.19 ve Es. 7.29° dan

(Far)r =3 fn (1) ax -2, g (4x.7)¢,

elde edilir.

129



10.

11.

12.

13.

130

KAYNAKLAR

. Aktan N., “S-Manifoldlarin Geometrisi Uzerine”, Osmangazi Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii, 32-40 (2006).

Bejancu A. ve Duggal K.L., “Real Hypersurfaces of Indefinite Kaehler
Manifolds”, Internat, J. Math. Sci., 3: 545-556 (1993).

Bejancu A. ve Duggal K.L., “Lightlike Submanifolds of Semi-Riemannian
Manifolds and Application”, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht
Boston London, 211-223 (1996).

Blair D.E., “Geometry of Manifolds With Structural Group U (n)x(s)”,
J.Diff.Geom. 4:155-167 (1970).

Blair D.E., Terlizzi L.D., Konderak J.J., “A Darboux Theorem Generalized
Contact Manifolds”, Note di Matematica, 2: 147-152 (2006).

Blair D.E., “Riemannian Geometry of Contact and Symplectic Manifolds”,
Progess in Math., 203:31-115 (2001).

Brickell F. ve Clark R.S., “Differentiable Manifolds”, Van Nostrand,
London, 5-19 1(970).

Brunetti L. ve Pastore A.M., “Curvature of a Class of Indefinite Globally
Farmed f -Manifolds”, Bull. Math. Soc. Sci. Math.Roumanie Tome , 3:183-

204 (2008).

Chen B.Y., “Geometry of Submanifolds”, Marcel Dekker NY, 154-163
(1973).

Cabrerizo J.L., Fernandez L.M. ve Fernandez M., “The Curvature Tensor
Fields on f -Manifolds with Complemented Frames”, An. $t. Univ. “Al. .

Cuza” lagi Matematica, 36: 151-162 (1990).

Cabrerizo J.L., Fernandez L.M. ve Fernandez M., “A Classification of
Certain Submanifolds of an S -Manifold”, Annales Polinici, Mathematici
Liv., 2:117-123 (1991).

Cabrerizo J.L., Fernandez L.M. ve Fernandez M., “On normal CR-
Submanifolds of S -Manifolds”, Colloquim Mathematicum, 64:203-214
(1993).

Dileo G. and Lotta A., “On The Structure and Symmetry Properties of
Almost S -Manifolds”, Geometriae Dedicata, 191-211 (2005).



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

131

Duggal K.L., Ianus S. ve Pastore A..M., “Maps Interchanging f-structures and
Their Harmonicity”, Acta Appli, Maths., 67:91-115 (2001).

Goldberg S.I. ve Yano K., “On Normal Globally Framed f-Manifolds”,
Tohoku Math. Jour., 22:362-370 (1970).

Hacisalihoglu H.H., “Diferensiyel Geometri”, Inénii Unv. Fen Edebiyat
Fak. Yaywnlar: 2:75-97,(1983).

Ishihara S. , “Normal Structure f satisfying f’ + f =07, Kodai Math. Sem.
Rep., 18:36-47 (1966).

Ishihara S. ve Yano K., “On Integrability Conditions of a Structure f
Satisfying f° + f =07, Quart, J, Math, Oxford (2), 15:217-222 (1964).

Kobayashi M. ve Tsuchiya S., “Invarriant Submanifolds in an f -Manifold
With Complemented Frames”, Kodai Math. Sem. Rep., 24: 430-450 (1972).

Mihai 1., “CR-Submanifolds of a framed f -Manifold”, Stud. Cerc. Math.,
35:127-136 (1983).

Kobayashi M., “Semi-Invariant Submanifolds in an f -Manifold With
Complemented Frames”, Tensor, 51:155-178 (1990).

Lotta A. ve Pastore A.M., “The Tanaka-Webster Connection For Almost S -
Manifolds and Cartan Geometry”, Archivum Mathematicum. 40: 47-61
(2004).

O’Neill B., “Semi-Riemannian Geometry With Applications to Relativity,
Academic Pres”, New York London, 215-257 (1983).

Sahikh De.U.C., A.A. ve Biswas, “On ¢-Recurrend Sasakian Manifolds”,
Novi Sad J. Math., 2: 43-48 (2003).

Terlizzi L.D. ve Pastore A.M., “Some results on K-manifolds”, Balkan
Journal of Geometry ant Its Applications, 7:43-62 (2002).

Terlizzi L.D., “On The Curvature of a Generalization of Contact Metric
Manifolds”, Acta Math, Hungar, 3:225-239 (2006).

Yano K. ve Kon M., “Structure on Manifolds”, World Scientific Publishing
Co. Pte. Ltd., 3:252-286 (1984).



132

OZGECMIS
Kisisel Bilgiler 5
Soyadi, adi : SAGBAS, Duygu
Uyrugu : T.C.

Dogum tarihi ve yeri : 11.04.1984 Ankara

Medeni hali : Bekar

Telefon :0(538) 968 72 65

e-mail : duygusagbas@hotmail.com.

Egitim

Derece Egitim Birimi Mezuniyet Tarihi
Lisans Anadolu Universitesi / Isletme Boliimii 2008
Lisans Ankara Universitesi / Matematik Boliimii 2007
Lise Ankara Gazi Lisesi 2001
Is Deneyimi

Yil Yer Gorev
2008-2009 Yeni Asama Dersaneleri Ogretmen
2009-... Kizilay PTT Genel Miidiirligii Memur
Yabanc Dil

Ingilizce

Hobiler

Yiizme, Ebru Sanati, Gitar Calmak, Kitap Okumak



