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OZET
DOKTORA TEZi

ALMOST SIMETRIK ARF SAYISAL YARIGRUPLARIN KALE
POLINOMLARI

Mehmet Sirin SEZGIN
Batman Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dah
Damisman: Doc. Dr. Meral SUER

2025, 51 Sayfa

Bu ¢alismada, almost simetrik Arf yarigruplari ile kale polinomlar1 arasindaki iligkiyi
Young diyagramlar1 araciligiyla ortaya koyarak, bu alanda g¢alisanlara yeni bir uygulama alani
sunmayr amagliyoruz. Calisma kapsaminda sayisal kiimeler, sayisal yarigruplar, pozitif
tamsayilarin pargalanislari, kale polinomlar1 ve Young diyagramlari gibi kavramlar ele alinmistir.
Literatiirde, sayisal kiimeler kiimesi, pargalaniglar kiimesi ve Young diyagramlari kiimesi
arasinda birebir eslesmelerin bulundugu iyi bilinmektedir. Almost simetrik Arf yarigruplarina
karsilik gelen Young diyagramlarinin kale polinomlarini ifade etmek i¢in bu eslesmelerden
yararlandik.

Kale polinomlarmin hesaplanmasina yonelik literatiirde hiicre ayrigtirma algoritmasi ve
blok ayristirma algoritmasi gibi cesitli yontemlerin kullanildig: bilinmektedir. Bu calismada,
almost simetrik Arf yarigruplarina karsilik gelen Young diyagramlariin kale polinomlarini
hesaplamak igin blok ayristirma algoritmasini uyguladik ve elde ettigimiz sonuglari sunduk.

Sonug olarak, almost simetrik Arf yarigruplarina karsilik gelen Young diyagramlarinin
kale polinomlarmi belirledik. Ayrica, bu Young diyagramlarinin tamamlayicilarinin kale
polinomlarini da elde ettik.

Anahtar Kelimeler: Sayisal kiime, Sayisal yarigrup, Almost simetrik Arf yarigrup,
Pozitif tamsay1 pargalanisi, Young diyagrami, Kale polinomu.



ABSTRACT
DOCTORAL THESIS

THE ROOK POLYNOMIALS OF ALMOST SYMMETRIC ARF NUMERICAL
SEMIGROUPS

Mehmet Sirin SEZGIN
Batman University Graduate Education Institute
Mathematics Department of Science
Advisor: Assoc. Prof. Dr. Meral SUER

2025, 51 Pages

In this study, we aim to introduce a new area of application for researchers in the field by
exploring the relationship between almost symmetric Arf semigroups and rook polynomials
through Young diagrams. The study addresses concepts such as numerical sets, numerical
semigroups, partitions of positive integers, rook polynomials, and Young diagrams. It is well
established in the literature that there are one-to-one correspondences among the sets of numerical
sets, integer partitions, and Young diagrams. We utilized these correspondences to express the
rook polynomials of the Young diagrams corresponding to almost symmetric Arf semigroups.

It is known that various methods, such as the cell decomposition algorithm and the block
decomposition algorithm, are used in the literature for the calculation of rook polynomials. In this
study, we applied the block decomposition algorithm to calculate the rook polynomials of Young
diagrams corresponding to almost symmetric Arf semigroups and presented the results we
obtained.

As a result, we determined the rook polynomials of the Young diagrams corresponding
to almost symmetric Arf semigroups. We also obtained the rook polynomials of the complements
of these Young diagrams.

Keywords: Numerical set, Numerical semigroup, Almost symmetric Arf semigroup,
Partition of a positive integer, Young diagram, Rook polynomial.
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Simgeler

A\B

AXB
AUB
ACB

axb

SIMGELER VE KISALTMALAR

: A fark B kiimesi

. A ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

. A ve B kiimelerinin birlesimi

: A, B’nin alt kiimesi

: (a, b) ikilisinin * islemi altindaki goriintiisii

: H’ye gore B’nin j’inci dahil etme tahtas1

: S sayisal kiimesinin Frobenius sayis1

: S sayisal kiimesinin bosluklarinin kiimesi

: S sayisal kiimesinin cinsi

> a ve b’nin kiigigli (minimumu)

: Her bir elemanu ikili girdilere sahip bir p X g matrisi

: Pozitif tam sayilar kiimesi

: Negatif olmayan tam sayilar kiimesi

. S sayisal yarigrubunun pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi
: Pozitif tam sayilarin pargalaniglarindan olusan kiime

. p X q seklindeki bir dikdortgenin kale polinomu

: Sayisal kiimeler ailesi

. § sayisal yarigrubunun tipi

. § sayisal yarigrubuna karsilik gelen Young diyagrami
: A pargalanigina karsilik gelen Young diyagrami

: Young diyagramlar ailesi



1. GIRIS

N, pozitif tam sayilar kiimesi ve N, = N U {0} negatif olmayan tam sayilar
kiimesini gostersin. N’ bir S alt kiimesi 0’1 (s1fir1) kapsiyor ve N, da sonlu tiimleyene
sahip ise S’ye sayisal kiime denir. Bir S sayisal kiimesi verildiginde, her x,y € S i¢in x +
y € S oluyor ise S’ye sayisal yarigrup denir. Sayisal yarigruplar, matematik biliminin
degismeli cebir, cebirsel geometri, kombinatorik, sayilar teorisi ve kodlama teorisi gibi
birgok alt alaninda uygulamalara sahiptir.

Sayisal yarigruplar, iliskili oldugu yarigrup halkalari bakimindan degismeli cebir
calisanlarin 6zel ilgisini ¢ekmistir. Gorenstein, Kunz, doymus ve Arf halkalarinin deger
yarigruplarinin sirastyla simetrik, sozde-simetrik, doymus ve Arf sayisal yarigruplarina
karsilik geldigi bilinmekte olup ve bu alanda literatirde ¢ok fazla calismaya
rastlanmaktadir (Abhyankar, 1967; Arf, 1948; Barucci et al., 1997; Brown & Curtis,
1991; Brown & Herzog, 1992; Delgado & Nunez, 1987; Lipman, 1971; Nuifiez, 1989;
Sally, 1977; Zariski, 1971a, 1971b, 1975).

Sayisal yarigrup ¢aligsmalari, pozitif tam say1 katsayilt homojen olmayan bir lineer
denklemin negatif olmayan tam say1 ¢6ziimlerine esdegerdir. Bu klasik problemin say1
teorisi ¢alisanlar1 tarafindan genis olgiide calisildigini gorebiliriz. 19. yiizyilin sonunda
ilk kez ortaya ¢ikan sayisal yarigrup problemleri, giiniimiizde hala giincelligini korumakta
olup, konuyla ilgili literatiirde birgok ¢alismaya rastlanmaktadir (Brauner, 1942; Brauner
& Shockley, 1962; Celik, 2023; Davison, 1994; Djawadi & Hofmeister, 1996; ilhan &
Karakas, 2017; Johnson, 1960; Selmer, 1977; Sylvester, 1884).

Ayrica, sayisal yarigruplar, cebirsel hata kodlar1 diizeltme ve kombinatorik
calisanlarin da dikkatini ¢ekmistir (Bras-Amoros, 2003; Campillo et al., 2000; Colton &
Kaplan, 2017; Kaplan, 2017; Kaplan & O'Neill, 2021). Bir¢ok arastirma g¢alismasi ile
goriildiigii iizere gilincel ve uygulama alani genis olan sayisal yarigruplar ¢aligsmalarina
yenilerini eklemek tezi sunmak i¢in oldukg¢a motive edici bir unsurdur.

Bir Young diyagrami, her siitundaki kutu sayis1t hemen saginda bulunan stitundaki
kutu sayisindan az olmayacak sekilde liste hizalanmis bir dizi kutu siitunu olarak
tanimlanir. Bazi kaynaklarda Young diyagramui, her satirdaki kutu sayisi, hemen altindaki

satirdaki kutu sayisindan az olmayacak sekilde, sola hizalanmis bir dizi kutu olarak



tanimlanmaktadir (Fulton, 1997, s.1; Giimiisbas et al., 2020, s.2187; Tutas et al., 2019,
5.449-450). Young diyagramlari kavrami, temsil teorisi dahil ancak bununla simirlt
olmamak iizere matematigin ¢esitli dallarinda uygulamalar1 olan temel kombinatoryal
yapilardan biridir.

B, satirlar ve siitunlar halinde diizenlenmis bir hiicreler kiimesi olan bir satrang
tahtast olsun. Kale, satirlara ve siitunlara saldiran bir satrang tasidir; kale yerlesimi
derken, B tahtasi {izerindeki birbirinden ayirt edilemeyen k kalenin saldirmadan
yerlestirilmesini kastediyoruz. Bu sezgisel tanim g¢esitli sekillerde bigimlendirilebilir.
Ornegin, B, ikili girdilere sahip bir p x g matrisi olan M,, ,[F,]’nin bir 8gesi olarak da
goriilebilir. Bu durumda B = (bi, j) seklinde yazariz. Bu yorumda k kalenin B tizerindeki
bir yerlesimi B'deki k bagimsiz 1'in bir segimine karsilik gelir.

Bir B tahtasmin kale polinomu Rz(x) = 19(B) + r;(B)x + -+ + 1, (B)x* + -+,
denklemi ile verilir. Burada r, (B) katsayisi, k tane kale yerlestirme yollarinin sayisini
verir. Herhangi bir tahta igin ry(B) = 1 ve r;(B), B’deki hiicre sayisina esittir.

Kale polinomlari teorisi ilk olarak Kaplansky ve Riordan (1946) tarafindan ortaya
atilmistir. O zamandan beri bu konu hakkinda yapilmis ¢ok sayida dnemli ¢aligmalar
oldugu raporlanmistir (Alayont & Krzywonos, 2013; Loehr & Remmel, 2009; Mitchell,
2004). Kale polinomlarinin son zamanlarda hipergeometrik seriler, matrislerin sonlu
alanlar tizerinde numaralandirilmasi, grup temsil teorisi, eslestirme teorisi, kromatik teori
ve diger c¢esitli grafik-teorik konularla iligkili oldugunu ve ayrica, Weyl cebirleri ile kale
polinomlarinin  kullanim1 yoluyla kuantum mekanigine yonelik uygulamalar son
zamanlarda yiizeye ¢ikmaya basladigi raporlanmistir (Mitchell, 2004).

Bu ¢aligmada, almost simetrik Arf yarigruplari ile kale polinomlari arasindaki
iliskiyi Young diyagramlari araciligiyla ortaya koyarak, bu alanda ¢aligsanlara yeni bir
uygulama alan1 sunmayi amagliyoruz. Bugiine kadar, pargalaniglarin kombinatoryal
ozellikleri detayli bir sekilde incelenmis ve bu konuda Onemli bir bilgi birikimi
olusmustur. Ozellikle say1sal kiimelerle ilgili 6zellikler, Constantin vd. (2017) tarafindan
ayrintili bir sekilde incelenmistir. Pozitif tam sayilarin parcalaniglari, Young diyagramlari
kullanilarak grafiksel olarak gorsellestirilebilir. Ayrica, Young diyagramlar1 sayisal
yarigruplarin daha kii¢ilik bilesenlere ayristirilmasini diizenleyerek, cebirsel yapilarin net
bir sekilde gorsellestirilmesine olanak tanir. Kale polinomlari, genellikle yarigruplarin
(veya gruplarin) indirgenemez bilesenlere ayristirilmasini modellemek i¢in gosterim

teorisinde kullanilmaktadir. Almost simetrik Arf yarigruplarinin incelenmesinde Young



diyagramlar1 ve kale polinomlarinin kullanimi, bu yapilarin ve cebirsel 6zelliklerinin
daha derinlemesine anlasilmasina olanak saglayan zengin bir kombinatoryal cergeve
sunar. Bu araglar kullanilarak, yarigrup elemanlarinin etkilesim bigimleri, ayrigma
siirecleri ve birlesme 6zellikleri hakkinda daha derin bir kavrayis elde edilebilir; bu da
yarigrup teorisi ve cebirsel kombinatoriklerin daha kapsamli bir sekilde incelenmesine
olanak saglar.

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Giris bolimiinde sayisal yarigruplarin, Young diyagramlarinin ve kale
polinomlarinin uygulama alanlarindan bahsedilmistir.

Kaynak aragtirmasi boliimiinde, sayisal kiimelerin Young diyagramlariyla
iliskilendirilmesine yonelik bir literatiir 6zeti sunulmus, ayrica kale polinomlariyla ilgili
literatiir 6zeti de verilmistir.

Yontem boliimiinde, tez yazimi boyunca yararlanilan tanimlar ve yardimci
teoremler verilmistir.

Bulgular ve tartisma boliimiinde, almost simetrik Arf yarigruplarina karsilik gelen
Young diyagramlarinin kale polinomlar1 ve bu diyagramlarin tamamlayicilarinin kale
polinomlart ile ilgili sonuglar ele alinmis, ayrica tartigsmalara yer verilmistir.

Sonuglar ve Oneriler bolimiinde, tez kapsaminda yiiriitillen tiim caligmalar
dogrultusunda elde edilen sonuclara yer verilmistir. Ayrica, konuyla ilgili gelecekte
calisma yapmay1 planlayan aragtirmacilar icin yol gosterici olabilecek bazi Oneriler

sunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Keith ve Nath (2011) kombinatorik bir obje olan ve temsil teorisinde birgok
uygulamasi bulunan Young diyagramlari, sayisal kiimeler ile iliskilendirmis ve bu
iliskinin sayisal yarigruplar ve tam say1 pargalaniglari iizerine etkilerini incelemislerdir.
Constantin vd. (2017) bu iliskiyi simultane ¢ekirdek pargalanislarinin ve bunlara karsilik
gelen sayisal yarigruplarin kombinatorik 6zelliklerini ¢alismak i¢in kullanmiglardir. Son
yillarda ise Tutas vd. (2019) Young diyagramlar1 araciligi ile Arf sayisal yarigruplari
karakterize etmis ve bu calismanin neticesinde Arf sayisal yarigruplarin birgok
kombinatorik o6zellikleri Young diyagramlari ile elde edilmistir (Giimiisbas & Tutas,
2020; Guimiisbas et al., 2020; Karakas & Tutas, 2020; Tutas, 2019). Siier ve Yesil (2021),
Young diyagramlari simetrik ve sdzde simetrik sayisal yarigruplarin yeni ayristirmalarini
vermek i¢in kullanmiglardir. Yine, Siier ve Yesil (2024), baz1 6zel alt diyagramlar ve
bunlara karsilik gelen sayisal kiimelerin karakterizasyonunda Young diyagramlarini
kullanmisglardir.

Kale polinomlar: kisith permiitasyonlar teorisinde gii¢lii bir aragtir. Herhangi bir
tahtanin kale polinomunun, Riordan (1958) hiicre ayristirma teknigi kullanilarak
yinelemeli olarak hesaplanabilecegi bilinmektedir. Mitchell (2004) bu teknigi daha da
genellestirerek kale polinomunu hesaplamak i¢in daha verimli bir algoritma saglayan yeni
bir ayristirma algoritmasini sunmustur. Kale polinomlari daha yiiksek boyutlarda da
caligtmistir. Ornegin, iki boyutlu kale polinomlarinin 6zelliklerini ve teoremlerini daha
yiiksek boyutlara genellestirilerek agiklanmistir (Alayont & Krzywonos, 2013; Zindle,
2007).



3. YONTEM

Bu tezin sonuglarina ulasabilmek igin dncelikle sayisal kiimeler, pargalaniglar ve
Young diyagramlari ile ilgili gerekli literatiir verisi toplandi ve analiz edildi. Ardindan,
bu li¢ kavram arasindaki iliskiler incelendi. Sonrasinda, kale polinomlari teorisi ile ilgili
kaynaklar gozden gecirilerek gerekli literatiir verisi elde edildi. Kale polinomlar1 {izerine
yapilan arastirmalarda, bir tahtanin kale polinomunu hesaplamak igin kullanilan
algoritmalar arastirildi. Daha sonra arastirdigimiz bu algoritmalar1 genel ifadesi bilinen
almost simetrik Arf sayisal yarigruplarina karsilik gelen Young diyagramlarinin kale
polinomlarina uygulayarak sonuglarimiza ulastik. Bu sonuglar, matematik ispat
yontemleri kullanilarak kanitlandi.

Uyguladigimiz yontemin ve arastirma konusunun anlasilmasi i¢in ilgili temel

tanimlar ve yardimci teoremler asagidaki iki kisimda ayrintilari ile verilmistir.

3.1. Sayisal Kiimeler, Parcalamislar ve Young Diyagramlar

Tamim 3.1.1. N, pozitif tam sayilar kiimesi ve N, = N U {0} negatif olmayan tam sayilar
kiimesini gostersin. N’ bir S alt kiimesi 0’1 kapsiyor ve Ny’da sonlu tiimleyene sahip
ise S’ye sayisal kiime denir.

Ornek 3.1.2. S ={0,3,5,6,9,11, >} kiimesi bir sayisal kiimedir. Ciinkii S kiimesi 0’1
kapsiyor ve Ny\S = {1,2,4,7,8,10} kiimesi sonludur.

Burada " — " isareti sonraki tiim sayilarin S’ye ait oldugunu belirtmektedir.

Tamim 3.1.3. S bir sayisal kiime olsun. S’de olmayan N, kiimesinin elemanlarina S’nin
bosluklar1 denir ve S’nin tiim bosluklarinin kiimesi G (S) ile gosterilir. Bununla beraber,
G (S)’nin eleman sayisina S’nin cinsi denir ve g(S) ile gosterilir. Ny, G(S) = @ olan bir
sayisal kiimedir ve eger G(S) # @ ise S’ye bir has sayisal kiime denir.

Tamim 3.1.4. S bir sayisal kiime olsun. S’de olmayan en biiyilk tam sayiya S’nin
Frobenius sayis1 denir ve F(S) ile gosterilir.

Tanmmm 3.1.5. C(S) = F(S) + 1 sayisina S’nin ileticisi ve C(S)’den kiigiik olan

elemanlara S’nin kiigiik elemanlar1 denir. Eger S sayisal kiimesinin n tane kii¢iik elemani



varsa bu durumda s, = 0<s; < <S,_1 Ve S ={sy =0,5q,...,5,-1, 5, = C(S),—}
olarak yazilir.

Ornek 3.1.6. S = {0,4,7,8,13, -} sayisal kiimesi verilsin. O zaman

G(S) =1{1,2,3,56,9,10,11,12}

g =9
F(S) =12
C(S) =13 olur.

Tanim 3.1.7. A bir kiime olsun. A X A’dan A’ya taniml
x:AXA—-A (x,y) > xxy

fonksiyonuna A’da bir ikili islem denir. Burada x * y degeri (x,y) ikilisinin * iglemi
altindaki goriintiisii demektir.
Tanim 3.1.8. *, A kiimesi iizerinde bir ikili islem olsun. Eger A kiimesi * islemine gore
birlesme 0zelligi varsa, yani

Vx,y,z€Aigin (x xy) xz=x* (y*2)
esitligi saglaniyorsa o zaman (4,*) ikilisine bir yarigrup denir.
Tanim 3.1.9. S bir sayisal kiime olsun. Vx,y € S i¢in x + y € S oluyor ise S’ye sayisal
yarigrup denir (Rosales & Garcia-Sanchez, 2009, s.1).
Ornek 3.1.10. S = {0,4,7,8,9,11, -} kiimesi bir sayisal yarigruptur. Clinkii S bir sayisal
kiime ve Vx,y € S icin x + y € S’dir.
Tamm 3.1.11. S bir sayisal yarigrup olsun. Eger x € S ve Vs € S\ {0} i¢inx + s € S
oluyorsa, bu durumda x tam sayisina S’nin pseudo-Frobenius sayis1 denir ve S’nin biitiin
pseudo-Frobenius sayilarin kiimesi PF (S) ile gosterilir. PF(S)’nin eleman sayisina S’ nin
tipi denir ve t(S) ile gosterilir (Rosales & Branco, 2002, s.306).
Ornek 3.1.12. S = {0,7,9,13,14,16,18,20,21,22,23,25, -} sayisal yarigrubu verilsin. O
zaman PF(S) = {19,24} ve t(S) = 2 olur.

Onerme 3.1.13. S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman
. - F(S)+t(S)
S almost simetrik bir yarigruptur & g(S) = — dir (Branco et al., 2019, s.3).

Ornek 3.1.14. S = {0,7,9,14,15,16,17,18,19,21, >} say1sal yarigrubu verilsin. Buradan
G(S) = {1,2,3,4,5,6,8,10,11,12,13,20}

g(s) =12

F(S) =20

PF(S) = {8,10,12,20}

t(S) = 4 bulunur. Ayni zaman da



g(s) = 202—+4 = 12 oldugu i¢in S almost simetrik bir yarigruptur.

Teorem 3.1.15. S bir sayisal yarigrup ve PF(S) = {f; < f, <+ < f; = F(S)}olsun. O
Zaman

S almost simetrik bir yarigruptur & Vi =1,..,t — 1 i¢in f; + f;_; = F(S) olmasidir
(Nari, 2013, 5.143).

Ornek 3.1.16. S = {0,6,11,12,16,17,18,21,22,23,24,26 —} sayisal yarigrubu verilsin. O
Zaman

F(S) = 25

PF(S) = {5,10,15,20,25} olur. Buradan

£i=5f =10, f; = 15, f, = 20 ve fs = F(S) = 25 icin

fitfa=25
fatfz =25
fz+f,=25
fat+fi=25

oldugundan S almost simetrik bir yarigruptur.

Tanmim 3.1.17. S bir sayisal yarigrup olsun. Eger Vx,y,z € S i¢cin x > y = z oldugunda
x +y — z € S saglantyorsa S’ye bir Arf sayisal yarigrup denir (Arf, 1948, 5.259-260).
Ornek 3.1.18. S = {0,4,8,12,14,16,18, -} sayisal yarigrubu verilsin. Vx,y,z € S igin
x =y = z kosuluyla x +y — z € S oldugu icin S bir Arf sayisal yarigruptur.

Fakat S = {0,9,13,14,16, -} sayisal yarigrubu bir Arf sayisal yarigrup degildir. Ciinkii
14 + 14 — 13 = 15 ¢ S’dir.

Tanmm 3.1.19. Bir Young diyagrami, her siitundaki kutu sayis1 hemen saginda bulunan
siitundaki kutu sayisindan az olmayacak sekilde iiste hizalanmis bir dizi kutu siitunu
olarak tanimlanr.

Baz1 kaynaklarda Young diyagrami, her satirdaki kutu sayisi, hemen altindaki satirdaki
kutu sayisindan az olmayacak sekilde, sola hizalanmis bir dizi kutu olarak
tanimlanmaktadir (Fulton, 1997, s.1; Giimiisbas et al., 2020, s.2187; Tutas et al., 2019,
5.449-450).

Ornek 3.1.20. Sekil 3.1, 6 siitun ve 5 satirdan olusan bir Young diyagramidar.



Sekil 3.1. 6 siitun ve 5 satirdan olusan bir Young diyagrami

Tamim 3.1.21. Her S sayisal kiimesi bir Young diyagrami ile gdsterilebilir. Bu gosterim
Z*>de orijinden baslayan siirekli ve ¢ok koseli bir yol ¢izilerek elde edilir. s = 0°dan
baslayarak,

e Egers € S ise saga dogru bir birim uzunlukta bir dogru parcasi ¢izilir,

e Egers ¢ S ise yukar1 dogru bir birim uzunlukta bir dogru pargasi ¢izilir,

e Yukaridaki islem s + 1 i¢in tekrar edilir.
Bu islemlere s = F(S) oluncaya kadar devam edilir. Bu siire¢ sonunda elde edilen ¢ok
koseli yol, y ekseni ve y = g(S) dogrusu tarafindan sinirlanan bolge, birim karelerin
olusturdugu bir Young diyagramdir. Bu Young diyagrama, S’ye karsilik gelen Young
diyagrami denir ve Y5 ile gosterilir. Tersine her Young diyagramina tek bir S sayisal
kiimesinin karsilik geldigi agiktir. Boylece ¢:S = Y, @(S) = Ys ile tanimlanan baginti
sayisal kiimeler ailesi ile Young diyagramlar ailesi arasinda birebir ve Orten bir esleme
olusturur (Constantin et al., 2017, s.99-127; Giimiisbas et al., 2020, s.2187-2188; Tutas
etal., 2019, s.451).
Ornek 3.1.22. §=1{0,3,4,5,7,9,11, -} sayisal kiimesi verilsin. Bu sayisal kiimeye
karsilik gelen Young diyagrami Sekil 3.2’deki gibidir.
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Sekil 3.2. S={0,3,4,5,7,9,11,—»}ye karsilik gelen Young diyagrami

Tammm 3.1.23. Pozitif bir N tam sayis1 verildiginde, N’nin bir 2 = [14,1,, ..., 4]
pargalanist, A; + A, + --- + A, = N olacak sekilde, artmayanbir A, > A1, = - > A4 =
A pozitif tam say1 dizisidir. Vi = 1,2, ..., k i¢in A; sayisina A’nin bir pargasi, k sayisina
ise parcalanigin uzunlugu denir. Eger A = [A4,4;, ..., Ak], N’nin bir pargalanis1 ise 0
zaman A = [A4,4,, ..., A4k] F N yazariz (Gumiisbas et al., 2020, s.2187; Keith & Nath,
2011, s.2;Tutas et al., 2019, s.449).

Ornek 3.1.24. N = 7 igin farkl1 parcalanislar1 asagida verilmistir.

7=1+14+14+1+1+1+1 A=[111,11,11]+7
7=24+1+1+1+1+1 A, =12,1,1,1,1,1] + 7
7=24+2+1+1+1 A3 =1[221,11] 7
7=34+1+1+1+1 14—B111HF7
7=24+2+2+1 =[2221]+7
7=3+24+1+1 16—B21ﬂk7
7=4+14+1+1 17—H11ﬂk7
7=3+2+2 Ag =[3,2,2] -
7=3+4+3+1 Ao =[3,31]
7=4+4+2+1 M0=HLHF7
7=5+1+1 Blﬂ
7=4+3 Au—[ 3] -
7=5+2 Az =[52] +
7=6+1 Mg = [6, ]

7=17 Ais =[7]F



Tamm 3.1.25. 1 = [14,1,, ..., A4, ] + N pargalanist verilsin. A’ya karsilik gelen Young
diyagrami uzunluklar1 A4, A,, ..., A;, olan k siitundan olusan kutulardan meydana gelir ve
Y, ile gosterilir. Her Young diyagrami tek bir pargalanisi temsil etmektedir. Boylece
Y:P->Y, Y(A) =Y, ile tanimlanan bagmnti pargalaniglarinin kiimesi ile Young
diyagramlarinin kiimesi arasinda birebir ve orten bir esleme olusturur (Glimiisbas et al.,
2020, 5.2187;Tutas et al., 2019, s.450).

Ayrica, P~ 1p:S > P, Y19 (S) = Y~ 1(Yy) ile tanimlanan bagint1, sayisal kiimeler ailesi
ile parcalanislar kiimesi arasinda birebir ve orten bir esleme olusturur (Gliimiisbas et al.,
2020, 5.2188).

Ornek 3.1.26. Omek 3.1.20°deki Young diyagrami [5,3,3,3,2,1] + 17 parcalanisina
karsilik gelir.

Tanim 3.1.27. Bir Young diyagraminda k tane siitun oldugunu ve Vi = 1,2, ...,k i¢in i
uzunlugunda u; satir oldugunu varsayalim. O zaman bdyle bir Young diyagrami

Y = 1%12%2 kY ile gosteririz. Eger A = [A4, 45, ..., 4], ¥ = 1%12%2 k¥, ya karsilik

gelen pargalanis ise 0 zaman

seklindedir. Ayrica, Vj=1,..,k—1 i¢in A — A1 =w; ve A =y gegerlidir
(Gluimtigbas et al., 2020, s.2187;Tutas et al., 2019, 5.450).

Ornek 3.1.28. 1 = [12,7,6,3,2,1,1,1,1,1] olsun. j = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 icin
u =4 -1, =12-7 =5,

Uy =4, —A3=7—-6=1,

Uz =A3— A, =6—-3 =3,

Uy =AMy — A5 =3-2=1,

Us =Ag—Ag=2-1=1,

Ug =41 —4,=1-1=0,

U, =4, —Ag=1-1=0,

Uug=Ag—41g=1-1=0,

Ug=Ag—Ap=1—1=0ve

U0 = A1o = 1 bulunur. O zaman Y = 152133415110 olup

101 :10 uzunlugunda 1 satir vardir,
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9%  :9uzunlugunda O satir vardir,

8¢ : 8 uzunlugunda 0 satir vardir,
7% : 7 uzunlugunda O satir vardur,
6° : 6 uzunlugunda 0 satir vardir,
51 : 5 uzunlugunda 1 satir vardir,
41 :4vuzunlugunda 1 satir vardir,
33 : 3 uzunlugunda 3 satir vardir,
2! :2uzunlugunda 1 satir vardir,
15 :1uzunlugunda 5 satir vardur.

Dolayisiyla A’ya karsilik gelen Young diyagrami Sekil 3.3 teki gibidir.

Sekil 3.3. 10 siitun ve 12 satirdan olusan bir Young diyagrami

3.2. Kale Polinomlar1

Tanmm 3.2.1. B, satirlar ve siitunlar halinde diizenlenmis bir hiicreler kiimesi olan bir
satrang tahtasi olsun. Kale, satirlara ve siitunlara saldiran bir satrang tasidir; kale yerlesimi
derken, B tahtasi iizerindeki birbirinden ayirt edilemeyen k kalenin saldirmadan
yerlestirilmesini kastediyoruz.

Bu sezgisel tanim gesitli sekillerde bigimlendirilebilir. Bir B tahtasi bazi p,q € N
icin [1,2,...,p] X [1,2,...,q]’nun bir alt kiimesi olarak diisiiniilebilir. D € [1,2, ...,p]
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keyfi bir altkiime olsun. O zaman bir kale yerlesimi, herhangi bir i € D igin (i, f (i)) €B
olacak sekilde bir f: D — [1,2, ..., q] birebir fonksiyonudur.

B, ayrica ikili girdilere sahip bir p X g matrisi olan M,, ;[IF,] nin bir 6gesi olarak
da goriilebilir. Bu durumda B = (bi,j) seklinde yazariz. Bu yorumda k kalenin B
iizerindeki bir yerlesimi B'deki k bagimsiz 1'in bir se¢imine karsilik gelir. Ornegin,

asagida ikili girdilere sahip 3 X 3 matrisini ele alalim:

1 0 1
B=<0 1 0)
1 0 0

Bu matriste 2 kale yerlestirirsek, olasi bir dizilim onlar1 matristeki 1’lere karsilik gelen

(1,1) ve (2,2) hiicrelerine yerlestirmektir:

1 0 1
B=(0 1 O)
1 0 0

Burada kalin yazilan girdiler kalelerin konumlarini temsil etmektedir. Bu kaleler ayni
satir1 veya siitunu paylasmadiklart i¢in birbirinden bagimsizdirlar. Kalelerin
yerlestirilmesine iliskin bu dizilim, B matrisinde bagimsiz 1’lerin secilmesine karsilik
gelir.

Tanim 3.2.2. Bir B tahtasinin kale polinomu

o

Rs() = ) ri(B)x*

k=0
seklindedir. Burada r,(B) katsayisi, k tane kale yerlestirme yollarinin sayisini verir.

Herhangi bir tahta i¢in ry(B) = 1 ve r;(B), B’deki hiicre sayisina esittir.

Ornek 3.2.3. Sekil 3.4°te verilen B tahtasinin kale polinomunu bulalim.

Sekil 3.4. B tahtasi
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Bu tahtaya karsilik gelen matris:

1 0 0 O
B={1 1 0 O
0 11 1

seklindedir. Bu durumda
1 kalenin B tizerindeki yerlesimi matristeki 1’lere karsilik gelen (1,1), (2,1), (2,2),
(3,2), (3,3) ve (3,4) hiicrelerine yerlestirmektir. Dolayisiyla, r; (B) = 6 bulunur.
Bu matriste 2 kale yerlestirirsek, olas1 dizilimler:
e (1,1) ve (2,2) hiicrelerine yerlestirmek
e (1,1) ve (3,2) hiicrelerine yerlestirmek
e (1,1) ve (3,3) hiicrelerine yerlestirmek
e (1,1) ve (3,4) hiicrelerine yerlestirmek
e (2,1) ve (3,2) hiicrelerine yerlestirmek
e (2,1) ve (3,3) hiicrelerine yerlestirmek
e (2,1) ve (3,4) hiicrelerine yerlestirmek
e (2,2) ve (3,3) hiicrelerine yerlestirmek
e (2,2) ve (3,4) hiicrelerine yerlestirmek
seklindedir. Dolayisiyla, r,(B) = 9 bulunur.
Bu matriste 3 kale yerlestirirsek, olast dizilimler:
e (1,1), (2,2) ve (3,3) hiicrelerine yerlestirmek
e (1,1), (2,2) ve (3,4) hiicrelerine yerlestirmek
seklindedir. Dolayisiyla, r5(B) = 2 bulunur.
Bu matrise 4 veya daha fazla kale yerlestirmek miimkiin degildir. Buradan B tahtasinin
kale polinomu Rz(x) = 1 + 6x + 9x2 + 2x3 olarak bulunur.
Dikkat edilirse, B tahtasinin kale polinomu asagidaki durumlarda belirtilen sekilde
dondiirdiiglimiizde degismeyecektir:
1. Saat yoniinde 90, 180 veya 270 derece dondiirme
2. Saat yoniiniin tersine 90, 180 veya 270 derece dondiirme
3. x ve y eksenlerine gore simetri alma
Teorem 3.2.4. (Ayrik Tahta Aynistirma Teoremi ) A ve B, satirlar1 ve siitunlar

paylasmayan tahtalar olsun. O zaman A ve B’deki hiicrelerin birlesiminden olusan A U B
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tahtasinin kale polinomu R,,5(x) = R4(x).Rg(x) olur (Alayont & Krzywonos, 2013,
s.37).

Ornek 3.2.5. Sekil 3.5’te verilen C tahtasmin kale polinomunu bulalim.

Sekil 3.5. C tahtasi

C tahtasini asagidaki gibi A ve B seklinde 2 ayrik alt tahtaya ayiralim.

A

3 4

A tahtasinin kale polinomunun

Ry(x) =1+ 2x

oldugu aciktir.

Ornek 3.2.3’ten B tahtasinin kale polinomunun

Rp(x) =1+ 6x + 9x2 + 2x3

oldugunu biliyoruz. Ayrik tahta ayristirma teoreminden

Re(x) = Ryyp(x)
= Ry (x).Rp(x)
= (1+ 2x).(1+ 6x +9x2 + 2x3)
=1+ 8x + 21x% + 20x3 + 4x*
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olarak elde edilir.
Teorem 3.2.6. R, ;(x), p X q seklindeki bir dikdortgenin kale polinomunu gostersin. O

Zaman

min(p,q)

Ryq(x) = Z (Z) (Z)k!xk

k=0

bi¢imindedir (Riordan, 1978:170-171).
Ornek 3.2.7. Sekil 3.6’da verilen 2 x 3 boyutlarindaki dikdértgen tahtanin kale

polinomunu bulalim.

Sekil 3.6. 2x3 boyutlarinda dikdortgen bir tahta

Dikdértgenin kale polinomunu Teorem 3.2.6'y1 kullanarak bulalim. O zaman

olarak bulunur.

3.2.1. Kale polinomlarim hesaplamak icin baz algoritmalar

3.2.1.1. Hiicre ayristirma algoritmasi

Teorem 3.2.1.1.1. (Hiicre Ayristirma Teoremi) Bir B tahtasi verilsin. B tahtasi iizerinde

bir hiicre secelim. Sectigimiz hiicreye karsilik gelen satir ve siitunun ¢ikarilmasiyla elde
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edilen tahta D ve B’den yalnizca segtigimiz hiicreyi silerek elde edilen tahta E olsun. O
zaman B tahtasi igin kale polinomu Rg(x) = xRp(x) + Rg(x) olur (Alayont &
Krzywonos, 2013, s.38).

Ornek 3.2.1.1.2. Sekil 3.7°de verilen B tahtasinin kale polinomunu bulalim.

Sekil 3.7. B tahtasi

B tahtasinin kale polinomunu bulmak i¢in hiicre ayristirma teoremini kullanalim. B

tahtasinin tizerinde bir hiicre segelim ve bunu * ile isaretleyelim.

* hiicresine karsilik gelen satir ve siitunun ¢ikarilmasiyla elde edilen tahta D ve B’den

yalnizca * ile belirtilen hiicreyi silerek elde edilen tahta E asagidaki gibidir.

D ve E dikdortgenlerin kale polinomlarini Teorem 3.2.6'y1 kullanarak bulalim. Buradan
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ve

rew= (1) ()
B+ () e+ (G2 () e

+ 12x + 36x2% + 24x3

olarak bulunur. Hiicre ayrigtirma teoreminden

Rp(x) = xRp(x) + Rg(x)
= x(1+ 8x + 12x2) + 1 + 12x + 36x2 + 24x3
=1+ 13x + 44x? + 36x3

olarak elde edilir.

3.2.1.2. Blok ayristirma algoritmasi

Bu boliimde, bir tahtayi bicimsel olarak [F, {izerinde bir p X g matrisi olarak gorecegiz.

Tanmm 3.2.1.2.1. Bir B tahtasinin bir H alt tahtasi, H nin satir ve siitun indekslerinden

B’ye w; Ve w, birebir eslemeleriyle birlikte h; ; = by, i), (j) 6zelligine sahiptir ve IF,

iizerinde bir (h; ;) matrisyle temsil edilir (Mitchell, 2004, s.4).
Ornek 3.2.1.2.2. Sekil 3.8’de verilen B tahtasini diisiinelim.
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Sekil 3.8. B tahtasi

Bu tahtaya karsilik gelen matris:

1 1 11
B=11 1 1 0
1 1 11

seklindedir. Simdi B matrisinin birinci, ikinci ve tigiincii satirlari ile tiglincii ve dordiincii

stitunlardaki hiicreleri secerek bir H alt tahtasini tanimlayalim. Bu bize sunu verir:

1 1
H=|1 0
1 1

Dolayistyla H matrisi B tahtasi iizerinde asagida kirmizi renkle gosterdigimiz bolgeye

karsilik gelir.

Bu durumda, w; ve w, eslemeleri H’nin satir ve siitunlarini B’nin karsilik gelen satir ve
stitunlartyla asagidaki gibi esleyecektir:

* ®, icin:

w,(1)=1

w1(2)=2

w1(3)=3

* w, icin:

w,(1)=3
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w,(2)=4
Daha sonra bu eslestirmeleri kullanarak H’nin elemanlarinin B’nin elemanlarina karsilik
geldigini su sekilde gorebiliriz:

* N1 =Dby,()w,) =b13=1

* Ny =Dby,(1)w,2) = b1a=1

* hyy = by, 2)w,(1) = b2z =1

* hyp = by, (2w, = b2a=0

* N3y =Dby,3)w,1) = b3z =1

* h3z =Dy @) w2 =b3a=1
Dolayisiyla H, tanimlandig1 gibi B’nin bir alt tahtasidir.
Tamim 3.2.1.2.3. Eger i (sirastyla j) w; (sirastyla w,) goriintiisiinde bulunuyorsa, B’nin
bir alt tahtas1 H, B’nin bir i satirini1 (sirastyla bir j stitununu) kapsar denir (Mitchell, 2004,
s.4).
Ornek 3.2.1.2.4. Ornek 3.2.1.2.2°de w;’in goriintiisii {1,2,3} Ve w,’nin goriintiisii {3,4}
seklindedir. B’nin alt tahtast H, B’nin { = 1 satirin1 ve j = 3 siitununu kapsar (¢iinkii { =
1, w;’in goriintiisiinde j = 3, w,’nin goriintiisiinde vardir). Fakat H, B’ nin j =1
stitununu kapsamaz (¢linkii j = 1, w,’nin goriintlisiinde yoktur).
Tamim 3.2.1.2.5. B’deki bir H blogu asagidaki kosullari saglar ise B’nin bir alt tahtasi
olur.

1. H tarafindan kapsanan herhangi bir i, i’ satir1 ve H tarafindan kapsanmayan

herhangi bir j siitunu igin b ; = by ;*dir.
2. H tarafindan kapsanmayan herhangi bir i satir1 ve H tarafindan kapsanan herhangi
bir j, j' siitunu i¢in b; ; = by j, dir.

Sezgisel olarak bir s xt blogu H, bir s satir kiimesi ile bir t siitun kiimesinin
kesisiminden olusan B’nin bir alt tahtasidir. Bu blok disinda tiim hiicreler aynidir. Her
hiicrenin aslinda 1 X 1 boyutunda bir blok oldugu unutulmamalidir (Mitchell, 2004, s.4).
Tamim 3.2.1.2.6. B, p X q seklinde bir tahta ve H, B’deki bir s X t blok olsun.
0 < j < min(s,t) i¢in By ;, B’den

1. H tarafindan kapsanan s satirin j tanesini

2. H tarafindan kapsanan t siitunun j tanesini

3. H’nin tim hicreleri

19



silinmesiyle elde edilen tahtay1 gostersin. Bu durumda By j, H’ye gore B’nin j’inci dahil
etme tahtasi olarak adlandirilir. By ; tahtasimin iyi tanimli oldugunu belirtmek gerekir,
¢linkii ilgili satir ve siitunlar, silinen H blogu hari¢ aynidir (Mitchell, 2004, s.4).

Teorem 3.2.1.2.7. (Blok Ayristirma Teoremi) B bir p X q tahtasi ve H, B’ nin i¢inde bir
s X t blok olsun. H’nin kale polinomunda x*’nin katsayist r,(H) olsun. 1 <j <

min(s, t) i¢in By ;, B’nin H’ye gore j’inci dahil etme tahtasi olsun. O zaman

min(s,t)
Rs() = ) 5(HxIRy, ()
j=0
seklindedir (Mitchell, 2004, s.4).
Ornek 3.2.1.2.8. Sekil 3.9°da, 6rnek 3.2.1.2.2°de verilen B tahtasim tekrar sunup kale

polinomunu bulalim.

Sekil 3.9. B tahtasi

Sekil 3.10°da, H, B’nin i¢inde kirmiziyla isaretlenmis 3 X 2’lik bir blok olsun.

Sekil 3.10. B tahtas1 i¢inde kirmiziyla isaretlenmis H tahtasi

Tanim 3.2.1.2.6’ya gore
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—_— —— N——
B By By o

yazariz. Ayrica, Ry(x) = 1 + 5x + 4x? oldugunu biliyoruz. Teorem 3.2.1.2.7’ye gore

2

Rs() = ) 1;(H)x Ry, ()

j=0

ve

+ 5x + 42 [ }

yazariz. Teorem 3.2.6°y1 kullanarak yukaridaki dikdortgenlere karsilik gelen kale

polinomlarini yerine koyalim. Buradan
Rp(x) =19 (H)XORBH,O (x) +7 (H)leBH,l (x) + 7, (H)XZRBH,Z (x)
= 1(1 + 6x + 6x2) + 5x(1 + 4x + 2x2) + 4x%(1 + 2x)

=14 11x + 30x% + 18x3

olarak elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Bulgular

Bu kesimde tez boyunca elde ettigimiz sonuglar ayrintilariyla asagida verilmistir.
Tamm 4.1.1. Eger bir S sayisal yarigrubu hem almost simetrik yarigrup hem de Arf ise
0 zaman S’ye almost simetrik Arf yarigrup denir (Giimiisbas et al., 2020, 5.2189).
Tamim 4.1.2. 1 = [A4, 45, ..., A4 ] par¢alanis verilsin. O zaman
1. Almost simetrik yarigrup S igin eger 1 = "1 (S) ise 0 zaman A’ya bir almost
simetrik pargalanig denir.
2. Almost simetrik Arf yarigrup S igin eger 1 =~ 1¢p(S) ise 0 zaman A’ya bir
almost simetrik Arf pargalanis denir.
(Gtimiigbas et al., 2020, 5.2190).
Teorem 4.1.3. «a € N ve B € {1,3,5,...,2a — 1, >} olmak iizere, herhangi bir almost
simetrik Arf parcalanis A ya A =[a] yada A =[a+ B, a,a —1,...,2,1] formundadir
(Gtimiigbas et al., 2020, 5.2190).
Sonu¢ 4.1.4. @ € N igin, A = [a] pargalanisina ait almost simetrik Arf yarigrubu S =
{0, + 1, -} formundadir.
Sonu¢ 4.1.5. a €N ve B €{1,3,5,..,2a —1,—} olmak lizere, 1 =[a+ B, a,a—
1, ...,2,1] pargalanisina ait almost simetrik Arf yarigrubu S = {0,8 + 1,8 + 3,...,.2a +
B + 1, -} formundadir.
Teorem 4.1.6. S = {0, a + 1, >}, Sonug 4.1.4’teki gibi almost simetrik bir Arf yarigrup
ve S’ye karsilik gelen Young diyagrami Ys ile gosterildigini varsayalim. O zaman Y nin

kale polinomu

Ry (x) =1+ ax

formundadir.
Ispat. S = {0,a + 1, -}, Sonug 4.1.4’teki gibi almost simetrik bir Arf yarigrup ve S’ye
karsilik gelen Young diyagrami Ys ile gosterildigini varsayalim. O zaman, Young

diyagrami Ys, Sekil 4.1°deki gibidir.
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Sekil 4.1. S={0,a+1,-}ye karsilik gelen Young diyagrami Ys

Teorem 3.2.6 kullanilarak yukaridaki dikdortgenin kale polinomu asagidaki sekilde

hesaplanir:

Ry, (x)

I
N1-

> (5)(3)
o) o)ore + (D)) 1

ax

I
[N ~~ =

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi, ana sonucumuzu ispatlamak i¢in asagidaki yardimci teoremi verecegiz.
Yardimer Teorem 4.1.7. « € N igin, S = {0,2,4, ...,2a + 2, -}, Sonug 4.1.5’teki gibi
almost simetrik bir Arf yarigrup ve S’ye karsilik gelen Young diyagrami Ys ile

gosterildigini varsayalim. O zaman Y nin kale polinomu

Ry (x) = so(¥s) + 51(¥s)x + 5,(Yg)x? + -+ + 5441 (Yg)x*+1

olup, burada sy (Ys) = sp41(Ys) =1veu =1,2,...,a igin

a+2—u Eu £3 =5y
s, (Ys) = Z E Z Eyq o Z & Z &
Su=1 8#_121 8221 8121

formundadir.
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Ispat. Sonug 4.1.5’te § = 1 oldugunda, S’nin almost simetrik bir Arf yarigrubu oldugu
kolayca goriilebilir. Bu durumda, S’ye karsilik gelen Young diyagrami Sekil 4.2”deki gibi

olur.

a1

o+ 1 4

Sekil 4.2. S={0,2,4,...,2a+2,—}’ye karsilik gelen Young diyagrami Ys

Bu yardime1 teoremi tiimevarim yontemini kullanarak ispatlayalim. Ispati, a iizerinde
tiimevarim yoluyla gergeklestirecegiz.
Temel Durum: a = 1 iken, S = {0,2,4, -} olur. Bu durumda, S’ye karsilik gelen Young

diyagrami Sekil 4.3teki gibi olur.

=4

Sekil 4.3. S={0,2,4,—}ye karsilik gelen Young diyagrami Ys

Kale polinomu tanimindan, asagidaki sonuglar elde edilir:
o s5o(Y5) =1
o u=1licins(Ys) = 2§1=1 & =1+ 2 = 3 olup, bu da Ys’deki hiicrelerin sayisini
Verir.
e Ayrica, Y5 tahtasina yerlestirilebilecek iki kale yalnizca Sekil 4.3’teki gibi
yerlestirilebilir. Dolayisiyla, s,(Ys) = 1 olur.
Buradan, Ry (x) = 1+ 3x + x? oldugundan verilen ifade @ = 1 i¢in dogrudur.
Tiimevarim Varsayimi: Simdi sonucun ¢ = n i¢in gegerli oldugunu varsayalim. Yani,

S =1{0,2,...,2n + 2, >} ye karsilik gelen Young diyagrami Y nin kale polinomu
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Ry (x) = so(¥5) + 5;(Ys)x + Sp(Y)x? 4 -+ 4 Sppg (Yo)x™ 1

olup, burada s¢(Ys) = sp41(Ys) =1veu =12, ..,nigin

n+2—u u £3 )
&u=1 gu-1=1 £,=1 &1=1

formundadir.

Tiimevarim Adimi: Simdi sonucun @ = n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterecegiz. o =
n+1i¢in B = {0,2,4,...,2n + 2,2n + 4, -} ile gosterilsin. Bu durumda, B’ye karsilik
gelen Young diyagrami Sekil 4.4’teki gibi olur.

n+2

n+ 2

=4

Sekil 4.4. B={0,2,4,...,2n+2,2n+4,-}ye karsilik gelen Young diyagrami Yg

Buradan,
Ry, (x) = by(Yg) + by (Yp)x + b, (Yp)x% + -+ by (Yp)x™ 1 4 by (Yp)x™+2

olarak yazilir.
Kale polinomu tanimindan, asagidaki sonuglar elde edilir:
e bo(Yp) =1.
e Ayrica, Yp tahtasina yerlestirilebilecek n + 2 kale yalnizca Sekil 4.4’teki gibi
yerlestirilebilir. Dolayisiyla, b,,,(Yg) = 1 olur.
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e Simdi Ys, Sekil 4.5’te gosterildigi gibi (n + 2) X (n + 2) bloguna sahip Yz’ nin
icinde kirmiziyla isaretlenmis bir (n + 1) X (n + 1) blok olsun.

n+24

Sekil 4.5. Y; tahtasi iginde kirmiziyla isaretlenmis Ys tahtasi

Teorem 3.2.1.2.7°yi kullanarak

n+1

Ry, (x) = Z 5 (Y% Revgyy ()
j=0

elde ederiz.
Sekil 4.5’teki (n+ 1) X (n + 1) boyutundaki kirmizi bloklarin ayristirilmasi Tanim
3.2.1.2.6’ya gore asagidaki gibi verilmistir.

nt2 1
n+2 Er : =5 (Ys)z" |n+2 E +8 (Ye)at [n+1 E +ui + 8pgy (Yg)antt [l{v”

Bu ayrigtirmada, genisligi 1 ve uzunlugu i (i = 1,2, ...,n + 2) olan n + 2 dikdortgen
blok elde edilir. Bu dikdortgenlerin kale polinomlari Teorem 3.2.6'ya gore 1+ ix

bi¢imindedir. Bu nedenle, asagidaki denklemi yazariz.
Ry, (x) = SO(YS)XOR(YB)(YS)’O (x) + 51(Ys)le(YB)(YS)_1 (x) + -
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+5n+1(Ys)anR(YB)(YS)‘nH (x)
=5o(Y)[1+ (n+ 2)x] +s;(Yo)x[1+ (n+ D)x] + - + 55501 (Yo)x™ 11 + x]
= 5o(Ys) + [51(Ys) + (n + 2)so(Y)]xx + -+ + [Sp41(Vs) + 25, (Ys)]x™*?

+8p41 (Ys)x™+?
Tiimevarim varsayiminda sq(Ys) = s,4+1(Ys) = 1 oldugunu biliyoruz. Bunu kullanarak

Ry, (x) = 1+ [51(Ys) + (n + 2)s(¥s)]xx + -
+sne1(Ys) + 25, (Ye)]x™* + x™+2 (4.1.1)

denklemini elde ederiz.
Denklem (4.1.1)’den u = 1,2, ...,n+ 1 i¢in

b,(Yg) = s,(Ys) + (n+ 3 — w)s,—1(¥s) (4.1.2)

oldugu aciktir.

Tiimevarim varsayimi ile

n+2—-u u £3 )
eu=1 gp-1=1 g,=1 &1=1
ve
n+3—u Epu—-1 £3 =)
Su—1(Ys) = Z g1 z Ey—z o Z & Z &
S#_1=1 Sy__2=1 &=1 &1=1

katsayilarina sahibiz.

s, (Ys) ve s,_1(Ys) degerlerini Denklem (4.1.2)’de yerine yazalim. Boylece asagidaki

ifadeye ulasiriz.
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n+2—u u £3 =53

b,(Yg) = z &y Z Eyq o Zez 281

€u=1 8#_1=1 &,=1 &1=1

n+3—u Eu-1 &3

+(n+3—p z Ey-1 z Ey—z o Zez Zel

SH__1=1 SH__2=1 €2=1

s, (Ys) katsayis1 asagidaki sekilde yazilabilecegine dikkat edelim.

n+2—u €u £3 =53
s, (Ys) = Z &y E Eymq oo E & E &
eu=1 gu-1=1 &=1 &1=1
1 Eu-1 £3 &
SI—‘_1=1 8[,L—2=1 52=1 €1=1
2 Eu-1 &3 &
+2 z Eu—1 Z Egz o Z & Z &
Eu_1=1 E#_2=1 &=1 &1=1
n+2—u Eu-1 £3

+(n+2—p) Z &1 Z Ey—z ZEZ zgl

8[,L—1=1 8[,L—2=1 &=

&2
(4.1.3)
€1=1
+ ..
€2
(4.1.4)

€1=1

Denklem (4.1.4)’l, Denklem (4.1.3)’te yerine yazalim. Boylece asagidaki ifadeye

ulasiriz.
1 Eu-1 &3 &2
bﬂ(YB) = 1 Z 8#_1 Z 8#_2 Z 82 z 81
8“__1:1 8#_2=1 &,=1 &1=1
2 Eu-1 £3 &
+2 Z Eu-1 Z Eu— - z & z &
Sﬂ_1=1 S#_2=1 &=1 &1=1
n+2—u Eu—1 &3
+(n+2—p) Z €4-1 -2 Z &
gu_1=1 8”_2—1 £2=1
n+3—u Eu—-1 £3
+(n+3—pw Z g1 gy Z &
Su_lzl Su_z—l 8221
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Dolayisiyla, ifade @ =n i¢in gegerliyse @ =n+ 1 i¢in de gecgerlidir. Bu nedenle,
tiimevarim yoluyla ifade tiim @ € N degerleri i¢in gegerlidir.

Ornek 4.1.8. « = 3 ve B = 1 igin, almost simetrik Arf yarigrubu S = {0,2,4,6,8, =} nin
kale polinomunu bulalim. S'ye karsilik gelen Young diyagrami Sekil 4.6 gibi olur.

Sekil 4.6. S={0,2,4,6,8,—}ye karsilik gelen Young diyagrami Ys

Y5’ nin kale polinomunun
Ry (x) = so(¥s) + 51(Y5)x + 5,(Ys)x? + s3(Ys)x® + s, (¥s)x*

oldugunu varsayalim. Yardimci Teorem 4.1.7’den s,(Ys) = s,(Ys) =1 ve u=1,2,3

i¢cin

5-u &u Eu-1
&u=1 Eu-1=1 gu—2=1

formundadir. Buradan biz

=(14+2+3+4)
= 10,
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3 &2

s2(Ys) = z &2 z &

€2=1 €1=1
3
=Y et
€2=1
=11)+2(1+2)+3(1+2+3)
=25
ve
2 €3 €2
s3(Ys) = Z &3 Z & Z &
S3=1 82=1 81=1
2 €3
= Z 83 Z 52(1+"‘+€2)
€3=1 €2=1
2
= Z 83 (1(1) + + 53(1 + + 83))
€3=1
=1(1(D) +2(1(1) + 2(1 + 2))
=15
buluruz.
Dolayisiyla,

Ry (x) = 1+ 10x + 25x* + 15x° + x*

olur.

Teorem 4.1.9. C ={0,+ 1,8 +3,...,2a + B + 1,-}, Sonug 4.1.5’teki gibi almost
simetrik bir Arf yarigrup ve C’ye karsilik gelen Young diyagrami Y ile gosterilsin. Bu

durumda, Y, ’nin kale polinomu

Ry (x) = co(Ye) + c1(Y)x + co(Y)x? + -+ 4 copq (Y )x T
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a(a+1)

olup, burada ¢, (Y;) = 1, ¢;(Y,) = >

+ @+ ), car1(Yo) =pveu=2,..,aign

a+l-u Eu £3 &
c,(Yo) = z E Z £y o Z & Z &
€u=1 S#_1=1 £2=1 €1=1
a+2—u Eu—1 £3 )
+a+pB—pu+1) Z €41 Z £y oo 2 & 2 &
8#_1=1 S#_2=1 &=1 &1=1
formundadir.

Ispat.C = {0, + 1,8 +3,...,2a +  + 1, -}, Sonug 4.1.5teki gibi almost simetrik bir
Arf yarigrup olsun. O zaman, C’ye karsilik gelen Young diyagrami Sekil 4.7 gibi olur.

a1

o+ 3

\

Sekil 4.7. C={0,5+1,4+3,...,2a++1,-}ye karsilik gelen Young diyagrami Yc

Simdi Y, Sekil 4.8°de gosterildigi gibi (a + ) X (a + 1) bloguna sahip Y, nin i¢inde

kirmiziyla isaretlenmis bir (a) X (a) blok olsun.
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Sekil 4.8. Y tahtasi iginde kirmiziyla isaretlenmis Ys tahtasi

Varsayalim ki Y¢’nin kale polinomu Ry (x) = co(Ye) + c1(Yo)x + c,(Yo)x? + - +
Ca+1(Yo)x®*! ve Ys'nin kale polinomu ise Ry (x) = so(¥s) + 51 (Ys)x + sp(Y5)x? +
4+ 5, (Ys)x® olsun.

Yardimci Teorem 4.1.7ye gore so(Ys) = s, (Ys) =1veu =1,2,..,a — 1 igin

a+l—u Eu &3 &2
s, (Ys) = Z E Z £y o Z & Z &
£IL=1 8#_1=1 £2=1 £1=1

oldugunu biliyoruz.

Teorem 3.2.1.2.7 ve Tanim 3.2.1.2.6°dan asagidaki ifadeleri elde ederiz:

a

Re() = ) si(1)x Ry, ), (0)

j=0

ve
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o+ 3 =5y (Yg)a® |a+ 51!

.
.

Bu ayristirmada, genisligi 1 ve uzunlugu i + 8 (i =0,1,...,@) olan a + 1 dikdortgen

Fs(Ys)at [a+ 81

blok elde edilir. Bu dikdortgenlerin kale polinomlart Teorem 3.2.6'ya gore 1 + (i + f)x

bicimindedir. Bu nedenle, asagidaki denklemi yazariz.

Ry (x) = so(Y)x Reygy () + 51(¥)X Ry, o, GO + -
+5a(Ys)x“Ry gy, ()
=5o(Yo)[1+ (@ + B)x] +s;(Y)x[1+ (¢ + B — Dx] + -+
+5,(Ys)x*[1 + Bx]
= 5o(¥s) + [51(¥s) + so(Ys) (@ + B)]x + [s2(¥s) + 51 (¥) (e + B — D]x? + -
Hsa(¥s) + 5¢-1(Y) (1 + B)]x” + s, (Ys) fx

Bu denklemden Ry,.(x) katsayilarini asagidaki gibi yazariz:
co(Ye) = so(¥s)

o 1 (Ye) =51.(Ys) +s0(¥s)(a + )

o (Yp) =5(Y) +s5:(Y)(a—1+p)

b Ca(YC) = Sa(ys) + S(x—l(ys)(l + ﬁ)
o Cor1(Yo) = 5,(Y5)p

Ry (x) polinomunun katsayilarim yazip gerekli islemleri yaptigimizda Ry, (x)
polinomunun katsayilarin1 agagidaki gibi elde ederiz:

e ¢(Ye)=1

o co1(Yo) =8

o () =(E4ae)+la+p) ="t (@+p)
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e uUu=2,..,aicin

C;,L(YC) = SM(YS) + Sﬂ—l(ys)(a + B —H + 1)

oldugu agiktir.
Bu durumda,
a+l-u Eu £3 )
G =| D, al D, aie| 2ol 2
eu=1 gu-1=1 &=1 &1=1
a+2—u Eu—1 £3 &
+(a + B - ﬂ + 1) z 5;4—1 Z 8#_2 2 82 2 81
SIJ-_1=1 E#_2=1 €2=1 €1=1
olur.

Ornek 4.1.10. a=3 ve B =5 icin, almost simetrik Arf yarigrubu C =

{0,6,8,10,12, »}’nin kale polinomunu bulalim. C'ye karsilik gelen Young diyagrami
Sekil 4.9 gibi olur.

Sekil 4.9. S={0,6,8,10,12,-}ye karsilik gelen Young diyagrami Yc

Y nin kale polinomunun

Ry (%) = co(Yo) + 1 (Yo)x + co(Yo)x? + c3(Yo)x® + co(Ye)x*
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oldugunu varsayalim. Teorem 4.1.9’dan c¢,(Y;) =1, ¢1(Yo) = 32;4 + (3+5) = 14,

c,(Yo) =5veu =23igin

2 &2 3
CZ(YC) = Z &y Z &1 + 7 Z &1
£2=1 €1=1 €1=1
2 3
= Zgz(l‘l‘"""‘gz) +7 Zé’l
€2=1 €1=1

= (1M +2(1+2)+71+2+3)

=49
ve
1 £3 & 2 €2
c3(YC)=<Z &3 Zez Zel +6 Zez Zel
&3=1 &=1 &1=1 &=1 &1=1
=<Z LR iez(1+---+£2) +6 Z 1+ +¢)
1 2
= (Z es(1(D) + - +e(1++e5)) |+6 Z g1+ +¢&)
&3=1 £,=1
= (1(10)) + 6(1(1) +2(1 + 2))

bulunur. Dolayisiyla,

Ry (x) = 1+ 14x + 49x* + 43x> + 5x*

olur.

Tamm 4.1.11. Bir Young diyagraminin tamamlayicisi, ilk satirdaki kutu sayisi kadar
genislige ve ilk stitundaki kutu sayist kadar yilikseklige sahip dikdortgen bir 1zgarayi
tamamlayarak bulunur (Guhl et al., 2020).
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Ornek 4.1.12. Ornek 4.1.10°da verilen Y, nin tamamlayicis1 Sekil 4.10°da kirmiz1 renk

ile gosterilmistir.

Sekil 4.10. Yc’nin tamamlayicisi kirmizi renkli bolgedir

Teorem 4.1.13. C ={0,8+ 1,8+ 3,..,2a + B + 1, -}, Sonug 4.1.5’teki gibi almost
simetrik bir Arf yarigrup olsun. C'ye karsilik gelen Young diyagrami Y. ve Y:'nin

tamamlayicist Y+ ile gosterilsin. O zaman, Y. nin kale polinomu Ryc, (x) =co(Yer) +

c1(Ye)x + co(Y)x? + -4 co (Y o) x® ve RYc’ (x)’in katsayilari

(1 eger j = 0 ise
j g
a—
ZhM(H)(, “)( )(j—y)! egerl <j<a<pfise
— J—H/IN—H
u=0
j
6¥er) = hM(H)(C,r_“)(,E )(j—y)! eferl <j<p <aise
— J—H/IN—H
u=0
j g
a—
h#(H)(, M)( )(j—y)! egerf <j < aise
\u=j—ﬁ J—u/NJ—HU

seklindedir. Burada hy(H) = h,_y(H) =1veu =12,..,a — 2 igin

a—p En £3 &
h,(H) = Z ) Z Eyq o Z & Z &
Suzl Sy__1=1 8221 8121
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formundadir.

Ispat.C = {0, + 1,8 +3,...,2a +  + 1, -}, Sonug 4.1.5teki gibi almost simetrik bir
Arf yarigrup olsun. Ayrica, C'ye karsilik gelen Young diyagrami Y., Sekil 4.7°de
gosterilmektedir. Y, tahtasinin tamamlayicisi ise Sekil 4.11°de kirmiziyla belirtilmistir.

Kirmiziyla gosterilen Y tahtasinin tamamlayicisini Y-+ ile gdsterelim.

a1
P

\

. - .:.J

Sekil 4.11. Sekil 4.7°deki Y¢ tahtasinin tamamlayicisi olan Y ¢ tahtast kirmiziyla isaretlenmistir
Y tahtasini saat yoniinde 90 derece dondiiriip daha sonra x eksenine gore simetrisini
aldigimizda, Sekil 4.12°deki B tahtasini elde ederiz. Bu tahta, Y. tahtasiyla ayni kale

polinomuna sahiptir.

a+3—1

¥ 4

Sekil 4.12. B tahtas1
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Simdi H, Sekil 4.13te gosterildigi gibi B tahtasinda sariyla isaretlenmis bir (@ — 1) X
(a — 1) blok olsun.

a4 F-1

\

Sekil 4.13. B tahtasinda sartyla isaretlenmis H tahtasi

Varsayalim ki B’nin kale polinomu Rg(x) = Ry, x) =co(Yer) +cy(Y)x +
(Y )x? + 4 cq(Y)x® ve H’nin kale polinomu ise Ry (x) = ho(H) + hy(H)x +
hy,(H)x? + -+ + h,_1(H)x% 1 olsun.

Yardimci Teorem 4.1.7°ye gore ho(H) = hy_1(H) =1veu =12, ..,a — 2 igin

a—p Eu £3 &
ORI DI AP
eu=1 gp—1=1 &p= &=

oldugu aciktir.
Teorem 3.2.1.2.7 ve Tanim 3.2.1.2.6’dan asagidaki ifadeleri elde ederiz:

a—-1
Rs() = ) y(H)IRy,, ()
j=0

ve
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a+h-1 ] r a8 7] [ ]

o =ho(H)2" o +h(H)a' la—1 + ...

TT 0
|

+ hi(H)a' fa—i A T R ;P {I{DIED .

Teorem 3.2.6’y1 kullanarak yukaridaki dikdortgenlere karsilik gelen kale polinomlarini

yerine yazalim.

min(a,pB)

Ry (x) = ho(H) z (Z) ([l’:) k! xk

k=0

min(a—1,8)

+hy (H)x z (a;l) ([;)k!xk + o

k=0

min(a—i,B)

TACI Y (a;i)(i)k!xk o

k=0

sy (z( ) ().

0

Burada iki durum s6z konusudur.

Durum 1: Eger a < ( ise, bu durumda

Ry(x) = ho(H) (Z (Z) (i)k!x") + by (H)x (Z (“ . 1) (i)k!xk> e
+h;(H)x* (a l k!xk + ..
k=0
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s ALY

= ho(H) + [hO(H) (i‘) (f) 11+ hy (H) (“ g 1) (ﬁ) 01] X+

) (eenon(2)( L Jamvre-

nn(" ol

+[hO(H)(Z)(i)a!+h1(H)<a_1>( g )(a—l)!+---

a—1/\a-1
hean () 0]

olur.

Simdi Rg(x) polinomunun katsayilarini x’in derecelerine gore yeniden diizenleyelim.

Rg(x) = ho(H) + X4

Z(;hu(H) (T:Z) (1 fﬂ) (1 - p)!
' _Zohﬂ(H) e fﬂ) G )

Drmen (@5 ) (a_,m]xa.

| =0

xi + e

Yukaridaki denklemden asagidaki ifadeleri kolayca yazabiliriz.

J
(Vo) = ;h“(H) (j‘:l’j) (j fﬂ) G — !

seklindedir.
Durum 2: Eger 8 < «a ise, bu durumda @ — 8 = 0 olur. Boylece, Rz (x) polinomunun

katsayilar1 asagidaki gibidir.
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B

Ry (x) = ho(m(Z ()mk)

k=0

+h1<H>x<§( ()i )

k

O

+ha—ﬁ+1(H)x“—B+1 ((ﬁ ; 1) (ﬁ) 01 %0 + (ﬁ I 1) ([13) (Dixt 4o
<§ 1) (ﬁﬁ 1) B - 1)!xﬁ‘1> + o

e () B+ () e )

R (x) polinomunun katsayilarini x’in derecelerine gére yeniden diizenleyelim.
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Ry (x) = | ho(H)

0
(5 G+
B
B

Joenan (G -

! (g)m o hg () (“Iﬁ) (f) 1!

|
R G (AL

(’;)ﬁ thepan () 1) (7 ) @1
) (1))

Yukaridaki denklemden asagidaki ifadeleri kolayca yazabiliriz.
o co(Ye) = ho(H) = 1

e 1<j<f<aicn

G(Ver) = ;hu(m ()l fﬂ) G- !

Bu iki durumun Durum 1 ile ayni oldugunu dikkat edin.
e f<j<aicn

J

GUre)= Y h (H)( 5)<j_ﬁu)(/—u)!-

u=j-p

Ornek 4.1.14. Omek 4.1.10°da verilen Y/’nin tamamlayicisimin kale polinomunu
bulalim. Y'nin tamamlayicis1 Ornek 4.1.12'de kirmiziyla verilmistir. Simdi polinomu

Teorem 4.1.13'"ii kullanarak degerlendirelim. hy(H) = h,(H) = 1 ve u = 1 igin

2

MU= &

&1=1

=(1+2)=3
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bigimindedir. O zaman Y /’nin kale polinomu RYc' x) =co(Yer) + 1 (Yo)x +
c;(Yer)x? + c5(Yor)x3 ve Ry, (x)’nin katsayilar asagidaki gibidir:

co(Yer) =1
vel<j<3igin

(Vo) = Zh(ﬂ)( G2 )a-w

() (renn () o
()O3

=18,
cstrer =Y nen (71,2 Y-
u=0

- ()E)zon () ()1 () )
SO0 (O

=91

ve

ca(Ye) = Zh(ﬂ)(i (s ) 6w

i ()E)s+nan () Qnon () ()
() ()o
()OO () oo

=125
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olarak bulunur. Dolayisyla,

Ry, (x) =1+ 18x +91x% + 125x3

olur.
4.2. Tartisma

Young diyagramlar1 ve kale polinomlar1 kombinatorik bir kavram sayisal
yarigruplar ise cebirsel bir yapidir. Bu tez ile bir cebirsel yap1 kombinatorik yapilar ile
yorumlandi. Son yillarda sayisal yarigruplar ve Young diyagramlar ile ilgili literatiirde
bir¢ok calisma yer almakta ve giincel bir konu olarak arastirilmaktadir. Bizim ¢alismamiz
da bu giincel arastirma konusuna destek niteligindedir. Daha 6nce kale polinomlar ile
sayisal yarigruplar arasindaki iliski aciklanmamisti. Bu baglamda calismamiz yeni bir
problemin ¢oziimiinii ele aldi. Bu tez, gelecekte yapilacak caligmalara rehberlik
edebilecek 0zgiin bulgular igermekte ve ayn1 zamanda cebirsel yapilarin kombinatorik
yapilar ile iligkilerini daha derinlemesine anlama yoniinde katki saglamaktadir. Boylece,
matematiksel yapilarin birbiriyle iliskilerini inceleyen arastirmacilara hem teorik hem de
pratik agilardan yeni bir bakis agis1 sunarak literatliire anlamli bir katki sagladigimiza

inaniyoruz.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu galismada, almost simetrik Arf yarigruplar ile kale polinomlar: arasindaki
iliski, Young diyagramlar1 araciligiyla ele alinmistir. Sayisal kiimeler kiimesi,
parcalaniglar kiimesi ve Young diyagramlari kiimesi arasindaki birebir eslesmeler
kullanilarak, almost simetrik Arf yarigruplarina karsilik gelen Young diyagramlari
belirlenmis ve bu diyagramlara ait kale polinomlar1 blok ayristirma algoritmasi ile
hesaplanmustir.

Calisma kapsaminda, a € N igin almost simetrik Arf yarigrubu S = {0, a +

1, -} ye karsilik gelen Young diyagrami Y nin kale polinomu

Ry (x) =1+ ax
bigiminde elde edilmistir. Bunun yam sira, « € N ve g € {1,3,5,...,2a — 1, >} olmak
lizere, almost simetrik Arf yarigrubu € = {0, + 1,8 + 3, ...,2a + B + 1, »} ye karsilik

gelen Young diyagrami Y, nin kale polinomu

Ry (%) = co(Ye) + c1 (YO)x + ca(Yo)x? + -+ + Cauq (Y )x*H?

olarak belirlenmistir. Burada cy(Yy) =1, ¢;(Y¢) = a(a;l) + (a+ ), car1(Yo) =B ve
U=2,..aign
a+l-u €u £3 )
c,(Yo) = Z ) Z Eyq o Z & z &
£”=1 8#_1=1 £2=1 81=1
a+2—u Eu—-1 £3 &
+a+pB—pu+1) Z g1 Z Ey—p o Zez Zel
Su_1=1 8#_221 8221 8121
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formundadir. Ayrica, ayni gruba karsilik gelen Young diyagrami Y nin tamamlayicisina

ait Y-/ nin kale polinomu da
Ry, () = co(Yer) + 1 (Ye)x + (Y )x? + -+ cq (Vo) x®

ve RYc’ (x)’in katsayilari

(1 eger j = 0 ise
J
zh(H)(a_”)( # )(j—u)' eger 1 <j < a<fise
Y A YAV ' =)=
u=0
J
¢i(Yer) =4 h#(H)(C,Z_M)(.ﬁ)(j—M)! eer1<j < B < aise
= J—H/ N~ U
u=0
J
Z hy(H)(C.Z:'u)(._'B )(j—u)! eger f <j < aise
S J—H/ N H

a—p Eu £3 &
ORI DI I
eu=1 gp—1=1 &p= &=

formundadir.

5.2 Oneriler

Bu calismada almost simetrik Arf yarigruplarinin kale polinomlar ile iliskisi
Young diyagramlar1 araciligiyla incelenmis ve bu iligkilerin cebirsel ifadeleri ortaya
konulmustur. Bu ¢alisma ile sayisal kiimeler ile kale polinomlar1 arasinda yapilan
arastirmanin daha da genisletilmesi gerektigi anlasilmaktadir. Bu dogrultuda, gelecekteki
caligmalarda asagidaki arastirma alanlar1 ele alinabilir:

e Farkli sayisal yarnigruplar i¢in kale polinomlarmmin bulunup bulunamayacagi

arastirilabilir.
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Kale polinomlarinin katsayilar1 ile sayisal kiimelerin degismezleri arasinda bir
iliski olup olmadig: incelenebilir.
Kale polinomunun literatiirdeki uygulama alanlarna sayisal kiimelerin dahil

edilip edilemeyecegi degerlendirilebilir.
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