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OZET

a . DERECEDEN BAZI YAKINSAKLIK CESITLERI UZERINE

Selman EKIN

Yiksek Lisans Tezi

Bitlis Eren Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Siikran KONCA
Agustos 2016, 45 sayfa

Bu tez caligmasi bes bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde « . dereceden istatistiksel
yakinsaklik kavramindan kisaca bahsedilmis olup, ikinci bolimde konuyla ilgili literatiir
taramasi1 yapilmistir. Ugiincii boliimde ise bazi temel kavramlara ve tamimlara yer verilmistir.
Tezin orijinal kismini olusturan dordiincii boliim iki kisimdan olugmaktadir. Dérdiincii boliimiin
ilk kisminda cift indisli dizilerde o . dereceden agirlikli lacunary hemen hemen istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlanarak bazi kapsama bagintilari incelenmistir. Dordiincii bdliimiin
ikinci kisminda ise dizilerin « . dereceden agirlikli lacunary istatistiksel yakmsakliginin ideal
versiyonu incelenmistir. Ayrica bazi dizi uzaylar1 tanimlanarak literatiirdeki dizi uzaylariyla
aralarindaki kapsama bagintilar1  verilmistir. Son boélimde elde edilen sonuglar

degerlendirilmistir.

Anahtar kelimeler: Agirhik, Lacunary Dizisi, « -Dereceden Istatistiksel Yakmsaklik, I-

Istatistiksel Yakmsaklik, Ideal



ABSTRACT

ON SOME TYPES OF CONVERGENCE OF ORDER- «

Selman EKIN

Master Thesis

Bitlis Eren University Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Siikran KONCA
August 2016, 45 pages

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the concept of statistical convergence of
order o is mentioned briefly. In the second chapter, the literature on the subject was examined.
In the third chapter, the fundamental definitions and notations are given. The fourth chapter,
which is the original part of this thesis, consists of two sections. In the first section of fourth
chapter, the concept of weighted lacunary almost statistical convergence of order « of double
sequences was defined and some inclusion relations were given. In the second section of the
fourth chapter, the ideal version of weighted lacunary statistical convergence of sequences of
order @ was examined. Further, some inclusion relations were given. In the last chapter, we

evaluate the results obtained.

Keywords: Weight, Lacunary Sequence, Statistical Convergence of Order «, I-Statistical

Convergence, Ideal
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IN
IR

SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Reel veya kompleks terimli tiim dizilerin uzay1

Reel veya kompleks terimli tiim yakinsak dizilerin uzay1

Reel veya kompleks terimli sifira yakisak tiim dizilerin uzay1
Reel veya kompleks terimli tiim sinirh dizilerin uzay1

Tim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tiim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
a -Dereceden tliim lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Tim agirlikl istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tim agirlikl lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Ideal
Filtre

Tim - istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi
Tiim - lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

Tim I- agirlikli lacunary istatistiksel yakmsak dizilerin kiimesi



1. GIRIS

Yakinsaklik kavramindan daha zayif bir yakinsaklik ¢esidi olan istatistiksel yakinsaklik kavrami1
yillarca farkli isimler altinda matematigin birgok alanlarinda calisilmistir. Istatistiksel
yakimsaklik kavrami, toplanabilme teorisinde ve fonksiyonel analizde dnemli yer tutmaktadir.
Derece dahil edilerek, bir dizinin istatistiksel yakinsakligi Gadjiev ve Orhan [1] tarafindan
asagidaki gibi verilmistir:

0 < B <1 derecesi ile birlikte bir x = (x,) reel ya da kompleks terimli say1 dizisine eger her

£>0 icin

- ‘{k <n,|x, —L| > 5}‘

=0
n—0 nl_ﬂ

ise bir L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

£ =0 i¢in yukaridaki tanim istatistiksel yakinsakligin tanimina indirgenir. Yukaridaki tanim

asagidaki gibi diizenlenebilir:

a sayist 0<a <1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 olsun. Hk <n:ke E}

, E kiimesinin n

den biiyiik olmayan elemanlarinin sayisin1 gostermek iizere her £>0 i¢in

.1

}gg;‘{kénﬂxk —L|Zg}‘:0
olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (xk) dizisine L’ye « . dereceden istatistiksel yakinsaktir
denir. Bir bagka ifadeyle, her £>0 ve hemen hemen her k(o) igin |xk —L| <g ise xz(xk)
dizisine L’ye «. dereceden istatistiksel yakimsaktir denir. Bu yakmsaklik S*-lim, , x, =L

seklinde gosterilir. « . dereceden tlim istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi S ile gosterilir [2].



2. ONCEKI CALISMALAR

Istatistiksel yakmsakhik kavrami Fast [3], Steinhaus [4] ve daha sonra bagmmsiz olarak
Schoenberg [5] tarafindan tanitildi. Uzun yillar sonra, Fourier Analizi teorisinde, ergodik teoride
ve sayilar teorisinde farkli adlar altinda arastirildi. Fridy [6] ve Salat’in [7] calismalarindan sonra
toplanabilme teorisinde en aktif caliyma alanlarindan birine doniigmiistiir. Bu konuyla ilgili

calismalar hem hiz kazanmig hem de genisletilmistir.

Colak [2] tarafindan istatistiksel yakinsaklik taniminda paydadaki n yerine n“ alinarak
tanitilan « . dereceden istatistiksel yakinsaklik kavramu ile istatistiksel yakinsaklik ¢alismalarina
farkli bir yon verilmistir. Bhunia ve digerleri [8] « . dereceden istatistiksel yakinsaklik kavrami
ile ilgili baz1 sonuglar vererek ayni yontemin ¢ift dizilere de uyarlanabilecegini soyleyerek (a,f)
dereceden istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamistir. Daha sonra Colak ve Bektas [9]
tarafindan « . dereceden A -istatistiksel yakimsaklik; Et ve digerleri [10] tarafindan fonksiyon
dizilerinin « . dereceden A -istatistiksel yakinsakligi; Sengiil ve Et [11] tarafindan « . dereceden
lacunary istatistiksel yakinsaklik; Cmar ve digerleri [12] tarafindan « . dereceden diizgiin ve
noktasal istatistiksel yakinsaklik; Das ve digerleri [13] tarafindan olasilik teorisinde o .
dereceden istatistiksel yakinsaklik; Ghosal [14] tarafindan « . dereceden agirlikli istatistiksel

yakinsaklik ve uygulamalar1 matematigin bir¢cok alaninda calisilmistir.

Tek indisli diziler i¢gin hemen hemen yakinsaklik ve kuvvetli hemen hemen yakinsaklik
kavramlar1 sirastyla Lorentz [15] ve Maddox [16] tarafindan tanimlandi. Cift indisli diziler i¢in
hemen hemen yakimsaklik ve kuvvetli hemen hemen yakinsaklik kavramlar1 sirasiyla Moricz ve
Rhoades [17] ve Basarir [18] tarafindan tanitildi. Son zamanlarda c¢ift dizilerde o . dereceden
istatistiksel yakmsaklik Colak ve Altin [19] tarafindan ve «. dereceden hemen hemen
istatistiksel yakinsaklik ve o« . dereceden hemen hemen lacunary istatistiksel yakinsaklik

kavramlar1 Savas [20-21] tarafindan verildi.

Basarir ve Konca [22] tek indisli diziler i¢in yeni bir istatistiksel yakinsaklik kavrami
olan agirlikli lacunary istatistiksel yakmsakligi tanitti. Son zamanlarda yerel solid Riesz
uzaylarmda agirlikli lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami Basarir ve Konca [23] tarafindan

ve Orlicz fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanmis Riesz lacunary hemen hemen yakinsak ¢ift dizi



uzaylar1 Konca ve Basarir [24] tarafindan ve yine yerel solid Riesz uzaylarinda ¢ift indisli
dizilerin agirlikli lacunary istatistiksel yakinsakligi Konca [25] tarafindan; gene ayni kavram

yerel konveks topolojik vektor uzaylarinda Basarir ve Konca [26] tarafindan tanitilmustir.

Istatistiksel yakmsaklik, I-yakmsakligm 6zel bir halidir ve dzel bir ideal secimi ile elde
edilir. I-yakinsaklik, pozitif tam sayilar kiimesinin alt kiimelerinin / ideal kavramina dayanir.
Ideal yakinsaklik kavrami, ilk asamada 2000 yilinda Kostyrko ve digerleri [27] tarafindan
istatistiksel yakmsakligin bir genellestirilmesi olarak incelenmis ve giiniimiize kadar halen pek

cok matematik¢i tarafindan ¢alisilmaktadir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 3.1.1 X # ¢ bir climle ve K kompleks sayilarin bir cismi olsun.
+: XxX > X,

D KxX > X

Her x,y,zeX veher A,ue K igin

Ll) x+y=y+x

L2) (x+ y)+z =x+(y+z)

L3) x+6=x olacak sekilde bir & € X vardur.

L4) Herbir xe X i¢in x+(—x)=6 olacak sekilde bir (—x)e X vardir.
L5 1x=x

L6) Alx+y)=Ax+Ay

L7) (A+u)x=Ax+ ux

L8) A(xex)=(4u)x

fonksiyonlar1 yukardaki ozellikleri sagliyorsa, X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor

(lineer) uzay adi verilir [28].

Tanim 3.1.2 X bir lineer uzay ve |||| :X = IR olsun. Eger x,y € X ve her 4 € IR igin;

1) ||x||=0<:>x:0
2) |4 =[A[|l+]

3) e+l < A+

sartlar1 saglaniyorsa, || fonksiyonuna X {izerinde bir norm ve (X , ) ikilisine de normlu uzay

denir [28].



Tanmm 3.1.3 (k=1,2,3,...) birer kompleks terimli dizi x=(x,), y=(y,) ve a bir skaler olmak

lizere;

x+y=(x)+(y)

ax=(ax,)

seklinde tanimlanan islemler altinda bir lineer uzaydir. Tiim kompleks terimli dizilerin uzay1

olan @'nin her alt lineer uzayma dizi uzay1 denir [29].

Tanmm 3.1.4 A=(a,) e(c:c; p) olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

1) suan|ank| <0
k

ii) lima, =0
n—w

iii) lim )"
n—ow ©

a,|=1

kosullarinin saglanmasidir [29].

Tammm 3.1.5 Silverman-Toeplitz teoreminin kosullarini saglayan bir matris regiiler matris

(Toeplitz matrisi) olarak adlandirilir [29].

1 1
Tanim 3.1.6 p>1, —+—=1, q,,a,,a;,...,a, 20 ve b,b,,b,,....b, 20 olsun. Bu takdirde,
P q

SRS

1
iakbk S(Zn:afj (ibﬁ}q
k=1 k=1

k=1

Ve ayni zamanda;

dir [30].



Tanim 3.1.7 (X,

) bir normlu uzay ve x = (xn) de X uzayinda bir dizi olsun. Eger V& >0

igin m,n>ny iken |x, —x,| <& olacak sekilde n, =n,(&)e IN sayisi varsa x=(x,) dizisine bir

Cauchy dizisi denir [31].

Tanim 3.1.8 (X,

. ) normlu uzaymda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya tam

normlu uzay veya Banach uzay1 denir [31].

Tamm 3.1.9 x=(x, ) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger, her £>0i¢in

.1
gg;‘{k <n:lx, —L|28}‘=0
yani, hemen hemen her k i¢in |xk —L|<g olacak sekilde bir L sayis1 varsa x dizisi L sayisina

istatistiksel yakinsaktir denir ve S—limx=L veya x, —>L(S ) ile gosterilir. Tiim istatistiksel

yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir [3].

[statistiksel yakinsaklik alisiimis yakmsakligin dogal bir genislemesidir. Eger lim,  x, =L ise

o zaman S-limx = L dir. Fakat bunun tersi dogru olmayabilir.

Ornek 3.1.10 Asagidaki diziyi

Ln=k*
x:(xn):{o e (n=1,2,3,...)

inceledigimizde ~ x=(x,)=(1,0,0,1,0,0,0,0,1,...) =(x,, %, x;, x,,...) . (x.)=1 ve diger

durumlarda (x,)=0 oldugu gdriiliir.



olup verilen dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat imx =0 ve lim x, =1 olup alt ve iist limitler

birbirine esit olmadigindan bu dizi yakinsak degildir [32].

Tamm 3.1.11 Negatif olmayan tamsayilarin artan bir dizisi 6={k } olsun. Eger k,=0 ve
r—o iken h, =k, —k,_, —oo ise O={k,} dizisine lacunary dizisi denir. Ayrica @ ={k,} dizisi

icin, I, = (kr_l,kr] olarak belirtilir [33].

Tanim 3.1.12 0 = {kr} bir lacunary dizisi olmak {izere, her & >0i¢in

xk—L|28}‘:O

r—»0

limhir‘{k el :

olacak sekilde bir L sayisi bulunabiliyorsa, xz(xk) say1 dizisine, lacunary istatistiksel

yakinsaktir denir. S,-lim,_, x, =L veya x, — L(S,) seklinde gosterilir.

k—o0

Lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi asagidaki sekilde gosterilir [33]:

r—>00

S, ::{x:(xk)e w:limhir‘{k el |x, —L|Zg}‘}:0.

1 n
Tamm 3.1.13 Bir xz(xk) dizisine, ¢, :FZk:I p,X, olmak iizere S-lim, ¢ (x)zL ise

n—w n
n

( pk) dizisi ile belirlenmis agirlikli ortalama metodu ile L’ye istatistiksel toplanabilirdir veya

kisaca L’ye (R, D, ) -istatistiksel toplanabilirdir denir [34].

Tamm 3.1.14 Bir x= (xk) dizisi verildiginde, eger her & > 0igin



ise x= (xk) dizisi L sayisina agirlikl istatistiksel yakinsaktir denir ve S,-lim, , x, =L olarak

k—

yazilir [34].

Tanimm 3.1.15 Hz(kr) bir lacunary dizisi ( pk) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun dyle ki

Hi=X, pe B=2 pe Bo= 3 pe Q=50 R=0. L=(R.R]
ke(0k, ] ke(0.k, ;] k-
H, =P —F_ oldugu kolayca gorilir. Her bir k € IN i¢in p, =1 olarak almirsa H,, F, , B

Q, ve I swasiyla h,, k,, k,_,, q, ve I,’ye indirgenmis olur. Burada H, - (r — ) olacak

sekilde P,—o (n—>) oldugu kabul edilecektir ve lim, x, veya limx ile lim,_, x,

kastedilecektir [22].

Tanim 3.1.16 Bir x = (x,() dizisine, her £ >0 i¢in

1152}% {kel; :pk|xk—L|2$}‘:0

ise L’ye agirlikli lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda S(Rﬂ)—limx = L olarak

yazilir. Tiim agirlikli lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S( ile gosterilir [22].

R.6)

Tamm 3.1.17 O<a <1 olacak sekilde herhangi bir « reel sayis1 verilsin. ‘{k <n:ke E} , E

kiimesinin n den biiylik olmayan elemanlarinin sayisini gostermek iizere

1imia|{k <n:keE}|

n—0 n

limiti mevcut ise bu limit degerine E alt ciimlesinin & yogunlugu denir. Bu yogunluk o, (E )

ile gosterilir [2].

Tanim 3.1.18 Bir x = (xk) dizisi verildiginde O <« <1 ve her £ >0 i¢in



1imia\{k <nilx L]z &f|=0

n—o0 n

olacak sekilde bir L reel sayisi varsa bu diziye « . dereceden istatistiksel yakinsaktir denir ve

S“-lim, . x, =L olarak yazilir. « . dereceden tiim istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S“ ile

gosterilecektir. o =1 i¢in S“, S ye indirgenir [2].

Tanim 3.1.19 6 =(kr) bir lacunary dizisi olsun ve O<a <1 olsun. Eger her £>0 i¢in

I, =(k,_,,k.] ve h, h, ’nin o .kuvveti yani; (hf‘):(hl“,hz“, ,hf‘,...) olmak {izere

seklinde bir L reel say1 degeri varsa xz(xk) dizisine « . Dereceden lacunary istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu durumda S; —lim, , x, =L olarak yazilir. Eger a=1 alinwsa §,-

k—0

yakinsakligin yani lacunary istatistiksel yakinsakligin tanimi elde edilir [11].

Tanmim 3.1.20 x bos olmayan herhangi bir climle olmak iizere;

f:IN x IN > X

(m,n) - f(m,n) =x

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna ¢ift indisli dizi (¢ift dizi) denir. Cift indisli bir dizinin

x= (x ) elemanlarim

mn

X X Xin
X1 Xy Xon
xml xm 2 'xmn
— : —100X00




seklinde bir tablo olarak diisiinebiliriz. w, kompleks veya reel terimli biitiin ¢ift dizilerin ciimlesi

olup bu ciimle Vo eC ve Vx,yew, igin ax=(ax,,) ve x+y=(x,, +y,,) islemleri altinda

bir lineer uzaydir.

) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak {izere sup <oo ise x dizisine sinirlidir denir.

m,n=0

X:(X

mn

xﬂ’l}‘l

£7 butiin smurh ¢ift dizilerin ciimlesi olmak tizere

.

seklinde olup bu uzay ||||oo normu ile bir Banach uzayi teskil eder. Tek dizilerdeki durumun

o _ 2, _
s = {x = (xmn) ew ||x||co = sup |x,,
m,ne

aksine, cift dizilerde birden fazla yakinsaklik kavrami mevcuttur. Bunlardan en ¢ok calisilani

Pringsheim yakinsakliktir [35].

Tamm 3.1.21 Reel ya da kompleks terimli x=(x,) ¢ift dizisi Ve>0 i¢in mn>N

mn

oldugunda |x, —L|<e& olacak sekilde bir NeIN varsa x=(x, ) dizisi LelIR (veya C)

mn

sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak ve L degerine de x dizisinin Pringsheim limiti denir
ve P-limx =L ile gosterilir. ¢, ve ¢, ile tim reel ya da kompleks sayilarin sirasiyla tim P -

yakinsak dizilerin uzayini ve tiim sinirh yakinsak ¢ift indisli dizilerin kiimeleri gosterilecektir

[35].

Tanim 3.1.22 A= (a?,:" ) dort boyutlu sonsuz bir matris ve x = (xjk) bir ¢ift dizi olmak iizere her

n, m igin
— nm
(Ax )nm = Z X ji
Jj.k

cift serisi P-yakinsak ise



dizisine x dizisinin A-dOniisiim dizisi denir [36].

Tamm 3.1.23 Sinirli P-yakimsak bir ¢ift diziyi kendi limitine toplayan dort boyutlu matrise RH-

regliler matris denir [36].

Teorem 3.1.24 Dért boyuthu bir A=

i) lim a2 =0 (j,k=0,1,...)
i) im Y Yar =1
m,n—»o0 =0 k=0
i) lim i\a",g =0 (k=0,1,...)
m,n—»0 ]:0

V) ii‘a;ﬁ" <

sartlarmin saglanmasidir [36].
Tamm 3.1.25 x =(1x, ) ¢ift dizisine eger

m+p n+q

P— lim sup—zz

P42 mon (p+1 q+1 i=m j=n

ise L’ye hemen hemen yakinsaktir denir.

a;.’,:") matrisinin RH-regliler olmasi igin gerek ve yeter sart;

Yani; herhangi bir

D= {(i,j) m<i<m+p,n<j< n+q} dikdortgeni lizerinde alman x= (x) nin aritmetik

g

ortalamasi p ve g sonsuza egilimli iken L ’ye yakinsiyorsa ve bu yakinsaklik m ve n ’ye gore

diizgiin ise x = (x,j) dizisine hemen hemen yakinsaktir denir [17].

Tanmim 3.1.26

1 k+p l+q
tklpq (x) - m;;xy

olmak iizere hemen hemen yakinsak tiim ¢ift indisli dizilerin uzay1 asagidaki sekildedir:

11



k,l—o0

¢, :{x :(xl.’j): lim ‘t,dpq (x)—L‘ =0,p ve q'ya géredijzgiin.}.

Bir x= (xu) cift dizisine eger

k+p l+q

(k+1 )(i+1) ZZ‘XU_L‘:

i=p j=q

P—lm ———
k,|—0

p ve q ya gore dlizgiin ise, L ’ye Pringsheim anlaminda kuvvetli hemen hemen yakinsaktir denir.
[52] ile tim kuvvetli hemen hemen yakmsak ¢ift dizilerin uzay1 gosterilir. ¢; < [5; } cc, cly

kapsama bagntilar1 acik bir sekilde goriiliir [17].

Tanim 3.1.27 0 < <1 olsun. Her ¢ >0 i¢in

P_mljzr}?oo(mi,)“ Hiémvejﬁn:‘xij —L‘Zg}‘zo

olacak sekilde bir L reel sayisi var ise x = (xy) dizisine « . dereceden istatistiksel yakinsaktir

denir ve Sj-lim, ; x, =L seklinde gosterilir. « . dereceden ¢ift indisli dizilerin uzayr S; ile

gosterilir [19]. Eger @ =1 alinirsa ¢ift dizilerin istatistiksel yakisaklik tanimi elde edilir [37].

Tamim 3.1.28 k, =0, r > iken h =k, —k,_, —>o ve [,=0, s—>o0 iken h, =1 —I_, —>o0

olacak sekilde &

r,s

={(k,,l_v)} iki artan tam sayilarin dizisine ¢ift lacunary dizisi denir.

kr,s = krls’ h - hr h\ ° I {(k’ l) . krfl <k < kr ve ls—l < ZS l?} ’ qr = kk’ > qs = lL ve qr,s = qrqs
r—1 s—1
olarak alinacaktir [21].
Tanmm 3.1.29 0< o <1 olarak verilsin. Her & >0 i¢in
—hmi{(z ])el L‘>8}‘=0
rs—o

rs

12



olacak sekilde bir L reel sayis1 var ise x:(xl.j) dizisine L ’ye « . dereceden ¢ift lacunary

istatistiksel yakmsaktir denir ve S, —lim; x;, =L seklinde gosterilir. Tim ¢ . dereceden ¢ift

lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1r S, ile gosterilir. o =1 i¢in ¢ift indisli dizilerin

lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimi elde edilir [38].

Tamm 3.1.30 (p,), (p,) pozitif sayilarm dizileri ve P, =p+p,+..+p,,

P =p +p,+..+ p, olmak lizere

1 n m
T :—_ _.x
nm PP = ;pkpl 1

n-m

olarak verilen doniisime x=(x,) ¢ift indisli dizisinin Riesz ortalamasi denir. Eger

P—lim T.(x)=L, LelR ise x=(x,) dizisine L’ye Riesz yakinsaktir denir ve

n,m—»0 = nm

P, —lim,,  x, =L ile gosterilir [39].

Tamm 3.1.31 6, ={(k,.L,)} bir cift lacunary dizisi ve (p,). (p,) ise B, ::Zke(()k]pk,

}_)l.\ = Zle((),l‘y]ﬁl ve H, = Zke(k,,l,k,.] Dy s I-_IS: z et ] p, olacak sekilde pozitif reel sayilarin
dizileri olsun. A¢ik¢a H,:=F —-F H, = }_’J }_)z . olur. Eger ¢ift dizilerin Riesz doniisimi
RH-regiiler ve H, :=F —F_ — (r—o), H 1_31 fjﬂ —>00 (s —o0)ise O :{(Pkr,fi )}

de bir ¢ift lacunary dizisidir.

H =F —F  —®© (r—>©), H = 1_31 - El — 0 (s —>00) hiikmiini eklemekteki zorunluluk
sadece " P, — o0 (n—>)" ve " P, —> o0 (m—>o0)" kabuliiniin sirasiyla " H, — o0 (r —>)" ve
" I-_IS — o0 (s —00)" sartlarin1 her zaman saglatamamasidir. Bunu acik bir sekilde gostermek
i¢in, pozitif tamsayilarin birer (k) ve (/) lacunary dizileri i¢in P, = p, +...+ p, = (n—> )
ve P, =p,+...+ D, —>0 (m—>) olmasina ragmen H, = B —F_ ve H, = f? —1’31H smirli ve
kesin pozitif olacak sekilde (p,) ve (p,) pozitif reel sayilarmm bulunabilecegini gostermektir

[24].
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Ornek 3.1.32 Yukaridaki ifadeyi belirginlestirmek i¢in asagidaki 6rnek verilebilir.

I, bazirelN igin k=k, ise
=42
P 3 diger tiim k € IN icin
ve
I, baziselN icinl =1 ise

b= diger tiim [ € IN icin.

?a

Bu durumda P, > (n—>wx) ve B >p, +p, +..+p, =r iken r<B <r+l,

w 2
P <p +p, +-+D, +zk:137:r+1

olurken ﬁm —> 0 (m—> o) ve FZ >p,+p, +..+p =s iken s<f; <s+1,

elde edilir. Boylece H, =P, —F,_ <r+1-(r—)<2 ve H =P —F,

5|

 <s+1-(s—-1 <2 olup

smirlidir ve sonsuza iraksamaz [24].

r

B_=PP.H

r.s

J=HH ve I ={(kl):PR <k<P veR <I<P}, 0= 0,=%-
k

ve O, =Q,0, olsun. Eger her k ve [ igin p, =1 ve p, =1 olarak alnirsa H B, 0O, ve

r,s?

I'  swrasiyla h

r,s r,s?

k.. q,, ve I  ’ye indirgenmis olur [24].

Tanmmm 3.1.33 X #dJ, X ’in tim alt kiimelerinin ailesi P(X ):2X olmak iizere, I <2*

smifina asagidaki sartlar saglandigi takdirde X ’de bir idealdir denir:

i) Jel,
i) A,Bel igcin AuBel,
iii) Her Ael ve BC A i¢cin Bel.

Xel,yani I #2" = P(X) ise I ’ya asikar olmayan ideal denir [40-41].

14



Tamm 3.1.34 IN pozitif tamsayilar kiimesinin alt kiimelerinin bostan farkli bir F ailesi i¢in
i) DeF
ii) Her A,Be F igin AnNBeF

iii) Her Ae F ve BDO A igcin Be F,

sartlar1 saglaniyor ise F ailesine siizge¢ denir. Asagidaki durum ideal ile filtre kavramlari

arasindaki iliskiyi agiklamaktadir
F(I)={M cX:3Ael:M =X \A}.

F (I ) ya [ ideali ile iliskilendirilmis filtre denir. X ’de asikar olmayan [ idealine her bir

xe X i¢in {x } e/ ise uygun (admissible) ideal denir [41].
Tamm 3.1.35 7/ 2", IN *de asikar olmayan bir ideal olarak verilsin. Her ¢ > Oigin
A(g):{neIN:|xn —L|Zg} el

ise (xn) dizisine L sayisma [ -yakinsaktir denir ve I-lim = L olarak yazilir [41].

Nn—»0 xn

Tamm 3.1.36 Bir x =(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in
{neIN:l‘{kSn:|xk—L|25}‘25}el
n

ise [ -istatistiksel yakisaktir veya S (I )—yaklnsaktlr denir. Bu durumda x, —>L(S (I )) veya

S (I )—limk_)w x, =L olarak yazilir. Tiim istatistiksel yakinsak say1 dizilerinin kiimesi S (I ) ile
gosterilir [42]. I =1, (IN ’nin tim sonlu alt kiimelerinin ideali) i¢in, I -istatistiksel yakimsaklik

istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir [42].

Tamm 3.1.37 Bir x=(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in

15



{re]N:%‘{keL:|xk—L|28}‘25}eI

ise L ‘ye I -lacunary istatistiksel yakmsaktir (veya S, (I ) -yakinsaktir) denir.
Buna gore, S,(I)-lim,_,, x, =L veya x —L(S,(I)) olarak yazilr. Tiim [ -lacunary

istatistiksel yakmsak dizilerin smif1 S, (I ) ile gosterilecektir [42].

Tamm 3.1.38 Bir x =(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in
1 :
{reIN:Fr‘{keIr :pk|xk—L|Z£}‘Z5}eI

ise L sayisma agirlikli lacunary [ -istatistiksel yakinsaktir (veya S( R6) (I ) -yakmsaktir) denir.
Buna gore, S, (I)-lim,_,, x, =L veya x —> L(S(R,e) (1 )) olarak yazilir. Tiim agirlikl
lacunary [ -istatistiksel yakinsak dizilerin smifi S(Rﬂ)(l ) ile gosterilecektir [43]. 1=1,, i¢in,

S(Rﬂ) (I) yakinsaklik S(Rﬂ) ile cakisir. Her k € IN i¢in p, =1 ise S(Rﬁ) (I)—yakmsakhk, S, (I) -

yakinsakliga indirgenir [44].

Tamm 3.1.39 0<a <1 olmak iizere, bir x =(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 i¢in
{ne]N:%‘{kSn:m—L|25}‘25}e]
n

ise L ‘ye « . dereceden [ -istatistiksel yakmsaktir (veya S (I )‘Z -yakmsaktir) denir.
Buna gore, S(/)"-lim,_, x =L veya x, —>L(S (1 )a) olarak yazilir. Tim [ -istatistiksel

yakinsak dizilerin smift S (I )a ile gosterilir [44].
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Tamm 3.1.40 0<a <1 olmak iizere, bir x =(x, ) dizisine her £>0 ve §>0 igin

{relN:%erL:|xk—L|25}‘2§}eI

ise L ‘ye « . dereceden [ -lacunary istatistiksel yakmsaktir (veya S, (I ) -yakinsaktir) denir.
Buna gore, S,(/)"-lim,_, x =L veya x —> L(S(9 (1 )a) olarak yazilir. Tim [ -lacunary

istatistiksel yakimsak dizilerin smifi S, (7)” ile gdsterilecektir [44].
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4. BULGULAR
4.1 Cift indisli Dizilerde «. Dereceden Agirhkh Lacunary Hemen Hemen istatistiksel
Yakinsakhk

Bu boliimde, ¢ift indisli dizilerin « . dereceden agirlikli lacunary hemen hemen istatistiksel

yakinsakligini tanimlayacagiz. Ayrica bazi kapsama bagintilarii verecegiz.

Tamim 4.1.1 0 <« <1 olarak verilsin. Eger her £ >0 i¢cin p ve ¢’ ya gore diizgiin olarak

P— lim
(e

a

Hk <P vel<P, :p.D ‘t,dpq (x)—L‘ > 5}‘ =0

olacak sekilde bir L reel sayis1 varsa x =(xl.j) cift indisli dizisine L’ye « . dereceden hemen

hemen agirlikl istatistiksel yakmsaktir denir ve 51‘:2 —Ilim =L seklinde gosterilir. « .

i, jooo Xij
dereceden tiim ¢ift hemen hemen agirlikli istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S’Zz seklinde

gosterilir. @ =1 i¢in ¢ift dizilerin hemen hemen agirlikli istatistiksel yakmsaklik tanimi elde

edilir.

Tamm 4.1.2 0<a <1 olacak sekilde herhangi bir « reel sayisi verilsin ve H?, H,_ ’nin «.

rs rs

kuvvetini gostermek lizere, her £ >0 i¢cin p ve ¢’ ya gore diizgiin olarak

P—)EE}DHL:; (k1)1 Py (x)- 1] 2 g}‘ =0

a

olacak sekilde bir L reel sayis1 var ise x:(xl.j) ¢ift indisli dizisine « . dereceden 5’(R2 0.)"

yakinsaktir denir. x:(xl.j) dizisinin L’ye « . dereceden §<";2 ) )—yakmsak olmast durumunda

a

S(#.0,,)-lim, ; , x; =L seklinde gosterilir. Tim « . dereceden hemen hemen agirlikli lacunary

a

istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S(x*.4,,) seklinde gosterilir.

58

18



Tanim 4.1.3 0 <a <1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 ve ¢ pozitif reel say1 olsun. Eger p

ve ¢ ya gore diizgiin olarak

1

=0

) 1 _
P—lim — Z )27 ‘t,dpq (x)—L

; a
r,s—0 Hrs (k,l)eln

ise x=(xl.j) dizisine L’ye kuvvetli foa,“\)(t)-toplanabilirdir denir. Tiim kuvvetli foa”)(t)-
toplanabilir dizilerin kiimesini Rzlem)(t) seklinde gosterecegiz. 1 =1 igin R(s,)(r) dizi uzayr Ris,)

dizi uzayma indirgenir ve bu uzay tiim « .dereceden kuvvetli foem) -toplanabilir dizilerin uzay1

seklinde adlandirilir.

Her k,l€IN i¢in p, =p, =1 alinirsa R?e,“)(t) uzayl, [19]°daki caligmada tanimlanmis olan

a

W(a,)(7) uzayma indirgenir.

Teorem 4.1.4 Eger O<a < S <1 ise SEIRZ,H,J) c Sf

#.4,) kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: 0<a < S <1 olsun. Buna gore her £ >0 igin

1
77 P
rs P4

(k1) e p iy, ()~ 1|2 g}\

< 1
<—sup
rs P

(k1) e, pB b, ()~ 1|2 g}\ .

elde edilir.

e

Boylece SZZRZ,B,J) C S(ﬂ

R0, )

Teorem 4.1.5 0<a <1, 6, ={(k,,ls)} bir ¢ift lacunary dizisi olsun. Eger liminf, Q >1 ve

a

liminf, 0,>1 ise Sw < S(ws,) dir.
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Ispat: liminf, QO >1 ve liminf, Q,>1 oldugunu varsayalim. Bu durumda yeterince biiyiik r, s

degerleri icin Q 214+ ve Q, >1+6 olacak sekilde bir §>0 vardir dyle ki P’ 2% ve
+
k"
}_)° Zﬁ. Sw - lim x, = L olsun. Buna gore yeterince biiylik r ve s degerleri i¢in
i —+ i,j—>0

( 115 i sup|{k <P, vel<P, : p,p, \tk,pq(x)_L‘Zg}‘
p.q
[
> ﬁsﬁ) {(k,l) el :p.p ‘tk,pq (x)—L‘ > 8}‘
kL, ;
Hy

1
(REY @y

H ) 1
= = — Sup
2a
1
> i ——sup
1+06) HZ »q

Boylece S(#.4,,)-lim, ;,, x; =L elde edilir ve bu da ispat1 tamamlar.

(kD) el s pBi b, ()-L]> &

{(k,l) S I,I.,x : pkﬁl ‘tklpq (X) _L‘ 2 8}‘

(kD) el 2 Bty (x)- L] g}\ .

Teorem 4.1.6 0<a <1, 0. = {(kr,lx)} bir ¢ift lacunary dizisi olsun. Eger limsup, Q% <o ve

limsup, Q‘; <o ise S (aRZ,H) cS w elde edilir.

Ispat: Varsayalim ki limsup, Q% <o ve limsup, Q% < olsun. Buna gore her r, s IN igin

Q<K ve Qf< K olacak sekilde bir K >0 sayis1 vardir. S EZRZ,HM)—Hm- x. =L ile birlikte

i, j—0 “Vij

a

xes (7.6, olsun.

.5

N = ‘{(k,l) 1!, Pt (x)- L2 g}‘ @.1.1)

20



alalm. S EZRZ,B) nmn tanimindan ve (4.1.1) denkleminden, verilen bir € >0 ve her r>r,, s>s,

icin N, < ¢ olacak sekilde r,,s, € IN vardur.

o
rs

M =max{N, :1<r<rpvel<s<s,}

olsunvemven, k,_ <n<k ve l ,<m<I[ sartlarmi saglayan herhangi pozitif tamsayilar olsun.

Boylece her p ve ¢ i¢cin

(P; a‘{kﬁpn Veléﬁm:Pkﬁ;‘fk,pq(x)—[,‘zg}‘
< (P%‘{k <K vel< 13, : BT ‘tk,pq (X)—L‘ > g}‘
| S

1 Ty, So 1
T = e Nj+——— N..
(thl 131.;,1 )”‘ i,jzl,l i + (Pk ]EH )0‘ (r‘)<i§r)§so<jgs) ij

N,H"

saglanir. r,s —oo iken £, —> o ve }_3] — o (Pringsheim anlaminda) oldugundan
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%‘{k <P vel<P :p.Dp, ‘tk,pq (x)—L‘ 25}‘ — 0 (m,n— o)

n-m

elde edilir.

Teorem 4.1.7 0<a<B<1 ve t pozitif bir reel say1 olsun. Buna gore Ry, (t)gRgm (1)

kapsama bagntis1 saglanir.

Ispat: x= (xu) eRs. () olsun. Verilen bir pozitif ¢ sayis1 ve 0<a < B<1 olacak sekildeki

a>0 ve >0 icin

t

1 y 1 _
H_rﬂ,s(k,l)ze;m PP ‘tklpq (x) —L" < Hffs (k,,)ze;w DD ‘tklpq (x) - L

elde edilir ve boylece yukaridaki esitligin her iki tarafindan r ve s lizerinden Pringsheim

anlaminda limit alinarak sonug elde edilir.
Bir 6nceki teoremin bir sonucu olarak asagidaki sonuca ulasilir.

Sonuc¢ 4.1.8 0 <a < <1 ve t pozitif reel say1 olsun. Buna gire
i) a=p ise RZ,_J (t) = Rg,__d (t)

ii) Her ar €(0,1] ve 0<7<ooigin Ry, (1) Rg,ﬂy (1).

Teorem 4.1.9 o ve f, 0<a< <1 olacak sekilde sabit reel sayilar olsun. Eger I| <1 ise

B
(#0.)

RZM S kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: K, (&) ={(k,l) el :p.p ‘t,dpq (x)—L‘ > 8} ve xeRg, olsun. Bu durumda p ve ¢ ya

gore diizgiin olarak
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| —
P—lim — Z DD, ‘t,dpq (x)—L‘zO.

7,5—>0 Hrs =

Her p ve ¢ igin

1 _ 1 _
H_ras(k;dm PP ‘tklpq (x) - L‘ Z He (k’l)ze;m PP ‘tklpq (x) - L‘
1 _ 1 _
= H_rf(k,zze:f” PP ‘tklpq (x) - L‘ + He (k,lze:/,: PP ‘tklpq (x) _L‘
1 _ 1
2 H* W)Zel,” PP ‘tklpq (x)_L‘ “H Ko, (‘9)‘5
1
> F‘K& (g)‘ &

oldugundan x e S (ﬁRz 0.) elde edilir.

r.s

Sonu¢ 4.1.10 o sayisi, 0 < <1 olacak sekilde sabit bir reel say1 degeri olsun.

a

1) Eger bir dizi L’ye kuvvetli RZM -toplanabilir ise L’ye S(r.,)-yakmsaktir, yani; RZ,J c
S(w.s,,) "dir.

i) O<a <1 icin Ry, < S(x.,,) dir.
Teorem 4.1.11 0 < <1 olmak iizere asagidaki durumlar saglanir:

i) Her k,/eIN igin p, <1l ve p,<I ise W;’J -P-limx:RZm -P-lim x=L ile birlikte

~ o
W, < Rs,, kapsama bagmtisi saglanir.

T

. .. — H .
i) Her k,leIN 1iin p,>1 ve p>1 ve L ve = {stten siirliysa

h

7

=

B

I~€§'f -P-lim x = WZ” -P-lim x = L ile birlikte RZM c WZ,J kapsama bagintis1 saglanir.

23



Ispat i) 0 <« <1 olmak iizere bir x = (xy) dizisine R, -toplanabilirdir denir eger

. 1 _ . g e
P—lim — > p.p, ‘t,dpq (x)- L‘ =0, (p ve q’ya gore diizgin).

rsoo H (kD)

Her k,/€IN i¢in p, = p, =1 olarak secilirse Ii’gm dizi uzay1 ng dizi uzayina indirgenir:

W@i:{ :(x"j):P_rgglohia Z ‘tklpq(x)_L‘:O}.

rs (k,l)elm

Eger her k,l e INigin p, <1 ve p, <1 ise her r,s€IN igin H, <h ve H <h_ olur. Boylece

=

H
O<Mlsh—’<1 (her reIN) ve 0<M,<="<1 (her seIN)

7

=

olur. Wei —P—limx =L ile birlikte x e ng olsun. Her ¢ >0 ve her p,q i¢sin M\, =M M,

olmak iizere,

Hla Z pkﬁl‘tklpq(x)_l"
=— > pkﬁz‘thpq(x)_L‘

HYHT (i,
2. PP, ‘tklpq (x)- L‘

k

1

B (M, )a (MZf_lS )a (ke
1

S P z ‘tklpq(x)_l"

(11, () 5,
S+ > ‘tk,pq(x)—L‘

(M 1,2) (hrs )a (k1)el,

A

elde edilir. Pringsheim anlaminda limit alinirsa r, s — oo i¢in, istenilen sonuca ulagilir.
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H
i) —-

r s

>1 ve p,>1 olsun. Her r,s € IN igin

_ - o H L
H >h ve H_>h  elde edilir. Buna gore 1< h’SNl<oo (her reIN i¢in) ve

r

o]

1<=2

s

o~

<N, <o (herseIN ig¢in) olacak sekilde N, ve N, sabitleri vardur. R;,‘_ —P-limx=L

ile birlikte x € Ry olsun. Béylece her p, ¢ iin

1 _ _
h_z(k;e[m PP ‘tklpq (x) - L‘ = (hrf_ls )a (k;am PP ‘tklpq (x) - L‘

NN, _
(;;] 3 (-

’I)EIrs

(H H) (k.D)el,, i ‘tklpq _L‘

Ny
(Hm (k.D)el,,

PP ‘tklpq (x) F L‘

saglanir. N,, = N|N, olmak iizere. r,s — oo iken Pringsheim anlaminda limit alinirsa sonug elde

edilmis olur.

Teorem 4.1.12 0 < o <1 olmak iizere asagidaki durumlar saglanir:

i) Her k,leIN igin p, <1 ve p,<I ise Sg -P-limx=S FRZ,@J)-P-limx =L ile birlikte

S < S(iw.,) elde edilir.

T

i) Her k,leIN 1iin p, =21 ve p =21 ve H,

ve £ {stten smirliysa

=
=

~
A

S EXRZ,QH) -P-limx=3S Z -P-lim x = L ile birlikte § EIR%@,’S) cS Z kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat i) xe §Z _ olsun. Bir 6nceki teoremdeki benzer metod uygulanirsa her p ve g i¢in ve her

£>0 igin
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[—]1 ‘{(k l) < I PPy ‘tk[pq —L‘ 2 8}‘

:( _) {P <k<FE VeP <l<P pkp,‘tk,pq —L‘Ze}‘
HH,
1 1 - -
RCTRRT [B. <k <k<B <k ve B <l <I<P <L:p.pl,(x) —L‘Zg}‘
SN Nl <<k, ve d, <i<1 2y, (x)-1]> &
(Mlyz)a (hs kipq
:(Ml )a.(hl (kD)< 1, g, (1) ]2 £]].
1,2 s
ii) Her &£>0 ve her p, g i¢cin
<t b ()-8}
:ﬁ‘{k <k <k, ve L <I<L,:[h,, (x)-1]>
hi
S((Nll\_lz);‘{krléﬂrl<k£kr<f7{r£k,Vel <P <1<l <P <L :ppfty,(x —L‘Zg}‘
HH

E

a

) {P <k<PB_ve B_<I<P :p.p, ‘tklpq (x)—L‘Zg}‘

m

)
12)a
)a

/2\/—\

{ k, l el :p.p ‘tklpq —L‘Zé‘}‘

m

(

elde edilir. r, s — oo i¢in Pringsheim anlaminda limit alinirsa, ispat tamamlanmis olur.

>0 ise Sw < S(r o) elde edilir.

Teorem 4.1.13 0 < <1 olsun. Eger lim inf 5
r,s—>0 %y
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Ispat: Verilen bir & > 0igin

{(k,l) el :pDp ‘tk,pq (x)—L‘ > 6‘} c {k <P, vel<F :p.p, ‘tk,pq (x)—L‘ > 8}
kapsama bagintist saglanir. Buna gore

1

ﬁ‘{k < B vel< 1_), CPe P ‘tklpq (x)_L‘ = g}‘
[

1
PP,

>

{(k,l) el :pp, ‘tklpq (x)—L‘ 2 g}‘

_HY 1

B P H'

X rs

{(k,l) el :p.p ‘tklpq (x)—L‘ 2 g}‘

a

elde edilir. liminf —=->0 oldugundan r,s — o0 i¢in Pringsheim anlaminda limit almnirsa
r,s kr lx

a

Sr € S(r.4,) kapsama bagntist saglanmus olur.

Teorem 4.1.14 6?m={(kr,ls)} ve Qévz{(ur,v‘?)} iki ¢ift lacunary dizisi olsun, ¢ ve f ise

0<a < B<1 sartimi saglasm ve I c J! kapsama bagintisi her r,s € IN i¢in saglansin. Eger

. . H”
liminf —= >0
r,s B

rs

ise S,  S{io) clde edili

R ,,9') =

a

Ispat: Varsayalim ki her r,s € IN i¢in I — J| olsun ve lim inf —*> 0 saglansin. Verilen her

r,§—>0 ﬁ
rs

£>0 i¢in

(k1) eI, pepyft, (x) - L]z e} <{(k 1) € T, PPty (¥) - L] 2 &



elde edilir ve boylece her r,s € IN igin

Llﬂ{(k,l) el i p.p ‘tk,pq (x)—L‘ > 8} 2;1—51_;(1 {(k,l) el :p.p ‘szpq (x)—L‘ > g}

saglanir. Simdi r,s —>oo icin son esitsizlikte Pringsheim anlaminda limit alinwrsa ve

a

lim inf H—ﬂ” >0 denklemini kullanarak S !

2
r,s—m (R R
rs

o) cS (aRzﬁ) kapsama bagntisi elde edilir.
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4.2 Dizilerin ¢ . Dereceden Agirhkh Lacunary Istatistiksel Yakinsakhgmnin ideal Versiyonu

Bu boliimde, dizilerin « . dereceden agirliklt lacunary istatistiksel yakinsakliginin ideal
versiyonu incelenmistir. Ayrica bazi dizi uzaylar1 tanimlanarak literatiirdeki dizi uzaylariyla

aralarmdaki kapsama bagntilar1 verilmistir.

Tez calismasi boyunca aksi belirtilmedik¢e [ asikar olmayan, uygun ideal olarak kabul

edilecektir.

Tamm 4.2.1 0 =(k,) bir lacunary dizisi olsun ve 0<a <1 verilsin. Bir x=(x,) dizisine L’ye
a . dereceden [ -agirlikli lacunary istatistiksel yakinsaktir (veya L’ye S(”,‘w)(l )—yak1nsakt1r)

denir eger her ¢ >0 ve 6 >0 i¢in
1 ,
{relN:H—?erIr:pk|xk—L|25}‘Z5}eI

ise. Bu durumda S5, (7)-limx, =L veya xk—>L(S"’

k—0 (Rﬂ

)(I)) olarak yazilr. Tim «.

a

dereceden [ -agirlikli lacunary istatistiksel yakinsak dizilerin smifi S( .0

)(I ) ile gdsterilecektir.

I=1, ve a=1 igin S((je,e) (I) yakinsaklik S( ile cakisir [22]. Eger @ =1 ve her k € IN i¢in

R.0)

p, =1 ise S& ) (I ) -yakinsaklik, S, (I ) yakinsakliga indirgenir [43].

Teorem 4.2.2 0<a <1 ve x= (xk) ile y= ( yk) reel say1 dizileri olsun. Buna gore asagidakiler
saglanir:

i) S&ﬁ)(l)—liﬁrgxk =x, ve ceIR ise S&ﬁ)(l)—ligolcxk =cx, olur.

a a

i1) Eger S&ﬁ)(l)—liﬁrgxk =X, ve S(Rﬂ)(l)_ggyk =y, ise S(R,a)(l)—lii?o(xk+yk):x0+y0.

Ispat: i) c=0 icin esitligin saglandig1 kolayca goriilebilir. Varsayalim ki ¢#0 olsun. Buna

gore
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1 :
{k el :p, |xk —xJZﬁH

%‘{k el :p, |cxk —ch| > 5}‘ =

r r

esitligi elde edilir. Boylece herhangi bir 6 >0 igin

{reIN:HLraHk el :p, |cxk —chZe}‘Zé‘}c{reIN:HLra‘{k el :p, |xk —x0|28}‘2|c|5}el

saglanir. S(‘;‘e, 0) (I ) — llig x, = x, oldugundan ikinci kisimdaki kiime [/ ’ya aittir ve boylece ispat

tamamlanir.

i)

1 {kel; 1P, ‘(xk +yk)—(xo+y0)‘28}‘

a
r

<

1
< +—
Ha

r

a
r

. {kel;:pk |xk—x0|2§}

{keﬂ S ANA _)’0|Z§H

esitsizliginden yola ¢ikarak herhangi bir 6 > 0 i¢in

{reIN:HLra‘{k el :p, ‘(xk +yk)—(x0+y0)‘ 28}‘25}

-

kapsama bagintis1 elde edilir. Sag taraftaki kiime [/ ’ya ait oldugundan, idealin tanimindan

C{;’EIN:L
Ha

r

1 : £
Zé}u{relN:F {ke]r :pk|yk—y0|25}

r

{kel; P, |xk —x0|23}

soldaki kiime de [ *ya ait olur ve bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.3 Eger O<a < <1 ise S(‘}‘e,e) (I ) c S(’je,e) (I ) kapsama bagintis1 saglanir.

Ispat: #‘{k el :p|x —L|> g}‘ SHLraHk el :p|x,—L|> g}‘

r
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esitsizliginden herhangi bir 6 >0 i¢in

{reIN:HLf‘{keI; 1Py |xk—L|Zg}‘25}g{relN:#‘{kel; P, |xk—L|25}‘25}eI

r

a

elde edilmis olur. x, —>L(S(R,9)

(1 )) oldugundan sagdaki kiime [/ ’ya aittir. Boylece ispat

tamamlanir.

Sonu¢ 4.2.4 0<a <1 olmak iizere, eger bir x=(x,) dizisi bir L sayismma « -mertebeden [ -
agirlikli lacunary istatistiksel yakinsak ise L sayisma [ -agirhikli lacunary istatistiksel

yakinsaktir, yani; S(‘;’e) (I) —limx = S(R’a) (I) —limx =L ile birlikte S (I) c S(Rﬁ) (I) dir.

(R.0)

Tamm 4.2.5 Bir x=(x,) dizisi L’ye (R, p,.0)" (I)-toplanabilirdir eger [ —lim W, (x)— L

1
» Z P, X, olmak iizere {r €lIN:

r kel,

ise yani her & >0 igin, W, (x):= W, (x)-L|= g} el ise. Bu

durumda ((R pr,H)a (I))—limx =L veya x, > L((R, D, H)a (1)) drr.

Teorem 4.2.6 [ — P(IN ) bir uygun (admissible) ideal, 6 = (k,) bir lacunary dizisi ve [ r cl,

a

olsun. Buna gore x, > L((R, pr,H)a (1)) olmasi x, — L(S(Rﬁ)

(1 )) olmasini gerektirir.
Ispat: Varsayalm ki x, — L((R, D, H)a (I )) olsun ve K, (6‘) asagidaki gibi tanimlansin:

K, (¢)={kel, :p|x —L|>&} . 4.2.1)

Buna gore

1 1
Zpk |xk _L|2 178 Zpk |xk _L|

H? -
r kel r kelr
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1 1
—L —-L
H;Z ke; pk |Xk |+ Hra ke; pk |Xk |
kekK, (&) keK,(£)

1
ZHa Z pk|xk—L|

r kel;
keK, (&)

1
=& p

‘{k el :p, |xk —L| > g}‘

I

elde edilir ve boylece

11
EHrak%‘:pk|Xk_L| >

I—;”’ ‘{k el :p|x.—L|> g}‘

esitsizligi saglanir. x, — L((R, p..0) (1 )) oldugundan ikinci kiime I ’ya aittir ve bdylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.2.7 VkeIN i¢in p,|x, —L|<M ve I cI olsun. Eger xk%L(S(”;,e)(I)) ise

X, — L((R, D, H)a (I)) olur.

Ispat: Her keIN igin p, |xk—L|SM ve I, I, olsun. x, —)L(S&ﬁ)

(I)) olsun ve Kr(g),

(4.2.1) denkleminde tanimlandigi sekilde olsun. Her & >0 i¢in

1
a Zpk|'xk_L|
H

kel,
1
< —L
< He kezlr'pk |’xk |
1 1
T Z pk|xk—L|+Ha Z Py |~ L]
T ek (o) " ek (o)
<M la K, (&)+e
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elde edilir. Sonug olarak

{relN:#Zpkm—L|Z€}g{re]N: 1

a
r kel r

{kel; 1Py |xk —L|28}‘2%}

kapsama bagmtisi saglanmis olur. x, —)L(S(”;,e)(l )) oldugundan ikinci kiime 7 ’ya aittir ve

boylece

{relN:%Zpk|xk—L|Z£}el

r kel

elde edilir. Buna gore x, — L((R, D, 9)“ (1 )) olur.
Teorem 4.2.8 0 <« <1 olmak iizere, asagidaki sartlar saglanir:

i) Her keIN i¢in p, <1 ve x, —>L(S; (1)) ise x, —>L(S((;ﬂ)(1)) olur.

i) Z istten sl olsun. Eger her keIN igin p, 21 ve x —L(Sj, (1)) ise

r

X, —>L(S; (I)) olur.

Ispat: i) Her k €IN icin p, <1 ise her reIN ig¢in H, <h olur ve buradan her reIN igin

(Hr )a S(hr )a elde edilir. Boylece 0< M, S%Sl olacak sekilde bir M, sabiti bulunabilir.

Buradan her r€IN i¢in (M]h, )a S(Hr )a elde edilir. x, —)L(S; (I)) olsun. Buna gore her

£>0 i¢in

! {kel;_ :pk|xk —L|25}‘

a
r

1

o
r

{Pk,,l <k<PB :p|x -L|> g}‘
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1
(Mlhr )0‘

< (P <k <k<P, <k:p, |xk—L|Zg}‘

11
<
M® ke

{kr_, <k<k,: |xk —L| > g}‘

11
M h°

s

{kelr: |x, —L|Zg}‘

esitsizligi saglanir. Bu ylizden verilen bir ¢ > 0 i¢in

! {kel;:pk|xk—L|Zg}‘25

o

= la ‘{kelr: |xk —L|25H2M1"‘5

elde edilir. Buna gore,

{relN:HLf‘{keI; :pk|xk—L|Zg}‘25}c{reIN:%‘{ke]r:|xk—L|25}‘2Mf‘5}

olur. x, — L(S; (1 )) oldugundan sag taraftaki kiime I ya aittir ve boylece x, — L(S : )(I ))

(R.6

elde edilmis olur.

ii) H, isten smirli olsun. Boylece 1< IZ’ <M, <o olacak sekilde bir M, sabiti vardir.

r r

Buradan her reIN i¢in H, <M,h elde edilir. Eger her k€ INigin p, =21 ise H, >h_ olur.

Varsayalm ki x = (xk) dizisi S(aRﬂ) (I ) ’da L limitine yakisasin. Buna gore her & > 0i¢in

hla {k el : |xk —L| > 5}‘

:hia‘{kr—l <k <k :|x, _L|28}‘

r
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a
2

S llka SR <ksk <R ipls-Llze)
.1
=M: — {Pk’_ <k£Pkr:pk|xk—L|Zg}‘

r

:Mz”‘.Hla ‘{k el :p, |xk —L|28}‘

r

Boylece

{reIN: hla ‘{ke]r:|xk—L|28}‘25} C{I"EINZ I-;“ ‘{kel;:pk|xk—L|25}‘2%}

r r 2

a

olur. x, > L(S(Rﬂ) (I )) oldugundan sagdaki kiime [ ’ya aittir ve boylece x, — L(S; (I )) olur.

a
a

Teorem 4.2.9 Eger liminf, Z’ >0 ve x, > L(Sy(I)) ise x, > L(S(Rﬂ) (I)) olur.

kr

Ispat: Varsayalim ki liminf,__—- >0 olsun, buna gdre yeterince bilyiik r degerleri igin
kl

a
r

>y olacak sekilde y >0 vardir. Her ¢>0 i¢in ve yeterince biiylk r’ler icin
ki‘

Sp(I)—limx, =L ile birlikte x=(x, )€ S, (/) olsun. Buna gére

k—

PL‘{]‘ <P :p v 1>

ki‘
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ZPL{P,M <k<P :p |y ~1|>s

“( ]
,H

A
1+y\H

kl
H

{P,{H <k< Pk'_ Dy |xk —L| > 8}0

o

YR

{B{H <k< Pk, Py |xk —L| > E}U

YR

+

1 ,
:ﬁ(ﬂf kel :plx, ‘L|28}U

elde edilir. Boylece verilen bir 6 >0 i¢in

1

{kel;:pk|xk—L|Zg}‘25

a
r

:PL‘{kSPkr e —L|Z€}‘Z}/.5
k,

olur. Buradan
{reIN: Hira‘{kel;:pkm —L|28}‘25}C{FEIN: %‘{kﬁf’k P, |xk —L|25}‘27/.5}

saglanir.  x, —)L(SR (I )) oldugundan sag taraftaki kiime [°ya aittir ve boylece

X > L(S(y) (1)) elde edilir.

Teorem 4.2.10 9=(k,) ve &' =(s,) her relN i¢in I J] olacak sekilde iki lacunary dizisi

olsunve a ve f, 0<a < <1 olacak sekilde secilsin. Buna gore agagidaki sartlar saglanir:

a

R & & . a
1) Eger 11_r)21nf7 >0 ise S(/,]w,)(l)g S(Rﬁ) (I) dir.

N J . «
i1) Eger 11_11’01 Hrﬂ =1 ise S(R’H)(I)CS(’;’Q,) (I) dir.
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a

. . . P .. H o ;
Ispat: i) Varsayalim ki her re IN i¢in I, < J, olsun ve liminf L’Z >0 saglansin. Buna gore

her £ >0igin
{ke]r’:pk|xk—L|28};>{ke1r':pk|xk—L|Zg}.

kapsama bagintis1 saglanir. Boylece

1 1
F‘{kejr’:pk |x, —L|Z€}‘Z I_LI/'; T {kel:p|x, —L|28H

4

elde edilir. liminf [Z’Z > (0 oldugundan yeterince biiyiik r € IN i¢in z/; >y olacak sekilde bir

y >0 sayis1 vardir. Buna gore I’ = (Pk,.,l’Bc, ], J = (PSH,Qr ], H =P —-P_ Vel = E _]3%l

olmak tuzere verilen bir 6 >0 ve

%‘{k el :p.|x —L|25}‘2

r

X >

icin

L—lﬁ,‘{k et :p|x —L|25}‘25

4

elde edilir. Boylece her r € IN i¢in

o
{reIN:éerJ;:pk|xk—L|28}‘25}g{relN:HLra‘{kel;:pk|xk—L|Zg}‘2;}.

4

(xk)e S([;ﬁ,)(l ) oldugundan sag taraftaki kiime I ’ya aittir ve buradan (xk)e S(‘;’H) (I ) elde

edilir.
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i) (x,)€ S5, (1) olsun ve lim PIIIF'B =1 saglansm. I' < J' oldugundan her £>0 ve her

reIN igin

LL”HkEJ; S pelx —L|28}|:L—1ﬁ‘{PM <B<B_ :px —L|2g}‘ +Liﬁ‘{Pk, <P <P :px, _leg}‘

r T T

1
B <P <P :plx -1 25}‘+F‘{Pm <P <P :ipy 1|

1
T

B —P P -

Sr-1 Sr

P 1 .
- - ' +E|{k ell:plx ~L|z¢]
L-H,
-
L-H' 1 ,
<o +F|{kelr :pelx -1z &l

r r

1
+L_ﬂ|{k el :p.|x, —L|> 8}|

-

L 1
S(H:ﬁ _1J+H;1 {kEI; N pklxk —L|Z€}|

. L p - “ o
lim 7 =1 ve (x,) €S, (1) oldugundan S, (1) = Sf; (1) elde edilmis olur,

5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda ¢ift indisli dizilerde « . dereceden agirlikli lacunary hemen hemen
istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlayarak bazi kapsama bagmtilarini inceledik. Ayrica
dizilerin « . dereceden agirlikli lacunary istatistiksel yakinsakligmnin ideal versiyonunu inceledik.

Ayrica baz1 yeni dizi uzaylarini tanimlayarak literatiirdeki dizi uzaylariyla aralarindaki kapsama
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bagmtilarm1 bulduk. Buldugumuz sonucglar baska uzaylara tanimlanabilir mi sorusu akla
gelebilir.
Bu durumda su ti¢ soru sorulabilir:
I.  Elde edilen sonuglar Fuzzy normlu uzaylara aktarilabilir mi?
II.  Elde etmis oldugumuz sonuglar 2-normlu ve n-normlu uzaylarda elde edilebilir mi?
III.  Kiime dizilerinin I-agirlikl1 lacunary istatistiksel yakinsaklig1 tanimlanabilir mi?

Bu sorularin cevabi, hem yazar hem de okuyucular i¢in bir aragtirma niteligi tasimaktadir.
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