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ONSOZ
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yapilmistir.
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emegiyle, oneri ve yonlendirmeleriyle 6nemli katkida bulunan danigman hocam saym Dog.
Dr. Ali Hikmet Deger’e en icten dileklerimle saygi ve siikranlarimi sunuyorum. Ogrenim
stirecinde katki saglayan matematik boliimiindeki tiim degerli 6gretim iiyeleri ve arastirma
gorevlisi arkadaslarima, 6zel olarak degerli arkadasim Ummiigiilsiin Akbaba’ya tesekkiir
ederim.
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KOSE DEGERLERI ILE URETILEN BAGINTILAR
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Danisman: Dog. Dr. Ali Hikmet DEGER
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Bu tezde esas amag alt yoriingesel graflarin minimal uzunluklu yollarinin kdselerinin
degerleri ile baglantili olan kavramlar1 kullanarak yeni baglantilar tiretmektir. Bu calisma
ile genel amacg, bu baglantilar ile yeni sonucglar elde etmek ve yeni uygulama alanlar
olusturmaya ¢aligmaktir.

Birinci boliimde konu ile ilgili genel bilgilerden bahsedildi ve sirasi ile hiperbolik
geometri, 6zel say1 diziler, slirekli kesirler ve graf teorisi ile ilgili temel bilgiler verildi.
Ayrica, literatiirdeki baz1 6nemli teorem ve sonuglara yer verildi.

Ikinci bolimde F,y grafinda minimal uzunluklu yollardaki kdse degerleri igin
stirekli kesirlerin yinelenme bagintilar1 kullanilarak bazi sonuglar elde edildi. Daha sonra
F; , grafinda minimal uzunluklu yollarmn 6zel kose degerleri kullanilarak Poincare diskine

aktarimi sagland.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik geometri, Siirekli kesirler, Ozel say1 dizileri, Graf teorisi,
Alt yoriingesel graflar, Minimal uzunluklar, Poincare Disk Modeli
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The main goal in this thesis is to generate new connections using concepts related to
the values of the vertices of the minimal length paths of the suborbital graphs. The overall
goal with this study is to achieve new results with these connections and try to create new
application areas.

In the first chapter, general informations about the subject were discussed and basic
informations about the concepts of hyperbolic geometry, special number sequences,
continued fractions and graph theory were given respectively. In addition, some important
theorems and conclusions in the literature were included.

In the second chapter, Some results were obtained by using recurrence relations of
continued fractions for vertex values in minimal length paths on the F,, 5. Then, on graph

F; ,, minimal length paths were transferred to the Poincare disk using special vertex values.

Key Words: Hyperbolic geometry, Continued fractions, Special number sequences, Graph
theory, Suborbital graphs, Continued fractions, Minimal lengths, Poincare
disk model
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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Graf teorisi hakkinda arastirma yapildiginda, literatiirde pek ¢ok calisma oldugu
goriiliir. Bunlardan biri alt yoriingesel graflardir. i1k olarak Sims [1] calismasinda graflar
ile permiitasyon gruplar1 arasindaki iligkiyi arastirdi. Bu caligmada transitif gruplar ve
graflar arasindaki baglantilar ile bilinen bazi sonuglara yeni bakis acis1 kazandirildi. Ayrica
yonlii ve yonsiiz graflarin yapist analiz edildi ve primitif gruplar iizerinde uygulamalar1
yapildi. Daha sonra [2] calismasinda Jones, Singerman ve Wicks, I' modiiler grubunun
Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerinde transitif hareketi i¢in alt
yoriingesel graflar tanimladilar. Bu tip bir transitif harekete benzer sekilde, modiiler
grubun uygun kongiirans alt gruplarindan Iy(N) kullanilarak imprimitif hareket 6zelligi de
[2] calismasinda tanimlandi ve [1] ¢aligmasindaki alt yoriingesel graflar kavramlar: ile
birlikte F,, alt yoriingesel graflar1i i¢cin O6nemli sonuglar elde edildi. Ayrica [2]
calismasinda F, y alt yortiingesel graflarinda kenar sartlari, baglantililik ile devre ve orman
sartlar1 da incelendi. Bunlara ek olarak aymi ¢alismada G,, y grafinin orman olabilmesi i¢in
gerek ve yeter sartin higbir iicgen igermemesi, yani u? +u + 1 # 0(mod N) olmasi
gerektigi varsayildi, bu varsayim ise [3] ¢alismasinda M. Akbas tarafindan ispatlandi. Yine
[3] ¢alismasinda Ty(N) grubunun Ozel bir elemani kullanilarak bir siirekli kesir ortaya

konuldu.

Deger (Besenk ve Giiler ile birlikte) [6] calismasinda, Ty(N) alt grubunun alt
yoriingesel graflarin1 arastirarak minimal uzunluklu hiperbolik yollar ile ilgili énemli
sonuglar elde etti. Siirekli kesirler ile baglantili alt yoriingesel graflarin baz1 6zelliklerini
verdi ve bu 6zellikleri Pringsheim teoremi ile kullanarak bazi sonuglar elde etti. Ayrica [7-
11] ¢alismalarinda yazarlar F, y alt yoriingesel graflarinda tanimlanan minimal uzunluklu
yollarin 6zel kose degerleri i¢in siirekli kesirler ile 6zel say1 dizileri arasmdaki baglantilar

incelediler.

Bu tez ¢alismasinda, daha onceki ¢alismalarda tanmmlanan F,, alt yOriingesel
graflarin stirekli kesirler ve minimal uzunluklu yollarin kdse degerleri ile ilgili bagmntilar

kullanarak yeni sonuglar elde etmek ve yeni uygulama alanlar1 olusturmaya g¢aliymak



amaglandi. k€N, k=2, (u,N)=1 igin u?+ku+1=0(modN) kongriians
denklemini saglayan farkli k degerleri i¢in 6zel bir Mobilis doniistimii kullanilarak
D = {w € C:|w| < 1} kompleks diskinin resimleri incelendi ve &zel say1 dizilerinin
terimleri ile bu resimler arasinda baglant1 elde edilmeye calisildi. Ayrica iist yar1 diizlemde
elde edilen minimal uzunluklu yoldaki kdse degerlerinin Poincare diskine 6zel bir Mobiiis

doniistimii ile aktarimi yapildi.

Literatlir arastrmasinda bu caligmalarmm matematigin pek cok dalina degindigi
goriilmektedir. Bunlardan birkagi hiperbolik geometri, sayilar teorisi, graf teorisidir.

Dolayisiyla bu alanlar i¢in temel bilgiler verilirse ¢alisilan konular daha anlasilir olacaktir.
1.2. Hiperbolik Geometri[16]

Geometrinin temelleri Oklid’in bes temel postulatina dayanmaktadir. Bu bes postulat

sOyledir:
1. iki noktadan sadece ve sadece bir dogru gecer.
2. Herhangi bir dogru her iki yonde smirsiz bir sekilde uzatilabilir.
3. Bir merkez noktasi ile yarigap verildiginde bir gember ¢izilebilir.
4. Biitiin dik ac¢ilar birbirine esittir.

5. Iki dogruyu kesen bir dogru, ayni taraftaki i¢ acilar1 iki dik agidan daha az yaparsa

iki dogru sinirsiz olarak uzatildiginda agilarin iki dik a¢idan daha az oldugu tarafta kesisir.

IIk dért postulata bakildiginda besincisinin paralellik postulatma esit oldugu kolaylikla
goriilebilir. Bu postulat soyledir:

e Diizleme bir nokta ile bu noktay:1 icermeyen bir dogru verildiginde bu noktadan

gecen ve verilen dogruya paralel bir tek dogru geger.



.

Sekil 1. Oklid’in besinci postulati

Uzun yillardir matematikgiler ilk dort postulati kullanarak besinci postulati
olusturmaya ¢alismislardir. ilave postulatlar ekleyerek besinci postulata indirgenmeye
calisilmis, sonu¢ olarak bunlarin besinci postulata denk oldugu goriilmiistiir. Paralellik
postulat1 ile bircok bilim adamu ilgilenmistir. 19. yiizyillda bu konu {izerine ¢aligmalar
yogunlagsmis ve besinci postulat farkli bakis acilariyla incelenmeye calisiimistir. Bu

calismalar neticesinde soyle bir postulat elde edilmistir.

e Bir dogru ile bu dogru iizerinde olmayan bir nokta verilirse, bu noktadan gecen ve

bu dogruya paralel bir¢ok dogru bulunabilir.

Bunun sonucunda geometri, sabit egrilikli sonsuz ii¢ farkli dalda varlik gdstermistir.
Bunlardan birincisi Parabolik geometri olarak da isimlendirilen Oklid geometrisidir. Diger
iki geometriye de ortak olarak Oklid olmayan geometriler adi verilir. Oklid olmayan
geometrilerden biri Eliptik geometri, digeri ise Hiperbolik geometridir. Bunlar Oklid’in ilk
dort postulatini oldugu gibi alirlar. Besinci postulati ise her bir geometri kendi paralellik
kavramina gore degerlendirmeye alir. Bildigimiz manada paralellik Oklid geometrisinde
tanimlanmis olandir. Ayrica paralellik Eliptik geometri i¢in “bir dogruya bu dogru
disindaki bir noktadan hi¢bir paralel dogru cizilemez” ile ve Hiperbolik geometri i¢in “bir
dogruya bu dogru disindaki bir noktadan birden c¢ok paralel dogru cizilebilir” seklinde
tanimlara sahiptir. Hiperbolik geometrinin paralellik kavramina getirdigi bu yeni bakis
acisi, birgok kavrama da alisilmadik ifadeler eklemistir. Ornegin; Hiperbolik geometride
bir tiggenin i¢ agilarinin toplam1 180° den kiigiiktiir. Ayrica Hiperbolik uzayda bir dogruya
birden fazla paralel dogru ¢izilebildigi i¢in daha fazla alt dallara sahiptir. Bu tezde calisilan
konu biiyiikk oranda Hiperbolik geometri icermektedir. Bu nedenle bu kismi yeterince

anlasilir kilmak gerekmektedir.



Hiperbolik geometri, paralellik versiyonu sebebiyle iizerinde c¢alisilan pek cok
modele sahiptir. Bunlardan en kullanigh olanlardan biri {ist yar1 diizlem modelidir. Bu
kisimda oncelikle iist yar1 diizlem modeli i¢in bilgiler verilecek devaminda Poincare disk
modelinden bahsedilecektir.

Tamm 1.2.1. H iist yar1 diizlem modelinin uzay1

(1)
H:={zeC: Im(z) > 0}

ile verilir.

Ust yar1 diizlemde iki egri arasinda kalan ac1 teget dogrular arasindaki ac1 olarak
tanimlanir. Hiperbolik dogrular goriiniis itibariyle iki farkli sekildedir. Ilki € den R ye olan
Oklid dogrularmin H da kesisimleri; ikincisi ise C de merkezi R {izerinde olan ¢emberlerin
H ile kesigimleridir. Hiperbolik dogrular yaricapt oo olan ¢cemberler olarak diisiiniiliirse

bu dogrular reel eksene dik yar1 gemberler olarak verilebilir.

/ T .\"-
| - ( N |

Sekil 2. H da baz1 hiperbolik dogrular[16]

Onerme 1.2.2. [16] p ve q, H nin farkli iki noktas1 olmak iizere H da p ve q dan
gecen sadece ve sadece bir tek dogru vardir.

Tamm 1.2.3. Iki hiperbolik dogrunun kesisimi bos ise bu iki dogru icin paraleldir,
denir.

Oklid geometrisinden bilindigi iizere a € C ve L bir Oklid dogrusu ise a dan gegen
ve L ye paralel sadece ve sadece bir tek paralel K dogrusu vardir. Bu baglamda Hiperbolik
geometri ile Oklid geometrisi farklilik gdsterir. Bunun i¢in asagidaki teorem verilir.

Teorem 1.2.4. [16] [, H da bir hiperbolik dogru ve p & [ ile verilen p, H da bir

nokta olsun. Bu durumda p den gecen ve [ ye paralel sonsuz farkli hiperbolik dogru vardir.



Sekil 3. H da bazi paralel dogrular[16]

Tamm 1.2.5. m:C - C icin a,b,c,d € C ve ad — bc # 0 olmak iizere

az+ b

cz+d )

z > m(z) =

doniisiimii Mobiiis Doniisiimii olarak adlandirilir. Biitiin Mobiiis doniisiimlerinin kiimesi
ise Mob* ile gosterilir.

Tanim 1.2.6. f:C*¥ - C fonksiyonu Mébiiis doniisiimleri altinda invaryanttir, denir
: < herm € Mob™ i¢in f(zq, 2y, ..., z;,) = f(m(z,), m(z,), ..., m(z,)) dir.

Tamm 1.2.7. z,,z,,25,2z, noktalar1 kompleks sayilar kiimesinde farkli noktalar

olsun. Bu durumda

(21— 24). (23 — 2,)
(21— 2). (23 — 24)

[Zlf Z3; 23, Z4-] =

ifadesine z,, z,, z3 ve z, noktalariin ¢apraz orani adi verilir.

Teorem 1.2.8. [16] H nin Mobiiis doniisiimlerinin her elemani, H daki hiperbolik
dogrular1 hiperbolik dogrulara resmeder.

Onerme 1.2.9. [16] H nmn Mobiiis doniisiimlerinin her elemani, H iizerinde
transitiftir.

Tanim 1.2.10. f:[a,b] = C tiirevlenebilir bir yol verildiginde, g: C - R tanimli

stirekli kesir olmak iizere f nin

9(2)|dz]

yay uzunlugu elemanina gdére uzunlugu



b
Ug(f) = f g(D)ldz] = f g(FO). 1 (O] dt
f a

ile tanimlanir.

Tamm 1.2.11. f:[a, b] —» H parcali tiirevlenebilir bir yol olsun. Bu durumda

1 b
U () = f, 31471 = | e @

reel degerine f nin hiperbolik uzunlugu adi verilir.

Bu kisma kadar H iist yar1 diizlem modelinde olan tanimlar ve ozellikler verildi.
Ancak st yar1 diizlem modeli diginda baska kullanigli modeller de vardir. Bunlardan biri
D Poincare disk modelidir.

Tamm 1.2.12. (Poincare Disk Modeli) [16] Bir D Poincare disk modelinin temel
uzay1 C de

D={z€eC:lz| <1} 3)
acik birim diskidir.

H ve D modellerinin her ikisi de C Riemann kiiresinde diskler olduklarindan, D den
H ya Mobiiis doniistimlerinin birgok m eleman vardir. Burada hiperbolik geometriyi H
dan D ye tasimak i¢in Mobiiis doniisiimlerin m: D — H olacak sekildeki bir elemani i¢in

-1

H daki bir hiperbolik dogrunun m™" altindaki goriintiisii D de bir hiperbolik dogru

tanimlar.

H da her hiperbolik dogrunun reel eksene dik ve C de bir ¢emberde bulundugu,
Mobiiis déniisiimlerinin her elemaninin C deki cemberleri yine C deki ¢emberlere
resmettigi ve MOobiiis doniisiimlerinin her elemaninin C de ¢emberler arasmnda agiyi
korudugu bilinir. Béylece D de her hiperbolik dogru, D nin simir1 olan birim cembere dik C
de bir ¢cember ile D nin kesisimidir ve bu sekildeki her kesisim D de hiperbolik dogrudur.
Burada D nin hiperbolik dogru tanimi, D den H ya alinan MGobiilis doniisiimlerinin

elemanlarindan bagimsizdir. Sekil 4 de D deki bazi hiperbolik dogrular resmedilmistir.



Sekil 4. D deki baz1 hiperbolik dogrular[16]

Simdi Poincare disk modeli i¢in yay uzunlugundan bahsedilecek olunursa, H dan D
ye yay uzunlugu elemanimi tasimak icin su ifadeler verilir: herhangi bir f:[a,b] - D
pargali tiirevlenebilir yolu i¢in g o f:[a, b] = H bilesimi H da parcali tiirevlenebilir bir

yoldur. Burada p o f nin hiperbolik uzunlugu, bu bilesimin H iizerindeki yay uzunlugunun

1
Im(z)

hiperbolik elemani |dz| nin integrali alinarak kolaylikla hesaplanir. Boylelikle D de

f nin hiperbolik uzunlugu

Up(f) = Uy(ucf)
seklinde verilir.

Teorem 1.2.13. [16] f:[a,b] = D parcali tiirevlenebilir yolunun hiperbolik

uzunlugu

2
Up(f) =j;1_—|2|2d2

ile verilir.
1.3. Ozel Say Dizileri[20]

Bu kisimda Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinden bahsedilecektir. Genel bir ifade ile
Fibonacci dizisi, 1,1,2,3,5,8,... seklinde devam eden, her terimi Onceki iki teriminin
toplamt ile olusan dizidir. Lucas dizisi ise 1,3,4,7,11, ... seklinde devam eden, Fibonacci

dizisi ile ayn1 yineleme bagmtisina sahip ancak farkli baslangi¢c kosullarina sahiptir. Bu



diziler asagidaki gibi tanimlanmistir. Devaminda ise bu dizilerin bazi o6zellikleri
verilecektir.

Tanim 1.3.1. F, = 0 ve F; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve

Fy=Fy 1 +Fp ,n=2 4
yineleme bagmtist ile tanimlanan F, say1 dizisine Fibonacci say1 dizisi ve bu dizinin
elemanlarina da Fibonacci sayilar1 denir.

Fibonacci yineleme bagmtisini kullanarak Fibonacci sayilarinin kismi toplamlari;

n
D Fi=Fpp -1

i=0

dir. Bu toplamdan hareketle, tek indisli Fibonacci sayilarmin kismi toplama;

n
Z Fai_q = Fap
i=0

ve benzer sekilde ¢ift indisli Fibonacci sayilarinin kismi toplama;

n
> =Py =1
i=0

seklindedir. Ayrica Fibonacci sayilarinin kareleri toplamini veren ifade de
n
D R =EFy,
i=0

Teorem 1.3.2. (Cassini Formiilii) n > 1 olmak iizere F,_1Fp.1 — F,? = (—1)" dir.

dir.

Fibonacci sayilarinin yineleme bagmntisinin karakteristik denklemi x2 —x —1=0
dir. Bu denklemin karakteristik kokleri @ = (1 4+ +/5)/2 ve B = (1 —V/5)/2 seklindedir.

Bu durumda n. Fibonacci sayisi

e A N [ S " (1-v5)\"
" a—-B 45 2 2
dir. Bu ifadeye 6zel olarak Binet formiilii denir. Buradan hareketle
lim 1 _
im =a

n—-oo n

oldugu goriiliir. Buradaki a altin oran olarak isimlendirilir. n = 1 olmak {izere Fibonacci

sayilar1 i¢in su formiiller de verilebilir:



L Fn+12 + Fnz = F2n+1

.. 2 2 _
. Fpp" —Fhq” = Fop

Ayrica Cassini formiiliiniin daha genel hali olan su 6zdeslik de kullanish bir 6zdesliktir:

EnFosk = FiFmyn = (_1)ka—an (5)

Buradan = 1 ve m = k + 1 alinarak Cassini formiilii elde edilir.
Tamm 1.3.3. Ly = 2 ve L; = 1 baslangi¢ kosullar1 olmak {izere
Ly=Lpq4+Lp, ,n=2 (6)
yineleme bagmtis1 ile tanimlanan L, sayr dizisine Lucas say1 dizisi ve bu dizinin
elemanlarina da Lucas sayilar1 denir.

Lucas sayilari ile iiretilen bazi toplam formiilleri soyledir:

1.
D L=l -3

n

i=0
i, &

§ Lyi—q = Lap — 2

i=0

i, &
} Ly = Lypyr — 1
i=0

V. Ly yLpyq — Ly? = 5(=1)"1
V., &

D Lo = Lyl =2

i=0

n. Lucas sayist olan L,,, Binet formiiliince
L,=a™+p"

seklinde ifade edilir ve burada da
llm Ln+1

n—-oo n

dir. Fibonacci ile Lucas sayilari ile ilgili birka¢ 6zellik asagida verilmistir:
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i F,,=FEL,
fi. Fy_q+ Fpeq =Ly
fii. Fpyp—Fyy =Ly
iv. Ly_q+Lnss =5F,

v. SEZ+4(-D"=1L,"°
1.4. Siirekli Kesirler[19]

Bir siirekli kesir, a,, # 0 olmak iizere a;, a,, ... ve by, by, b, ... kompleks sayilar ve

{f,.} genisletilmis kompleks diizlemde bir dizi olacak sekilde asagidaki gibi tanimlanan bir
(({a,}, {b,}), {f1}) siral ikilisidir:

So(w) = so(w); Snw) = Spq(sn(W)),  n=123,.. (7
ve
an
so(w) = by + w; sp(w) = bt w n=123,.. (8)

olmak tuzere

fn = S,(0), n=01.2,.. 9)

dir. Siirekli kesir algoritmasi, her bir ({a,},{b,}) swrali ikilisini (9) ile tanimlanan {f;,}
dizisine karsilik getiren, Almanca Kettenbruch kelimesinden gelen, K fonksiyonudur.
Burada a,, sayisina siirekli kesrin n. kismi payi, b, sayisina siirekli kesrin n. kismi paydasi
ve genel olarak da bu sayilara siirekli kesrin elemanlar1 denir. f,, ise n. yaklasim olarak
adlandirilir. Eger {a,} ve {b,} sonsuz diziler ise ({{a,},{b.}),{f}) sonsuz (sonlu
olmayan) siirekli kesir olarak adlandirilir. Eger {a,} ve {b,,} smirli sayida terimlere sahip
ise bu siirekli kesir sonlu siirekli kesirdir. Bundan sonra aksi sdylenmedikge bir siirekli

kesir sonsuz olarak almacaktir.

Bir siirekli kesir i¢in n. yaklasim
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veya

a, a, as
bo+— — =,
" b+ by + bs +...

(0]

by + K (a,/b,) yadakisaca b, + K (a,/b,)

n=1 (10)

sembolleri ile gosterilir. Burada (10) gosterimi kisalik agisindan daha avantajli kullanima

sahiptir. Benzer olarak f;, = S,,(0) n. yaklagimi

a, a a; an (11)
=by+— = = on
fn = bo by + b, + by +..+ b,

veya

n
j=1

sembolleri ile ifade edilebilir. Ayrica

+(—a1) (—az) (—asz)

b
" b, 4+ b, 4+ by +..

siirekli kesri
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a da; as

b0 = By — b, — by ..

sekline doniisiir.

Bir siirekli kesrin {f,,} yaklagimlarinm dizisi genisletilmis kompleks diizlemde bir f
noktasma yakinsiyor ise bu siirekli kesire yakimsaktir, denir. Yakinsak oldugunda siirekli

kesrin degeri lim f,, = f seklindedir.

Her b, + K (a,,/b,,) stirekli kesrine kargilik gelen

A_1 :=1,A0 = bo,B_l :=0,BO :=1 (12)

baslangic kosullar1 olmak iizere

ATl = bnAn—l + anAn_Z (13)
BTL = b‘l’LBTL—l + aan_Z (14)

ikinci dereceden lineer fark denklemleri(yineleme bagintilar1) ile tanimlanan {4, }, {B,}
kompleks say1 dizileri vardir. Burada A,’ye b, + K (a,,/b,) sirekli kesrinin n. pay1 ve
B, ’ye de ayni siirekli kesrin n. paydasi denir.

Teorem 1.4.1. [19] Bir by, + K (a,,/b,,) stirekli kesrinin n. pay1 A,, n. paydasi B, ve

n. yaklagimi f,, olmak tizere ve {S,}, (7) ile tanmimlanan lineer kesirli déniisimlerinin bir

dizisi ise
A, qw+ A4,
Ssw)=——, n=012,..
W) =g W B, (15)
An An—y
fo = 5,(0) = B_n‘ fa-1 = Sp(e0) = B, | n=012,.. (16)
dir. Ayrica (13) ve (14) yineleme bagmtilarindan determinant formiilii
n
Api=Ap 1By —ApBy 1 = =t n(at) (17)

t=1

seklindedir. (15) ve (16) ile birlikte A,, ve B, tek bir sekilde taniml1 degildir ancak (13) ve
(14) yineleme bagintilar1 ile tek bir sekilde tanimlanabilirler. Bu asagidaki teoremde

verilmistir.
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Teorem 1.4.2. [19] {A4,.}, {B,} kompleks say1 dizileri (12) baslangi¢ kosullar1 ve

Ap-1Bn —ApBn_1 # 0,

n=20,12,..

(18)

olarak verilsin. Bu durumda her n igin A, n. pay ve B, n. payda ile tanimlanan

b, + K (a,,/b,,) siirekli kesri tek olarak vardir. Dahasi,

by =4,  by:=By,

by :=

dir.

{t,.}, tekil olmayan lineer kesirli doniistimlerinin bir dizisi olsun. Bu durumda

a, +c,w

O by dw

dir. Bir lineer kesirli doniisiim Mobiiis doniisiimii olarak da adlandirilir. Eger

CL1 = A1 - AOBI

An—ZBn - Bn—ZAn

)
An—l

a,d, — b,c, #0,

TO (W) = tO (W), Tn (W) = Tn—l (tn (W)):

ise {t,,} dizisinin, {T},} dizisini tirettigi sdylenir.

n=123,..

(19)

(20)

1)

(22)

(21) ile verilen lineer kesirli doniisiimlerin bir dizisine karsilik gelen ve ikinci

dereceden lineer fark denklemleri sistemi tarafindan tanimlanan {A,},{B,}, {C,}, {D,}

kompleks say1 dizileri asagidaki gibidir:

Ay = ay, By = b,

Ap = anChq + by, 4,
B, = apDp_y + byByy,
Cr = cnCyq +dpdy g,

Dy = cpDp—1 +dyBpy,

CO = Co, DO = do

n=123,..
n=123,..
n=123,..
n=123,..

(23)
(24)
(25)
(26)
(27)

Teorem 1.4.3. [19] {¢t,}, (21) ile verilen lineer kesirli doniisiimlerinin bir dizisi ve

{A,},{B,},{C,},{D,,} dizileri, (24), (25), (26) ve (27) fark denklemleri ile tanimlanan



14

kompleks say1 dizileri olsun. Eger {T,}, {t,} ile liretilen lineer kesirli doniisiimlerin bir
dizisi ise

A, + Cw

T, = ,
n(w) B, + D,w

n=20,12,..

ve

ApD, —B,C, #0, n=0,1.2,..

dir.
Bir by + K (a,/b,) strekli kesri tanmiminda, n. yaklasmm f,, = S,(0) ile
tanimlanmustir; burada {S,,}, her n i¢in a,, # 0 ile birlikte

an
b, +w’

so(w) = by + w; sp(w) = n=123.. (28)

dizisi tarafindan iiretilen lineer kesirli doniisiimlerin bir dizisidir. Boylece (28) formundaki
lineer kesirli doniisiimlerinin bir dizisi bir sirekli kesir iireten dizi olarak adlandirilir.
Stirekli kesir iireten diziler tarafindan iiretilen dizilerin bir karakterizasyonu asagida
verilmistir.

Teorem 1.4.4. [19] Lineer kesirli doniistimlerin bir {T,,} dizisi siirekli kesir lireten

dizi tarafindan tretilmistir : &

Tn(oo) = Tn—1(0): n= 1I213) (30)
dir.
Tanim 1.4.5. (Siirekli Kesirlerin Matris Baglantis1i) K(a,,/b,,) strekli kesrinin 7.

pay1 4,, ve n. paydasi B, olmak tizere

a 0
SaW) = Xy = (1 ZD n=123,.. 31)
n

verilsin. Bu durumda (22) denklemindeki islem ve (15) ile verilen S,,(w) lineer kesirli

doniisimii
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An—l An

Xn = XXy Xy = (Bn_1 Bn> ,n= 1,2, (32)

matrisi seklinde yazilir. Bu durumda 2x2 tipindeki bu matrislerin ¢arpimi {A,}, {B,} ile
(9) ve (11) ile verilen f,, n. yaklasiminin {f,, } dizilerinin olusumunda kullanilabilir.
Tamm 1.4.6. Eger bir K (a,,/b,,) siirekli kesrinin elemanlari, k periyot olmak iizere

Arkam = Am, brxim = b, m=12,..,k, r=20,12,..

sartin1 sagliyor ise bu stirekli kesir periyodik siirekli kesir olarak adlandirilir. Bir periyodik
stirekli kesrin yakimsamasi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 1.4.7. [19] K (a,,/b,,) periyodu k olan periyodik bir siirekli kesir ve

an
b, +w

sp(w) = , n=123..

S;(w) = s;(w); S, (w) = Sp_1(s,(W)), n=234,..

P(w) = S (w)

olsun. w; ve wy(farkli olmak zorunda degil) P [P(w) # w] lineer kesirli doniisiimiiniin
sabit noktalar1 ve B,, K (a,/b,) siirekli kesrinin n. paydasini temsil etsin. Bu durumda
agagidaki kosullardan herhangi biri saglanirsa K (a,,/b,,) stirekli kesri w; sabit noktasina

yakinsar:

W1 = Wy,

Bk_1W2 + Bk

ada W, = W,, —_——
y 1 2 Bk_lwl +Bk

|<1;

ve  5,(0) #w,, m=12,..,k.

Diger tiim durumlarda siirekli kesir raksaktir.

Bu kisimda siirekli kesirlerin by, = 0 olmak tizere K (a,,/b,,) formu kullanilacaktir.
Burada yakinsama ile ilgilenilecegi i¢in baslangi¢ elemanmi by = 0 olarak almanin
genellikten higbir sekilde uzak olmadigi agiktir. Boylece (7), (8) ve (9) ifadelerine uygun

olarak, sq(w) = w olur ve
aTL
b, +w

s,(w) = , n=123.. (33)
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veE

S, (w) = s;(w); S,(w) = Sn_l(sn(w)), n=23,.. (34)

dir. Dolayisiyla

S,(w) =5, 05,0 ...05,(w), n=123.. (35)

dir. Bolge terimi, genel olarak, sirasiyla, C veya CxC kiimelerinin herhangi bir alt kiimesini
ifade etmek i¢in kullanilir. Daha onemli uygulamalar i¢cin kiimeler genellikle tam
anlamiyla bolgelerdir(Ornegin agik baglantili kiimelerin pozitif kismi, tamami ya da

smirlarmnin higbiri). Bazi temel teoremler ancak daha genel kiimeler i¢in gecerlidir.

Stirekli kesirler i¢in yakisama kriterlerinin cogu yakinsama bdlgesi (convergence-
region) tipidir. Bununla birlikte eleman ve deger bolgeleri degerlendirilmelidir. Daha 6zel

olarak, @ # I}, © Cn=012..ve @+ Q, € CxC, n=1,2,3,...olmak iizere

(a,, b,) € Q, i¢in a,/b,€V,_;, n=123,.. (36)
(a,, b,) € Q, i¢in s,(V)<EV,_y, n=1.273,.. (37)

kosullarinimn saglandigi {},} ve {Q,,} dizilerinden bahsedilecektir. Dikkat edilmelidir ki

0€eV, n=123,..

ile birlikte (36), (37) ifadelerini (esdeger olarak degil) belirtir.

(36) ve (37) ile verilen {Q,} dizisine eleman bolgelerinin bir dizisi ve {V},} dizisine
de deger bolgelerinin bir dizisi denir. (36) ve (37) ifadelerinde, {V},} dizisinin {Q,} dizisine
karsilik gelen veya {Q,} tarafindan indiiklenen bir deger bolgesi dizisi oldugu veya {Q,}
dizisinin {V,,} deger bolgeleri dizisine ait bir eleman bolgeleri dizisi oldugu gosterilir. Eger
deger bolgelerinin bir {V,,} dizisi, eleman bolgelerinin bir {Q,,} dizisine karsilik gelirse ve
{Q,,} dizisine karsihk gelen deger bolgelerinin her {V,'} dizisi igin V, € V', n =0,1,2, ...
oluyorsa, o zaman {V,} dizisi eleman bolgelerinin {Q,} dizisine karsilik gelen deger

bolgelerinin en iyi dizisi olarak adlandirilir.

Asagidaki teoremde eleman bdlgelerinin verilen herhangi bir dizisi i¢in deger

bdlgelerinin bir en iyi dizisinin var ve tek oldugu verildi.
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Teorem 1.4.9. [19] {Q,} cleman bolgelerinin bir dizisi ve {V,} de onun deger
bolgelerine karsilik gelen bir dizisi olsun. O halde

i. k=123, ..vehermicin 1 < k < m olacak sekilde

Sk © Sky1 © 0 S (0) € Vie4 (38)

ve k <v<m igin (a,, b,) € Q, saglanr.
ii. Eger, k=1,2,3,..., biri i¢in
Wk—l = {Sk ©Sk+1© - © Sm(o) : (av: bv) € Q‘v: 1<sk<svs m} (39)

ifadesi taniml ise o halde {W},}, {Q,,} ya karsilik gelen deger bolgelerinin bir dizisidir. (39)

ifadesinde m degerinin tim m > k iizerinde degismesine izin verilir.

iii. n=0,12,... igin W, €V, dir ve dolayisiyla {W,}, {Q,} ya karsilik gelen deger

bolgelerinin tek olarak belirlenmis en iyi dizisidir.

Eger {Q,,}, CxC de bos olmayan bdlgelerin herhangi bir dizisi ise, bu durumda (39)
ile tanimlanan W, bolgeleri her zaman mevcuttur. Bu noktada g ailesini tanitmak
uygundur ki bu £ ;

o= {V: V ¢ C dyle ki V kapalidir ve V nin sinir1 cember veya diiz (;izgidir}
dir. Bu durumda o, tiim kapali dairesel disklerin, yar1 diizlemlerin ve dairesel disklerin
tiimleyenlerinin ailesidir.

Teorem 1.4.9. [19] {Q,} eleman bolgelerinin bir dizisi ve {},} de karsilik gelen

deger bolgelerinin bir dizisi ve

K,=S,04), n=123.. (40)

tanimlansm. O halde:

i K,y SK,SV,, n=123,.. (41)

Eger, bir de her n = n, i¢in }, € 0 ve K, kapal dairesel bir disk ise, bu durumda:
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il. n = ng icin her K, kapali dairesel disklerdir. Eger K,, nin yarigap1 R,,, merkezi C,,

ise, o halde imR,, = R ve lim C,, = C limitleri vardir.

iii. Eger R > 0 ise yaricapt R, merkezi C olan K kapali dairesel diski smir ¢emberi

olarak adlandirilir ve

K =N{K, : n=ng}.

iv. Eger R = 0 ise C simir noktasi olarak adlandirilir ve

[C] = n{Kn tnz no}-

Ispat: Oncelikle bu disklerin i¢ ice olduklar1 gosterilsin. n > 1 igin (33), (34), (35)
ve (36), (37) ifadeleri kullanilarak

Kns1 = Spe1(Var1) = Sp(Sne1(Vns1)) € Su(R) = Ky S Vg (42)
oldugu goriiliir. Yani bu diskler i¢ ice disklerdir.

I, nin §,, lineer kesirli dontistimleri altindaki goriintiisii K,, ve V;, € & oldugundan
K, € g dir. Her n = n, i¢in K,, S K;, ve dairesel bir diskin alt kiimeleri olan % nin tek

elemanlar1 dairesel diskler oldugundan n > n, icin tiim K, resimleri kapali dairesel

disklerdir. (41) ifadesinden

|Cn+1 - Cnl + Rn+1 = Rn' n=ng (43)

dir. Buradan {R,} dizisinin pozitif sayilarin monoton azalan bir dizisi oldugu ag¢iktir ve

bdylece lim R,, = R vardir ve pozitif ya da sifirdir. (43) {in art arda uygulanmasindan
|Cn+m - Cnl = Rn - Rn+m
saglanir. Ry, ,, = R oldugundan

|Cn+m - Cnl <R,—R (44)
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dir, yani {C,}, C de bir Cauchy dizisidir ve boylece C de bir sinira yakinsar. Simdi P € K

olsun. Bu durumda |P — C| < R ve bdylece n = n, igin

IP—C,|<|P-C|+|C-C,]<R+R,—R=R, (45)

dir. Burada |C — C,| < R,, — R esitsizligi, (44) esitsizliginde m — oo alindiginda saglanir.
(45) esitsizliginden K nin (ya da R =0 igin [C] nin) kesisim Ozelliginden iii. ve iv.

dogrulanir.

Burada Teorem 1.4.9. da R > 0 ve R = 0 durumlarina bagl olarak, {K,} dizisi i¢gin

smir ¢cember veya sinir noktast durumlarindan s6z edilebilir.

Verilen eleman bolgelerinin bir {Q,} dizisi igin, 1.4.8. Teoremdeki gibi tanimlanan
en iyi karsilik gelen {W,} deger bolgelerinin belirlenmesi dogal goériinecektir. Ancak bu
islemin gergeklestirilmesi genel olarak son derece zordur. Bunun yerine verilen bir {V},}
dizisi i¢in {Q,} yi hesaplamanm daha uygun oldugu kanitlanmistir. Bunun i¢in burada iki
yaklagimdan bahsedildi[19].

Teorem 1.4.10. [19] Dairesel disklerin bir dizisi {V},}

V,={w: lw-T, <p,} IT.| < pn, n=0,12,.. (46)

Ve

Q, = {<an: bn) : |an(En + rn) - l-‘n—l(lbn + l-‘nl2 - pTZl)l + |an|pn
< pnoa (b, + T2 = p2)},  n=123,..

(47)
olsun. O halde {V},}, eleman bélgelerinin {Q,,} dizisine karsilik gelen deger bdlgelerinin bir
dizisidir.

Ispat. Oncelikle Q, bodlgesinin bos olmadigi gdzlemlensin. Bu (47) ile verilen
ifadede a, = 0 alinarak (46) ile verilen ikinci esitsizlikten dogrulanir. (47) esitsizliginin

bir {a,, b,,) kompleks sayi ¢ifti ile saglanmasi i¢in |b,, + I[,| = p,, olmasi; eger a,, # 0 ise

|br, + Tl > pp (48)
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olmasi gereklidir. (b,, + V,,) bolgesi, (b,, + I;) merkezi ve p,, yarigap1 olacak sekilde bir
kapali dairesel disktir. (48) sarti O € (b, +V,) olmasin1 garanti eder; bdylece
1/(b,, + V,,) bolgesinin kendisi de dairesel bir disktir. y,, = arg(b, + I},) olsun, ve

¢, = by, +T, — ppe¥n, d, =b, + T, +p,en

d(b, +V,) ¢emberinin ¢apinin zit taraflarinda bulunan iki nokta olsun. O halde 1/c, ve
1/d,,, 8(1/(b, + V,,)) ¢emberinin bir ¢apinin zit taraftar iizerindedirler. Bu argw = vy,
yar1 dogrusunun d(b,, + V,,) ¢emberine dik oldugu gozlemlenebilir, bdylece argw = —y,,
yar1 dogrusu 9(1/(b,, +V,)) cemberine dik olmalidir. d(1/(b,, +V,)) ¢emberinin

merkezi k,, ve yarigap1 h,, olmak {izere

1 1

Cn dn

1

1/1 1
SRR T Y VA S

2\c, d,

elde edilir. a,, # 0 olmak tlizere a, / (b, + V},) dairesel diski i¢in p,, yarigap1 ve q,, merkezi

Pn = |an|hn' qn = Anky

ile verilir. ¢, ve d,, degerleri yerlerine yazilarak,

— |an|pn — an(En + rn)
N N R

elde edilir. a,/(b, + V) = s,(},) dairesel diskinin V,,_; bdlgesinde yer almasi sarti, (47)

ifadesindeki Q,, i¢in tamimlayici esitsizlige karsilik geldigi kolayca goriilen

|Fn—1 - in + Pn < Pn-1

olur. Bu teorem, asagidaki teoremde verilen siirekli kesrin yakinsamasin1 saglar.

Teorem 1.4.11. [19] Eger bir K (a,,/b,,) strekli kesri, |c| < r olacak sekilde

lan (B, + ) — c(by + c|> = 72)| + laylr < v(Iby + c|? —72),

49
n=123,.. “49)

ise bu stirekli kesir sonlu bir degere yakinsar. Bu siirekli kesrin yakinsadigi deger f ise

|f — c| < r ifadesi saglanir.
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Simdi bir v(w) idempotent lineer kesirli doniislimiin varligina bagh iki sonugtan

bahsedilecektir dyle ki
s, (W) =vos, tov(w), v{a,, b,) € Q igin (50)
burada s,(w) =a,/(b, +w) ve v, Q, nin ayrik elemanlarindan bagimsizdir. Bir v

doniisimii, (vev)(w) = v(v(w)) = w sartmi sagliyor ise bu v doniisiimii idempotent

olarak adlandirilir. Sadece {i¢ tip idempotent lineer kesirli doniistim vardir. Bunlar

w+f
yw—1 (51)

viw) =w, v(w) = % v(w) =

seklindedir. Burada bahsi gecen durumlar Thron [22] ile ortaya ¢ikt1 ve sonrasinda Jones
ve Thron [23] de gelistirildi.
Teorem 1.4.12. [19]

A, qw+ A4,

S,(w) =5s;08,0...05,(w) = B, .wtB,

j n=123,.. (52)

olsun ve aymi v ler ile tim s,,(W) = a,,/ (b, + w), 1 < m < n i¢in (50) saglansin. O

halde

=-S5, ' (W) = —vos,05, ;0..08 ov(n)

B4
dir.
Teorem 1.4.13. [19] {Q,,} eleman bolgelerine karsilik gelen ve

VZTL+1 = Vl' VZTL = Vz, n= 0,1,2, .

ile verilen {V,,} deger bolgelerinin bir en iyi dizisi olsun. Ayrica her Q, ve ayn1 v(w) igin

(60) ifadesinin saglandigi farz edilsin. O halde

dir.
Teorem 1.4.14. (Pringsheim Teoremi) [19] Bir K(a,,/b,,) siirekli kesri eger

byl =1+ |a,l, n=123,.. (54)
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ise bu siirekli kesir sonlu bir degere yakimsar. Eger f,,, bu siirekli kesrin n. yaklagimi ise bu

durumda

If,l<1, n=123,.. (55)

dir. Burada her n i¢in |b,| = 1 + |a,| ise K(a, /b,) siirekli kesri bir Pringsheim kesri

olarak isimlendirilir.

(54) sartindan, U = {w:|w| <1} olmak flizere s,(U) c U oldugundan 1.4.9.
Teoremden K,, = S, (U) diskleri i¢ igedir ve burada bir K smir ¢gemberi durumu ya da bir C
smir noktasi durumu vardir.

Teorem 1.4.15. [19] D, |c| < r olmak iizere D = {w: |w — ¢| < r} ile tanimlanan

dairesel bolge olsun. K(a,,/b,,) siirekli kesri s,(w) = a,,/(b,, + w) olmak {izere

s,(D) €D, n=123,..
olsun. O halde bu siirekli kesir bir f € D degerine yakmsar.
Lemma 1.4.16. [19] {t,,(w)}, U = {w: |w| < 1} olmak iizere

t,(U)c U, n=123,.. (56)

lineer kesirli doniistimlerinin bir dizisi ve |k| < 1 olacak sekilde herhangi bir k kompleks
sayis1 i¢gin

tp () =Kk, n=123,.. 57)

olsun. {T,,} de {t,} ile iretilen lineer kesirli doniisimlerinin dizisini gdstersin, yani
T, =t;ot,o..0ot, olsun. O halde {T,,(w)}, U nun igindeki tim w ler i¢in sonlu bir

degere yakinsar.
1.5. Ozel Bir Periyodik Siirekli Kesir

Bu kisimda, 6zel olarak (13) ve (14) yineleme bagntilarinda vn € N i¢in a, = —1
ve b, = —k alnarak elde edilen K(—1/—k) siirekli kesrinden bahsedilecektir. K(—1/—k)
stirekli kesrinin Pringsheim kesri olmasi i¢in |k| = 2 olmaldir. [6] da, K(—1/—k) siirekli
kesrinin Pringsheim kesri oldugu kullanilarak yakmsakligi hakkinda asagidaki teorem

verilir.



23

k—Vk2-4

Teorem 1.5.1. [6] K(—1/—k) stirekli kesri |k| = 2 i¢in degerine yakinsar.
K(—1/—k) siirekli kesrinin {s,,} lineer kesirli doniisiimlerinin dizisi

-1
—k+w

Sn (W) =

dir. Siirekli kesirlerin A_; ==1,A,:=by,B_; =0,B, =1 baslangi¢ kosullar1 olmak
iizere (13) ile (14) yineleme bagintilar1 kullanilarak;

Ay =bAg+a,A_; = (—k).0+(-1).1=-1

B, =b;By+a;B_; =(—k).1+(-1).0 =—k

A, = bA + ayAy = (k).(-1)+ (-1).0=k

B, = b,B; + ayBy = (—k).(—k) + (-1).1=k* -1

Az = b3A, + azA; = (k). k+ (—1).(-1) = —k? +1

By = b3B, + asB; = (k). (k* — 1) + (—1).(—k) = —k3 + 2k

Ay =bAs +aA; = (k). (=k?+ 1) + (-1).(k? = 1) = k3 — 2k

B, = b,B3z + a,B; = (k). (=k® + 2k) + (-1).(k* — 1) = k* +3k* -1

seklindedir. Burada

B,=—An, n=123.. (58)

dir. Ozel olarak k = 2 almmas1 durumunda K(—1/—2) siirekli kesri her n > 1 i¢in

A, = (—1)"n elde edilir. Dolayisiyla {S, } lineer kesirli dontistiimleri

n—1Dw-—n (59)

S = —, =123,..
n(w) nw—(n+1) "

ile ifade edilir. k = 3 alindiginda olusan K(—1/—3) siirekli kesri i¢in yineleme bagmtilar1

ve Fibonacci sayilarindan
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A, =(=3).0+(-1).1=-1=—F,

Ay = (=3).(-1) + (-1).0=3=F,

As = (=3).3+ (-1).(-1) = -8 = —F,

A, = (~3).(=8) + (-1).(3) = 21 = F,

As = (=3).(21) + (=1).(—8) = =55 = —Fy,

Ag = (=3).(=55) + (-1).(21) = 21 = F,,

bi¢imindedir.
Teorem 1.5.2. [11] K(—1/—-3) siirekli kesrinin n. pay1 4,, ve F, de n. Fibonacci
sayisi olmak tizere A, = (—1)"F,, dir.

K(—1/-3) siirekli kesrinin {S, } lineer kesirli doniistimleri

—Fop_ow + Fop

S = )
n(w) —FouW + Fongo

n=123,.. (60)

seklindedir. [11] ¢alismasinda Deger, k = 3 igin K(—1/—3) siirekli kesrinin yapisi ile
Fibonacci sayilar1 arasindaki iligkiyi inceledi. Bunlar asagidaki gibidir:
Lemma 1.5.3. [11] A,, K(—1/-3) siirekli kesrinin n. pay1 ve FE, de n. Fibonacci

say1s1 olmak tizere

i. FZnAn+1 + F2n+2An = 0, n= 1
ii. Fpppq = (D™ (Apiq +4,), n20
111 F4—TL+2 = _A2n+1, n= 0

. 1
iv. Fop = §(F2n+2 + Fppp), n= 1.

1.6. Modiiler Grup

SL(2,7Z) grubunun {£I} ile verilen boliim grubu, I' modiiler grubu olarak tanimlanur.
Bu grup ayrica I':= PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{x1} seklinde verilir. Burada I' modiiler

b

grubunun elemanlar1 a, b, c,d € Z,ad — bc = 1 olmak {izere + ((cl d

) matris ¢iftlerinden
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olusur. Kolaylik agisindan bu kisimda her bir matris negatifiyle es alinacaktir. I'nin bu

elemanlar1 iist yar1 diizlemde

az+b (61)
q
d cz+d

Mobiiis doniisimleri ile hareket eder. I'nin hareketini agiklamak i¢in kullanilan en uygun

kiime rasyonel projektif dogrusu olan @ := QU {oo} genisletilmis rasyonel sayilar

kiimesidir.
Tanm 1.6.1. Q’nin her bir elemani, k,t €Z ve (k,t) =1 olmak iizere %

indirgenmis kesri bigimde ifade edilebilir.

% = :—I: gosterimi tek bigimde olmadigindan oo = % = —% olarak alinir.

Tanmm 1.6.2. I’nin elemanlar1 Q iizerinde

k
(a b): k a;+b=ak+bt
c d/ t k ck + dt

C?-l-d

doniisiimii ile hareket eder. Burada T € T i¢in

k —k
TGe/6) = ar+b ak+bt —ak—bt a—;+b
k., ck+dt -—ck—dt _—k

C?+d C——t+d

=T(=k/-t)

oldugundan I''nin Q tizerindeki bu hareketi iyi tanimlidir.

Lemma 1.6.3.

i. I’nin Q tizerindeki hareketi transitiftir.

ii. Bir noktanin sabitleyeni sonsuz devirlidir.

Tanim 1.6.4. (G,Q) bir Q kiimesi tizerinde hareket eden bir G grubundan olusan
permiitasyon grubu olmak iizere a,8 € Q igin a = f oldugunda her g € G i¢in g(a) =
g(B) oluyor ise " = " denklik bagmtisina Q kiimesi {izerinde G-invaryant denklik bagmtisi

adi1 verilir. Denklik siniflarina ise bloklar denir.

Bu bagntilara 6rnek olarak; "a = f & a = " ile tanimlanan 6zdeslik bagintisi ve
"Va,f € Qicin a = B" ile tanimlanan evrensel bagint1 verilebilir. Burada eger ( iizerinde

bu iki bagint1 disinda bir G-invaryant denklik bagmntist var ise (G, ) imprimitif; aksi halde
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primitif olarak tanimlanir. Sonug olarak primitif bir grubun transitif olarak hareket etmesi
gerektir.

Onerme 1.6.5. [2] (G,Q) bir transitif permiitasyon grubu ise bu taktirde bu grup
primitiftir & bir a € () noktasinin sabitleyeni G, olmak iizere bu sabitleyen Va € Q i¢in
G’nin bir maksimal alt grubudur.

G < H < G, alinsm. G transitif olarak hareket ettiginden herhangi bir g € G i¢in

Q’nin her elemam g (a) seklinde yazilabilir. Buradan goriiliir ki € tizerinde

g@) = g'(a) © g € gH (62)

ifadesi ile verilen " = " denklik bagintisi, iyi tanimli bir G-invaryant denklik bagntisidir.
Incelenecek olursa bu denklik bagintis1 8zdeslik veya evrensel bagmti olmadigindan (G, Q)
imprimitiftir.

Sonug 1.6.6. [2] B € Q alindiginda 3g € G i¢in B = g(a) vardir. Bu durumda B’y1
iceren [B] blogu K := {gh(a):h € H} kiimesi seklinde verilir.
Ozel olarak [a] blogu H(a) := {h(a): h € H} seklindeki H-ydriingesidir. H’nm G deki sol
yan sinif gosterimlerinin bir kiimesi {l; | i € I} ise i € I olmak iizere bloklar, H(a) nin

[;H(a) gorintiileridir. Bu durumda bloklarin sayis1 H’nin G’deki |I| := |G: H| indeksidir.

Bloklarm &/~ kiimesi iizerinde, G’nin apagik indirgenmis bir hareketi mevcuttur. [a]

blogunun sabitleyeni H alt grubunu olusturur.

Simdi bu bilgiler G’yi T Modiiler grubu ve Q’y1 da Q kiimesi alinacak sekilde

uygulansin. (Ccl Z) € I' keyfi olmak iizere oo = ((1)) olup (CCL Z) (é) = (é) esitliginden

a=1vec =0 elde edilir. Bu durumda d =1 dir ve bdylece (é l;) €I, olur. Bu

(1) 1) ile iretilen [’nin bir alt grubudur.

Boylece I, sabitleyenini iceren I’'nin H alt gruplarmi bulunarak Q iizerinde I'-invaryant

cikarimlar sonucunda oo un sabitleyeni [, Z = (

denklik bagmtilar1 bulunabilir. Z = ((1) 1) oldugundan, H i¢in n € N olmak iizere

ro(W) = {(* Z) €T : ¢ =0 (mod N)}

kongriians alt gruplar1 kullanish bir se¢imdir. Acik¢a goriiliir ki, her N € N i¢in
[, <To(N) <T ve N>1 ise T, <Ty(N) <T dir. Dolayisiyla I' Modiiler grubu Q
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iizerinde imprimitif olarak hareket eder. " =", Ty(N)’nin Q iizerinde indirgenmis T'-

. . - . . = k x .
invaryant denklik bagintisini temsil etsin. Q’nin elemanlar1 v = 7 vew=~"ise buradan
y

X %
["'nin g = (I; :) ve g' = (y *) formundaki g, g’ € T elemanlar1 i¢in v = g(o) ve

—1 7 * *

w=g'(c0)dir.rvwe g lg’' € H=T,(N) vebdylece g~ = (—t k) oldugundan

vaw S ky —tx = 0(modN) (63)
dir. Bu ifade
Ju € Uy: x = uk(modN) ve y = ut(modN) (64)

seklinde de yazilabilir. (63) ve (64) denklemlerinin ikisi de Q iizerinde [-invaryant denklik
bagintis1 olarak tanimlanir.

Lemma 1.6.7. [2] " =" altindaki denklik smiflarinin sayisi, N’yi bolen farkli p
asallar1 iizerinden

B(N): = |T: Ty (N)| = Nn (1 + %)

pPIN

dir. Ozellikle N bir p asalina esit ise ®(p) = p + 1 tane blok mevcuttur ve bu bloklar

U1 ={x/y € Q| x = jy (mod p)},j # oo
[o] = {x/y € Q| y = 0 (mod p)}

olmak tizere [0],[1], -, [p — 1][oo] seklindedir.
1.7. Graf Teorisi

Basitce bir graf, koselerden ve her biri bu koseleri veya sadece kosenin kendisini
birlestiren kenar olarak adlandirilan ¢izgilerden olusur. Bir grafi tanimlamak i¢in dncelikle
kose ve kenarlarin kiimesi tanimlanmalidir. Daha sonra hangi koseler ile hangi kenarlarin
baglandig1 belirtilmelidir. Bir kenar, her ucunda kose olacak sekilde tanimlandigindan
graftaki tiim kenarlarin u¢ noktalar1 koseler ile iligkilendirilir. Bu sebeple v; ve v,

koselerini baglayan bir e kenari i¢in {v,, v,} kiimesi tanimlanir. Burada v; = v, olabilir.
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Tanim 1.7.1. Kose ve kenarlar ile ilgili tanimlar agsagida verilmistir:

i. V, bos olmayan sonlu kdseler kiimesi ve E, sonlu bir kenarlar kiimesi olmak
iizere G = (V,E) bir (yonlendirilmemis) graf temsil eder. Burada her kenarin
bitis noktasi olarak adlandirilan bir veya iki kosesi vardir.

ii.  Bir e kenarinin bitis noktasi v ise e, v ile bitisiktir(incident) denir.

iii.  u ve v koseleri bir e kenari ile iliskilendiriliyor ise bu iki kose komsu koseler
adini alir. Bu durumda hem v hem de u kdseleri e kenarina deger ve ayrica e
de v ve u koselerine deger denir.

iv.  Iki kenar ortak bir bitis noktasina sahip ise bu kenarlar komsu kenarlardir.

v.  Bir kenar bir kdseyi yine kendisine bagliyor ise diiglim adin1 alir.

vi. u ve v kdseleri arasinda birden fazla kenar baglaniyor ise bu kenarlara paralel
kenar denir.

vii.  Bir v kosesine bagl kenarlarin sayisina v kdsesinin derecesi denir ve d(v) ile

gosterilir.

Tamm 1.7.2. Eger V: €V , E; € E ve G grafinin tiim kenarlar1 ayn1 zamanda T
grafinin da kenariise T = (Vr, Ey) grafi, G = (V, E) grafinin bir altgrafidir.
Ornek 1.7.3. Asagida bir G grafi ile birlikte G grafinin bir T altgrafi verilmistir.

¥ . v :
2 bi | LS
V3 V4

V4
Sekil 5. G grafi[14] Sekil 6. G grafinmn bir T altgrafi[14]

Bir G grafinda n uzunlugunda kenar dizisi; i = 1,2,... ,n — 1 i¢in e; ve e;,; komsu
olmak {izere eq,e,, ... ,e, kenarlarmm dizisidir. Kenar dizisi, {v;_;,v;} olmak {izere

Vo, V1, Vy, - , Un_1, Up kOse dizisini belirler. v, a ilk diigiim, v,, e son diigiim denir. Tiim
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kenarlar1 birbirinden ayr1 olan kenar dizisine yol adi verilir. Ayrica bunun yanmda tiim
koseler de birbirinden ayr1 ise bu yol bir basit yoldur. v, = v, ise kenar dizisi kapalidir. En
az bir kenar igeren basit kapali bir yol devre olarak isimlendirilir. m = 3 ve vy, v, ..., Uy,
farkli koselerin bir dizisi olmak flizere, wv;—-wv, > -+ =1, = v; seklindeki bir
yapilandirma bir yonlii (yonlendirilmig) devre, en az bir ok (hepsi degil) ters ise ters
yonlendirilmis devre adini alir.

Tanim 1.7.4. v,,v,,..,v, farklh koselerin dizisi olmak tizere m =3 ise,
yonlendirilmis olsun veya olmasin devreye bir liggen denir. Eger m = 2 ise, v; = v, = 13
yapilandirilmasini kendisiyle eslesmis bir kenar olarak adlandirilir.

Tamm 1.7.5. Bir grafta birbirinden ayr1 kdselerini baglayan bir yol varsa bu graf
baglantilidir.

Tanim 1.7.6. I¢inde devre icermeyen baglantili grafa agac denir. Bu tanima gére bir
agacta diigiim veya coklu kenar mevcut degildir. Ayrica n koseli agacin tam olarak n — 1
kenar1 vardir.

Devre icermeyen (baglantili olmayan) grafa ise orman ad1 verilir.

Bazi agag¢ ornekleri asagidaki sekilde verilmistir.

Sekil 7. Bazi aga¢ ornekleri[ 14]

L 3
*
-

Bu kisma kadar verilen graflarin hepsi temelde yonlendirilmemis graftir. Bu
demektir ki kenarlarin tercih edilen bir yonii yoktur. Bazi uygulamalarda, kenarlarmn belirli
bir yone sahip oldugu graflara ihtiya¢ duyulur. Bu graflardaki kenarlarin yonii oklar ile
belli edilir. Buradan anlasilacagi gibi, yonlendirilmemis bir grafin tanimidan yola ¢ikarak

her bir kenara yon vermek zor bir yol degildir.

Yonlendirilmis bir kenar, esit duruma sahip iki bitis noktasmmdan ziyade bir v
baslangi¢ noktasi ve bir de u son noktasina sahip olarak diisiiniilebilir. Bu sirali kose ¢ifti

(v, u) seklinde tanimlanir. Burada kdselerin siras1 kenarin yoniinii belirler.
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Tamm 1.7.7. Bir yonlendirilmis graf veya digraf, bir sonlu bos olmayan koselerin
kiimesi ile bir sonlu (yonlii) kenarlarin kiimesinden olusur ki burada kenarlar, sirali kdse
ciftleriyle ifade edilir.

Verilen bir D yonlii grafinda kenarlarin yonii unutulabilir ve dolayisiyla
yonlendirilmemis bir G grafi elde edilirse, bu G grafi, D grafinin temel(underlying) grafi
denir. Eger bir digrafta diigim yoksa ve paralel kenarlara sahip degilse bu digraf basittir.

Ornek 1.7.8. Asagidaki yonlendirilmis graf ile temel graf 6rnegi verilmistir. Burada
v, ve vs koselerinin olusturdugu yonlendirilmis grafin iki kenari, farkli yonlerde
olduklarindan, yani ilk ve son noktalar1 farkli oldugundan paralel kenar degillerdir. Fakat

temel grafta, yon olmadigindan, ayni kenarlar paraleldir.

Vi il

v3y vy Vs
.
Yl Y2
Sekil 8. Yonlii bir graf] 14] Sekil 9. Temel graf[14]

Yonlendirilmemis graftaki tanimlarin ¢ogu kenarlari yonleri hesaba katilarak ya hig
degismeden ya da belirgin degisikliklere ugrayarak yonlendirilmis graflara aktarilabilir.

Ozellikle, komsu, bitisik ve derece kavramlar1 degismeden kalir.
1.8. T Modiiler Grubunun @ Uzerindeki Alt Yoriingesel Graflan[2]

(G,Q) transitif permiitasyon grubu ise aynmi zamanda bir topolojik doniisim

grubudur. Bu durumda G, Qx() lizerinde g € G ve a, f € Q i¢in

g: (e, p) — (9(), g(B))
ile hareket eder. Bu hareketin yoriingelerine G nin alt yoriingeleri adi verilir. (a,8) y1
iceren alt yoriinge

0(a, B) ={g(a,p):g € G}
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sekildeki O(a, B) ile temsil edilir. Yani, (x,y) € O(a, B) dir ancak ve ancak en az bir
g € G vardrr dyle ki (x,y) = g(a, B) = (g(a), g(B)) dir.

O(a, B) alt yoriingesi kullanilarak bir G(a, 8) alt yoriingesel grafi elde edilebilir.
Burada koseleri @ nmn elemanlari olmak iizere (v,8) € O(a,B) ise v den & ya bir
yonlendirilmis kenar mevcuttur. Bu kenar v — § ile gosterilir. Agik¢a O(B, a) da bir alt
yoriingedir ve bu yoriinge ya O(a, B) ya esit ya da O(a, f) dan farklidir. Farkli olmasi
durumunda G(B, @), G(a, B) grafinin oklarinin ters yonlendirilmis halidir ve bu G(a, B) ile
G(B,a) graflarina eslesmis alt yoriingesel graflar denir. Aymi olmasi durumunda ise
G(B,a) = G(a, B) dir ve bu graf kars1 yonlendirilmis kenar ¢ifti i¢erir. Boyle verilen her
kenar cifti basit yonlendirilmis kenar ile degistirmek uygundur. Sonug¢ olarak kendisiyle
eslesmis graf olarak tamimlanan yonlendirilmemis bir kenar elde edilir. Burada
0(B,a) = 0(a,B) ve (v,86) € 0(a, B) olmasi durumunda v den § ya tanimlanan kenar
v — ¢ ile gosterilir.

Onerme 1.8.1. [2] (G, ) transitif permiitasyon grubunun bir alt yoriingesel grafi G

olsun. Bu taktirde;

1. G, G’nin otomorfizmalarinin bir grubu olarak hareket eder;
1. G, G’nin koseleri lizerinde transitif olarak hareket eder;
iii.  Eger G kendisiyle eslesmis ise bu taktirde G, G’nin ardisik kdselerinin sirali
ciftleri iizerinde transitif olarak hareket eder;
iv. G kendisiyle eslesmemis ise bu taktirde G, G’nin kenarlar1 iizerinde transitif

olarak hareket eder.

QxQ nin kosegeni, 0(a, @) = {(v,v):v € Q} ile belirtilir. v € Q kosesi i¢in G(a, a)
alt yoriingesel grafi sadece bir diigiim igerir ve bu graf kendisiyle eslesmistir. Bu grafa
asikar alt yoriingesel graf denir. Bu kisimda asikar olmayan alt yoOriingesel graflar ele
alinacaktir.

I nin Q iizerindeki hareketi igin alt yoriingesel graflardan bahsedilmek istenirse I' nin
Q iizerindeki hareketi transitif oldugundan bir v € Q igin her bir alt yoriinge (o0,v) ciftini

igerir. N > 0 ve (u, N) = 1 olmak lizere v = % seklinde yazilirsa bu alt yoriinge O, y ile

ve buna karsilik gelen G (oo, V) alt yoriingesel grafi da G, y ile gosterilir. Burada v = oo ise

bu graf G, o = G_, asikar alt yoriingesel grafidir ve boylece v € Q oldugu kabul edilir.
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Lemma 1.8.2. Eger v’ € Q ise bu taktirde O(o,v) = 0(o0,v') & v ve v', T, un

ayn1 yoriingesindedir. Burada [, Z: v — v + 1 ile iiretildiginden bu ifade u = u'(modN)
olacak sekilde v/ = %’ ifadesi ile denktir.

Béylece Gy = G/ v & N = N' ve u = u'(modN) dir. Buradan VN > 1 tamsayi
olmak tizere her bir u € Uy birimi i¢in @®(N) tane farkh G,y alt yoriingesel grafi
mevcuttur. G, y de % den % ye bir yonlendirilmis kenar(ya da G, y kendisiyle eslesmis ise
yonlendirilmemis kenar) varsa G, y de % - g ile gosterilir.

Teorem 1.8.3. [2] G, y alt yoriingesel grafinda %—)% kenar1 mevcuttur : & x =
t+uk(modN), y = tut(modN) ve ky — tx = +n olmasidur.

Sonu¢ 1.8.4. [2] u#,uui = 1 (mod N) kongriians denklemini saghyor ise, G, y ile
eslesmis alt yortingesel graf G_g 5’ dir.

Sonug 1.8.5. G,  alt yoriingesel grafi kendisiyle eslesmistir :< u® = —1 (mod N)
dir.

Sonug¢ 1.8.6. G, y en az ®(N) tane baglantili bilesene sahiptir; 6zellikle N > 1 ise

G, v baglantih degildir.
1.9. Farey Grafi[2]

Asikar olmayan en temel alt yoriingesel graf Gy, grafidir. Bu grafin koselerinin
kiimesi genisletilmis rasyonel sayilar kiimesidir. Sonu¢ 1.8.5. saglandigindan Gq; grafi

kendisiyle eslesmistir ve bdylece bu graf yonlendirilmis bir graf olarak kabul edilebilir.

Teorem 1.8.3. uygulanirsa % ve § koseleri komsudur < ky — tx = £1 dir. Buna 6rnek

olarak, o0’a komsu olan koselerin tamsayilar oldugu verilebilir. Onerme 1.8.1. den T,
G, 1’in otomorfizmalarinin koseler ve kenarlar tizerinde hareket eden bir grubudur. Aslinda
AutGy 1, ad — bc = %1 kosulunu saglayan elemanlardan olusan PGL(2,7Z) genisletilmis

modiiler grubudur.

G, grafi, Farey dizileriyle olan alakasindan dolay1 Farey grafi olarak isimlendirilir
ve F ile gosterilir. Vi > 1 tamsayisi i¢in m mertebeli F,, Farey dizisi, |y| < m olmak

lizere artan siralanan tiim 5 rasyonel sayilarindan olusur. Ornegin,
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F. : 1 10112143
3 ] 2' 3' I3I2I3I J3J2J

dir. Acikca Farey dizilerinin elemanlarinin birlesimi rasyonel sayilar kiimesini verir. Yani

F,cF,cF;c-ve U1Fm = Q ‘dur.
mz=

Lemma 1.9.1. %,i € Q indirgenmis rasyonel sayilar olsun. Bu durumda asagidaki

ii¢ kosul denktir;
I % ve i, F’de komsu koselerdir;

i. ky—tx=4=1;

iii. Birm €N igin% ve 5, F,, de komsu terimlerdir.

Bu verilen bilgilerle artik F’nin basit yapisi olusturulabilir. S6yle ki, her bir terime
bir dncesindeki ve bir sonrasindaki terimler eklenerek olusturulan her F,,, 2 degerli bir
agac teskil eder. Lemma 1.9.1. den bu agaglarin birlesiminin F’nin Q iizerinde indirgenmis
alt grafidir ve boylece oo ile isaretlenmis bir kdse eklenip tamsayilar ile birlestirilirse F
grafi olusturulur. F grafinin kenarlari, H iist yar1 diizlemdeki Oklid yari-gemberleri veya
R’ye dik Oklid yari-dogrular1 seklindeki hiperbolik geodezikler ile gdsterilebilir. Genelde
oldugu gibi burada da yari-dogrular “oo ile birlesmis” kabul edilir. H’nin hiperbolik
izometrilerinin bir grubu olarak Mobiiis doniisiimii, I' ile bir hareketi tanimlamak i¢in
almirsa bu hareket altinda geodezikler geodeziklere resmedilir. Boylece H {ist yari
diizlemindeki F gosterimi I" altinda invaryanttir.

Sonug 1.9.2. F grafinin kenarlar1 H’de kesismez.

Son olarak Farey grafinin siirekli kesirler ile iligkisi incelensin. Burada Farey
grafinin baglantili oldugu asikardir. Ornegin; oo 0’a bitisikken, herhangi bir rasyonel kose
¢ifti F,,, de bir yol ile baglanir. Buradan yola ¢ikarak F’de herhangi iki x,y € Q kosesi igin
x’den y’ye herhangi bir yoldaki minimum kenar sayisi, bu koseler arasindaki d(x,y)
Farey uzakligi olarak tamimlanabilir. Béylece d, Q iizerinde bir metrik teskil eder ve T
izometrilerinin bir grubudur. oo’dan 2 uzakliktaki kdseler icin p + ¢~ 1(p,q € Z, |q| = 2)

rasyonelleri var iken d(oo,y) = 1 olan y kdseleri tamsayidir.



34

[25] ¢alismasinda, F grafinda y’yi, ¢; € Z olmak {izere

biciminde bir siirekli kesir ile belirterek co’dan y’ye en kisa yolun nasil bulunabilecegi

gosterildi. Ornegin,

4/7=1-

1
2___3

kesrine karsilik gelen 3 uzunluklu yol
©0->1-1-1/2=1/2-1-2-(-5)"1)"1=4/7
seklindedir.

Eger y = % ise d(co,y) ayn1 zamanda (a, b)’nin en biiyiik ortak ¢arpanini veren en

kiiciik kalan algoritmasinda yer alan boliimlerin sayisidir. Yukaridaki ornek igin bu

algoritma soyledir:

4=17-3 1
(131 <5171)

1
< |—
(111 =51-31)
-3=(-3).1 (0 kalaniile)

7=(-2).(-3)+1

1.10. G, 5 ve F,y Graflan[2]

Bu kisimda F = Gy ; grafinm 6zelliklerinin diger G,, 5 alt yoriingesel graflarina nasil
genisletilecegi durumundan bahsedilmistir. Her bir G, y grafinin ®(N) tane alt grafinin

ayrik birlesimi oldugundan her bir alt grafin koseleri ky — tx = 0(mod N) ile tanimlanan
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~ T-invaryant denklik bagntisma gore tek blok olusturur. T, Q iizerinde transitif

oldugundan bu bloklar1 transitif olarak permiite eder ve boylece alt graflarin hepsi

izomorfik oldugu sonucuna varilir. F,, , koseleri oo’u igeren

[o0] = {x,y € Q:y =0 (mod N)}

blogundan olusan G, y’nin alt grafi ise G, y, F,y'nin ®(N) tane ayrik kopyasindan
olusur.

Teorem 1.10.1 F,, grafinda §—>§ kenar1 vardirr :& x = tuk (mod N) ve
ky — tx = £N dir.

Teorem 1.10.2. I,(N), F, y nin koselerini ve kenarlarini transitif olarak permiite

eder.

N =1 olmasi durumunda en basit graf F, ; = G, ; = F elde edilir. Sonraki basit graf

olan G, , asagidaki sekilde verilmistir.

Sekil 5. Gy, Grafi[2]

Bu graf t ¢ift, k c¢ift veya her ikisi tek olmak {izere % € Q elemanlarini iceren F; ;’nin
Y(2) = 3 tane izomorfik kopyasi olan [oo],[0] ve [1] bloklarindan olusur. Bu bloklar
sekilde sirasiyla kesik olmayan, kesik ve noktali olarak gosterilmistir. 1.8.4. Sonu¢’tan G ,

yonlendirilmemis oldugundan F; , de yonlendirilmemistir.
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R ©o
1 331393 bt 28 b 4 bl Rl

Sekil 6. F; , grafi[2]
Yukaridaki sekilde gosterilen F; , grafi t ¢ift olmak tizere % koselerine sahiptir. 7 ve

X arasinda bir kenar vardrr : © ky — tx = £2 dir. F; 5, G , nin aksine Q yu doser.

Tanm 1.10.3. v, vy, ..., v, F,y de farkh koselerin bir dizisi olmak lizere, v; —

v, = -+ = U, yoluna minimal uzunlukludur denir : & t > 2 olmak ilizere, v; S v,

olacak sekilde [ € {1,2,3,::+,m} yoktur.
Teorem 1.10.4.

i.  F,y yonlendirilmemis liggen igerir : © u? + u + 1 = 0 (mod N);

ii.  Eger N > 1 ise bu takdirde F, y ters yonlendirilmis liggen i¢ermez.
Teorem 1.10.5. N > 1 ise bu durumda tiim kendisiyle eslesmis G,, y alt yoriingesel

graflar1 birer ormandir.
Teorem 1.10.6. [3] N > 1 herhangi bir tamsay1 olsun. Bu takdirde G, y bir ormandir

: © G, y Uggen igermez; yani, u* + u + 1 # 0 (mod N).
1.11. F,, y Alt Yoriingesel Graflarin Ozel Koseleri

[6] ¢aligmasinda G,y grafinin [oo] blogundaki F,y alt yoriingesel grafinin alt
graflar1 incelendi ve bu alt graflardaki minimal uzunluklu yollarin kdseleri siirekli kesirler

ile iliskilendirildi. Bu iliskiler kullanilarak F, y grafindaki bir kdsenin baglanabilecegi en
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uzak kose tespit edildi. [11] ¢alismasinda ise bazi 6zel durumlarda F, y grafindaki
koselerin stirekli kesir ve Fibonacci say1 dizisi arasinda bir takim baglantilar elde edildi.
Bunlara ek olarak [7], [8] ve [9] ¢alismalarinda elde edilen bagmtilardan bu kisimda
bahsedildi.
Lemma 1.11.1. [6] (u,N) = 1ise u? + ku + 1 = 0 (mod N) olan bir k € Z vardur.
Sonug 1.11.2. [8] (u,N) = 1ise u? — lu + 1 = 0 (mod N) olan bir [ € Z vardhr.
Teorem 1.11.3. Asagidaki sonuglar birbirine denktir:

1. F, v grafinda bir K kapal egrisi vardir
il. K kapali egrisi bir liggendir
iii. u?+4u+1=0(modN).

Teorem 1.11.4.k € N ve u? + ku+ 1 = 0 (mod N) olsun. Bu takdirde;

i. 1<k <N i¢inF, y grafindaki her yol minimal uzunlukludur;
ii. k=1 icin F,y grafindaki herhangi bir yolun minimal uzunluklu olmas:

gerekmez.

Teorem 1.11.5. [6] F, y grafi i¢in u? + ku+ 1 = 0 (mod N) ve 1 < k < N olsun.

Buradan;

U g - .. u+% ku+1 U q e .

Lo kosesinin gidecegi en uzak kose ~ = Ve n kosesinin gittigi en yakin
kose yoktur;
Ut T (RP—Dusk  whg

.o _k . . . . - . .. _E — - _k . . . . PR

i — kosesinin gidecegi en uzak kose > oy € N kosesinin gittigi
en yakin kose yoktur.

Sonu¢ 1.11.6. [8] 1<k,l<N olmak lizere u?+ku+1=0(modN) ve
u? —lu+1 =0 (mod N) olsun. Eger F, y kendisiyle eslesmis ise k = [ = N dir. Aksi
taktirde [ = N — k dur.

Sonu¢ 1.11.7. [8] u®*+ku+1=0(modN) ve 1 <k <N olmak iizere F,y

grafinda sag yonlii minimal uzunluklu sonsuz bir yol
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1 u+ 11
1 ut 1 ke — 1
1 u+3 k—+ k—— k-1
——>£—> k—) k—) k—> k—)---
NN N N N

vardir 6yle ki bu koselerin kiimesi

“1 (u+ T, (0) ~1 1
M = U {Tm t T = tity by, tn(2) = it z} U {6}
m=0
seklindedir.
Sonu¢ 1.11.8. [8]

grafinda sol yonlii minimal uzunluklu sonsuz bir yol

u?—lu+1=0(modN) ve 1<I<N olmak iizere F,y

vardir yle ki bu koselerin kiimesi

O {u T (0) T = tity by, b (2) = _: Z} U {%}

m=0
seklindedir.

Her n>1 iin a, = -1 ve b, = —k olmak lizere, yineleme bagmtilarindan

B, = —A, 41 ve boylece F, y alt yoriingesel grafinda minimal uzunluklu sag yonlii yolu
icin n. kose

+An
—_utT(©® _"TE,  Angu—4y (65)
n N N A, N
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ile verilir. Benzer olarak sol yon i¢in n. kdse, her n > 1 i¢in a,, == —1 ve b, = —[ olmak
uzere
_ 4
o u—T,(0) _ u B, Apiiu+ A, (66)
N N AN
seklindedir.

Sonug 1.11.9. [8] Yineleme bagintilarindan kA, ., + A4, + A, = 0 drr.
Sonu¢ 1.11.10. [8] A, = —kA,,1 — A, Kkarakteristik denklemin ¢oziimiinden;
k=2ise A, = (—1)"nve eger k > 2 ise

n

A, = (=1)n21-" Z (k +k2 — 4)H (k —Jk2 = 4)t

t=1

-1

elde edilir. F, yy grafinda sol yonii i¢in ¢6ziim k ile [ yer degistirirse elde edilir.
Sonug¢ 1.11.11. [9] k = 2 ise bu durumda sag yon i¢in F, y alt yoriingesel grafinda

% ile baglayan minimal uzunluklu yolda n. kise

n
Az(n+1)u+n=u+m

Vn N N

dir.
Sonu¢ 1.11.12. [9] [ = 2 ise bu durumda sol yon i¢in F,, y alt yoriingesel grafinda %

ile baslayan minimal uzunluklu yolda n. kose

n
__(n+1)u—n:u_m

Un = N N

dir.
Sonu¢ 1.11.13. [9] k=3 ise u?+3u+1=0(modN) dir. Sag yon igin
A, = (—1)"F,, ile birlikte (65) ile verilen ifadeden, v, =% olmak tizere F,y alt

yoriingesel grafinda minimal uzunluklu yolda n. kose

seklinde verilir.
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Sonu¢ 1.11.14. [9] [=3 ise u?—-3u+1=0(modN) dir. Sol yon igin
A, = (=1)"F,, ile birlikte (66) ile verilen ifadeden, v, = % olmak tizere F,y alt
yoriingesel grafinda minimal uzunluklu yolda n. kdse
o\ Fon

—_— F2n+2
Up = —N

seklinde verilir.



2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. K(—1/-k) Siirekli Kesri i¢cin Uygulamalar

Stirekli kesirler, V,, deger bolgeleri ve bu bolgelere karsilik gelen (), eleman
bolgeleri ile tanimlanabilir. Yani, {Q,} eleman bolgeleri dizisi ve {V,,} deger bolgeleri

dizisi olmak tizere her (a,, b,) € Q, i¢in

sa(VW)SVy, n=123,..

dir. Burada a,, = —1 ve b, = —k olacak sekilde K(—1/—k) siirekli kesrinin dizisi

-1
—k+w

Sn (W) =

seklinde Mobiiis doniistimlerinin {s,,} dizisidir. {S,} de {s,} ile liretilen lineer kesirli

dontistimlerinin dizisidir ve siirekli kesirlerin yineleme bagntilari ile

A, aw+ A,

, =123, ..
B, ,w+B, "

S,(w) =5s;08,0...05,(w) =

bigiminde tanimlanir. Bu sekildeki {S,} lineer doniisiimleri i¢in K, = S,,(V},) bolgeleri
almsin. w € ¥, i¢in S,,(w) € K,, oldugu ag¢iktir. Burada D kompleks sayilar kiimesinde
birim disk olmak iizere Vo, =D ={w € C:|w| <1} almarak {S,} lineer kesirli
doniisiimleri altinda V,, deger bolgelerine karsilik gelen K, resimleri K, =S, (D)

bi¢imindeki disklerdir. Daha ac¢ik bir ifade ile bu K,, resimleri

K, =S,(w) =s,0s,0..05,(w), n=123,..

ile belirlenir. Ayrica bir K(—1/—k) siirekli kesri, |b,| =1+ |a,| sarti i¢in |k| =2
oldugunda bir Pringsheim kesridir. Bu bilgiler 1518inda k = 2 ve k = 3 degerleri icin
n = 1,2,3,... olmak tizere K(—1/—k) siirekli kesrinin bir Pringsheim kesri oldugu goz
oniine almarak D kompleks diskinin {S,,} lineer kesirli doniisiimleri altinda K,, resimlerinin

formlar1 incelendi.
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2.1.1. K(—1/-2) Siirekli Kesrinin K, Diskleri

Ik olarak k = 2 icin K(—1/—2) siirekli kesrine bakilsin. Bu siirekli kesrin dizisi

-1
24w

sp(w) = seklindedir. Yineleme bagmtilar1 ve k = 2 i¢in A,, = (—1)"n oldugundan

{s,,} ile tretilen {S, } lineer kesirli doniistimlerinin dizisi

mn—-Dw-n

—_—, =123, ..
nw—(n+1) "

S,(w) =5s;08,0...05,(w) =
ile ifade edilir. Burada S,, doniistimlerinin tersinin dizisi

n+Dw-—n

S (W) = nw — (n—1)

seklindedir. K,, = S,(D) i¢in S, *(K,) = D olacagindan her n > 1 tamsayis1 i¢in K,
bolgelerinin {S,,} doniisiimlerinin tersinin altindaki resimleri D diskinin elemanlaridr.
Yani, her u,, € K, i¢in S, *(u,) € D dir. Bu 6zelliklere sahip K(—1/—2) siirekli kesri
icin K, bolgesinin yeri asagidaki gibi belirlenir.

Sonu¢ 2.1.1.1. K(—1/-2) siirekli kesri ve {S,} de onun lineer kesirli
doniisiimlerinin dizisi olmak iizere D bdlgesi i¢in K, = S,,(ID) tammlansm. O halde K,

resimleri

2n 1}

= : —_ <
Kn {u”E(C n+1l S 2n+1

Uy n= 1,2,3,

seklinde, merkezi C, = % ve yaricapl R, = Tlﬂ olan kapali dairesel disklerdir.

Ispat. Matematiksel indiiksiyon yontemi kullamlmak diizere n=1 icin S;

doniisiimleri
-1

S1w) = s, (W) = ———

ve bu dOniistimiin tersi

2w —1

51_1 (w) =
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seklindedir. S;~"(u,) € D oldugundan K, diskinin yeri

2 1
K1={u1€(C: u1_§|S§}

seklinde, merkezi C; = g ve yarigapt Ry = é olan kapal1 dairesel disktir.

Simdi K,, = {u, € C:[u, -

2n |
2n+1

1 - o . o o e
< 2n+1} oldugu kabul edilsin ve K,,; bdlgesinin

yeri elde edilmeye calisilsin. O halde

nw—(Mn+1)
nm+DHw—-(Mn+2)

Sn+1(W) = Sn (Sn+1(W)) =
dir. Burada S, lineer kesirli doniistimiiniin tersi

n+2)w—(Mm+1)
n+1Dw-—n

Sn+1_1 (W) =

seklinde elde edilir. K41 = Sp1(D) ic¢in Sppq 2 (K,eq) = D oldugundan uy,.q € Kyiq

icin Sp41 (Up41) € D oldugu agiktir. O halde Uy q = Xp4q + iVn4q1 olmak iizere

(n+2upy; —(n+1) <

<1
(n+ Dupyy —n

(n+2)xp1 + iYpei(n+2) —(n+1)
(n+ Dxpig + iyppa(n+1) —n

= |[(n+ Z)xn+1 + iYn+1(n +2) -+ D] < |(n+ 1)xn+1 + iYn+1(n +1) —n|

= [(n+ 2)xp41 — M+ D]? + [Ypp1 (n + 2)]°
< [(n+ Dxpiq —nl? + [ypea(n + 17

ifadesi diizenlenirse;

[(n+2)* — (n+ 1)%]xp1% — 2,420 4+ 2) + [(n + 2)* — (n + 1)?]yps1® + 20
+1<0
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esitsizligi [(n + 2)? — (n + 1)?] ile béliiniirse;

2 _ g (2n+2)+ 2_|_2n+1<0
X1 \on+3) T T3S

2n + 2\* , 1y
= (e~ zg3) +m* < res)

2

( 2(n+1) )2+ 2<( 1 )
= L -
Yn+1 2(n+1)+1 Yt =2+ D + 1

elde edilir. Dolayisiyla K, 1 diski

i { & 2(n+1) < 1 }
ntl = Mt S et T o e Y 1 S 2t 1) + 1
olur. Yani K,, disklerinin yeri merkezi C,, = % yarigap1 R, = Tlﬂ olan kapali dairesel

disklerdir. Bu sekilde ispat tamamlanir.

Sonu¢ 2.1.1.2. K(—1/-2) siirekli kesri ve {S,} de onun lineer Kkesirli
doniisiimlerinin dizisi olmak iizere D bdlgesi i¢in K, = S,,(ID) tammlansm. O halde K,
diskleri

DoK, DK, > DK,

seklinde i¢ i¢e kapali dairesel disklerdir.

ispat. K(—1/-2) siirekli kesrinde k = 2 oldugundan bu siirekli kesir bir Pringsheim
kesridir. Dolayisiyla D dairesel diski ve K(—1/—2) siirekli kesrinin lineer kesirli
doniisiimlerinin dizisi {s,, } olmak iizere s, (D) c D dir. O halde

Ky = S,(D) = Sp_1(5,(D)) € S,_1(D) = Ky

Knoq= Sn—l(]ﬁ)) = Sn—Z(sn—l(]]_))) c Sn—z(]]_)) =Kn_,

K, = 5,(D) = 5,(5,(D)) < 5, (D) = K,
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dir. Dolayisiyla buradan
K,cK, ,c-cK,cK, cD
oldugu goriiliir.
k =2 i¢in K,, kapal dairesel diskleri gorsel olarak incelenmek istenirse Python

programlama dilinde ilk bes disk i¢in su algoritma kullanilir:

import matplotlib.pyplot as plt

circlel = plt.carcle((2/3,0), 1/3, color="black")

circle2 = plt.Circle((4/5,0), 1/5, color="dimgrey")

circle3 = plt.Circle((6/7,0), 1/7, color="slategrey')

circled = plt.Carcle((8/9,8), 1/9, color="darkgrey")

circleS = plt.Carcle((18/11,8), 1/11, color='lightgrey',clip_on=False)

fig, axes = plt.subplots()

plt.xlim(e,1,)
plt.ylim(-8.5,8.5)

axes.add artist(circlel)
axes.add artist(circle2)
axes.add artist(circle3)
axes.add artist(circled)
axes.add artist(circles)

fig.savefig('plotcircles.png’)

Bu algoritma ile ¢izdirilen diskler Sekil 7. de oldugu gibidir. Burada K,, disklerin 1
noktasinda teget olduklar1 goriiliir. k = 2 i¢in K,, disklerinin yakinsaklik durumu ile ilgili

sonu¢ asagida verilmistir.
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Sekil 7. k = 2 i¢in K,, kapali dairesel diskleri

Sonu¢ 2.1.1.3. D kapal dairesel bdlgesi ve K(—1/—2) siirekli kesri i¢in K,, =
S,(D) ile olusturulan {K,} dizisi icin smir nokta durumu vardirr ve f =1 noktasina
yakinsar.

Ispat. K, diskleri, D kapal dairesel diskinin alt kiimeleri oldugundan kapali dairesel

diskleridir. O halde K, diskleri, yarigapt {R,} = {0,%,%, . — } merkezi

2n+1
{c,} = {1,2,%, ,%} olacak sekildeki dizilerden olustuguna gore
limR, = lim =0 ve limC, = lim -1
n-oo 2n+1 n-oo 2n+1

limitleri mevcuttur. lim R,, = 0 oldugundan smnir noktasi durumu vardir ve limC,, =1

noktasina yakinsar.
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2.1.2. K(—1/-3) Siirekli Kesrinin K, Diskleri

-1
-3+w

k=3 igin K(—1/-3) siirekli kesrinin doniisiimlerinin dizisi s,(w) =

bigimindedir. I kapali dairesel diskinin {s,,} ile iiretilen {S,,} lineer kesirli doniisiimlerinin

dizisi Fibonacci say1 dizisinin elemanlari ile

—Fon_ow + Fyp
—Fopuw + Fypyp’

S,(w) =5s;08,0...05,(w) = n=123,..

ile temsil edilir. Burada bu doniisiimiin S,,”*(w) ters doniisiimleri

Foniaw — Fop

S, (w) = n=123..

Fonw — Fpp_5’
seklindedir.

Sonu¢ 2.1.2.1. K(—1/-3) siirekli kesri ve {S,} de onun lineer kesirli
doniisiimlerinin dizisi olmak iizere D = {w € C:|w| < 1} i¢in K,, = S,,(D) tanimlansin. O
halde K,, resimleri

Fan

1
v, — } n=>1

K={v € C: <
" " Phn+2

an+2

seklinde, merkezi C,, = (FF”‘”

)
an+2

olan kapal1 dairesel disklerdir.

1
0) yaricapt R, = e

Ispat. Yine matematiksel indiiksiyon kullanilarak ispat yapilsm. Bu durumda her

v, € K, i¢inn = 1 alimirsa K; = S; (D) olmak iizere bu doniisiimiin S; ~* ters doniisimii

_ F,v, — F
51 1(”1)=ﬁ
2Y1 0

seklindedir. S; ' (v;) € D oldugundan K; diskinin yeri

Fuv, — F,

et S P
Fvy — Fy

ifadesinin ¢oziimlenmesi ile elde edilir. O halde v; = x; + iy, olmak {izere

F4x1+iF4y1_F2

. <1
F2x1+lF2y1_F0
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= |Fyxq + iFy, — F| < |Foxq + iF,y, — Fyl

= (Fxy — F2)? + (Fy1)? < (Foxg — Fo)? + (Fo1)?

= (Fyx1)? — 2F,Foxy + Fy? + (Fyyy)? < (Fyxy)? — 2F,Foxy + Fo? + (Foy,)?
= (R = F2)x 2 = 20, F,(Fy — Fo) + (F2 — B2y, 2 + F,2 —F2 <0

elde edilir. Son ifadede Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin F,,, = E, Ly, F,_1 + Fppq = Ly,

ve Fp.» — F,,_, = L, 6zellikleri kullanilirsa bu ifade
F6.X12 — 2F4x1 + F6Y12 + FZ S 0

olur. Burada son esitsizlik Fg ile boliniirse;

Fy\* 1
( ‘F:) s (F:)

seklinde elde edilir. Bu da F, = 3, Fg = 8 olmak iizere merkezi (ﬁ—“, 0) ve yarigapi Fi olan
6 6

K, kapali dairesel diski oldugunu belirtir. Simdi K,, verildigi gibi kabul edilsin ve buna

gore K, 1 diski elde edilmeye calisilsin. O halde S, lineer kesirli doniistimii

—FonW + Fonga

Sne1(w) = Sn(sn+1(W)) =_F wWrF
2n+2 2n+4

ise S,41  lineer kesirli doniisiimiin ters doniistimii

FonpaW — Fongo
Fonyaw — Fop

Sn+1_1(W) =

seklindedir. Her v, € Kyy41 i¢in Spyq~ " (V,41) € D olacagimdan
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FontaVny1 — Fango <1

Fonta2Vngr — Fap

ifadesinin ¢oziimlenmesi ile elde edilir. O halde v, ;1 = x,,41 + (V41 0lmak lizere

FontaXnir + 1FonaYne1 — Fonyo <1

F2n+nxn+1 + iF2n+ZYn+1 - FZn
= |FonsaXnet + 1FoneaVns1 — Fonezo| S | FonsnXnt1 + iFons2Yn+1 — Fanl

2 2 2 2
= (FonsaXnir — Foni2)® + (FongaVni1)® < (Fons2Xni1 — Fon)® + (Fans2Vn+1)

= (FansaXns1)? — 2FonsaFonsoXnsr + Fonsz” + (FonsaVns1)?

< (Font2Xnt1)? = 2Fon o Fonxpiq + F2n2 + (F2n42Yn+1)?

2 2 2
= (F2n+4 — Fonss )xn+1 — 2xn+1Font2(Fonga — Fap)

+ (Fansa” = Fans2”)Vns1? + Fansa” = Fon” <0
elde edilir. Son ifadede Fibonacci ve Lucas say1 dizi 6zellikleri kullanilirsa
F2n+42 - F2n+22 = Fante> Fant2(Fansa — F2n) = Fanga, F2n+22 - FZn2 = Fans2
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler son ifadede yerine yazildiginda

2 2
FanseXns1® — 2FaniaXni1 + FanseYns1”™ + Fansz <0

olur. Burada son esitsizlik Fj,,, ¢ ile boliiniirse;

F4n+4 F4n+2
xn+12 -2 Xn+1 + 3’n+12 + <0
F4-n+6 F4-n+6
Finta) 1\
:>(x+1——> +Y+125( )
" F4-n+6 " F4TL+6

elde edilir. Son olarak K, diskinin yeri

2 2
Famnsny 1
(xn+1 - | t yn+12 S\
F4(n+1)+2 F4(n+1)+2
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dir. Bu sekilde ispat tamamlanir.
Sonu¢ 2.1.2.1. K(—1/-3) siirekli kesri, {S,} onun lineer kesirli doniisiimlerinin

dizisi olmak {izere D dairesel diski i¢in K,, = S,,(ID) tanimlansim. O halde K,, diskleri

DoK,D>K,> DK,

seklinde i¢ ige kapal1 dairesel disklerdir.

Ispat. K(—1/-3) siirekli kesrinde k = 3 oldugundan bu siirekli kesir bir Pringsheim
kesridir. Dolayisiyla D dairesel diski ve K(—1/—3) siirekli kesrinin lineer kesirli
doniisiimlerinin dizisi {s,, } olmak iizere s,,(D) c D dir. O halde

Kn = Sn(]ﬁ) = Sn—l(sn(]]_))) c Sn—l(]]_)) = Kn—l

Kn1= Sn—l(]]_)) = Sn—z(sn—1(]ﬁ)) = Sn—z(]ﬁ) =Ky
K, = $,(D) = $;(s,(D)) € 5, (D) = K,

dir. Dolayisiyla buradan
K,cK,,c-cK,cK cD

oldugu goriiliir. m

k =3 icin K, kapal dairesel diskleri Python programlama dili ile ¢izdirilmek
istendiginde, ilk ii¢ disk i¢in asagidaki algoritma kullanilabilir:
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import matplotlib.pyplot as plt

circlel = plt.circle((3/3,0), 1/8, color='lightgrey')
circle2 = plt.Circle((21/55,0), 1755, color="grey']
circled = plt.circle((144/377,0), 17377, color="black’,clip_on=False)

fig, axes = plt.subplots()

plt.xlim(e.2,0.5)
plt.ylim(-08.15,0.15)

axes.add artist(circlel)

axes.add_artist(circlez)
axes.add artist(circlel)

fig.savefig('plotcircles.png')

Bu algoritma ile ¢izdirilen diskler Sekil 8 de oldugu gibidir. kK = 3 i¢in K,, disklerinin

yakinsaklik durumu ile ilgili sonug asagida verilmistir.

0.15
0.10 4
0.05 4
0.00 4 .
=0.05 -

-0.10 4

-0.15 T T T T T
0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

Sekil 8. k = 3 i¢in K,, kapal dairesel diskleri
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Sonu¢ 2.1.2.3. D kapali dairesel bolgesi ve K(—1/—3) siirekli kesri igin

3-v5

K, = S,(D) ile tanimlanan {K,} dizisi icin sinrr nokta durumu vardir ve f = >

noktasima yakinsar.

Ispat. K, diskleri, D kapali dairesel diskinin alt kiimeleri oldugundan kapali dairesel

diskleridir. O halde K, diskleri, yarigapt {R,}= {0 L2 ! }, merkezi

y o )y
Fs " Fio Fany2

{C.} = {1, B FF&} olacak sekildeki dizilerden olustuguna gore
4n+2

Fg' Fio’ "
. . 1 . . F, 1 3-/5
limR,, = lim =0 ve limC, = lim—"=1—--=—
n-oo Fant2 n—-oo Fan42 a 2

“l&

o . - : 3-
limitleri mevcuttur. lim R, = 0 oldugundan smir noktast durumu vardir ve lim C,, = —

noktasina yakinsar.
2.2. Minimal Uzunluklu Hiperbolik Yollarin Poincare Diskinde Resimleri

D Poincare diskinden H iist yar1 diizlemine alinan MGdbitlis doniisiimlerinin bir

elemani
i 1
V2 2
uiz) =—3 ;

seklinde almsm. Bu durumda ID de bir hiperbolik dogru, H da bir hiperbolik dogrunun p~?1
altindaki goriintiisiidiir[16]. ¢ € R i¢cin H iist yar1 diizleminde £ hiperbolik dogrusunun
denklemi

£ ={z € H:Re(z) = ¢}

ise bu durumda
¢, ={z € D:Re(u(2)) = c}

denklemine sahiptir ki burada
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Re(u®) =1~
52Z+5+5(Z—2)

seklinde hesaplanir. ¢ = 0 i¢in D de £, hiperbolik dogrusu

. ={z € D:Re(z) = 0}

ve buna karsilik ¢ # 0 i¢in ayn1 dogru

-(3-0)-3

seklindedir. £, yi iceren Oklid gemberi, birim ¢emberi dik olarak keser. Eger H da ¢

£’C={ZE]D:

hiperbolik dogrusu, ¢ € R, r > 0 i¢in
t={zeH:|z—-c|*>=1?%}

ise bu durumda
Loy ={z €D:|u(z) —cl* =1?}

dir. Burada basitce |u(z) — c|? = r? ifadesi hesaplanmak istenirse;

2
412

- (14 c%2—-1r2)2

(67)

(—Zc +i(1+7r%- cz)>
7 —

1+c2—1r2

denklemine doniisiir. |u(z) — ¢|?> = r? denklemi ile tanimlanan Oklid ¢cemberinin birim

cembere dik oldugu s6ylenir[16].

Bu bilgiler 1s1ginda 1.11. Boliimde verilen u? + ku + 1 =0 (mod N) ve 1 <k <N
olmak tizere F,, y grafinda sag yonlii minimal uzunluklu yolun Poincare diskine aktarilmasi

ile ilgilenilsin. Burada k = 2 olmak {izere % = % ile baglayan F; , alt yoriingesel grafinin

n

minimal uzunluklu yoldaki koseleri v, = %m ile verildi(Sonu¢ 1.11.11.[9]). Bu

durumda F, , grafinda sag yonlii minimal uzunluklu hiperbolik yol
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seklindedir. Bu hiperbolik yol Sekil 9. da gosterilmistir.

v \/ / R
1/2 3/a 5/6 7/8 9/10

N\ =
.rI/ \\ I/— \_' /P- \ —,
".II.II."'

Sekil 9. F; , grafinda sag yonlii minimal uzunluklu hiperbolik yol

Bu hiperbolik yol, (67) ile verilen denklem kullanilarak Poincare diskine kolayca
aktarilabilir. O halde ilk olarak %—>% kenari, yarigapt r; = é ve merkezi ¢; =§ olan ¥,

hiperbolik dogrusunu belirtir. Bu durumda bu dogrunun pu(z) lineer kesirli doniigiimii

altinda D diskindeki resmi olan £, hiperbolik dogrusu

@)

—10 + 5i
to=prem = ()

bi¢iminde ve bu dogrunun yeri

Sekil 10. €., dogrusunun Poincare diskindeki resmi
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D 1 . 19 . .
kenar1 i¢in ise yarigapi 1, = L Ve merkezi ¢, = 22 olan ¢, hiperbolik

- J—
2

seklindedir.

Sl w
o lu

dogrusu vardir. Bu hiperbolik dogrunun u(z) doniisiimii altinda D diskindeki resmi olan

¥, hiperbolik dogrusu

(—38 + 9i)
z 39

-2

seklinde elde edilir. Poincare diskinde bu dogrunun yeri

Y, ={ZE]D:

Sekil 11. €., dogrusunun Poincare diskindeki resmi

ile gosterilir. §—>£ kenar1 ise yarigapt r; = ﬁ ve merkezi ¢3 = i—; olan #5 hiperbolik
dogrusunu belirtir. Bu hiperbolik dogrunun u(z) donisimii altinda D diskindeki resmi

olan £, hiperbolik dogrusu

—82 + 13i
b= fr ey ((E213)

()

seklinde elde edilir. Bu dogrunun resmi ise Sekil 12 deki gibidir. Goriildiigii iizere dogrular

giderek kisalir, dolayisiyla bu dogrular1 ¢izmek, gdsterim agisindan zorlasir.
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=
T -

Sekil 12. €., dogrusunun Poincare diskindeki resmi

Benzer sekilde £—> 110 kenar1 yaricap1r r, = % ve merkezi ¢, = % olan ¢, hiperbolik
dogrusunu gosterir. Bu hiperbolik dogrunun u(z) doniisiimii altinda D diskindeki resmi

olan £, hiperbolik dogrusu

(—142 + 17i>
Z_ —————————————————————————

1?64:{26]])): 143

()]

. e L9 11 1 . 109
seklinde elde edilir. Yine ayni sekilde iRy kenar1 yarigap1 5 = o Ve merkezi cg = 0

olan £ hiperbolik dogrusunu gosterir. Bu hiperbolik dogrunun u(z) doniisiimii altinda D

diskindeki resmi olan £ hiperbolik dogrusu

2 2 2
N (ﬁ)
155

. . 11 13 1 .
seklindedir ve son olarak rrindm kenar1 yaricap1 1y = Tes V€ merkezi cg = Tes olan 44

—218 + 21i
{’Csz ZE]D):|Z—<—219 )

hiperbolik dogrusuna bakilacak olunursa, bu hiperbolik dogrunun p(z) doniisiimii altinda

D diskindeki resmi olan £ hiperbolik dogrusu

6 =G )

(—310 + 25i>
g

{’Cz{ZE]D): 311
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seklinde elde edilir. Bu Oriintiiye devam ederek F; , alt yoriingesel grafindaki sag yonlii
minimal uzunluklu yollarin D Poincare diskindeki goriintiisii asagidaki gibidir.

Konjektiir 2.2.1. F,, grafinda v,_; = ¥, minimal uzunluklu hiperbolik yolun

4n?%+42n-1
4n244n

dir. Bu hiperbolik dogrunun u(z)

aricaplt 1, = ve merkezi ¢, =
y Q p n 4n2+4n n

doniigtimii altinda ID diskindeki resmi olan £ hiperbolik dogrusu

- (4n(2ni - 1) }

2

—4n(2n+ 1)+ 1+ (4n+ 1)i
Z_< n2n+1) -1 >

4, ={ZE]D:

olarak yazilir.



3. iIRDELEME

1988 yilinda Jones, Singerman ve Wicks, [2] ¢alismasinda ' Modiiler grubunun
rasyonel projektif dogrusu iizerindeki imprimitif hareketi incelediler ve bu harekete bagl
olarak alt yoriingesel graflar: arastirdilar. Bu ¢alismada bir G,, y grafinin orman olabilmesi
icin gerek ve yeter sartin liggen icermemesi oldugu konjektiir olarak verildi. 2001 yilinda
ise M. Akbas, [3] calismasinda bu konjektiiriin ispatin1 verdi ve sonug¢ olarak I[y(N) alt
grubunun 6zel bir elemani ile bir slirekli kesir olusturuldu. 2011 yilinda Deger, [6]

calismasinda;

e F, y alt yoriingesel graflar tizerindeki minimal uzunluklu yollar ile birlikte stirekli
kesirler arasinda baglant1 gelistirdi.
e F,y alt yoriingesel grafindaki minimal uzunluklu hiperbolik yolda bir kdsenin

baglanabilecegi en uzak kose degeri elde etti.

Ayni yazar 2017 yilinda [11] calismasinda ise ©6zel durumlarda minimal uzunluklu
hiperbolik yollarin kdselerinin siirekli kesir baglantisi ile Fibonacci say1 dizisi arasinda bir
iligki tespit etti. Ayrica [4], [5] calismalarinda alt yoriingesel graflarin devre sartlari, [7-10]
calismalarinda da yine minimal uzunluklu hiperbolik yollarmn 6zel kdse degerleri igin

stirekli kesirler ile 6zel say1 dizileri arasinda baglantilar incelendi.

Bu tez calismasinda, daha Once alt yoriingesel graflarda minimal uzunluklu
hiperbolik yollarin 6zel kdseleri i¢in elde edilen baglantilar kullanilarak yeni baglantilar

elde etmek hedeflendi. Bu baglamda;

e D birim diskinin kapanismin [6] ¢alismasinda elde edilen siirekli kesrin 6zel k
degerleri i¢in lineer kesirli doniisiimleri altinda K,, resimleri incelendi. Bu resimlerin formu
ve yakinsaklik durumu arastirildi (Yapilan ¢galigmalar 2.1.)

e FElde edilen K, resimleri icin [11] calismasi ile verilen Fibonacci sayr dizisi
bagntilar1 kullanilarak yeni bir bagint1 gelistirildi (Sonug 2.1.2.1.).

e F,, grafinn minimal uzunluklu hiperbolik yollari, 6zel bir Mobilis doniisimii

kullanilarak Poincare diskine aktarildi.



4. SONUCLAR

Bu tezde elde edilen baslica 6nemli sonuglar su sekilde verilebilir:

1. K(—=1/—k) siirekli kesrinin lineer kesirli doniisiimleri altmda k =2 icin D
kompleks diskinin S, (D) resimleri olan K, kapali dairesel disklerinin;
e genel formu elde edildi(Sonug 2.1.1.1.),
e ic¢ ice olduklar1 gosterildi(Sonug 2.1.1.2.),
e yakimsaklig1 incelendi(Sonug 2.1.1.3.).
2. K(—1/—k) siirekli kesrinin lineer kesirli doniisiimleri altinda k = 3 icin D
kompleks diskinin S, (D) resimleri olan K,, kapali dairesel disklerinin;
e genel formu ile Fibonacci say1 dizisi arasinda bir bagint1 elde edildi(Sonug
2.1.2.1.),
e i¢ ice olduklar1 gosterildi(Sonug 2.1.2.2.),
e yakisakligi incelendi(Sonug 2.1.2.3.).
3. k=2 i¢in F;, grafinn sag yonli minimal uzunluklu hiperbolik yollarmimn
Poincare diskindeki yerlerinin genel formu verildi( Konjektiir 2.2.1.)
4.Genel olarak yapilan ¢aligmalar kisminda elde edilen bagintilar, ¢izimleri ile

desteklendi.



5. ONERILER

1.K(—1/—k) siirekli kesrinin lineer kesirli doniisimleri altinda farkli kompleks
disklerin resimleri incelenebilir ve elde edilen bolgelerin yeri ve yakmsaklik durumu
arastirilabilir.

2.Farkli k degerleri i¢in K(—1/—k) siirekli kesrinin yakmsaklik bolgeleri
incelenebilir ve bu bolgelerin yerleri ile 6zel say1 dizileri arasinda yeni bagintilar elde
edilebilir.

3.F, y grafinm sol yonlii minimal uzunluklu yollarin Poincare diskindeki yerleri
arastirilarak elde edilen dogrularin genel formlar1 verilebilir.

4.F, y grafinda farkli k degerleri i¢cin minimal uzunluklu yollarin Poincare diskindeki
resimleri bulunabilir.

5.Elde edilen bagmtilarin bilgisayar programlarinda algoritmalar1 olusturularak yeni

bakis acis1 gelistirilebilir.
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