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OZET

DOKTORA TEZI

AMORF YAPILARDA ALTERNATIF ILETKENLIGE FRAKSIYONEL VE
STOKASTIK YAKLASIMLAR

Ugur SAGLAM

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Deniz DEGER ULUTAS

Fraksiyonel analiz ve stokastik teoriye dayanan anormal tasima teorilerini Debye, Cole-Cole,
Cole-Davidson ve Havriliak-Negami tipi iletkenlik denklemlerini igeren yari-ampirik
iletkenlik formalizmine dayanan iletkenlik davranisi ile iligskilendirmek icin fenomenolojik
bir yaklasim gelistirmeyi hedeflemekteyiz. Amorf yar1 iletkenler ve yalitkanlarin karmasik
veya diizensiz ortamlarindaki anormal tasima siireclerini bilinen matematiksel metot
ve yontemler araciligiyla belirlemeyi istemekteyiz. Bu nedenle, Langevin denklemi
olarak adlandirilan stokastik hareket denklemi {izerinden hareketle Klein-Kramers veya
Fokker-Planck denklemi adi verilen denk master denklemini gelistirildi ve master
denklemin uzay ve zaman-fraksiyonel genellestirmesi tiiretildi. Fraksiyonel master denklemi
tiiretildikten sonra, bazi hesaplamalar ve kosullar aracilifiyla beklenen de8er ya da
degiskenlerin ortalama degeri belirlendi. Son olarak, ortalama iletkenlik davranigini elde
etmek icin iletkenlik formalizmindeki ortalama degerler kullanildi.

Haziran, 2022, 79 sayfa.
Anahtar kelimeler: Anormal iletim, fraksiyonel master denklem, uzun-kuyruklu

dagilimlar, Prabhakar tiirevi, Caputo diizenlemesi, Havriliak-Negami
tipi davranig
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SUMMARY
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FRACTIONAL AND STOCHASTIC APPROACHES TO ALTERNATIVE
CONDUCTIVITY IN AMORPHOUS STRUCTURES
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Department of Physics

Supervisor: Prof. Deniz DEGER ULUTAS

We aim to derive a phenomenological approach to link the theories of anomalous transport
governed by fractional calculus and stochastic theory with the conductivity behavior
governed by the semi-empirical conductivity formalism involving Debye, Cole-Cole,
Cole-Davidson, and Havriliak-Negami type conductivity equations. We want to determine
the anomalous transport processes in complex or disordered media such as those occurring
in the amorphous semiconductors and insulators via some familiar mathematical instruments
and methods. Thus, we have started with the stochastic equation of motion called the
Langevin equation, developed its equivalent master equation called Klein-Kramers or
Fokker-Planck equation, and considered the space and time-fractional generalization of the
master equation. Once we have derived the fractional master equation, then determined the
observables or the mean value of the variables through some calculations and conditions.
Finally, we have used the mean values in the conductivity formalism to obtain the average
conductivity behavior.

June, 2022, 79 pages.

Keywords: Anomalous transport, fractional master equations, long-tailed distributions,
Prabhakar derivative, Caputo regularization, Havriliak-Negami type behavior
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1. GIRIS

Amorf yar iletkenler ve yalitkanlarda anormal tagima olarak da adlandirilan karmagik
veya diizensiz ortam dinamigi, stokastik mekanik ve fraksiyonel analizin enstriiman, metot
ve yaklagimlar1 kullanilarak yorumlanabilir ve tasvir edilebilir. Anormal tagima siirecinde
gozlenebilirlerin ortalama davranigi, agir veya uzun kuyruklu olasiliksal dagilim ya da
kuvvet-kanunu kuyruklu olasiliksal dagilimli ve asimetrik, iistel ya da Gaussyen olmayan

dagilimlara sahip, yonelmis anormal difiizyon hareketini ifade eder (1; 2).

Anormal tasima, anormal difiizyon ve fraksiyonel siiriikklenme siireglerini iceren
zaman ve/veya uzay-fraksiyonel siiriikklenme-difiizyon denklemi aracilifiyla tanimlanabilir.
Anormal difiizyonun gostergesi, ikinci yer degistirme momentinin veya (z*(t)) ~ t*
formunda bir ortalama kare yer degistirmesinin ortaya ¢ikmasidir, burada @ # 1 ve «
issilne baglh olarak difiizyon siireci 0 < o < 1 durumu ig¢in alt difiizyon veya o > 1
(3; 4) icin siiperdifiizyon olarak ayirt edilebilir. Fraksiyonel siiriiklenme, zaman-fraksiyonel
Fokker-Planck denklemi araciligiyla yorumlanabilir, ¢iinkii hem siiriiklenme hem de
difiizyon terimleri zaman-fraksiyonel operatorden etkilenir, ancak uzay-fraksiyonel

denklemde, siiriiklenme terimi uzay-fraksiyonel operatérden etkilenmez (5).

Stokastik siirecler indeks degiskenine gore, her ikisi de iistel olasilik dagilimlarina
sahip olan kesikli-zamanli ve siirekli-zamanli stokastik siirecler olarak adlandirilan iki
ana gruba aynlabilir. Binom siireci, Bernoulli siireci, kesikli-zamanli rassal yiirliyiis
gibi kesikli-zamanli stokastik siirecler, temel bir rassal siire¢ tanimlar ve bazi1 Ozel
limit durumlarinda normal veya Gauss dagilimina sahiptir (6-8). Wiener siireci,
Ornstein-Uhlenbeck siireci, siirekli-zamanli rassal yiiriiyiis gibi siirekli-zamanli stokastik
siirecler, bir difiizyon veya siiriiklenme-difiizyon siirecini tamimlar ve Gauss(normal) veya

kaymis Gauss dagilimu gibi iistel tipte bir olasilik dagilimina sahiptir (6-8).

Rassal ortamda rassal yiiriiylis (RWRE) veya siirekli-zamanl rassal yiiriiylis (CTRW),
anormal tagima siireclerini ifade etmekte analog yontemler olarak kullanilir. CTRW, bir
parcacigin bir Orgii noktasindan digerine rassal hareketini, stokastik bir siire bekleyip

stokastik olarak (9; 10) atlayarak tanimlar. Bir adim uzunlugundan ve bir bekleme siiresi



olasilik dagilimindan tiiretilebilen bir CTRW’den bir genellestirilmis master denklem (GME)
elde edilir. Ozel uzaya ve zamana bagl olasilik dagilimlariyla tanimlanan bazit GME’ler de,

difiizyon limitinde standart Fokker-Planck denklemine yakinsar (11).

Bir CTRW modeli, bir GME ve ayrica ikinci hareket yasasinin genellemesi olarak
deterministik ve stokastik terimlerin kompozit bir birlesiminden olusan Langevin
denklemi(LE) ile tanimlanabilir (12). LE, Langevin denklemi ile ilgili Kramers-Moyal
acilimi katsayilar tiiretilerek veya Langevin denklemi bir olasilik yogunlugu denkliginde
kullanilarak Fokker-Planck denklemine doniistiiriilebilir (13-15). Hem GME’ler
hem de LE’ler, her biri farkli stokastik siirecleri ifade eden Klein-Kramers(KKE),
Fokker-Planck(FPE), Telegraph Denklemi(TE), Difiizyon-Advection(DAE) denklemleri
gibi denk master denklemlere(ME’ler) sahiptir (16—19).

Fraksiyonel dinamigin, Markovyen olmayan (hafizali) ve yerel olmayan stokastik siiregler
tizerinden karmagik ortamlarda anormal tasimayi modellemede merkezi bir rol oynadigi
diistiniilmiistiir (20-22). Normal tasima siireclerini tanimlayan farkli GME’lerden ve
LE’lerden master denklemler elde edilebilmesine ragmen, anormal siire¢leri anlamak i¢in
master denklemlerin fraksiyonel genellestirilmeleri iizerinde durmak gerekir. Zaman ve
uzay-fraksiyonel master denklemler, uzun-kuyruklu bekleme siiresi dagilimi ve dig bir
yonelim varliginda iistel olmayan ve asimetrik uzun menzilli sigrama uzunlugu dagiliminin

belirteci olarak ortaya cikar (23; 24).

Anormal tagima problemi i¢in segilen fraksiyonel master denklemin analitik ¢oziimi,
uzay-zamanin FL. domaini ile degistirilmesine izin veren Fourier-Laplace(FL) doniisiimii
kullanilarak elde edilebilir (25-27). Fraksiyonel master denklem ve bunun FL doniisiimii
tiiretildiginde, olasilik yogunluk fonksiyonu (PDF) i¢in analitik bir ¢oziim elde edilebilir ve
ardindan bazi terimleri yok etmek iizere PDF icin dogal sinir kosullar diisiiniilebilir. PDF’nin
ters FL doniistimii genellikle Fox H-fonksiyonu cinsinden verilir. Bir paralel, analitik tiiretme
yoluyla ayn1 matematiksel yaklasimlar kullanilarak degiskenlerin veya gozlenebilirlerin

ortalamasi1 veya beklenen degeri elde edilebilir.

Literatiirde, dielektrik relaksasyon icin diizensiz ya da karmagik sistemlerin deneysel
verilere gore Cole-Cole, Cole-Davidson, Havriliak-Negami denklemleri olarak adlandirilan
tic ifade tanimlanmistir. Zaman-fraksiyonel operatorleri de iceren, yanit-uyarma veya

olasilik yogunluk fonksiyonlarinin relaksasyon mekanizmalarina karsilik gelen diferansiyel



denklemleri elde edildi ve mevcut yari-ampirik formalizmin relaksasyon fonksiyonlarini
vermek lizere Fourier-Laplace doniisimii kullanilarak ¢oziildii (28-32). Relaksasyon
modellerinin kapsamli bir sekilde ¢alisilmis olmasina ragmen, ne relaksasyon-iletkenlik
analojisine dayal bir iletkenlik formalizmi elde edilmis (33), ne de iletkenlik formalizmini
ve anormal tagima siireclerinin yorumlarini elde etmek icin stokastik-fraksiyonel dinamik

araglar1 kullanilarak teorik model ve yaklagimlar gelistirilmis olduguna rastlanmamustir.

Amorf yar iletkenler ve yalitkanlar1 da iceren karmasik veya diizensiz ortamlarda anormal
tagima, analitik olarak tiiretilmis Debye ve yari-ampirik Cole-Cole(CC), Cole-Davidson(CD)
ve Havriliak-Negami(HN) tipi iletkenlik denklemlerine karsilik gelen bazi dogrusal olmayan
ve yerel olmayan siirecler tarafindan yonetilir (34—38). HN tipi iletkenlik denklemi, stokastik
ve fraksiyonel dinamigin matematiksel araglar1 ve yaklagimlar1 kullanilarak analitik olarak
tiiretilebilir ve bu, iletkenlik siirecinde meydana gelen anormal davranis tiirlerine 151k
tutar. LE ile baglayarak, denk master denklemin tiiretilmesi ve bu denklem {izerinden
gozlenebilirlerin ortalama degerlerinin elde edilmesi, karmagsik ortamlardaki iletkenligi
anormal siiriiklenme ve difiizyon siiregleri bakimindan yorumlamakta etkili bir metodoloji

olarak kullanilabilir.

Amorf yan iletkenler ve yalitkanlarda, stokastik-fraksiyonel dinamik araglar kullanarak
iletkenlik formalizminin dogrudan teorik olarak gelistirilmek istenmekte ve ayrica anormal
tasima siirecleri araciligiyla formalizmin yorumu da arastirilmaktadir. Bu c¢alismada,
dogal smir kosullar1 altinda fraksiyonel-stokastik bir diferansiyel denklemden tiiretilen
ortalama hiz ifadesi, akim yogunluk bagintisinda kullanilarak ortalama iletkenlik davranisi
elde edilmigtir. Literatiirde, bir godzlemlenebilirin ortalama degeri ifadesinin bir¢ok
makalede elde edildigi, ancak fiziksel bir iligki kullanarak bagka bir gozlemlenebilirin
analitik ortalama davranisimi tiiretmek icin hi¢ kullanilmadig:r goriilmektedir. Calismanin
yeniligi, ortalama hiz ifadesinin, fraksiyonel operatorleri iceren stokastik diferansiyel
denklemden elde edilmesinden ve karmagik veya diizensiz ortamlarda anormal tagima
stirecleriyle ilgili analitik bir ortalama iletkenlik davranisini tiiretmek i¢in kullanilmasindan
kaynaklanmaktadir. Motivasyonumuz, 6zellikle HN tipi yari-ampirik iletkenlik denklemleri
ile anormal tasima siirecleri arasindaki iligkiyi fraksiyonel ve stokastik dinamik
yaklagimlariyla, yari-ampirik iletkenlik formalizmi ile iligkili karmagik ortamdaki anormal
stireg tiirlerini belirlemek ve yari-ampirik formiilasyonu iletkenlik denklemlerinin analitik

tiiretimiyle iligkilendirmektir.



2. GENEL KISIMLAR

Dogadaki bir¢ok olgunun anlagilmasi ve agiklanabilmesi amaciyla gelistirilen teori ve
yapilan gozlemler siireclerin lineer olmadigina dair sayisiz kanit sunmasina ragmen,
lineer davranigsal mekanizmalarin analizinde kullanilan matematiksel enstriimalara fazlaca
giivenilmesi ve siireclerin lineerize edilerek ¢oziilmesi egiliminden yaklasik son otuz yillik

stirece kadar neredeyse hi¢ vazgecilmemistir (39-45).

Son yillarda hizla degisen calisma egilimi ise stokastik mekanik ve fraksiyonel
analiz calismalar1 dogrultusunda olmustur. Fraksiyonel stokastik mekanigin yaklagim ve
enstriimanlar1 bir¢ok alanda ozellikle de anormal siireclerin analizinde kullanilarak yeni
modeller gelistirilmis, bu disiplinin yeterligi ve gecerligi iizerine de fazlaca gidilmis,

gelistirilen tiim normal dis1 fenomenleri aciklamaktaki basarist kabul gérmiistiir.

Fizikte, ozellikle katihal ¢alismalarinda anormal davraniglarin birgok tiirii ile karsilagilmus,
bircok problem ya da olgu yeniden bir fraksiyonel stokastik mekanik problemi olarak ele
alinmis ve ¢Oziilmiig, lineer teorilerin ve tamamlayici yari-ampirik yaklagimlarin bulgu ve

tahminleri ile tutarl ve hatta bunlarin 6tesinde sonuglara ulasilmistir (46-60).

Karmagik ya da diizensiz yapilarda iletkenlik davranisinin analizine yonelik yapilan
onciil teorik yaklagimlarin rassal yiirllyiis veya rassal ¢evrede-rassal yiiriiylis modellerine
dayandigr soOylenebilir. Bu calismalar1 yari-stokastik veya yari-determinist hareket
denklemleri olarak adlandirabilecegimiz Langevin denklemi ve de denk master denklem

siniflarinin tanimlanmasi ve tiiretilmesi takip etmistir (52; 56; 61-65).

Rassal yiirtiyiis modelleri, Langevin denklemi ve denk master denklemlerin literatiirde yer
alan ve hemen her alanda ve genis yelpazelerde ilgilenilen pek cok problemin analizinde,
klasik veya kuantum mekaniksel formalizm kullanilarak anormal siireclerin modellenmesi
ve kuramsal temellerinin gelistirilmesinde son yillarda sikca kullanildigi goriilmektedir (41;

43-45; 54; 66-69).

Literatiir derlendiginde iki temel tip rassal yiiriiylis modeli ile karsilasmak miimkiindiir:

Genel Rassal Yiiriiylis(GRW) ve Maksimal Entropi Rassal Yiiriiylis(tMERW). GRW



ise ¢ temel modele indirgenebilir: Kuantum Stokastik Yiirlyiis(QSW), Klasik
Yiiriiylisler(CRWs), Kuantum Yiiriiyiisler(QWs). QSW tamamen klasik ya da tamamen
kuantum rassal yaklasimlar1 ongorebilen kompozit modelleri tanimlar. MERW ise literatiiriin

gelisim dogrultusundan bagimsiz bir yaklasim olarak karsimiza cikar (12; 70-79).

Yari-determinist ya da yari-stokastik bir hareket denklemi olarak adlandirabilecegimiz
Langevin denklemleri, Langevin denklemleri iizerinde birtakim doniisiimler tanimlanarak
tiretilebilen ve Klein-Kramers denklemi olarak adlandirilan bir denk master denklem ve
Klein-Kramers denkleminin indirgenmis bir formu olarak karsimiza c¢ikan Fokker-Planck
denklemi olarak adlandirilan diger bir master denklem literatiirde iyi tanimli birer denklem

sinifin1 olusturmaktadir.

Langevin denklemi Riemann integrallerinin temel oldugu determinist analiz yontemlerinin,
Riemann-Stieltjes integrali iizerinden genellestirilerek stokastik siireclere de uygulanabilir
hale getirildigi, Ito ve Stratonovich analiz formalizmlerinden ayr1 ayr1 tanimlanabilen bir
stokastik diferansiyel denklemi ifade etmektedir. Ito ve Stratonovich analiz incelendiginde
Langevin denklemi ve Fokker-Planck denkleminin bu iki formalizme ait farkli formlarinin
tiiretilebilecegi, stokastik diferansiyel denklemlerin ilgilenilen fenomene uygun formalizm
kullanilarak calisilmasi gerektigi ve ayrica ilgili iki formalizm arasindaki gecis ve denklik
bagintilarini tiiretebilmek {izere gerekli matematiksel enstriiman ve analiz yontemlerinin

tanimh oldugu goriiliir (80-84).

Langevin denklemleri ile baslanan analiz siirecini, Klein-Kramers ve Fokker-Planck master
denklemlerinin karsilik geldigi siire¢ ve fenomenlerin incelenmesi takip eder. Ancak
anormal siireclerin anlasilmasinda stokastik metodolojiden bagimsiz bagka bir analiz
yontemi olarak ise fraksiyonel dinamik karsimiza c¢ikarak, fraksiyonel analizin matematiksel
enstriimanlarindan Riemann-Liouville, Caputo ve Prabhakar fraksiyonel integral ve tiirevleri
gibi bircok fraksiyonel operator ve bu operatorlerin agiklamakta kullanildigi fenomenlerin

karsilagtirmali olarak degerledirilmesine olanak saglar (2; 46; 85-91).

Master denklemlerin zamansal ve konumsal fraksiyonel formda genellestirilmis hallerinin
tiiretilmesi, Fourier-Laplace transformu kullanilarak faz uzaylar arasinda gecis yapilmasi
yoluyla stokastik cebirsel denklemlere doniistiiriilmesi ve degisken ya da gozlenebilirlere
ait ortalama davranig ifadelerinin tiiretilmesi gerekmektedir. Ancak pek cok durumda

bu denklemlerden kolayca degiskenlerin ya da gozlenebilirlerin ortalama davranisina



dair bir ifade gelistirilememekte; bu sebeple de baslangic ya da sinir deger kosullari
tanimlanarak stokastik diferansiyel denklemlerin ilgili hesaplarin yapilabilecegi bicime

getirilmesi gerekmektir (92-96).

Gozlenebilirlerin ortalama davranisina dair matematiksel ifadelerin elde edilmesiyle, bilinen
ve 1yl tamimlanmis relaksasyon-iletkenlik analojisi kullanilarak da elde edilmis, amorf
yapilarda iletkenlik davramisimi aciklamakta kullanilan yari-ampirik Havriliak-Negami
iletkenlik denklemi ve tabii olarak diger indirgemis formlar1 olan Davidson-Cole, Cole-Cole,

Debye denklemlerine paralel bir teorik formiilasyona ulasilabilecegi dngoriilmektedir.

2.1. OLASILIK TEORISI

Bir deneyle iligkili 6rnek uzay, tiim olaylar {izerinden tanimlanan bir olasilik fonksiyonuyla
birlikte, o deneyin tam bir olasiliksal tasviridir. Genellikle bu tasvirin yalnizca belli
ozellikleriyle ilgilenilir ve rastgele degiskenler kullanarak bu 6zelliklere odaklanilir. Bu
kisimda alt baglhiklar halinde, kesikli rassal de8iskenleri ve siirekli rassal degiskenleri

incelenecek; Bernoulli, binom ve geometrik rastgele degiskenler iizerine odaklanilacaktir

(97-102).

2.1.1. Kaesikli Olasiliksal Dagilimlar

Q ornek uzay olmak iizere, bir rassal degisken X : Q — R {iizerinde tanimlanir ve sonlu

a,as,...,a, yadasonsuz ay,as, ... sayida deger alabilir.

Rassal bir degiskenin, X, olasilik kiitle fonksiyonu, p, p : R — [0,1] tanimlanmig bir

fonksiyondur ve asagidaki gibi ifade edilir.

pla)=P(X =a) for —co<a<oo (2.1)

Bir rassal degiskenin,X, kiimiilatif dagilim fonksiyonu, F, F : R — [0, 1] tammlanmig bir

fonksiyondur ve asagidaki gibi ifade edilir.

F(la)=P(X <a) for —eo<a<eo (2.2)



2.1.1.1. Bernoulli Dagilimi
Bir kesikli rassal degisken, X, p parametreli Bernoulli dagilimina sahip ise, ki burada 0 <

p < 1 olmak {iizere, olasilik kiitle fonksiyonu verilen formdadir:
px()=PX=1)=p ve px(0)=PX=0)=1-p. (2.3)

Bu dagilim Ber(p) ile gosterilir.

2.1.1.2. Binomial Dagilim
Bir kesikli rassal degisken, X, p ve p parametreli binomiyal dagilima sahip ise, ki burada

n=1,2,...ve 0 < p <1 olmak iizere, olasilik kiitle fonksiyonu verilen formdadir:
n
px(k) =P(X =k) = pY(1—p)* fork=0,1,...,n (2.4)
k

Bu dagilim Bin(n, p) ile gosterilir.

2.1.1.3. Geometrik Dagilim
Bir kesikli rassal degisken, X, p parametreli geometrik dagilima sahip ise, ki burada 0 < p <

1 olmak iizere, olasilik kiitle fonksiyonu verilen formdadir:
px(k)=PX =k)=(1—-p)1p fork=172,... (2.5)

Bu dagilim Geo(p) ile gosterilir.

2.1.2. Siirekli Olasiliksal Dagilimlar

Bir rassal degisken, X, f : R — R tanimli olsun ve a ile b sayilar1 i¢in a < b verilsin.
b
Pla<X <b)= / F(x)dx 2.6)
a

Tiim x degerleri igin f(x) > 0 ve [ f(x)dx = 1 kosullar1 saglaniyor ise, f fonksiyonuna

olasilik yogunluk fonksiyonu ya da olasilik yogunlugu adi verilir.



2.1.2.1. Uniform Dagilim
Bir siirekli rassal degisken, [, ] aralifinda uniform dagilima sahip ise olasilik yogunluk

fonksiyonu verilen formdadir:

Flx) = ﬁ%a for o < x < B @.7)

Bu dagilim U (o, B) ile gosterilir.

2.1.2.2. Normal Dagilim
Bir siirekli rassal degisken, u and 6> > 0 parametreli normal dagilima sahip ise olasilik

yogunluk fonksiyonu verilen formdadir:

flx)= L e_%(%)2 for —oo < x < oo. (2.8)

Bu dagilim N (/,L, 62) ile gosterilir.

2.1.2.3. Eksponansiyel Dagilim
Bir siirekli rassal degisken, A parametreli eksponansiyel dagilima sahip ise olasilik yogunluk

fonksiyonu verilen formdadir:
f(x)=Ae™*  forx>0. (2.9)

Bu dagilim Exp(4) ile gosterilir.

2.1.3. Agr ve Uzun-Kuyruklu Olasiliksal Dagilimlar

R tizerindeki bir ' dagiliminin agir-kuyruklu oldugu sdylenir:

/ AF(dx) —eo  forall A >0

—o0

burada F herhangi bir pozitif iistel momente sahip olamaz. Aksi takdirde F’in hafif-kuyruklu
oldugu soylenir. F' dagiliminin, ancak ve ancak kuyruk fonksiyonu iistel olarak azalan

herhangi bir fonksiyon tarafindan sinirlandiritlamamasi agir-kuyruklu oldugunu gosterir.



R tizerindeki bir F dagiliminin, herhangi bir y > 0 sabiti icin F sagdan sinirsiz ise uzun
kuyruklu oldugu sdylenir: B
F(x+y)

— =1 asx—o
F(x)

Acikca uzun-kuyruklu olmak yine bir dagilimin kuyrukluluk ozelligidir. Ayrica,

uzun-kuyruklu bir dagilimin da agir-kuyruklu oldugunu gormek oldukga kolaydir.

2.1.3.1. Pareto Dagiluim:

Pareto dagilimina sahip F olasilik fonksiyonu verilen formdadir:

F(x):( K >a (2.10)

X+K

burada k¥ > 0 ol¢ek parametresi ve o > 0 sekil parametresini gosterir. Acik¢a x — o’a
giderken f(x) ~ (x/k)~% oldugu goriilir ve bu nedenle Pareto dagilimlari bazen kuvvet
yasasi dagilimlar olarak adlandirilir. Pareto dagiliminin tiim y < o mertebe momentleri

sonluyken, tiim y > o mertebe momentleri sonsuzdur.

2.1.3.2. Cauchy Dagilim

Cauchy dagilimina sahip f olasilik yogunluk fonksiyonu verilen formdadir:

K

flx)= (2.11)

n((x—a)?+x?)

burada x > 0 ol¢ek parametresini ve a € R konum parametresini gosterir. ¥ < 1 mertebe

momentleri sonluyken, ¥ > 1 mertebe momentleri sonsuzdur.

2.1.3.3. Lognormal Dagilim

Lognormal dagilimina sahip f olasilik yogunluk fonksiyonu verilen formdadir:

fx) = 1 eXp(—M) (2.12)

- \V27mox 202

W ve o > 0 parametreleri i¢in tanimlidir. Lognormal dagilimin tiim momentleri sonludur. Bir
(pozitif) rastgele degisken &, ancak ve ancak log & ortalama u ve varyans 62 ile normal bir

dagilima sahipse u ve ¢ parametreleriyle bir lognormal dagilima sahiptir.
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2.1.3.4. Weibull Dagilim

Weibull dagilimina sahip F olasilik fonksiyonu verilen formdadir:
F(x) =e &/®° (2.13)

burada k > 0 6lgek parametresi ve o > 0 sekil parametresini gosterir. Bu dagilim ancak ve
ancak o < 1 ise agir kuyruklu dagilima ve @ = 1 durumunda ise iistel dagilima sahiptir.

Weibull dagiliminin tiim momentleri sonludur.

2.2. STOKASTIK MEKANIK

Olasilik teorisinin gercek diinyadaki bir¢cok uygulamasi, verilerin zaman icinde sirayla
toplanmasi gibi belirli bir 6zellige sahiptir. Bunlarin ayn1 zamanda, ardisik gozlemlerin
tipik olarak bagimsiz olmadig1 ortak bir 6zelligi daha vardir. Bu tiir herhangi bir gozlem
koleksiyonuna stokastik bir siire¢ diyoruz. Bicimsel olarak, bir stokastik siire¢, durum uzay1
olan bir Q kiimesinde degerler alan rastgele degiskenlerin bir koleksiyonudur. Koleksiyon,
indeks kiimesi olan bagka bir 7" kiimesi tarafindan indekslenir. En yaygin iki indeks kiimesi,
T =1{0,1,2,...} dogal sayilar ve T = [0, o) negatif olmayan gercek sayilardir ve genellikle
sirastyla kesikli ve siirekli zamani temsil eder. Boylece ilk indeks kiimesi {Xo, X, X5,...}
rastgele degiskenlerin bir dizisini ve ikinci indeks kiimesi {X(z),r > 0} ise, her bir zaman
t icin bir rastgele degisken tanimlayarak, rasgele degiskenlerin bir koleksiyonunu verir.
Genel olarak, indeks kiimesinin zamani tanimlamasi gerekmez ve ayrica yaygin olarak
uzamsal konumu tanimlamak i¢in de kullanilir. Durum uzay1 uygulamaya bagl olarak sonlu,
sayilabilir sonsuz veya sayilamaz olabilir. Bu kisimda, stokastik siirecleri anlayabilmek
ve analiz edebilmek icin bilinen kesikli ve siirekli-zamanli stokastik siiregler iizerine

odaklanilacaktir (103-125).

2.2.1. Kesikli Zamanh Stokastik Siirecler
2.2.1.1. Markov Zinciri

Xo,X1,X2,. .. kesikli rassal degiskenler ve Q durum uzayi olmak iizere,

PXpr1=J|Xo=1i0,.. ., Xn-1 =in-1,Xn=1) =P(Xp41=J | Xn =1) (2.14)
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Q uzaymndaki tiim i, j, iy, . . .,i,— ve tim n degerleri i¢in tanimli olsun. {X,,} dizisi, Markov

zinciri olarak adlandirilir.

Genellikle n indeksi kesikli zaman olarak diisiiniiliir ve X), i¢in zincirin n anindaki durumu
oldugunu soylenir, ki burada Q durum uzay1 sonlu veya sayilabilir sonsuz olabilir. Markov
zincirini tanimlayict 6zellige ise Markov o6zelligi denir ve bu ozellik simdiki zamana

bagliligi, gelecek ya da gegmisten bagimsizlig1 yani hafizasiz siireci ifade eder.

Genellikle P(X,11=j|X,=1) olasth@1 i,j, and n degiskenlerine baghdir. Ancak bu
zincirler, pek cok durumda, n degiskenine bagl degildir ve zaman-homojenitesine sahiptir.

Dolayisiyla kosullu olasilik tanimindan sadece i ve j degikenlerine bagli oldugundan,
pij=PXnr1=JjlXa=1), i,jES (2.15)

gosterimi kullanilir ve bu gecis olasiliklarina Markov zinciri adi verilir. Bu nedenle, p;;
olasiliklar1 zincirin i durumundan bir sonraki duruma nasil atlayacagini sectigini tanimlar.

Acikcasi, gecis olasiliklart asagidaki iki kriteri karsilamalidir:

(a)pij>O0foralli,jes, (b)Y pij=1forallies (2.16)
JES

2.2.1.2. Bernoulli Siireci
Q bir 6rnek uzay ve P, Q iizerinde bir olasilik 6l¢iisii olsun. {X,;n = 1,2,...}, Q iizerinde

tanimlanan ve yalnizca O ve 1 degerlerini alan bir rastgele degiskenler dizisi olsun.

{Xn;n=1,2,...} stokastik siireci olmak iizere,

(a) X1,X>, ... bagimsiz ve

b)) P{X, =1} =p,P{X, =0} =g=1—ptimn

degerleri i¢in tanimli olsun. {X,} dizisi, basar1 olasihg1 p olan, Bernoulli siireci olarak

adlandirilir.

2.2.1.3. Kesikli-Zamanh Rassal Yiiriiyiig

Kesikli rassal yiiriiyiis, {S,} sistematik bir Markov zinciri olarak tanimlanabilir, dyle ki

n
Sn=Y X (2.17)
k=1



12

burada Xj degerleri, bagimsiz ve 6zdes dagilmis rastgele degiskenlerdir ve P (X =1) =

p,P(Xy = —1) =1 — p olarak tanmimlanur.

Kesikli rassal yiiriiyiis, yalnizca birim adimlarin miimkiin oldugu basit bir rassal yiiriiyiisii
ifade edebilir; daha genel olarak Xj’in tamsayilar ilizerinde herhangi bir dagilimina da
izin verilebilir. Baslangic durumu Sy genellikle sabittir, ancak bazi olasilik dagilimlarina
gore farklt secilebilir. p = % ise, ylriiylisiin simetrik oldugu sdylenir. Rastgele yiiriiyiisiin
S={...,—2,-1,0,1,2,...} durum uzayina sahip bir Markov zinciri oldugu yapidan agik¢a

goriilmektedir.

Rassal yiiriiylisiin indirgenemez oldugu agiktir, bu nedenle gecici, sifir tekrarlayan veya
pozitif tekrarlayan olmalidir ve hangisi oldugu p’ye bagh olabilir. Rastgele yiiriiyiis, n-adim

gecis olasiliklarini hesaplayabildigimiz bir Markov zinciridir.

2.2.2. Siirekli Zamanh Stokastik Siirecler

2.2.2.1. Markov Siireci

{X(t),r >0}, Q durum uzayindan rassal degerler alan ve zaman i¢inde agagidaki gibi gelisen
kesikli rastgele degiskenlerin bir koleksiyonu olsun:

(a) Mevcut durum i ise, durum degisene kadar gecen siire A (i) parametreli iistel bir dagilima
sahiptir,

(b) i durumunun degisimi i¢in kesikli zamanli bir Markov zincirinin geg¢is olasiliklarina gore
yeni bir j # i durumu secilir,

o halde {X(¢)} siirekli-zamanli Markov zinciri olarak adlandirilir.

Durum uzayi Q olan bir siirekli-zamanlit Markov zinciri i¢in gegis matrisi P(¢) olsun. Bu
durumda,

(a) P(0) =1, birim matris,

(b) Ljespij(t) =1timi€ Svet >0,

(c) P(s+1t) = P(s)P(t) ( Chapman-Kolmogorov denklemleri),

ozelliklerini saglar.

Bdylece, bir siirekli-zamanli Markov zinciri {X (¢)}, gecisler i¢in kesikli-zamanli bir Markov
zinciri {X,}, sicrama dizisi ve bekleme siireleri icin tistel rassal degiskenlerden olusur.

A(i), bekleme siiresi parametresi olarak adlandirilir. Kesikli/siirekli ayrimi, zamanin nasil
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Olciildiigiinti ifade ettiginden, durum uzayinin hala sonlu veya sayilabilir sonsuz olduguna
dikkat edilmelidir. Genellikle Markov siireci terimi siirekli-zaman i¢in kullanilir ve Markov
ozelligi ise zincirin bir sonraki uzay ve zamana sigrayisinin, zincirin tim ge¢misinden

bagimsiz olarak, yalnizca mevcut durum ve zamana bagli oldugunu ifade eder.

2.2.2.2. Wiener Siireci

Reel-degerli bir stokastik siire¢ W = {W,,t > 0}, asagidaki ii¢ kosulu sagliyorsa (standart)
Wiener siireci olarak adlandirilir:

a) Wy =0,

b) W siireci bagimsiz artig gosterir,

c) Herhangi bir 0 < s < ¢ i¢in W; — Wy artiglari, sifir ortalama ve ¢t — s varyansh Gauss

dagilimina sahiptir. Bagka bir ifadeyle, W, — Wy ~ 4#7(0,7 —s).

Wiener siireci genellikle Brownian hareketi olarak adlandirilir. Bazen, ozellikle Markov
stirecleri teorisinde, Brown hareketinin 0’dan degil, baska bir x € R noktasindan bagladig:

varsayilir.

2.2.2.3. Siirekli-Zamanl Rassal Yiiriiyiis
{X; :t > 0} stokastik siireci, Q durum uzayinda rassal degerler alan ve her 0 < s < 7 i¢in, X;

kosullu dagilimina sahip ise, {S, : n =0,1,2,...} ve {N; : t > 0} olmak iizere,

n
X(t)=X, for S,<t<Sp1; So=0; Sy=Y Un for n>1 (2.18)
m=1

burada U, diger tiim U,, ve X, siireclerinden kosullu olarak bagimsiz olmak iizere Sy, t > 0

stirekli-zamanli rassal yiiriiytisii ifade eder.

Bir p artis dagilimina sahip siirekli-zamanli rastgele yiiriiyiis, p oranlh siirekli zamanl

Markov zincirine S; esdegerdir. Bagka bir deyisle, her x icin, y € S,

P{Siiar =y |8 =x} =p(y—x)At+o(At), y#x,

(2.19)
P{Siiar=x|S=x}=1- LZp(y—x)

At +o(Ar).
#x

pi(x,y) = P{S; =y |So = x} olsun ve p;(y) = p:(0,y) = p:(x,x +). Boylece, yukaridaki
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esitlikler asagidaki gibi ifade edilebilir:

—pz =Y p() [pi(x—y) — pi(x)]. (2.20)
yeS

2.2.3. Stokastik Diferansiyel Denklemler
2.2.3.1. Chapman-Kolmogorov Denklemi

Bir Markov siireci tamamen Py (yi,t;) ve Py (y2,f1 | y1,¢1) tarafindan belirlenir; tiim

hiyerarsi onlardan olusturulabilir. Gergekten de, 6rnegin, | < f, < 3 alarak,

Ps (y1,11552, 12533, 13) = Py (y1,11552,22) Pipp (33,83 | Y1, 21572, 12)

2.21)
=P (y1,t1) Py (02,22 | y1,11) Pryi (93,83 | y2,12) -
Bu esitligi, t; < t, < t3 i¢in integre edelim.
Py (y1,t15y3,13) = Py ()’htl)/Pll (2,22 | yi,t1) Pipy (93,13 | y2,22) dya. (2.22)
Denklemin iki tarafin1 da P; (y1,#;) ile bolelim,
Py (y3,13 | y1,11) =/P1|1 (v3:13 | y2,22) Pijp (v2, 22 [ y1,11) dyo. (2.23)

Buna Chapman-Kolmogorov denklemi denir. Herhangi bir Markov siirecinin gecis
olasiligina uymas: gereken bir Ozdesliktir. Zaman siralamasi Onemlidir: £, #; ile #3
arasindadir. Elbette, y r bilesenlerine sahip bir vektor oldugunda da denklem gecerlidir; veya

y yalnizca kesikli degerler aldiginda, bdylece integral aslinda bir toplam olur.

2.2.3.2. Master Denklem

Gecis olasilig1 yazabilmemiz i¢in kolaylik olmasi acisindan homojen bir Markov siireci
diisiiniin. Chapman-Kolmogorov denklemi, gercek uygulamalarda ele alinmasi kolay
olmayan islevsel bir bagintidir. Master denklem, ayni denklemin daha uygun bir
versiyonudur: zaman farkinin siireklilik sinirma gidilerek elde edilen bir diferansiyel
denklemdir. Bu amacla, ilk 6nce zaman farki sifira yaklasirken nasil davrandigini tespit

etmek gerekir.

T (v2 | y1) = (1—ao®) 8 (y2—y1) +TW (2 | y1) +0 (7). (2.24)
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Burada W (y; | y1) birim zaman basina y;’den y,’ye gegis olasihigidir ve dolayisiyla
W (y2|y1)=0. (2.25)

Delta fonksiyonunun 6niindeki 1 — ao7’ katsayisi, 7’ sirasinda higbir gegisin gerceklesmeme

olasiligidir;

ap (y1) = /W (v2 | y1)dy2, (2.26)

bu denklemin genel olarak gecerli olarak kabul edelim.

Simdi Chapman-Kolmogorov denkleminde 7 i¢in bu ifadeyi ekleyelim.

Trro (y3 | y1) = [1— 09 (y3) 7] T (3 |y1)+f’/W(y3 | v2) Te (2 | y1)dy2. (2227)

7’ ile bolelim, 7/ — 0 siirina gidelim:

d
303 ]y1) = /{W (3 132) Te (2 [ y1) =W (32 | y3) Tz (y3 | y1) } dya. (2.28)
Chapman-Kolmogorov denkleminin bu diferansiyel formuna master denklem denir.

Denklem genellikle basitlestirilmis, daha sezgisel bicimde ifade edilir.

an’I) :/{W(y’yl)P(y/J)—W(y'\Y)P(y,t)}dy’- (2.29)

Bu denklemi yorumlamak gerekirse, #; zamani ve y; degerini aldigimiz ¢ > #; ve baslangi¢
kosulu P(y,t;) = 0 (t — 1) i¢in ¢oziimii diigiinelim. Bu ¢6ziim, Markov siirecinin herhangi

bir #; ve y; secimi i¢in 7, (y | y1) gegis olasiligidur.

2.2.3.3. Langevin Denklemi

Langevin denklemi verilen formda tanimlanan bir diferansiyel denklemdir:

L AN +BONEN) 2:30)
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burada &(¢) bir stokastik siirectir. y(¢)’yi bir Markov siireci yapan & (¢) i¢in Gaussian olan

Langevin siireci (beyaz giiriiltii) secilir ve istatistiksel 6zellikleri sOyledir:

(&(1))=0
(& ()& (1)) = 2D (11 — 1)

(2.31)

Bu birinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir ve & () nin verilmis her bir fonksiyonu
icin, y(#9) verildiginde y(¢)’yi tam olarak belirler. Dahasi, farkli zamanlarda dalgalanan
terimin degerleri, & (7)’nin delta-bagintili dogasindan dolay istatistiksel olarak bagimsizdir.
Bu nedenle, &(7)’1n 6nceki zamanlardaki degerleri ¢’ < fy, t > #y zamanlarindaki kogullu
olasiliklar1 etkileyemez. Bu argiimanlardan Langevin denkleminin ¢6ziimiiniin Markov

karakterini belirler.

A(y,t) ve B(y,t)&(¢) terimleri genellikle sirasiyla siiriiklenme (tagima) ve difiizyon terimleri
olarak adlandirilir. & (¢)’1n varhigindan dolay1, denklem stokastik bir diferansiyel denklemdir,
yani belirli stokastik 6zelliklere sahip rastgele terimler iceren bir diferansiyel denklemdir.
Bir Langevin denklemini ¢6zmek demek, y(¢) siirecinin istatistiksel 6zelliklerini belirlemek

demektir.

2.2.3.4. Fokker-Planck Denklemi

Fokker-Planck denklemi, ikinci dereceden bir diferansiyel operatér iceren bir master

denklemdir.
IP(yr) 9 1 92

y aralifi zorunlu olarak siireklidir ve (—oo,+c0) aralifinda tanimli olmast gerekir.
A(y) ve B(y) katsayilari, yalmizca B(y) > O kisitlamasi olan herhangi bir gergek
tiirevlenebilir fonksiyon olabilir. Denklem, olasilik yogunlugu i¢in bir siireklilik denklemine

doniistiiriilebilir.

dP(y,t)  dJ(yt)

= 2.33
% Jy (2.33)
J(y,t) burada olasilik akisidir ve bir "yapisal denklem" tanimlanir:
1d
J(v,1) =A(Y)P = 55-B(y)P. (2.34)
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Daha genel Fokker-Planck denklemleri de mevcuttur. Bu denklem ayrica "Smoluchowski

denklemi", "genellestirilmis difiizyon denklemi" veya "ikinci Kolmogorov denklemi" olarak
da adlandirilir. Sag taraftaki ilk terim tagima terimi, konveksiyon terimi veya siiriiklenme

terimi; ikincisi difiizyon terimi veya dalgalanma terimi olarak adlandirilmistir.

2.2.3.5. Ito Analizi
Itd integrali, siirekli stokastik siire¢ durumunda Riemann-Stieltjes toplamlarinin limiti ile

ifade edilebilir.

1), {%}ze[a,b} filtrelemesine uyarlanmig siirekli bir stokastik siire¢ olsun. Dolayisiyla

F(t) € L (,12(a,b])) ve

b
/ F$aB(5) = lim Z Flti ) [B:) =Bt 1)] (2.35)
a n
burada 7, = {9,t1,...,tn—1,tx} |a,b] araligimn bir bolimidiir ve ||, || bolimiin normudur.

Buna ek olarak, f(t) € L2,([a,b] x Q) ve E[f(t)f(s)] ise ¢ ve s’ siirekli bir fonksiyonu,

b
/ f(S)dB - Iz ll‘l‘Tl Zf fi—1 [B(tz) (tifl)] in LZ(Q)' (2-36)
a n
T, = {to,t1,- ..t} [a,b] aralifinin bir boliimii olsun ve
n
Z (ti1) 1y 1) (1) (2.37)

f stirekli bir stokastik siire¢ oldugundan,

/ 1fu(t) = F@)Pdt — 0 (2.38)

f(t) =t,t € R fonksiyonu, yukarida verilmig tanimdaki varsayimlari sagladigindan, su sonug

cikar:

/a ' B(s)dB(s) = % [B(1)? — B(a)* — ( —a)] (2.39)

Bu nedenle, It6 integrali, Riemann-Stieltjes integralinin olagan kurallarina uymaz. Oyleyse,
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yukaridaki esitligi bagka bir bicimde yeniden yazalim.
B()? = Bla) +2 / "B(s)dB(s) + (t — ), ¥t € [a,b]. (2.40)
Simdi, f(¢) = t2,¢ € R yazarsak, esitlik asagidaki gibi olur:

7(B(0) = FB@)+ [ BB+ [ B6)ds @41

Itd formiilii olarak adlandirilan formiil, bu formiiliin tim f € C?([a,b]) fonksiyonlar1 icin

gecerli oldugunu gosterir.

[t6 formiilii, stokastik hesabin gelistirilmesini saglar; bu nedenle, stokastik hesabin temel

teoremi olarak kabul edilebilir.

f € C*([a,b]) ise,

7(B0) = fB@)+ [ 1 B)dB6)+ 5 [ FB6)as )

burada birinci integral bir Ito integrali ve ikincisi B(s) nin her 6rnek yolu igin bir Riemann

integralidir.

{F1}iclap daha Once ifade edilen iki kosulu kargilayan bir filtreleme olsun. X(a)
Fq-olgiilebilirse ve f € £ varsa, bir stokastik X (¢, @) islemi It6 islemi olarak adlandirilir.
f €Ly (Q,Lz([a,b])) ve g € L (Q,Ll (la,b])) dyle ki

1 t
X() =X(@)+ [ f5)dB6)+ [ gls)dsa<r<b, (2.43)
a a
Denklem bir It6 isleminin integral formu olarak adlandirilir ve su sekilde de yazilabilir:
dX(t) = f(t)dB(t)+ g(t)dt, (2.44)

ve bir Itd siirecinin stokastik diferansiyel formu olarak adlandirilir. Bu ifade, dogrudan
hesap yapmak i¢in olduk¢a kullanighdir, ancak bi¢imsel bir anlami yoktur ¢iinkii Brown

hareketinin 6rnek yollar1 hi¢bir yerde tiirevlenemez.
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2.2.3.6. Stratonovich Analizi

I (B(t),t € [a,b], %) = LBy — By (2.45)

Bu esitlik, hesabin olagan kurallarini karsilayan bir stokastik integral tanimlamaya caligilirsa,
0 zaman Qo = %’m gerekli oldugunu gosterir. Bu stokastik integral Stratonovich integrali

olarak adlandirilacak ve bir It0 siirecinin It6 integrali cinsinden tanimlanabilir.
X (t, ®) bir Itd siireci olsun.
t t
X(t) = X(a) + / F(s)dB(s) + / g(s)ds, a<t<b. (2.46)
a a

S(X,[a,b]) ile gosterilen, B(z, @) Brown hareketine gére X (7, ) 1n Stratonovich integrali su

sekilde tanimlanir:

/abX(s) odB(s) := /abX(s)dB(s) + % /abf(s)ds. (2.47)

Genel olarak, her It siireci X (), € [a, b] i¢in, Stratonovich integralini veren Itd formiiltiniin

degistirilmis bir versiyonu vardir.

X (¢) bir 1to siireci olsun.
t t
X(1) = X (a)+ / F(s)dB(s)+ / g(s)ds, a<i1<b. (2.48)
a a
F(t,x)’nin F; ve F, siirekli kismi tiirevli, bir siirekli fonksiyon oldugunu varsayalim.

[ B X)) 0dBs) = [ Rl X)) 1(5)aBG)

o (2.49)
+3 / Foue(s,X (5)) £ (5)2ds.

Boylece Stratonovich integrali i¢in [t6 formiiliinii elde ederiz.

X (¢) tekrar bir Itd siireci olarak tanimlansin.

X(1) = X (a) + / " f(s)dB(s) + / "e(s)ds, a<t<b. (2.50)
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F(t,x), siirekli kismi tiirevleri F;,F, ve Fy, olan siirekli bir fonksiyon ise F(¢,X(z)) aym

zamanda bir It0 siirecidir.

F(1,X(t)) =F(a,X(a)) + /at F(s,X(s))f(s)odB(s) o)

+ /at [F(5,X(s)) + Fe(s,X (5))g(s)] ds.

Bu denklik bagmtis1 It siireci X(¢),t € [a,b] ve Itd formiili uygulanarak elde edilir.
Ozellikle, X () = B(t)(f(t) = 1 ve g(¢) = 0) igin Stratonovich integrali, kismi integrasyon

formliinii saglar.

h(t,x) bir siirekli fonksiyon, H(¢,x) h(t,x) x i¢inde bir ters tiirev olsun ve H;,h, ve hy’in

stirekli oldugunu varsayalim.

b b
/ h(t,B(t)) odB(s) = H(t,B(1))|" - / H,(s,B(s))ds. (2.52)
a a
h(t,x)’nin ¢’ ye bagli olmamasi durumunda bagint1 agsagida verildigi gibidir.

/bh(t,B(t)) odB(s) = H(t,B(1))|". (2.53)

2.3. FRAKSIYONEL ANALIZ

Bu bolimde keyfi analitik fonksiyonlar i¢in ortak genellemeler yapilacaktir. Baglangic
noktasi olarak, fraksiyonel integrallere genisletilecek olan tekrarli integrasyon i¢in Cauchy
formiili kullanilacaktir. I% fraksiyonel integralini dogru bir sekilde tiiretildikten sonra, bir
fraksiyonel tiirevin tatmin edici bir tanimu elde edilecektir. Varsayalim ki,

d* o
— =1 2.54
T (2.54)

ifadesi verilsin. Bu fraksiyonel bir integralin, bir fraksiyonel tiirevin tersi oldugunu gosterir.

Bu tiirev, genel olarak hesaplanmasi ¢ok daha kolay olan standart bir klasik tiirevin
aksine daha zordur. Sonug olarak, belirli bir fonksiyon icin fraksiyonel tiirevi hesaplamanin

karmasiklik diizeyi ve zorluklari, integral hesabi ile benzer olacaktir.

Bu kisimda birinci tiirev icin olasi genellemeleri, yani fraksiyonel integral ve tiirev
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icin operatorlerin farkli olasi uygulama dizileri temelinde Liouville, Liouville-Caputo,
Riemann-Liouville ve Caputo fraksiyonel tiirev tanimlar1 ve daha karmasik operator tiirlerine

kolayca genisletilebilmesi tizerine odaklanmilacaktir (127-138).

Integral operatorii icin ./ kisaltmasini kullanirsak,

At = [ rea (2.55)

bir fonksiyonun integrasyonu, diferansiyelin ters islemi olarak diisiiniilebilir:

d
(&) enr=s 2:56)

Bu nedenle, genel olarak analitik fonksiyonlarin fraksiyonel tiirevi hakkinda aciklamalar
yapmak i¢in ilk once fraksiyonel integrasyon yontemini arastirmak ve bir sonraki adimi da

bu aragtirmaya dayanarak gelistirmek mantiklidir.

Itere integral ifadesini inceleyerek baglayalim.

e /:” /1 /:] £ (0) dxo .. .o (2.57)

Cauchy’nin itere integrasyon formiilii kullanilarak tek bir integrale indirgenebilir:

o"f(x) =

o ey e 5%

Bu formiil kolayca fraksiyonel duruma genellestirilebilir:

%1 (x) = ﬁ [ -8 e

) (2.59)

b
O N AR

Bu iki denklemden birincisi x > a i¢in, ikincisi ise x < b icin gecerlidir. a,b sabitleri,
integral alanmin alt ve iist sinirim1 belirler ve ilk basta keyfi olarak secilebilir. Tki durumu
ayirt etmek icin onlara sirasiyla sol ve sag tarafli haller denilir. Bu geometrik bir bakis
agisiyla anlasilabilir. Sol-tarafli integral, & < x i¢in agirlikli fonksiyon degerlerini toplaken,
sag-tarafli integral, & > x i¢in agirlikli fonksiyon degerlerini toplar. x zamana benzer bir

koordinat ise, o zaman sol taraftaki integral nedenseldir, sag taraftaki integral nedensizdir.
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Bu kisimda ise fraksiyonel tiirevin, fraksiyonel integrasyon ile baglantisina yonelik faydali
bir tanim elde etmek iizere, tiirev operatoriiniin asagida verilen kisaltmasini tamimlayarak ise
baglayalim.

dOZ

— =D" 2.60

I (2.60)
fraksiyonel integrasyon ve fraksiyonel tiirev kavramlarinin yakindan iligkili oldugu

gostermek icin kesirli tiirev operatoriinii yeniden ifade edelim.

D*=D"D*™ meN
g 2.61)

— m—o
dxm*

Bu bagint1 bir fraksiyonel tiirevin, bir bayagi standart tiirevin izledigi fraksiyonel bir integral
olarak yorumlanabilecegi anlamina gelir. Fraksiyonel integralin bir tanimi verildiginde,

fraksiyonel tiirev de belirlenir.

Terslenmis operator dizisi,

D*=D*"D" meN
Jm (2.62)

dxm

_ m—o
—a
fraksiyonel tiirevi, bir fraksiyonel integralin izledigi siradan bir standart tiirev halinde

alternatif bir ayrigmasini gosterir.

Ayristirma elbette farkli sonuglara da yol acar. Bu ayristirmalar neticesinde nonlokalitenin
fraksiyonel hesaba nasil girdigine dair mekanizmay1 anlayabiliriz. Standart tiirev elbette
yerel bir operatordiir, ancak fraksiyonel integral kesinlikle degildir. Fraksiyonel tiirev,
nonlokal bir iglem olan fraksiyonel integrasyonun tersi olarak anlasilmalidir. Sonug olarak,

fraksiyonel tiirev ve fraksiyonel integral ayn1 zorluk derecesine sahiptir.
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2.3.1. Fraksiyonel Operatorler

2.3.1.1. Liouville Fraksiyonel Integrali ve Tiirevi

Fraksiyonel integrali, sinirlari a = —oo, b = 4o olacak sekilde Liouville ayarina gore
tanimlayabiliriz:
o 1 y o—1
LEF) = frgy [ =807 1)

1 (2.63)

(
a e oa—1 d
I = —x)%
LEF) = prgy | (60 ()
Basit 0 < a < 1 durumu i¢in operator dizisi kullanilarak bir fraksiyonel tiirevin Liouville

tanimini elde edilir:

d
LD f(3) = MO ()

d 1 x i
- i JRCERIRF G
D% fx) = L)

dx"
TSRO

(2.64)

d 1
CdxT(1 -«

2.3.1.2. Riemann Fraksiyonel Integrali ve Tiirevi
Fraksiyonel integrali, smirlari a = 0, b = 0 olacak sekilde Riemann ayarina gore

tanimlayabiliriz:

1

RICf(x) = (@)

0
RI%F(0) = s | (E =0 F(E)dg

(x— &) f(§)de

S

1

(2.65)
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Basit 0 < @ < 1 durumu i¢in operator dizisi kullanilarak bir fraksiyonel tiirevin Riemann

tanimini elde edilir.

d

DEf(x) = Iy “f(x)
o JACERIGN:
dxT'(1—a) Jo (2.66)
RD% () = Sl

— e | (& —x) e (E)de

2.3.1.3. Riemann-Liouville Fraksiyonel Integrali ve Tiirevi
Fraksiyonel integrali, sinirlar1 a ve b olacak sekilde Riemann-Liouville ayarina gore

tanimlayabiliriz:

w0 = o [ =) (@)
1

b
RIS = gy [ (=9 (a8

(2.67)

Riemann-Liouville diferansiyel operatorii gz D, ile gosterilir ve anormal fenomenleri
karakterize eden fraksiyonel diferansiyel denklemlerde kullanilir. Bu nedenle, bu tiirden

fraksiyonel tiirevleri incelemek gereklidir.

Basit 0 < o < 1 durumu igin operator dizisi kullanilarak bir fraksiyonel tiirevin

Riemann-Liouville tanimini elde edilir.

m

T (RLDa m= a)f (x))

S Y L ()
_F( )dxm/a (x_g)oc—mﬂ d¢, x>a,

dm m—o
RDE () = ()" (D " 1)

e dm/ M) e ey
G e

I'm—a) dx™ Jx —x)o—m+l

RLDg o f (x) =

(2.68)

burada m, m — 1 < a < m araliginda tanimli pozitif bir tam sayidir.
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2.3.1.4. Caputo Fraksiyonel Tiirevi

Basit 0 < o < 1 durumu icin operator dizisi kullanilarak bir fraksiyonel tiirevin Caputo

tanimini elde edilir.

a 1 x m)
CDa,xf(x) = F(WL— (X) / (x t)fxt)m—}—l y X>a,
(=0™ b f ()

) / (r—x)

—x)o— m+1"’

(2.69)

CDabf( ) x<b>

burada m, m — 1 < a < m araliginda tanimli pozitif bir tam sayidir.

2.3.1.5. Prabhakar Fraksiyonel Integral ve Tiirevi

Nedensel fonksiyonlar sinifini, yani 7 < 0 i¢in u(f) = 0 oldugu durumu diisiinelim.

Konvoliisyon(evrisim) tipi (dogrusal)Volterra operatorleri su sekilde yazilabilir:
/kt—‘L' 1)d7 = (kxu)(t), (2.70)

burada «, Laplace anlaminda konvoliisyon ¢arpimini gosterir.

Kolayca goriilebilecegi gibi konvoliisyon bagintisi fraksiyonel hesapta anahtar rol oynar.
Gercekten de, fraksiyonel integral kavramini tanitmanin en basit yolunun, teorinin
matematiksel olarak tutarli bir formiilasyonunu gelistirmek icin hala degismez standardi
temsil eden Riemann ve Liouville tarafindan onciiliik edilen Cauchy’nin itere integrasyon

formiiliiniin kullanilmas1 oldugu bilinir.

I"f( ':/ drl/ dr, .. /n dt,f (1)
= o -

Iterasyon ifadesi (n — 1)! = I'(n) ve Euler’in gamma fonksiyonu I'(z), R(z) > 0 i¢in mutlak

(2.71)

yakinsak bir integral cinsinden temsil edilerek genellestirilebilir. Spesifik olarak, bu yaklagim

Riemann-Liouville fraksiyonel integralini tiiretir.

19f (1) == (Do ) (1), 1>0,a>0, (2.72)
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burada @ () kernel fonksiyonudur:

ta—l
Dy (1) = @)’

(2.73)

ve yalnizca ¢ > 0 icin tamimhidir. Bu nedenle, Riemann-Liouville fraksiyonel integralinin

belli bir kernele sahip Volterra operatoriinden bagka bir sey olmadigi ortaya cikar.

Prabhakar analizinin birka¢ temel tammini hatirlamakta fayda vardir. Ik olarak bu
analiz, Prabhakar fonksiyonu olarak bilinen Mittag-Leffler fonksiyonunun ii¢ parametreli

genellestirilmesine dayanmaktadir;

o k
El )=y % a.B.yeC, R(a)>0, (2.74)
k=0 """

burada (¥)r, (¥)x = I'(y + k)/I'(y) olarak da yeniden yazilabilen Pochhammer(artan

faktoriyel) semboliidiir.

Prabhakar kerneli su sekilde tanimlanir:
ef p(Ast) =1PTUEL J(A1%), 1 €RT,a,B,4,7 € C,R(),R(B) > 0. (2.75)

Genel fraksiyonel analiz teorisinin ilkelerini takip ederek, Prabhakar kernelinden

genellestirilmis bir fraksiyonel integral ve buna kargilik gelen tiirevler tanimlanabilir.

8152 f0) = (e g )*F) (@), B2,y C.R(c) R(B) > 0. (2.76)
Prabhakar tiirevi de asagidaki gibi tanimlanir:

Doparf ) =D"Ey) g, f(t), m:=[B] @2.77)
Caputo formunda diizenlenmis Prabhakar tiirevi ise soyledir:

T V=60 o (D)), mi=[p] (2.78)

f(1), tiirevleri R* iizerinde m — 1 derecesine kadar siirekli ve D""~! f kesinlikle siirekli olacak

sekilde tanimli gercek degerli fonksiyonu ifade eder.
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2.4. INTEGRAL DONUSUMLERI

Fourier ve Laplace doniistimleri, fiziksel bir problemi matematiksel bir modele ¢evirirken
siklikla ortaya cikan diferansiyel denklemleri ¢cozmek icin kullanilan bir tekniktir. Fourier
ve Laplace doniisiimleri, diferansiyel denklemleri ¢6zmenin yani sira, sinyallerin analiz
edilmesinde ve sinyallerin sistemler tarafindan aktarilmasinda 6nemli araclardir. Bu nedenle,

Fourier ve Laplace doniistimleri, sinyaller ve sistemler teorisinde baskin bir rol oynar.

Sinyaller ve sistemler bir dizi 6zellik temelinde uygulamalarla ilgili belirli siniflara ayrilir.
Temel sinyaller, siniizoidal (yani siniis-sekilli) ve zaman-harmonik sinyallerdir. Zaman
harmonik sinyaller, yalnizca bir frekans iceren kompleks degerli fonksiyonlardir. Bunlar

Fourier ve Laplace doniistimlerinin temel yapi taglarini olusturur.

Ele alinan sistemlerin en 6nemli 6zellikleri dogrusallik ve zamanla degismezliktir. Fourier
ve Laplace doniistimlerini kullanigh birer araca doniistiiren bu iki 6zelliktir. Lineer, zamanla
degismeyen bir sistem giris sinyali olarak bir zaman-harmonik sinyal aldiginda, ortaya ¢ikan
sinyal yine aym frekansa sahip bir zaman harmonik sinyaldir. Bu kisimda, Fourier-Laplace

doniistimleri ve denklik bagintilar1 iizerine odaklanilacaktir (139).

2.4.1. Uzay ve Zaman Doniisiimleri

2.4.1.1. Fourier Doniigiimii

Belirli bir f: R — C fonksiyonu i¢in F(®)(® € R) fonksiyonu su sekilde tanimlanur:

Flo) = /_ Z F(0)e @ dy (2.79)

integralin bir uygunsuz Riemann integrali olarak var olmasi sartiyla F(®) fonksiyonuna,

f(¢) fonksiyonunun Fourier doniisiimii veya spektrumu denir.

Bazen F(®), f(z)’in spektral yogunlugu olarak adlandirilir. F(®) fonksiyonunu f(t)
fonksiyonuna eslemeye Fourier doniisiimii denir. Bazen F(®) yerine, ¢ok zarif olmasa
da kullanight oldugundan (.% f)(®) notasyonu kullanilir. Matematik literatiiriinde F(®)
genellikle f(w) ile gosterilir. Genellikle, f(¢) zamana bagli bir fonksiyonu temsil ederken,
F(w) genellikle frekansa baghidir. Dolayisiyla, f(¢)’nin zaman alanimi tanimlandigi ve
F(®)’min frekans alaninda tanimlandigi anlagilir. e’ karmagik degerli bir fonksiyon

oldugundan, F (w) genel olarak karmasik degerli bir fonksiyon olacaktir, dolayisiyla F : R —
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C seklinde tanimlidir. Genellikle F (@) daha sonra gercek ve imajiner kisimlarla ifade edilir.
Ayrica f fonksiyonunun genlik spektrumu |F(w)| (bazen spektral genlik yogunlugu olarak
adlandirilir) ve faz spektrumu arg F(®) iizerine de calisilir. Son olarak, sinyal teorisinde

|F()|?, f(t) enerji spektrumu veya spektral enerji yogunlugu olarak adlandirilir,

2.4.1.2. Laplace Doniisiimii
f(t) nedensel bir fonksiyon olsun, dolayisiyla ¢+ < O i¢in f(t) = O olmahdir. f(z)

fonksiyonunun Laplace doniisiimii, s € C igin F(s):

F(s) = / F()edr, (2.80)
0
integralin var olmasi sartiyla, verilen bicimde tanimlanan bir kompleks fonksiyondur.

Bircok f(¢) fonksiyonu igin F(s) Laplace doniisiimiiniin var oldugu goriilebilir(belirli bir C
alt kiimesinde). F'(s) Laplace doniisiimiinii zaman alanindaki bir f(¢) fonksiyonuna eglemeye
de Laplace doniigiimii ad1 verilir. Ayrica, F(s) dgesinin s-alaninda tammhdir ve bazen bu
s-alanina kompleks frekans alani da denir (her ne kadar rastgele s € C i¢in fiziksel bir yorum
yapilamaz olsa da). F(s) gosteriminin yani sira (£ f)(s) gosterimi de kullanilir, dolayisiyla
(Zf)(s) = F(s) seklinde tanimlidir. Genellikle (. f(¢))(s) gosterimi, cok sik olmasa da,

somut bir fonksiyon durumunda faydali olacaktr.

Fonksiyonlarin her zaman nedensel oldugunu varsayilirsa, bundan 6zellikle, fOR f()e 'dt’m
herhangi bir R > 0 igin kesinlikle var olacag1 sonucu ¢ikar. Integralin varligi, R iizerindeki
uygunsuz Riemann integralinin, yani limg_ . f(f f(t)e *'dt var olmak zorunda oldugu

gercegine indirgenir.

Ayrica, o,® € R olmak lizere s = 0 + i® i¢in kompleks iistel tanimin1 asagidaki integral

doniistimii ifade eder:

F(s) = /O ) f(t)e Ole O gt (2.81)

Bu formiil s = 6 + i® noktasindaki f(z) fonksiyonunun F(s) Laplace doniigiimiiniin, @
noktasinda tiim integrallerin mevcut olmasi kosuluyla €(z) f(¢)e°’ Fourier doniigiimiine esit
oldugunu gosterir. Bu durum, ancak €(z)f(t)e °" kesinlikle integrallenebilir ise gecerlidir.

Laplace ve Fourier doniisiimii arasindaki bu bagint1 kabaca gosterildigi bicimde tanimlidir.
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2.5. KOMPLEKS RELAKSASYON VE ILETKENLIK TEORISI

Polar bir malzemenin alternatif alandaki davranigini incelerken polar malzemelerde ozellikle
onemli olan kompleks permitivite ve dielektrik kaybinin tanimimi yapmak gereklidir.
Polarizasyon olusumunun analizi Debye relaksasyon denklemlerinin gelistirilmesiyle
sonuc¢lanir. Bu kisimda, tarihsel bakimdan Debye relaksasyonu fenomenini takip eden,
Cole-Cole, Davidson-Cole ve Havriliak-Negami relaksasyon teorilerine kargilagtirmali

olarak odaklanilacaktir (140-144).

Vakum ortaminda, iki diizlem paralel elektrottan olusan ve iizerine alternatif gerilim

uygulanan bir kapasitor diisliniin. Alternatif gerilim:

v = Vi cos @t (2.82)

burada v anlik gerilim, V,, v geriliminin maksimum degeri ve @ = 27 f radyan/saniye

cinsinden acisal frekanstir. Kondansatorden gecen akim i ile verilir.

=1, (cos of + g) (2.83)
ve
V,
I,=-"2=wC)\V, (2.84)
Z

Bu denklemde Cy vakum kapasitesidir, bazen geometrik kapasite olarak da adlandirilir.

Ideal bir dielektrikte akim, voltaji 90° faz farkiyla takip eder ve dolayisiyla akimin voltajla
ayn1 fazda olan hi¢bir bileseni yoktur. Bu kez, plakalar arasina € dielektrik sabitine sahip bir

malzeme yerlestirilirse, kapasite Cp€’a yiikselir ve akim su sekilde verilir:

. T

ip = I, cos [a)t + <§ — 5)} (2.85)
ve

1, = wcpeVy, (2.86)

Dielektrik sabiti i¢in olagan semboliin & olduguna dikkat edilmelidir, ancak €’1n boyutsuz
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oldugu diisiiniilerek alt simge yazilmayabilir. Mevcut fazor simdi voltajla aym fazda
olmayacak, ancak (90° — &) faz farki olacak ve burada & kayip agisi olarak adlandirilacaktir.

Dielektrik sabiti, su sekilde temsil edilen kompleks bir niceliktir:
e =¢ - je" (2.87)

Akim Sekil 2.1°de gosterildigi gibi iki bilesene ayrilabilir; uygulanan voltajla aym fazdaki
bilesen I, = vawe”c, ve 6nde olan bilegsen 90° tarafindan uygulanan voltaj Iy, = vawe’c,. Bu

bilesen, ideal kapasitoriin sarj akimidir.

Uygulanan voltaj ile aym fazdaki bilesen, dielektrik kaybina neden olur. & kayip acisidir ve

su sekilde verilir:

"

§=tan"! % (2.88)
" genellikle kayip faktorii ve tan 8 dagilma faktorii olarak adlandirilir.

I, =voCoe’ = ——— = Awe,€"E (2.89)
Kayip faktorii €”, dielektrik sabitinin imajiner kismi olarak tanimlanir.

e"=¢D (2.90)

Dagilma faktorii (D) veya kayip tanjanti veya tan é su sekilde tanimlanir:

D =tano (2.91)

Akim yogunlugu verilen gibidir:

Jo===we,c'E (2.92)

o> |

Alternatif akim iletkenligi soyle verilir:

Oue =0+ jo" = wgy [¢"+ j (¢ — &) ] (2.93)
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(._._._._._._._._._.—._._

Sekil 2.1: Degisken bir elektrik alaninda kompleks dielektrik sabitinin (), gercek (€') ve
imajiner (¢") kisimlari.

Toplam iletkenlik su sekilde tanimlanir:
Or = Oac + Oge = 0EE" + Oge (2.94)

Yeterince uzun bir siire boyunca, bir yalitkana uygulanan dc voltaj aniden kaldirildiginda,
polarizasyonun sifir degerine diismesi anlik olarak degil, sinirli bir siire icerisinde
gerceklesir. Bu, dipollerin alan yonelimli bir hizalamadan ortamin sicaklig1 ile dengede
rastgele bir dagilima donmesi icin gereken siiredir. Benzer sekilde, dc voltajin aniden
uygulanmasinin ardindan polarizasyonun olusmasi, polarizasyonun maksimum degerine
ulagsmasindan once sonlu bir zaman araligi alir. Bu fenomen, genel dielektrik relaksasyon

siireci olarak tanimlanir.

Polar bir yalitkana dc gerilim uygulandiginda, polarizasyonun iistel bir yasaya gore Sekil

2.2’de gosterildigi gibi sifirdan nihai bir degere ulastigini varsayalim.
P(t) =P (1 - e—%> (2.95)

Burada P(t), ¢t anindaki polarizasyondur ve 7, relaksasyon zamani olarak adlandirihir. ©

sicakligin bir fonksiyonudur ve zamandan bagimsizdir.
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Polarizasyon olusum hizi, denklemin diferansiyel ifadesi tizerinden elde edilebilir:

t

dP(1) —_p (_l) ot P.et
dt T T

(2.96)
Denklemi yerine yazarsak ve toplam polarizasyonun dipollerden kaynaklandigini
varsayarsak denklem yeniden ifade edilebilir.

dP(t) Po—P(t) ., Pu—P(t)
a ot 1

(2.97)

Atomik polarizasyonu ihmal ederek toplam polarizasyon Pp(t), o andaki yonelimsel
polarizasyonun toplami1 Py (t) olarak ifade edilebilir, ¢iinkii elektronik polarizasyonun, Pe,
doyma degerine ulagmasi icin gereken siire optik frekans aralifinda oldugundan nihai
degerine t aninda ulastig1 varsayilabilir. Ayrica, alternatif gerilim altinda bir ortamin anlik
polarizasyonunun, o andaki alternatif gerilimin tepe noktasi ile ayn1 biiyiikliige sahip olan dc

gerilim altindaki polarizasyonua esit oldugunu varsayiyoruz.

Toplam polarizasyonu Pr(t) olarak ifade edebiliriz.
Pr(t) = Py(t)+ P (2.98)
Toplam polarizasyon ile elde edilen nihai degeri yazalim.
Pr=¢g(&—1)E (2.99)
Asagidaki iligkilerin sabit gerilim altinda gecerli oldugunu hatirlayalim:
P.=¢(ex—1)E (2.100)

burada & ve &, sirastyla dc gerilim altinda ve sonsuz frekansta dielektrik sabitleridir.

Ayrica Maxwell bagintisi,

£ = 12 (2.101)
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Sekil 2.2: Bir polar dielektrikte polarizasyon olusumu.

optik frekanslarda gegerlidir. Denklemleri yerine koyarsak sunu elde ederiz:

Py=¢&(&—1)E—¢&(ex—1)E

suna indirgenir:
Py=¢(&—€)E

Alternatif elektrik alaninmi su sekilde gosterelim.
E = Epae’®

denklemi yerine yazalim.

dl:lgt) - % (€0 (&5 — &) Ene’® — P(1)]

Birinci mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢coziimii,

(& — €w) Epe!®"
I+ jot

P(t)=Ce 7+ £

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

(2.106)
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burada C bir sabittir. 7 ile karsilastirildifinda yeterince biiyiik bir t aninda, denklemin sag
tarafindaki ilk terim yeterince kiiciik olacagindan ihmal edilebilir ve P(¢) i¢in ¢6ziim elde

edilmis olur.

(& — €uo) Epe!®"

P(t) = & It jor (2.107)
denklemini yerine yazarsak sunu elde ederiz:

P(t) = & (6 — 1) Eye’® + %Emejw’ (2.108)
denklemi basitlestirmek iizere diizenleyelim:

P(t)= |ew—1+ (& — &) g0E e’ (2.109)

1+ jot

Denklem, P(t) polarizasyonunun uygulanan gerilimle ayni frekansta siniizoidal bir

fonksiyon oldugunu gosterir. D anlik aki yogunlugu ifadesi su sekilde verilir:

D(t) = €ye*Eppe’™ (2.110)
Ayrica aki yogunlugu ifadesini yazabiliriz:

D(t) = &Epne® + P(t) (2.111)
Bu ifadeleri esitleyerek sunu elde ederiz:

€€ Epe® = gyEpe’® + P(1) (2.112)

denklemini yerine yazalim ve sadelestirelim:

& — &
g—je") =14 |e—1+—"—" 2.113
( J ) + { + 1+ jwr} ( )
Elde ettigimiz gercek ve imajiner kisimlar esitleyelim:
E — &
e =e.+— (2.114)

“ 14+ w12
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& — €0) DT
R CY 2.115
1+ w?7? ( )

Kolayca sunu buluruz:

" & — €0) OT
g = & — (&) 0T

= 2.116
g &+ e.0?12 ( )

Denklemler Debye denklemleri olarak bilinir ve polar dielektriklerin ¢esitli frekanslardaki
relaksasyon davranigini tanimlar. Sicaklik, T parametresi yoluyla tartismaya girer. €’ — @

grafigi relaksasyon egrisi olarak bilinir ve €” /g . = 0.5 bir pik ya da tepe ile karakterize

ax
edilir. Bu oran icin w7 = 3.46 gostermek kolaydir ve Debye relaksasyonunun olast bir
mekanizma olup olmadigini belirlemek i¢in bu deger bir kilavuz olarak kullanabilir. Debye
relaksasyon egrisinin spektrumu, tiim fiziksel fenomenler s6z konusu oldugunda ¢ok genistir,

ancak cesitli relaksasyon formiilleri arasinda Debye relaksasyonu en dar olanidir.

2.5.1. Alternatif Tletkenlik Teorisi
2.5.1.1. Debye Tipi Relaksasyon ve Iletkenlik
Debye denklemlerini, Sekil 2.3’de sematik olarak gosterilmistir, alternatif ve daha sade

bicimde ifade edelim:

SS_SOQ

e =€+ -
I+ jot

(2.117)

Bu denklemler incelenirse bir dizi 6zellik ¢ikarilabilir:

(1) @7’ kiigiik degerleri igin, denklemin paydasindaki kare terim nedeniyle reel kismi €' ~
& olur ve £’ da ayn1 nedenle kiiciiktiir. Elbette, @7 = 0’da, beklendigi gibi £” = 0 elde ederiz

clinkii bu dc gerilimdir.
(2) Cok biiyiik w7 degerleri i¢in, € = &., ve €” kiiciiktiir.

(3) Frekanslarin ara degerleri igin €”, belirli bir @7 degerinde bir maksimumdur. &”
maksimum degeri su sekilde verilen bir frekansta elde edilir:
oe" (w*t?—1)

d(wt) (&~ &) (1 + 0222)?

=0 (2.118)
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(e.+€,)2 |

(e€,)2

e

0

tan o

log ®

Sekil 2.3: log @ fonksiyonu olarak cizilen Debye denklemlerinin sematik gosterimi. (¢’ igin
pik noktas1 @7 = 1’da gergeklesir. tand ve € i¢in ise pik noktalar1 aym frekansta
olusmaz.)

ve dolayisiya,
wpT=1 (2.119)

burada @), €, degerindeki frekanstir.

Debye relaksasyonu asimptotik olmayan formda ifade edilebilir:

&

= 2.120
1+ jot ( )

Debye tipi iletkenlik ifadesi ise analog formda asagidaki gibidir:
% 2.121)

o = -
I+ jot

2.5.1.2. Kompleks Diizlem ya da Argand Diyagrami
Cole ve Cole, Debye relaksasyonu davranigina sahip bir malzemede, £”-€ grafiginde, belirli

bir frekansa kargsilik gelen her noktanin bir yarim daire oldugunu gostermistir. Bu durum
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Debye denklemleri yeniden diizenlenerek kolayca gosterilebilir.

(") + (' —e-)" = (18’:%222 (2.122)
Denklemin sag tarafi, tekrar Debye denklemleri kullanilarak basitlestirilebilir;

(&) + (¢ — )" = (& — £) (€' — &) (2.123)
Biraz daha basitlestirilebilir:

€% — € (g4 €.)+ 8+ €7 =0 (2.124)
Cebirsel 6zdeslik yerine konulsun.

&6 = [(ss e — (8 + ew)z} (2.125)

=

Denklem su sekilde yeniden yazilabilir:

2 2
/ £S + 80() /i 2 85 - 80()
- = 2.126

Bu, yarigapt £ olan, merkezi (%=, 0) olan bir dairenin denklemidir. (£4,0) ve (&,0)’m

daire iizerindeki noktalar oldugu kolayca gosterilebilir. Bagka bir deyisle, daire Sekil 2.4’de
gosterildigi gibi yatay ekseni (€') €. ve & noktalarinda keser. €” ile € arasindaki bu tiir

cizimler, €* kompleks diizlem ¢izimleri ya da Argand diyagrami olarak bilinir.

@, 7 = 1 durumunda €” imajiner bileseninin maksimum degeri soyledir:

8 _gco
el =2 5 (2.127)

¢’ gercek bilesenine karsilik gelen maksimum degeri ise soyledir:

o & + €
2

(2.128)

Bu sonuclar kompleks diizlem diyagramini meydana getiren denklemlerin i¢in baslangi¢

noktas1 Debye denklemleri oldugundan olagandir.
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ot=1
i o artar
(e,€,)/2 \
T T T T T T T T M
803 8S 8'

(85+8r)/2

Sekil 2.4: Debye denklemlerinin €* i¢in bir yarim daireyi gosteren Cole-Cole diyagramu.

Belirli bir malzemede, olciilen £” degerleri, genellikle ® = 0 ile @ = 10'°rad/s arasinda
cesitli frekanslarda £’ niin bir fonksiyonu olarak cizilir. Eger noktalar bir yarim daire iizerine
diiserse, malzemenin Debye relaksasyonu davranisi gosterdigi sonucuna varabiliriz. Daha
sonra, Ol¢ciim yapma gerekliligini ortadan kaldirarak, ara frekanslarda kompleks dielektrik
sabitini elde etmek i¢in bir Cole-Cole diyagrami kullanilabilir. Uygulamada, ¢ok az malzeme
Debye denklemleriyle tamamen uyumludur, tutarsizlik genellikle relaksasyon zamanlarinin

dagilimi olarak adlandirilan kavrama atfedilir.

Debye’1n teorisi, molekiillerin sekil olarak kiiresel oldugunu ve bu nedenle, molekiiliin bir
dis alanda donme ekseninin €* degerine karar vermede hicbir etkisi olmadigini varsayar.
Bu bir kuraldan ¢ok bir istisnadir, clinkii sadece molekiiller farkli sekillere sahip olamaz;
ozellikle uzun zincirli polimerlerde dogrusal bir konfigiirasyona sahiptirler. Ayrica, kati
fazda, dipollerin etkilesimli olmalar1 ve alternatif alana tepkilerinde bagimsiz olmamalari
daha olasidir. Bu tiir malzemelerdeki relaksasyon siireleri, donme eksenine bagli olarak
farkli degerlere sahiptir ve sonug olarak, dagilim genellikle daha genis bir frekans aralifinda

gerceklesir.
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2.5.1.3. Cole-Cole Tipi Relaksasyon ve Iletkenlik

Birden fazla relaksasyon siiresi olan polar dielektrikler Debye denklemlerini saglamaz.
Debye denklemi tarafindan tahmin edilenden daha diisiik olacak maksimum bir €” degeri
gosterirler. tan 0 ile log w7 arasindaki egri de genis bir maksimum gosterir, maksimum deger
Debye denklemi ile verilenden daha kiigiiktiir. Bu kogullar altinda €” vs. €’ grafigi bozulacak
ve Cole-Cole grafiginin merkezi € ekseninden asagiya dogru yer degistirmis halde hala
bir yarim ¢ember olacagin1 gosterdi. Bu sebeplerden dolay1r kompleks dielektrik sabiti icin

ampirik bir denklem Onerdiler.

* Ss_goo .
1+ (jote) ™%

0<a<l1;
(2.129)

o =0 Debye relaksasyonu icin

burada 7. ortalama relaksasyon siiresi, o belirli bir malzeme i¢in bir sabit ve 0 < o <
1 degerine sahiptir. Cole-Cole denkleminin grafigi, cesitli o degerleri icin Sekil 2.5 ve
2.6’de gosterilmistir. Cole-Cole denkleminin grafigi cesitli o degerleri icin verilmigtir.
Debye denklemleri de karsilastirma amaciyla c¢izilmistir. Yakin relaksasyon frekanslari
Cole-Cole relaksasyon €”1n @ ile Debye relaksasyonundan daha yavas azaldigini gosterir.
o1 artmasiyla birlikte €” kayip faktorii Debye relaksasyonundan daha genistir ve doruk

deger olan €y, daha kiigiiktiir.

Tek bir relaksasyon siiresi olan bir dielektrik, o = 0 bu durumda Cole-Cole denklemi, Debye
denklemi ile 6zdes hale gelir. o degeri ne kadar biiyiikse, relaksasyon zamanlarinin dagilimi

da o kadar biiyiik olur.

Cole-Cole denkleminin geometrik yorumunu belirlemek icin 1 — @ = n kullanilarak denklem

yeniden ifade edilsin:

& — Eoo
14 (0T)" (cos 2 + jsin%F)

g —je =e.+ (2.130)
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Sekil 2.5: Cole-Cole relaksasyonuna gore bir polar dielektrikte €’ un gergek kisminin sematik
gosterimi. o = 0 Debye relaksasyonunu saglar.

" p—n=1

— = n=0.75
—-=n=0.5
= - --n=0.25

Sekil 2.6: Cole-Cole relaksasyonuna gore bir polar dielektrikte €un imajiner kisminin
sematik gosterimi. o = 0 Debye relaksasyonunu saglar.

Gergek ve imajiner kisimlari ayri ayri esitleyelim.

1+ (07)" cos (4F)
142 (0Te)" cos (") 4 (@Tee) ™
e — (e c.) (0Te)" sin(n7/2)
— (g, — &
142 (07)" cos(nm/2) + (0Tee) ™"

(2.131)




Asagida verilen tanim kullanilarak,

j% = e/ = cosan /2 + sinom /2

yukaridaki denklemler alternatif bir bigcimde ifade edilebilir:

g —e, 1 sinhns
& —Eo 2

~ coshns+sin(om/2)

g1 cos(am/2)
-1 (

& — € coshns+sin(ar/2)
burada
s=Lnot

olarak tanimlanir.

Cole-Cole yukaridaki denklemlerden @7, yi elimine ederek sunu gosterdi:

2 2
(8/ . S_; ) + |:£//_|_ STCOt(flﬂ'/Z)}

Bu denklem merkezi verilen noktada,

gs+8<>0 Soo_gs
2
[ ) cot(nrm/ )]

ve yarigapina sahip

{gs _28‘” cosec(mr/2)]

olan bir dairenin denklemini temsil eder.

— {8”‘ _28°° cosec(nm/2)

2

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

Merkezin y koordinatinin negatif, yani merkezin €' ekseninin altinda olduguna dikkat

edilmelidir (Sekil 2.7).

Sekil 2.5 ve 2.6’da €’ ve €” degiskenlerini sirasiyla gesitli a degerleri i¢in @7 fonksiyonu

olarak gosterir. Bunlar ilgili denklemlerin ¢izimleridir. @7 = 1 i¢in Sekil 2.6’da gosterilen
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= 0=0 (Debye)

Sekil 2.7: Cole-Cole denkleminde geometrik bagintilar.

iligkiler gecerlidir:
&+ € y E—Es NI
g= 5 e = tan — 2.13
2 2 2 (2139

Yukarida belirtildigi gibi, n = 0 durumu, sonsuz sayida dispersif relaksasyon zamanina
karsilik gelir ve malzemenin davranigi, dielektrik sabitinin (& — €») /2’ye indirgenmesi
disinda, dc gerilim altindaki ile aynidir. Dielektrik sabitinin imajiner kismi da dc gerilimle
tutarli olarak bu n degerinde sifira esittir. n degeri €’ arttik¢a artan @7 ile degistikge, egriler
o7 = 1’de kesisir. n = 1’"de @7’nin artmasiyla €’de meydana gelen degisiklik, Debye

gevsemesiyle aynidir, bu durumda malzeme tek bir relaksayon siiresine sahiptir.

€"’niin @7 ile degisimi de n degerine baghdir. n degeri arttik¢a egriler daralir ve pik degeri

artar. Bu davranis, Sekil 2.6’da gosterilenle tutarlidir.

Cole-Cole diyagramindaki herhangi bir noktayr €. ve &’a karsilik gelen noktalarla
birlestiren cizgiler Sekil 2.7°da goriildiigii lizere u ve v sirasiyla ile gosterilsin. Ardindan,

herhangi bir frekansta agagidaki iligkiler gecerlidir:

£ — €

u=¢€"—g; v= E — (07)!™" (2.140)
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logw-(logv — log u) cizilerek n degeri belirlenebilir. n de8eri arttikca molekiillerin
donme serbestlik derecesi sayisi azalir. Malzemenin sicakliginin daha da diisiiriilmesi, n

parametresinin degerinde bir artisa yol acar.
Cole-Cole relaksasyonu asimptotik olmayan formda ifade edilebilir:

ot & (2.141)

1+ (jote) ™

Cole-Cole tipi iletkenlik ifadesi ise analog formda asagidaki gibidir:

00
oF = : T (2.142)
1+ (jot.)

2.5.1.4. Cole-Davidson Tipi Relaksasyon ve Iletkenlik

Cole-Davidson ise bagka bir ampirik denklem onermistir.

& — Eo

(2.143)
(1 + ja)fdc)ﬁ

€ =&+

0 < B <1 ortamin karakteristik bir 6zelligidir. Cole-Davidson denkleminin gergel ve

imajiner kisimlari su sekilde ifade edilir:

g — &0 = (& — &) (cos9)P cos 9B

(2.144)
" = (& — &) (cos 9)P sin¢ B

burada, tan ¢ = @7 olur.

Bu denklemler Sekil 2.8 ve 2.9°da gosterilmistir. €”°1n diisiik frekans kismi, B degeri 0’dan
1’e yiikseldik¢e degismeden kalir. Bununla birlikte, 8 arttikga €’1n yiiksek frekans kismi
azalir, B = 1 (Debye) en diisiik degerleri verir.

Benzer gozlemler, diisiik frekans kisminda f ile artan ve yiiksek frekans kisminda f3 ile
azalan €” i¢in tutar. €” ile @7 arasindaki egrinin, €” eksenine paralel olan ¢izginin her iki

tarafindaki simetriyi kaybettigi ve pik degerinden gectigine dikkat edilmelidir.
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Yukaridaki denklemleri kutupsal koordinatlarda ifade edelim:

r= [(s’ —e.) 8"2} (2.145)

"

0 = tan ! 2.146

Cole-Davidson ilgili denklemlerden,

r= (g —e.) | (cos(6/B))°

tan® = tan B¢ (2.147)

o —tan 3 )

oldugunu gostermistir.

T

Sekil 2.8: Farkli 8 degerleri igin @7 fonksiyonu olarak € niin sematik gosterimi.

Kompleks diizlemde denklem, &' eksenini sirasiyla diisiik ve yiiksek frekanslarda & ve €.
kesen bir yaydir (Sekil 2.10). @ — 0 durumunda, sinirlayici egri, merkezi €’ ekseninde olan
bir yarim dairedir ve @ — oo durumunda ise, simirlayici diiz ¢izgi, €’ ekseni ile f7/2 agisi
yapar. Bagka bir sekilde agiklamak gerekirse, diisiik frekanslarda noktalar dairesel bir yay

tizerinde, yiiksek frekanslarda ise diiz bir ¢izgi iizerinde uzanir.
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11>

Sekil 2.9: Farkli B degerleri i¢in @7 fonksiyonu olarak €”’niin sematik gosterimi.

Eger Cole-Davidson denklemi gegerliyse, &,€&- ve B degerleri, denklemin ®’ya gore
grafiginin saginda diiz bir cizgi verdigi davranisina dikkat edilerek dogrudan belirlenebilir.
tan(6/B) = 1’a karsilik gelen w), frekansi belirlenebilir ve T ayrica @,7 = 1 bagintisindan

da belirlenebilir.

77 ‘ N
J/ ‘51?12 \

Sekil 2.10: Davidson-Cole relaksasyonuna gore € kompleks diizlem gosterimi. (Kayip tepe
noktas1 asimetriktir ve diisiik-frekansh kisimda @ ile orantihdir. Yiiksek-frekansh
kismin egimi 3’ya baglidir.)

Dielektrik iletkenliginin her iki durumda da &” degerinde anormal bir artisa neden
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olmasi nedeniyle €* kompleks diizlem grafiginde yiiksek frekans ve diisiik frekans uglari

/>

ile ilgilenmek gerekir. Denklem, ac iletkenligin €"’a katkisin1 gosterir ve relaksasyon

mekanizmalarina karar vermeden once bu katki ¢ikarilmalidir.

Cole-Davidson relaksasyonu asimptotik olmayan formda ifade edilebilir:

e B (2.148)
(14 jotg)P

Cole-Davidson tipi iletkenlik ifadesi ise analog formda asagidaki gibidir:

ot —__ %0 (2.149)

(1 -+ jan'dc)ﬁ

2.5.1.5. Havriliak-Negami Tipi Relaksasyon ve Iletkenlik

Yontemimizi daha karmasik molekiiler yapilara, 6zellikle polimer malzemelere kadar
genisletebilecek durumdayiz. Kiiciik organik veya inorganik molekiillerdeki dagilim,
miimkiin oldugu kadar genis bir frekans aralifinda sabit sicaklikta malzemenin kompleks
dielektrik sabiti Olciilerek incelenir. Ardindan sicaklik degistirilir ve istenen sicaklik araligi
taranincaya kadar oOlctimler tekrarlanir. Her bir izotermal veri setinden kompleks diizlem
cizimleri elde edilir ve Cole-Cole denklemine gore bir yari-dairesel yay elde edilip
edilmedigini veya Davidson-Cole denklemine gore bir egri yay elde edilip edilmedigini

kontrol etmek i¢in analiz edilir.

Izotermal 6lciimlerle elde edilen polimerlerin kompleks diizlem cizimleri, basit molekiiller
durumunda kullanilan basit igleme uygun degildir. Bu zorlugun ana nedenleri sunlardir: (1)
Polimerlerdeki dagilim genellikle ¢ok genistir, bu nedenle sabit bir sicakliktan elde edilen
veriler, dagilimin analizi icin yeterli degildir. Dagilimlar: anlamli bir sekilde tanimlamak i¢in
cesitli sicakliklardan elde edilen veriler bir araya getirilmelidir. (2) Kompleks diizlemdeki
grafiklerin sekilleri, dagilim parametrelerinin belirlenmesini ¢ok belirsiz kilan daha basit

yapiya sahip molekiillerle elde edilenler kadar nadiren basittir.

Birgok polimerdeki o dagilimini inceleme girisiminde, Havriliak ve Negami birkac
polimerin dielektrik 6zelliklerini 6l¢tiiler. Bir polimerde dispersiyon, bircok fiziksel 6zelligin

onemli Olgiide degistigi cam gecis sicakliklar ile iligkili bir siirectir. Birka¢ polimerde,

kompleks diizlem grafigi, yiiksek frekanslarda dogrusal ve diisiik frekanslarda dairesel
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bir yaydir. Dairesel bir yay1 (Cole-Cole) yerlestirme girisimleri, diisiik frekanslarda
bagarilidir, ancak daha yiiksek frekanslarda degildir. Benzer sekilde, egri bir dairesel yay
(Davidson-Cole) ile bir uyum denemesi, daha yiiksek frekanslarda basarilidir, ancak daha

diisiik frekanslarda degildir.

Kolayca anlagilmasimi saglamak i¢in burada iki dagilim denklemi su sekilde temsil

edilmisgtir:
€ — €w RS R |
= [H—( JjoT) } : Basik cembersel yay  (Cole-Cole)
gs - 800
o e (2.150)
- 800 =(1+ ja)’L'o)fl3 : Egri yari-cembersel yay  (Cole-Davidson)
s~ Coo

Iki denklemi birlestiren Havriliak ve Negami, kompleks dielektrik sabiti igin bir bileske

fonksiyon Onerdi:

8* _800
85_800

_ [1 + (joty_y)' ¢ o’ (2.151)

Bu fonksiyon, daha Once tartigilan relaksasyonlart 6zel durumlar olarak iiretir. B = 1
oldugunda, yukarida gosterilen cembersel yay; o = 0 oldugunda, asimetrik yarim ¢ember;

o =0 ve B = 1 oldugunda Debye fonksiyonu elde edilir.

Elde edilen denklemle verilen relaksasyon fonksiyonunu test etmek i¢in De Moivre

teoremini uygulariz ve asagidaki ifadeleri elde etmek i¢in payday1 rasyonellestiririz.

g — o= rﬁ% (& — &) cos(B ) (2.152)

w1 :

g = m(a‘s—&‘w) sin(0) (2.153)
ki burada

r=[14 (@1)'%sin (%)}Z (07)!"“cos (%)]2 (2.154)

Denklem @’1n ug¢ degerleri i¢in incelenebilir, yani @ — o ve @ — 0. @ — oo olan ilk durum



48

icin denklem asagidaki gibidir.

.
= (07)P* D{cos[B(1 - a)m/2] - jsin[B(1 — a)7/2]}, (2.155)
. (”w%oo)
tan[B(1 —a)m/2] = g(lw_m) e

Cok yiiksek frekanslarda £” o (& — €.,) o< @B~ olur.

@ — 0 olan ikinci durum i¢in,

e*—¢
) ~ B . (17(1)
B X B(jwr)
=1 - B (om)" ™ {cos[(1 - a)m/2] + jsin[(1 — &) 7/2]} (2.156)
or 8{(0%0)
tan( — )= ———75—"
( 2 ) ss—egaHO)

Cok diisiik frekanslarda, £’ oc (g —€') o« ®!'=% olur. Bu sonuglar, iki u¢ durumda

gosterildigi gibi, permitivite fonksiyonlarinin egimleri oldugu 6nerisine yol agcmustir.
Denklemlerin dispersiyon parametresi ile ilgili olarak asagidakiler sOylenebilir:

I. 0T — >, — &, ve €’ — 0i¢in £* = &, olur.

II. ot — 0,8’ — & ve €’ — 0 igin £* — & olur.

Bu nedenle egrinin gercek eksenle kesistigi noktadan & ve €. davranisini degerlendirebiliriz.

o ve 3 parametrelerini bulmak i¢in denklemlerin agagidaki ifadeye degistigini goriiriiz.

"

s =tanf 6 =tan¢@ (2.157)

burada 6 = ¢ degisken degisimini kullandik. @7 — oo kosulunu denkleme uygulayarak ve

buna karsilik gelen ¢ degerini ¢, olarak gostererek (Sekil 2.11)

o= (1-a)Bm/2 (2.158)

bu, ¢, grafik parametresi ile o ve 3 dispersiyon parametreleri arasinda bir iligki saglar. Yine
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gevseme siiresi @7 = 1 tamimuyla verilir ve bu frekanstaki tiim parametreleri p alt simgesiyle
gosterelim. Havriliak ve Negami ayrica ¢r, agisinin agiortaymin &,". noktasindaki kompleks
diizlem grafigiyle kesistigini kanitlar. Kesisme noktasi1 o degerini su sekilde verir:

1 \sp * —800} B

—1
oL o8 & — Ewo n(l—a)

log[2+2sino(m/2)] (2.159)

Dispersiyon parametrelerini degerlendirmek i¢in deneysel verilerin analizi, kompleks

diizlem grafiklerinden asagidaki adimlarla gergeklestirilir:

1. Diisiik frekans olctimlerinin ger¢ek eksenle kesisecek bigimde ekstrapolasyonu

neticesinde & elde edilir.

2. Yiksek frekans oOlctimlerinin gercek eksenle kesisecek bi¢imde ekstrapolasyonu
neticesinde €. elde edilir. Kirilma indisine iligkin veriler mevcutsa, belirli malzemelerde

€. = n? iliskisi kullanilabilir.
3. @ parametresi, yliksek frekanslardaki 6l¢iimler kullanilarak olciiliir.

4. @, acis1 ikiye boliiniir ve olgiilen egriyi kesmek icin uzatilir. Kesisme noktasindan frekans
belirlenir ve karsilik gelen relaksasyon siiresi @ = 1/7’ya gore hesaplanir. €, — €. ve €”

parametreleri de belirlenir.
5. o parametresi denklem ile belirlenir.
6. B parametresi denklem ile hesaplanir.

Havriliak ve Negami birka¢ polimerin verilerini analiz etti ve her biri i¢in (&, €&, @, 3,7)
bes dagilim parametresini degerlendirdi. Havriliak ve Negami fonksiyonunun, camsi
gecis sicakligi Tg civarinda asimetrik sekil sergileyen amorf polimerlerdeki relaksasyonu
tanimlamak i¢in ¢ok faydali oldugu bulunmustur. Tg civarinda, €” — logw egrileri, T
azaldikca genisler. @ — parametresinin zincir baglantisini temsil ettigi ve ’1n yerel yogunluk
dalgalanmalariyla ilgili oldugu One siiriilmiistiir. Polimerlerdeki zincir baglantisi, sicaklik
diistikce azalmahdir. «a-parametresi Tg sicakliginin iizerinde yavasca arttifindan, bu

durumun gostergesi olarak kabul edilebilir.

Iletkenligin dielektrik kayip iizerindeki etkisi hakkinda son bir yorum tam da bu

noktada yapilabilir. Daha once bahsedildigi gibi, €” — @ karakteristiklerinin 6l¢timii, kayip
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Sekil 2.11: €’1n Havriliak-Negami fonksiyonuna gore kompleks diizlem gosterimi. (Yiiksek

frekanslarda dogrusal ve diisiik frekanslarda dairesel bir davranig goriiliir.)

faktoriinde daha diisiik frekanslara dogru ani bir artig gosterir ve bu artis malzemenin dc

iletkenliginden kaynaklanmaktadir. Boylece Havriliak-Negami fonksiyonu su sekilde ifade

edilebilir:
e — ¢, _ [l—l—(ja)r )(1_a)]l3 . 0dc
gs - 800 0 a)go

O4c burada dc iletkenligi gostermektedir.

Havriliak-Negami relaksasyonu asimptotik olmayan formda ifade edilebilir:

% &

o [1 +( ijN)l“]ﬁ

Havriliak-Negami tipi iletkenlik ifadesi ise analog formda asagidaki gibidir:

* 00

1+ (ja)rHN)l_“

(2.160)

(2.161)

(2.162)
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3. MALZEME VE YONTEM

Iletkenlik problemininin ¢oziimiine yonelik kesikli ve siirekli-zamanl, rassal yiiriiyiis veya
rassal cevrede-rassal yiiriiylis modellerinin incelenmesine iligkin calismalari, yari-stokastik
veya yari-determinist hareket denklemleri olarak adlandirabilecegimiz Langevin denklemi

ve de denk master denklem siniflarinin tanimlanmasi ve tiiretilmesi takip etmisgtir.

Rassal siirecleri aciklamakta kullanilan Ito ve Straronovich analizi formalizmlerine ait
stokastik diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin fraksiyonel formda ifadelerinin, bilinen
belli bagh fenomenleri agiklamakta bagarili oldugu ve bu fenomenlerin konu edindigi pek cok

problemin de iletkenlik formalizminin gelistirilmesine katki saglayacagi fark edilmistir.

Langevin denkleminin tiiretilmesini Klein-Kramers ve indirgenmis bir formu olan
Fokker-Planck denklemlerinin acikladigi fenomenlerin calisilmasi takip etmis; anormal
siirecleri agciklamakta bagvurulan metotlardan olan fraksiyonel dinamik ve bu dinamigin
matematiksel enstriimanlarinin kullanilmasi gerektigine dair bir sonuca varilmig; bircok
fraksiyonel operator ile birlikte Riemann-Liouville, Caputo ve Prabhakar operatorleri ve bu

operatorlerin aciklamakta kullanildigi fenomenler karsilastirmali olarak incelemistir.

Zamansal ve konumsal fraksiyonel formda genellestirilmis master denklemler
Fourier-Laplace transformu kullanilarak, faz uzaylar1 arasinda gegis yapilmasi yoluyla
stokastik cebirsel denklemlere doniistiiriilmiistiir. Degisken ya da gozlenebilirlere ait
ortalama davranigsal bagintilarin pek cok durumda ilgili fraksiyonel master denklemlerden
kolayca gelistirilemedigi goriilmiistiir. Bunun iizerine ise stokastik diferansiyel denklemler
icin baslangic ya da smir deger kosullart tamimlanarak ilgili ortalama ifadelerin

tiiretilebilecegi bicime getirilmesi gerekligi saglanmistir.

Amorf yar iletken ve yalitkanlardaki iletkenlik davranigi, literatiirde ayni1 zamanda anormal
tasimanin formalizmi olarak karsimiza ¢ikan yari-deneysel iletkenlik denklemleriyle ifade
edilir. Anormal tasimanin fraksiyonel-stokastik tanimi, diizensiz veya karmagik sistemlerde
veya ortamlarda meydana gelen dogrusal olmayan ve yerel olmayan rassal siiregleri
anlamaya olanak saglar. Stokastik diferansiyel denklemler ve fraksiyonel genellemeleri

kullanarak denge dis1 sistemlerdeki ortalama anormal davranislar ortaya ¢ikarilabilir.
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LE, KKE, FPE olarak adlandirilan stokastik diferansiyel denklemler ve bunlarin fraksiyonel
genellemeleri, uzun menzilli hafiza ve sicrama uzunlugu acisindan anormal tagima ve
davranmigsal anormallik siireglerindeki ortalama davramigt belirlemek icin kullanilir. Bu
sebeple, karmagik veya diizensiz ortamlarda iletkenlik siireclerinde meydana gelen anormal
davraniglarin tiiriinii anlamak i¢in fenomenolojik bir yaklasim gelistirilebilecegi sonucuna
varilir. Fraksiyonel-stokastik teorileri ile yari-ampirik iletkenlik formalizmi arasinda
dogrudan bir iligki kuran analitik bir yaklagim gelistirmek, daha sonraki analitik ¢aligmalar

ve anormal tagima siireclerinin anlagilmasi i¢in bir kilometre tagi olabilir.

Konum-hiz uzayindaki bir pargacigin stokastik hareketi LE’ler ile tanimlanabilir (145):

—=+&(), —=v (3.1)

Burada m, v, z sirasiyla pargacigin kiitle, hiz ve konumunu; 1 siirtinme katsayisi, F(z) dis

kuvvet ve & (r) Gauss beyaz giiriiltiisiinii gostermektedir.

(3.1)’den, Brownian hareketi tanimlayan KKE adli denk master denklemi elde edebiliriz

(146).

2p(z,v,t o 0 F kgT 9>
% [—va—z-l-x(nv— (Z))-i—n”l: aVz}p(z,v,t) (3.2)

Burada p(z,v,r) konum ve hiz uzayindaki olasilik dagilim fonksiyonu, kg ve T sirasiyla

Boltzmann sabiti ve mutlak sicakliktir.
PDF’yi yalnizca hiz-zaman uzayinda tamimlamak i¢in, dis kuvvetin yoklugunda denklem
konum iizerinden integre edilerek KKE siradan FPE’ye indirgenir.

2

J % J
3,/ 1) =15 (f(n1) + D55 f(ni) (3.3)

FPE’nin  (3.3) Riemann-Liouville fraksiyonel tiirev  operatorii  kullanilarak
zaman-fraksiyonel genellemesi verilen formda tanimlanabilir (87; 147; 148):
RL o J 82
Dt f(V,f):'}/a%(vf(V,f))‘i‘Kamf(V,t) (34)

Burada, Yy, [Yo] = sec™® boyutuna sahip fraksiyonel soniimlenme katsayisi ve Kq ise [Ky| =

cm/ sec**? boyutuna sahip fraksiyonel difiizyon katsayisidur.
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Tamsayr olmayan mertebelerin fraksiyonel operatorlerini ve bunlara karsilik gelen fiziksel
etkilerini, fenomenlerin ve siireglerin tipini ayirt edebildigimiz igin, bunun yerine
Riemann-Liouville tiirevini genellestiren Prabhakar tipinin zaman-fraksiyonel FPE’sini
diisiinmeye baslarsak, bu durumda (3.3) asagidaki gibi yazilabilir (149; 150):

0 2
Dl(ipﬂ fwt)=r-p E(Vf(v,t)) +Ki—p wf("yl) 3.5)

(3.5)’1 v ile carptiktan sonra, sag tarafin ikinci tiirevi su sekilde yeniden yazilabilir:

d d (d d
Dl 700 = [ Fy 20 2] oy | 2 (200,) 270 (s

Asagidaki gibi bazi terimler elenebilir ve digerleri dogal sinir kosullar: altinda degismeden

kalabilir (86).

im )= tim 229 o0 fim o, 2 (af(v’t)v> (3.7)

V—yoo vt  Jy yorteo 1P v v

Ortalama hizi, (3.6)’y1 v lizerinden integre ederek elde edebiliriz,

e . te g (df(vt)

— o0 —

integralleri asagidaki gibi diizenledikten sonra,

PP () = lim Ky L)

a7p72’ y—+oo av v (3'9)

ve PDF’yi bir topluluk ortalamasi olarak tanimlarsak,

df(vt)

fn)=(80-&0), L — (50— gn) (3.10)
burada &, [] = cm/ sec? boyutuna sahip sabit ivmeyi gosterir ve (3.9)’u asagidaki gibi elde
edebiliriz.

Db, 5 (v(6) = Tim ki (&' (v—En)v 3.11)

ve ayrica Dirac dagilimimin verilen bazi 6zelliklerine aginayiz:

5(v)=8(-v), &'(-v)==8'(v): (8'(v=En)v=(6(v-&1)) (3.12)
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Dirac J-fonksiyonunun tiirevini (3.12) denklemleri 1s18inda degerlendirebiliriz,
Dl o, V(1)) = lim_kip (8(v—&1)) (3.13)

Riemann-Liouville ve Caputo fraksiyonel tiirevleri arasindaki var olana benzer iligki, Caputo
biciminde diizenlenmis Prabhakar tiirevi i¢in de verilebilir ve (3.13) alternatif olarak yeniden

yazilabilir (130; 151):

Dl (@) = lim xkyp (3(v—&1)) (3.14)

v—rtoo

(3.14)’teki tiirev 0 < a8 < 1 varsayimi altinda ve p = 1 — ot parametresinin 6zel se¢imi ile

yeniden tanimlanabilir,

D gy V(0 = Tim s (B(v— 1) (3.15)

Boylece fraksiyonel operatorii pseudo-diferansiyel formda asagidaki gibi tanitabiliriz (152;

153):

C(A+0DP)P (v(1) = lim o (5(v— 1) (3.16)

V—rdoo

A = 7~% oldugunu biliyoruz ve sonra her iki tarafi t®? ile carpryoruz,

C(1+1%DH)P (v(1)) = lim 1% Ky (8(v—E1)) (3.17)

y—rtoo

ve genellestirilmis 6l¢ekleme zelligini agagidaki gibi kullanarak é fonksiyonunun uzayini

degistirebiliriz:
7B .
“+ 20D (v(0) = tim —F(8(0) (3.18)
%8

O zaman &-fonksiyonunun g¢arpani [T"ﬁ} = cm boyutuna sahiptir ve x ile gosterilip

asagidaki gibi tiiretilebilir (154).

Taﬁ Kaﬁ

z (8(1)) =x(8(t)) = (x—x0) (8(t —t0)) |, o = V(1)) (3.19)

Boylece (3.18)’in sag tarafindaki terim hiz fonksiyonudur ve denklem su sekilde yeniden



55

tanimlanabilir:

C1+1%D*)P (v(r)) = Tim (v(r)) (3.20)

t—yoo

ve (3.20)’nin Fourier doniisiimii asagidaki denklemler dikkate alinarak uygulanabilir (155).

Z1C(1+ %D P (v(1))](w) = [1+ (i02))P (v())

(3.21)
o 3 — |4 —
F [ lim (v(1))](w) = lim (v(@)) = v
Kargilik gelen denklemi elde ederiz,
[1+ (i07)*)P (v(®)) = vo (3.22)
ortalama hiz denklemi su sekilde de yazilabilir:
140]
0)=—""-7= 3.23

(38)’de oldugu gibi Havriliak-Negami tipi iletkenligi, ortalama akim yogunlugu

bagintisindaki ortalama hiz1 asagidaki gibi kullanarak elde edebiliriz:

/(@) =ng{v(0)) = (c(0)) (E(w)) (3.24)

Ortalama akim yogunlugu su sekilde gosterilir:

Vo

J(w) =ng—= 3.25

Baglangi¢ kosulu i¢in hizi biliyoruz,
E(w)T
b = E(@) (3.26)
m 0=0
bu asamada yukaridaki iligkiyi kullanarak dc akim yogunlugunu da tanimlayabiliriz.
ng*t 1
(O] o= E@)|  =(o(0)(E)],, (3.27)

m [1+(iot)*]P =0
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dc iletkenligi tanimlayalim,

2
oL (3.28)
m
Havriliak-Negami tipi iletkenlik olarak da bilinen ac iletkenlik bagintisini elde ederiz.
0o
0(®)=—"——"=% 3.29
(o(w)) [1+ (icor)]P (3.29)

Stokastik ve fraksiyonel dinamik yaklagimlar ve matematiksel araglar aracilifiyla
anormal tagima olaylarin1 anlamak icin yeni bir yontem gelistirdik. Ayrica yari-ampirik
Havriliak-Negami  tipi  iletkenlik  iligkisinin, gozlenebilirlerin zaman-fraksiyonel
Fokker-Planck denkleminin basitlestirilmig bir formu {iizerinden, siiriiklenme-difiizyon
sabitlerinin 6zel se¢imiyle ve bu problemin dogal sinir kosullar1 altinda elde edilmesiyle
tiiretilebilece8ini goriiyoruz. Boylece yontem, anormal tip davranmiglar taklit etmek icin
tiretilen bazi yar1 deneysel denklemlerin teorik arka plani hakkinda yeni fikirler verir.
Caputo anlaminda diizenlenen ve pseudo-diferansiyel denklem olarak kullanilan Prabhakar
tipi tiirevinin, amorf yari iletkenler ve yalitkanlardaki anormal tagima fenomeni ile yakindan

iligkili oldugunu dogruladik.
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4. BULGULAR

Literatiir incelendiginde, bir kristal ya da iletkende, diizgiin kristal orgii yapisi tasvirleri
ve serbest elektron modelleri lizerinden analitik iletkenlik ifadelerinin tiiretildigi goriiliir,
ancak amorf yar iletken ve yalitkanlarda iletkenlik teorileri yerine yari-ampirik ya da
ampirik iletkenlik modellerinin yer aldig1 fark edilir. Ayrica katihal fiziginde karmasik
maddesel ortamda iletkenligin teorisi ile ilgilenilmeye baslandiginda ortaya nonlineerite ve
nonlokalite problemleri ortaya ¢ikar. Determinist yaklasimlar yerine stokastik ve fraksiyonel
metotlar kullanarak nonlokalite ve nonlineerite probleminin tekrar ele alinmasi ve iletkenlik
teorileri tizerine yeni bir bakis acis1 kazandirilmasi geregi kaginilmazdir. Stokastik metotlarin
iletkenlik probleminde kullanilabilmesi ise olasilik yogunlugu fonksiyonunun uzay-zaman
degisimini, klasik ya da kuantum mekanilsel formalizm kullanarak, tanimlayan master
denklem ya da manipiile edilmis uygun master denklemin tiiretilebilmesine baglidir. Mevcut
ya da manipule edilmis master denklemlerin iletkenlik davranigini aciklamakta yetersiz
olmasit durumunda, varolan iyi tamimli bir modelin bagka matematiksel enstriimanlar

kullanilarak yeniden ifade edilmesi modern ¢calismalarin da odak noktasi olmaya baglamistir.

Genellestirilmis ya da fraksiyonel formda yazilmis master denklemler siniflandirilmamis
yeni stokastik ya da yari-determinist hareket modellerini 6ngorebildiginden, iletkenlik
modelleri i¢in 6nemli enstriimanlar haline gelmislerdir. Dolayisiyla, yeni bir stokastik
yaklasimdan elde edilecek master denklemi ya da onceki stokastik modellerden tiiretilmis
master denklemlerinin genellestirilmis ya da fraksiyonel formda tiiretilmis hallerini

tamimlamak iletkenlik siirecini anlayabilmek icin son yillarda sik¢a kullanilmaktadir.

Kesikli ya da siirekli rassal ¢evrede-rasal yiirliylis modelleri ile yari-determinist ya da
yari-stokastik Langevin denklemleri arasindaki karsiliklilik baglantilarinin belirlenmesi,
bunlarin master denklemler ile aralarindaki denklik iligkilerinin ve bagintilarinin
da tam anlamiyla anlagilmasi ve tamimlanmasi, klasik formalizm ya da kuantum
formalizmi {izerinden ilgili stokastik diferansiyel denklemler grubunun fraksiyonel analizin
enstriitmanlart da kullanilarak genellestirilmesi pek cok fiziksel problemin tanimlanmasi ve

cOziimiine yonelik teorik altyap1 olusturmustur.
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Amorf yapilarda alternatif iletkenlik modellerine bir fraksiyonel-stokastik mekanik problemi
olarak yeniden yaklagsmak, ideal olmayan ya da karmasik ortamlarda anormal davraniglar
belirlemek {iizere stokastik mekanik ve fraksiyonel analizin temel argiimanlari ve
matematiksel enstriimanlarindan faydalanarak klasik ya da kuantum formalizmleri iizerinden
bir hareket denklemi ve master denklem denklik sinifinin elde edilmesi, bulunan stokastik
diferansiyel denklemin siireklilik denklemi formunda yazilmasiyla ifade ettigi fiziksel
stireclerin belirlenmesi ve yorumlanmasi bu calisma gibi pek cok calismanin da temel

motivasyonunu meydana getirmektedir.

Klasik formalizm iizerinden gelistirilen ve Langevin denklemiyle baglayip Kramers-Klein
master denkleminin tanimlanmasi ve bilinen bir formu olan Fokker-Planck denklemine
indirgenmesi siirecini, zamansal ya da konumsal fraksiyonel formda yeniden ifade
edilen Fokker-Planck denklemlerinin iiretilmesi ve Fourier-Laplace doniistimleri ile ilgili
diferansiyel denklemin cebirsel denklemlere doniistiiriilmesi yoluyla gozlenebilirlere dair
ortalama davramgin elde edilmesi takip eder. Uretilen gozlenebilirler iizerinden ilgili fiziksel
gecis bagintilar1 kullanilarak gelistirilen iletkenlik modeli ile mevcut iletkenlik modelleri
kargilastirilmig, yeni modelin stokasik mekanik ve fraksiyonel dinamik enstriimanlari
kullanilarak gelistirilmesinin sagladig1 fiziksel yorumlar ve sonuglar tartisilmig, gerekli
durumlarda aym: formalizm ve tiiretim metotlar1 kullanilarak elde edilmis teorik model

gelistirilmeye ve yorumlanmaya ¢aligilmistir.

Analitik olarak da tiiretilmis ve yari-ampirik denklemle ayni formda olan Havriliak-Negami
tipt iletkenlik davranisimin, ikili(Sh,Te3)-uiclii(T1SbTe) bilesikler ve polimer(pPEQO)
malzemelerde, farkli kalinlik ve sicaklik degerlerinde, frekansa bagh iletkenlik 6l¢ciimleriyle

olan tutarlilig1 bir dizi 6rnek iizerinde ¢alisilmistir.
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Sekil 4.1: Sb>Tes icin ¢esitli sicaklik ve kalinliklarda frekansa bagl iletkenlik olgiimleri ve
Havriliak-Negami tipi iletkenlik davranisi.
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Sekil 4.2: TIShTe icin cesitli sicaklik ve kalinliklarda frekansa bagh iletkenlik ol¢iimleri ve
Havriliak-Negami tipi iletkenlik davranisi.

5. TARTISMA VE SONUC

Anormal taginim ile Havriliak-Negami(HN) tipi iletkenlik denklemi adi verilen yari-deneysel

iletkenlik denklemi arasindaki iligkiyi fraksiyonel ve stokastik dinamik araglarla olusturduk.



60

10° 10* ;
10% 4 Y 10° 4 VA
10° 10° +

= 10°4 = 107+

= =

g 107 £ 10

3] E 151 3

=3 =3

< 8 J

6 10° m  Experimental Data © 10" ] /
1071 - Havriliak-Negami Model 10

®  Experimental Data
10 1 — - Havriliak-Negami Model
107 4 f! 107" 4 ./

10" 10" 4

10" 107

il T T T ™ T ™ T ™ ™ ™ T T ™ T ™ T ™ T ™ T ™
10 10" 10° 10' 10* 10° 10 10° 10° 10" 10° 10° 10 10" 10° 10' 10* 10° 10° 10° 10° 10" 10° 10°

o (frequency) o (frequency)

S,

E

o (conductivity)

107" 4

107" ey
10% 10" 10° 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10" 10° 10°

 (frequency)

Sekil 4.3: pPEO icin ¢esitli sicaklik ve kalinliklarda frekansa bagl iletkenlik olctimleri ve
Havriliak-Negami tipi iletkenlik davranisi.

Ik adim icin, stokastik bir hareket denklemi olan LE’yi tanimladik, KKE adli denk master
denklemini tiirettik ve bilinen Fokker-Planck denklemi olarak adlandirilan basitlestirilmis
formunu elde ettik. FPE, siiriiklenmenin eslik ettigi Ornstein-Uhlenbeck siireci veya Wiener
siireci olarak da adlandirilan normal siiriiklenme-difiizyon siire¢lerini yorumlamak i¢in
kullanilan bir master denklemdir. Daha sonra, anormal tagima teorilerine gore tasima siirecini

belirlemek i¢in zaman-fraksiyonel FPE’yi kullandik.

HN tipi yari-ampirik iletkenlik denkleminin, belirlenen dogal sinir kosullari altinda
zaman-fraksiyonel FPE’nin basitlestirilmis formu ile iligkili oldugunu kanitladik ve aymi
sekilde, HN tipi iletkenlik davranisinin uzun-kuyruklu bekleme siiresi dagilimi ve yenilenme
stirecine gore uzun-menzilli bellek ile baglantisini ortaya cikardik. Benzer sekilde, Debye,
CC ve CD adi verilen diger iletkenlik denklemleri, Markovyen olmayan veya bellek
ozelliklerini ortaya ¢ikaran ayni anormal davraniglara sahiptir. Bu nedenle, yari-ampirik
iletkenlik formiilasyonunun, uzun menzilli korelasyonlara karsilik gelen uzun menzilli

atlama uzunlugu ile degil, sadece anormal tagimanin hafiza 6zellikleri ile ilgili oldugunu
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gelistirdigimiz formalizm iizerinden gostermis olduk.

Tepki-uyarma fonksiyonunun veya olasilik yogunluk fonksiyonunun diferansiyel
denklemleri ve bunlarin HN ve diger tip relaksasyon fonksiyonlarina karsilik gelen
fraksiyonel genellemeleri literatiirde cesitli yontemlerle elde edilmis olmasina ragmen,
ortalama hiz icin herhangi bir ifade tiiretilmemis ve ortalama akim yogunlugu ile
iligkisi kullanilarak ortalama iletkenlik davranigini elde etmekte kullanilmamistir. Bu
calisma yalnizca ilk kez analitik ortalama iletkenlik davranisinin yari-ampirik iletkenlik
formalizmine esdeger elde edildigini gostermekle kalmaz, ayn1 zamanda anormal siireclerle
ilgili ortalama iletkenlik davranig1 ifadesinin fraksiyonel-stokastik bir diferansiyel
denklemden elde edilmesi ve bilinen bir fiziksel iliskide kullanilmasiyla ortalama hiz
ifadesinden tiiretilebilecegini de gosterir. Bu c¢alismanin literatiire katkisi, ortalama
iletkenlik davraniginin, karmasik veya diizensiz ortamlarda anormal tasima siireclerinin
arkasindaki stokastik ve lineer olmayan dogay1 ortaya ¢ikaran simdiye kadar denenmemis

bir yaklasim kullanilarak elde edilmis olmasidir.

Bir iletkenlik teorisi elde etmek ve amorf yari iletkenler ve yalitkanlar icin her tiirlii
anormal siireci ortaya ¢ikarmak i¢in zamana ve uzaya bagli fraksiyonel FPE calisilmalidir.
Bu c¢alisma, fraksiyonel analiz ve stokastik teori {izerinden tasvir edilen anormal tagima
fenomeni ile yari-ampirik iletkenlik formiilasyonu iizerinden tasvir edilen karmagik veya
diizensiz ortamdaki iletkenlik davranig1 arasindaki iliskiyi anlamaya calisir. Bu ¢alismada,
yari-ampirik HN tipi iletkenlik davranisi ile dogal sinir kosullar1 altinda yeniden goézden
gecirilen FPE arasinda baglanti kurduk. Bununla birlikte, daha ileri bir iletkenlik formalizmi
inga etmek i¢in master denklemler, yeni sinir ve baglangi¢ kosullar1 altinda fraksiyonel ve

stokastik teorinin farkli matematiksel araglar1 araciligiyla yeniden ele alinmalidir.
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EKLER

EK 1. Fraksiyonel Diferansiyel Operatorler
Fraksiyonel diferansiyel operatorler, cesitli modellerin tiiretim denklemlerini formiile
etmeye ve ayni zamanda zaman domaininde elektrik alan ile polarizasyon arasindaki temel

yasay1 temsil etmeye izin verir.

Oncelikle, asagida * semboliiniin iki nedensel (yerel olarak integrallenebilir) f(¢) ve g(t)

fonksiyonu arasindaki evrisim(konvoliisyon)integralini ifade ettigini gosterelim:

10280 = [ 0=l (L1)

bu baginti klasik fonksiyonlar i¢cin komiitatiftir. Ayrica, Laplace doniisiimiiniin uygulanmasi,

f(0)xg(t) = g(t)* f(2) < F(s)-8(s), (1.2)

burada = bir zaman fonksiyonu ile kompleks Laplace domainindeki goriintiisii arasinda

tanimlanan dizilim bagintisin1 gosterir.
EK 2. Riemann-Liouville and Caputo Fraksiyonel Operatorleri
o > 0 dereceli Riemann-Liouville integrali su sekilde tanimlanir:

o1 1

@) «f(t) =

[ e, 20, @.1)

o f(t) = (e Jo

0 < a < 1 varsaymmi altinda, (2.1) integralinin sol-tersi Riemann-Liouville kesirli tiirevidir.

1 d

o _ - _
oD/ f(t) =DylJ; “f(t) = T(—a)d

/0 (= 1)~ f(u)due 2.2)

Griinwald-Letnikov tiirevi olarak bilinen egdeger bir tamim, fraksiyonel diferansiyel

araciligiyla fraksiyonel tiirevlerin su sekilde yazilmasina izin verir:

[}

.1
oDF (1) = lim - 3" &) (s~ kh), 2.3)
k=0
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burada h > 0 ve a)lga)’lar binom katsayilaridir.

a),ga):(—l)k Z :a(a—l)--k-!(oc—kjtl)‘ 2.4)

(2.2)’deki diferansiyel ve integrasyon degisimi, Caputo fraksiyonel tiirevine yol agar.

GD7 (1) = oJ/~*Dif (1) = ﬁ /Ot (1 =) f'(u)du (2.5)

RL ve Caputo fraksiyonel tiirevleri arasindaki iligkiyi tiiretmek i¢in, (2.2) ve (2.5)’in Laplace

doniigtimlerinin sirasiyla oldugunu 6nceden gézlemlemek yeterlidir.

Z (oD f(1);5) = s"2L(f (1)) — lim o} TS (1) (2.6)
ve
L (§DYf(t);s) =s*L(f(t);5) —s* £ (07) (2.7)

bu nedenle, yeniden yazildiktan sonra
1
£ (§DFf(1):5) = s (-z(f(w;s) - (0+)) =s"(Z(f(t)-f(07):s5)) (28
zaman domainine geri donerek iyi bilinen iliskiyi elde ederiz,

oD f(t) = oDF (f(1)— £ (01)) (2.9)

esdeger olarak yeniden yazilabilir.

t*(x

oD f(1) :ODfxf(f)—m

F(07). (2.10)

Bu operatorler, ozellikle de Caputo tipi operatorler, tartisilan bazi modellerde elektrik
ve polarizasyon alani arasindaki iligkiyi ifade eden tiiretici yasaylr zaman domaininde
tanmimlamak icin faydali olurlar. Ornegin, CC modeli i¢in Fourier/Laplace alanindan ters

doniistimiinii ifade etmek gerekirse

1 JAY:;
SDYPec(t,x) = —T—aPCC(t,x) + T—aE(t,x), Pcc(0,x) = Py(x), (2.11)

* *
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burada, kisaca belirtmek igin Ae = & (& — &) ve P(t,x) ve E(t,x) bir uzay degiskenine de
x’a bagli olan sirasiyla polarizasyon ve elektrik alanidir. Caputo’nun tiirevinin kullanilmasi
sayesinde, t = 0 baglangi¢c zamaninda verilen Py(x) baslangi¢ polarizasyonu cinsinden ifade

edilen Cauchy tipi bir baslangic kosulu (2.11) ile birlestirilir.

EK 3. Pseudo-Fraksiyonel Operatorler

HN modeline (ve dolayisiyla CD modelinin 6zel durumuna) uygulanan bir bulugsal
prosediir, Nigmatullin ve Ryabov tarafindan sunulmus ve diger makalelerinde de
tartigilmigtir. HN relaksasyonunun ters cevrilmesinden kaynaklanan (oD% + 4)7 fraksiyonel
pseudo-diferansiyel operatoriinii, binom agilimlarini, komiitatér operatorlerinin cebirini ve

RL tiirevi i¢in Leibniz formiiliinii kullanarak, yeniden formiile etmek miimkiindiir.
tA tA
(oDf +2)" =exp <—50D3a> oD} exp (EOD}O‘) (3.1

burada iistellerin fraksiyonel diferansiyel operatorler dizisi olarak anlagilmasi gerekir. Bu
bilesik operator, HN modelinin teorik yOnlerini anlamak icin kesinlikle yararlidir, ancak

hesaplama amaglari i¢in pratik uygulamalarda dikkatle yiiriitiilmelidir.

Bununla birlikte, (3.1)’de onerilen karakterizasyon, CD modeliyle ortaya ¢ikan 6zel durumda

o = 1 icin pratik acidan da 6zellikle yararlidir ve suna indirgenir.

(D, 4+ 1) =e (D! * (3.2)
Hanyga, (3.2)’de RL tiirevi yerine Caputo tiirevinin kullanilmasini 6nerdi.

C(D;+ L)Y =e A SDY ' (3.3)
ve bu operatoriin Laplace doniisiimiinii elde etmek i¢in gerekli tiirevleri gosterdi.

8% (C (D, + A)Y;s) = (s+A)TF(s) — (s M) £ (0F) (3.4)

Ayn1 yaklasim, (3.2)’nin Laplace doniisiimiinii de tiiretmek i¢in basit bir sekilde

uygulanabilir.

(D4 A) f(0):5) = (54 2)7F(s) = tim o0 |2 (1) (3.5)
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(3.2) ve (3.3) arasindaki asagidaki iligkinin gecerli oldugunu dogrulamak miimkiindiir.
D+ f(1) = (D 4+ MY (f(1) — e~ £ (07)) (3.6)

Zaman domaininde, elektrik alan ile CD tipi dielektrikteki polarizasyon arasindaki iligski su

sekilde ifade edilebilir:

oD! (e[/f*ﬁgc(t,x)> = %et/T*E(t,x) (3.7

*

ve beklendigi gibi, ¥ = 1 oldugunda Debye tipi relaksasyonu agiklayan standart diferansiyel

denkleme doniisiir.

HN modeline bagl daha genel, yani & # 1 oldugu durumda operator (3.1), hesaplama igin
pek de kullamigh degildir, incelendiginde Onerilen alternatif yaklasim da ayni zorluklara
sahiptir ve (oD% + 7 %)? operatoriiniin sonsuz iki terimli kesirli RL tiirevleri dizisine
acilmasi araciligiyla olusur.

<

(oD +4)" =},
k=0

Akp(r=h (3.8)

(3.8) sayisal hesaplamalar i¢in kullanilmis olsa da, onceden belirlenmis bir dogrulugu
elde etmek icin yukaridaki serinin ne zaman kesilmesi gerektigi acik olmadigindan birkag

dezavantaja sahiptir.

HN modeli icin operatorleri tanitmanin alternatif bir yolu Prabhakar integralleri ve
tiirevleriyle ilgili ¢alisma temelinde tasarlanabilir. Bu operatorler, standart kernel %1 /T"(ct)
yerine Prabhakar fonksiyonunun asagidaki genellemesi ile degistirildikten sonra, RL ve

Caputo operatorlerine benzer bir sekilde tanitilir.
el p(1:A) =1PTIEL L (1%2). (3.9)

Ozellikle, f € L'([0,T]) fonlsiyonu igin, ¢,y > 0 mertebeden Prabhakar integrali ve 4 > 0

parametresi herhangi bir ¢ € [0, 7] i¢in tanimlanabilir.

(I + 1) f(t) = el ay(t: —A) x f(t) = /0 [ eb ay(t —u;—A) f (u)du (3.10)
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ve karsilik gelen Laplace doniisiimii su sekilde acgikca verilmektedir:

Z (0047 +2)7 f(2):5)

1 ~
(—Sa_{_lyf(s) (3.11)

0 < ay < 1 varsayim altinda, (3.10)’un sol-tersi 6zel tiirevdir.

(DF+A) 1(6) = 5 (eah_ati =) £

a“ . (3.12)
- = /0 et — 1 —A) fu)du
ve karsilik gelen Laplace doniisiimiiniin oldugunu dogrulamak basittir.

Z ((oDF+2) f(1):5) = (s*+A)7 f(s) — lim E) oy 0 f(0) (3.13)
burada tamtilan E” o oo+ Operatorii, kerneli t“_lEg# (wtP) olan konvoliisyon(evrisim)
integralidir.

t
E 00 (0= [ (1=0)" " E]y (0 —w)P) f(u)du. (314

(oD% + A)Y tiirevinin tamminin, degerlendirmesi genellikle oldukga zor olan Prabhakar
fonksiyonunun kerneliyle ilgili (birka¢ yontem son zamanlarda Onerilmistir) oldugu i¢in
ele alinmas1 gorece zor olan integral (3.10) temelinde olduguna dikkat etmeliyiz. Bununla
birlikte, bu tiir bir tanim ilgingtir, ¢iinkii Caputo tiirevi icin tanitilan diizenlemeyle ayni tiirden
bir diizenlenmenin yapilmasina izin verir. Ger¢ekten de integralleri ve tiirevleri aralarinda

degistirmek miimkiindiir, bdylece mutlak siirekli bir fonksiyon f icin operator tanimlanabilir:

©(ODE+A) ) = gyl 5 510

(3.15)
—/ el gt —uws—A) ()l

burada "C" harfi, tiirev (3.15) icin Caputo yaklasiminin karsiligi olarak (3.12)’in kabul

edilebilecegini gosterir. Bu durumda, Laplace doniisiim domainine gegilebilir,

L (C(DXH+A1) £(1);5) = (s*+ 1) f(s) —s 1 (s*+2)7 £ (07) (3.16)
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ve dolayisiyla zaman domainine geri doniilebilir,
D7+ 1) f(t) = (0DF +2)7 f(1) —eg gy (t:=2) £ (07) (3.17)
veya esdeger olarak da ifade edilebilir.
(D +2)f(1) = (D + 1) (f(1) = £ (07)) (3.18)

boylece (oD* +A)" ile Caputo formunda diizenlenmis versiyonu © (oD% + A)? arasinda
iligkiler kurar, bunlar (2.9) ve (2.10) iliskilerine benzer, RL ve Caputo tiirevleri arasinda

gecerlidir.

€ (oD% + 1)" operatérii, Caputo tiirevinin y dereceden ve A kadar kaydirildig1 seklinde ifade
edilemez, yani © ((D¥ +1)" # (§D¥ -|—/l)y. Once (3.17) ve dolayisiyla (2.7) uygulanirsa,

Y = 1 limit durumunda bu fark daha iyi algilanir.
(D7 +A) f(1) = D7 f(1) + A (f(1) = £ (07)) (3.19)

ve dolayisiyla ©(0DF+2) f(t) # (§D¥+A) f(t). Aslinda, (3.18) 1s18inda, € ((D¥ +A)
ogesinin sadece kesirli tiirev iizerinde degil, ayn1 zamanda f(¢) yerine f(¢) — f (0") getiren
birim operatorii lizerinde de etki eden diizenleyici etkisinin oldugu sonucuna varmak
miimkiindiir. CC modelinin relaksasyon fonksiyonu i¢in tiiretim denklemini HN modelinin
tiiretim denkleminin y = 1 i¢in 6zel bir durumu olarak ele almak i¢in, birim operatorii degil,

sadece fraksiyonel tiirevi etkileyen bir Caputo diizenlemesini tanimlamak gerekli olacaktir.
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