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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢alismada kullanilmis bazi1 simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek iizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

C Kompleks diizlem
K Birim disk

oK Birim diskin sinirt
f(2) Analitik fonksiyon
C,

Taylor agiliminin katsayist

G Taylor agiliminin katsayist
17(z0) Acisal tiirev

H, (1) Fekete-Szegd fonksiyonu
B(2)

Blaschke Carpim



1. GIRIS

C kompleks diizlem, C=Cu{co} genisletilmis kompleks diizlem, A :{z 7| <l} sifir
merkezli birim daire ve 0 = {Z : |Z| :1} olsun. Schwarz lemmasi kompleks analizin gesitli

arastirma alanlarinda, 6nemli sonuglarin elde edilmesinde giiglii bir aractir.Bu sebeple bu
lemmanin ¢esitli versiyonlari iizerinde c¢aligsmalar olduk¢a yogundur. Schwarz lemmasi,
analitik fonksiyonlarin modiilii igin verilen maksimum modiil ilkesine dayanmaktadir ve

basitce asagidaki sekilde ifade edilir:

Schwarz Lemmasi. g fonksiyonu A diskinde analitik, g(0) =0 ve ze€ X igin |g(Z)|<l

olsun. Bu durumda ze€ X noktalart i¢in |g(Z)|§|Z| ve |g’(0)|£1 esitsizlikleri saglanir.

Esitlik durumu ancak ve ancak g(z) =€z oldugunda mimkiindir (Ahlfors, 1979;

Dineen, 1989; Markushevich, 2005).

Kompleks analizi olusturan teoremlerin ispatlarinda da Schwarz lemmasinin 6nemini
gormek miimkiindiir. Buna 6rnek olarak Liouville Teoremi gosterilebilir. Ayrica, elektrik-
elektronik miihendisliginde kullanilan devrelerin olusturulmasinda bu lemma yer
almaktadir. Teoride pozitif reel fonksiyonlar énemli bir yer tutmaktadir (Ornek & Diizenli,
2018; Reza, 1962; Richards, 1947).

Schwarz lemma, Pick tarafindan asagidaki sekilde genellestirilmistir:

Schwarz-Pick Lemmasi. m: X — A analitik fonksiyon ve z,z, € £ olsun. Bu takdirde

z—zl|

m(z)—rﬂk
1—212‘

1-m(z)m(z,)|

ve

e 1
1—|m(z)|2 - 1—|z|2



esitsizlikleri saglanir. Esitlik halleri yalnizca m(z) fonksiyonunun birim dairenin kendi

kendine konform tasvir olmasi durumunda miimkiindiir (Ahlfors, 1979).

Schwarz-Pick lemma, yukarida verdigimiz Schwarz lemmasindaki g(0)=0 kosulunun

kaldirilabilecegini ifade etmektedir (Beardon & Minda, 2004; Beardon & Carne, 1992;
Mercer, 1997, 2006; Osserman, 1999).

Kompleks analizin merkezi konularindan olan Schwarz lemmasinin 6nemli uygulama

alanlarindan birisi de bu lemmanin sinir versiyonu hakkindadir. Bu uygulamalardan bir

kismi1 birim dairenin smirinda |g(g)|:1 sartin1 saglayan noktalarinda fonksiyonun

tiirevinin modiiliiniin asagidan degerlendirilmesi ile alakalidir (Akyel & Ornek, 2016;
Aydnoglu, 2020; Azeroglu & Ornek, 2013; Boas, 2010; Catal, 2019; Krantz, 2011; Ornek,
2013; Osserman, 2000; Unkelbach, 1938).

Schwarz lemmasinin sinir versiyonu basit halde su sekilde verilir:

Lemma. g(z), X diskinde analitik, g(0)=0 ve |z|<1i¢in |g(z)| <1 olsun. Varsayalim

ki, g(z) fonksiyonu |g(g)| =1 olmak iizere ¢ € 9K noktasma siirekli devam ettiriliyor ve

g'(¢) mevcut olsun. Bu takdirde

9'(s)|=1 L)
ve

2

[o (§)|2m

(1.2)

esitsizlikleri elde edilir. (1.1)’de esitlik hali sadece ¢(z)=ze",acR oldugunda
mimkiindiir.  Ayrica, (1.2) esitsizliginde esitlik hali (¢g=1 oldugunda)

g(Z)=Z Z+K"
1+xz

0 < x <1 fonksiyonu i¢in ger¢eklenir (Osserman, 2000; Unkelbach, 1938).



V. N. Dubinin tarafindan (1.2) esitsizligi daha da kuvvetlendirilmistir (Dubinin, 2004).
Tezdeki sonuglarda g fonksiyonunun ¢ noktasinda agisal limitin var olmasi kosulu
konularak, g fonksiyonun ¢ noktasinda agisal tiirevi incelenmistir. Bu incelemeler igin

kullandigimiz tanim ve teoremler asagida verilmistir.

Tanim 1. K&se noktast ¢ harig, kapanisi birim disk igerisinde yer alan ve [O,g] araligina

gore simetrik olan A’ deki herhangi bir tiggene ¢ € O noktasinda Stolz agist denir ve A
ile gosterilir. Calismada agisal limit ve agisal tiirev notasyonlari temel unsurlardir. ¢ e 0

olsun. Eger ¢ noktasindaki her A Stolz agis1 igin

f(&)= lim f(z)

Z—¢,ZeA
mevcut ise, o halde f fonksiyonu ¢ noktasinda f (¢) agisal limitine sahiptir denir.

Eger ¢ noktasindaki her Stolz acis1 i¢in agisal limit f () ve

o tim FO=1)

7-¢,2€A Z-¢

mevcut ise, o halde f fonksiyonu ¢ noktasinda f'(¢) agisal tiirevine sahiptir denir

(Pommerenke, 1992).

Tanim 2 (Blaschke ¢arpimi). z, kompleks sayisi |Zk| <1 kosulunu saglasin. Agiktir ki,

Z-7,
1-z,2

fonksiyonu birim daireyi kendine tasvir eden yalinkat analitik fonksiyondur ve z,

noktasinda sifir degerini alir. Ozel halde z, =0 olursa z fonksiyonu elde edilir. Bu

takdirde z,=0,7,,..., 2, |z7|<1, k=12,...,n olmak iizere

B(z) = zpf[ L7 4 (1.3)

kal-2,2



fonksiyonu birim daireyi kendisine doniistiiren analitik fonksiyon olup, sadece z,,z,,...,Z,
noktalarinda sifira sahiptir.|Z| =1 i¢in ise |B(Z)| =1 esitliginin saglandig1 agiktir. Bu Z
larm bazilan tekrarlanabilir. Ornegin, bir z,, P kez tekrar ediyorsa bu durumda B(z)
fonksiyonunun bu Z, noktasinda P . mertebeden sifir1 vardir. (1.3) ¢arpimina sonlu

Blaschke carpimi denir. Cogu zaman £, noktalar |Zl|£|ZZ|S...S|Zn| olacak sekilde

siralandirilirlar.  Z, noktalar1 sonsuz sayida da alinabilir. Bu takdirde ele alinan

x “r1-1 "
B (Z):Z”l_[1 Z_kz sonsuz carpiminin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
k=1 +7 &

Z(l—|zk|) serisinin yakinsak olmasidir. Ispat edilmistir ki Blaschke carpimi yakinsak ise
onun birim ¢emberdeki sinir degerlerinin modiilii hemen hemen her yerde (¢ember

tizerindeki sifir Ol¢iili kiime hari¢) 1°dir. Agiktir ki, birim dairede analitik olup, z,...,2

n

noktalarinda sifira sahip ve | f (Z)| <1 kosulunu saglayan fonksiyon

1f(2)|<|B(2)], |z|<1 (1.4)

iliskisini saglar, burada B(z) =le

k=1 +7 ZkZ

. (1.4) esitsizligi maksimum prensibinin basit

bir sonucudur. Sonlu veya sonsuz Blaschke ¢arpimlari kompleks analizde bir¢ok yerde
kullanilmakta olup, analitik fonksiyonlarin incelenmesinde 6nemli bir rol {istlenir (6rnegin,

Hardy uzaylar1 v.s.).

Bu tezde sonlu Blaschke ¢arpimlart kullanilmistir. Bu ¢arpimlar bagka denk sekillerde de
yazilabilmektedir. Sonlu Blaschke c¢arpimini, sonsuz Blaschke carpimindan ayiran en
onemli Ozellik biitlin sinir noktalarinda modiiliiniin 1 olmasidir. Buna karsilik sonsuz
Blaschke c¢arpimlari, dahili (inner) fonksiyon olup, sinirin sonsuz bir alt kiimesinin

noktalarindaki limit degerlerinin modiilii 1 olmayabilir (Markushevich, 2005).

Bu c¢alismamizda, yukarida verilen (1.1) ve (1.2) esitsizlikleri daha genel smiflar igin

yapilmistir. Ek olarak, sonuglarimizda acgisal limitin mevcutlugu kosulunun yer almast,

acisal limitler hakkinda Julia-Wolff teorisinin kullanilmasini zorunlu hale getirir.



Julia-Wolff Lemma. g:xX — £ analitik fonksiyonu & <84 noktasinda g(g) € 0

agisal limitine sahip ve g(0)=0 olsun. Bu takdirde g'(¢) acisal tiirevi mevcuttur ve

1<

9'()| < o0 *dir (Pommerenke, 1992).

Sonug. g(z) analitik fonksiyonunun sonlu bir g’(¢) agisal tiirevinin olmasi igin gerek ve
yeter kosul g(¢) € 64 noktasinda sonlu g'(¢) agisal limitinin olmasidir (Pommerenke,

1992).

Bu tezde Schwarz lemmasinin sinir versiyonlari incelenmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, farkli fonksiyonlar sinifinda Hankel determinanti1 kullanilarak f
fonksiyonunun ikinci tiirevinin modiilii incelenmistir. Bu incelemede f fonksiyonunun

Taylor agilimindaki katsayilar1 ile Hankel determinantinin katsayilari arasinda bir iligki

kurulmustur.



2. HANKEL DETERMINANTININ UYGULAMALARI

Analitik fonksiyonlarin katsayilar1 arasinda iliski kurmak i¢in c¢alisilan Onemli
problemlerden birisi de Hankel determinantidir. Ozellikle Fekete-Szegd fonksiyonu olarak

bilinen H,(1) Hankel determinantinin modiilii i¢in st sinir ¢aligmalar1 6nem tasimaktadir.
1976 yilinda Noonan ve Thomas, n>0, q>1 olmak iizere f(z)=2z+c,z°+c,z°+...

fonksiyonu i¢in " Hankel determinantin

Cn Cn+1 Cn+q—1
Cn+1 Cn+2 t Cn+q

Hq (n) B c : : G =1
Cn+q—1 Cn+q o Cn+2q—2

olarak tanimlamistir (Noonan & Thomas, 1976).

Burada n =1ve g =2i¢in Hankel determinantindan

G G
c

2 3

Hz(l): :CB—Cf

elde edilir. H,(1)=c,—cjile tanimh H, (1) Hankel determinant: Fekete-Szegd fonksiyonu

olarak verilmektedir.

Ayrica, n=2ve q = 2i¢in Hankel determinantindan

=c,c, —C]

esitligi elde edilir. Elde edilen bu HZ(Z) esitligi ikinci Hankel determinanti olarak
bilinmektedir. Analitik fonksiyonlar icin ikinci Hankel determinanti HZ(Z) ve Fekete-

Szegd fonksiyonu H, (l) tizerindeki caligmalar popiilerligini korumaktadir (Altinkaya &
Yalcin, 2016¢, 2018a, 2018b; Fekete & Szego, 1933; Noonan & Thomas, 1976; Obradovic



& Ponnusamy, 2011; Obradovi¢ & Ponnusamy, 2005; Pommerenke, 1967; Sokol &
Thomas, 2018; Vasudevarao & Yanagihara, 2013).

Bu boéliimde, verecegimiz yeni bir sinif i¢in Hankel determinantindan elde edilen Fekete-
Szegd fonksiyonu yukaridan degerlendirilecektir. Yani H, (1) ifadesinin modiilii i¢in bir

iist siir elde edecegiz.

A ile X={z:|z|<1} birim diskinde analitik olan  f(z)=z+c, 2’ +¢;2°+...

fonksiyonlarmim bir smifin1 isaretleyelim. Ayrica, N (06),05 €C, A ’nm bir alt smfi

olmak tzere

<1 (2.1

Lffz)j g

kosulunu saglayan tiim f (Z) fonksiyonlarini igersin.

Bu calismada (2.1) kosulunu saglayacak f .4 analitik fonksiyonlar smifindan Hankel

determinant1 i¢in kesin tahminler verecegiz. Ayrica N (a) sinifindan £ fonksiyonunun
acisal tlirevi ile Hankel determinantinin katsayilar1 arasindaki iliski incelenecektir. Bu

incelemede C,,C;,C, katsayilari kullanilacaktir. f(2) e N (a) ve

f(2)

2
p(Z)ZLLJ t'(2)-a=1-a+(c,— ¢} )2° +(2c, - 4c,C, + 26 ) 2° +...

olsun. p(z) fonksiyonu birim diskte analitik ve p(0)=1—«’dir. Simdi asagidaki

fonksiyonu diisiinelim:

m(z) _ p(z) - p(0) 1 _
1-p(0)p(2) Hﬁ

ia1l-2z2



Burada, m(z), A ’de bir analitik fonksiyondur, m(0)=0 ve zeX igin |m(z)|<1’dir.

Boylece, m(z) fonksiyonu Schwarz lemmanin kosullarini saglar. Schwarz lemmadan;

m(z) = p(z)—-p(0) 1
1- p(O)p(Z)H

i 1— zz
1-a+(c,—c2)z° +(2c, —4c,c, +2¢0)2° +...— (1- )

Z—17

[1—(1—5)(1—a+(03—c§)22+(2c4—4c2c3+2c )2+ )]]_[1 zlz

(c,—c2)z2° +(2c, —4c,c, +2¢3)2° +

Z—17

[1—(1—5)(1—a+(cs—c§)22+(2c4—4c203+2c§)z3+...)]1£[1 =
i-1 1= ZZ

m(z) (c,—C2) +(2c, —4c,c, +2¢3)Z +...
2

22 S -1
[l—(l—a)(l—a+(03 —¢3)2* +(2c, —4c,c, +2¢3) 7° +...)]1:[1_ZZ

‘C3_sz‘ A |H2(1)| Sl

a-p-eDI Tl (1-p-af Tl

H, (1)< (1—|1—a|2)1j|zi|

elde edilir. Simdi bu esitsizligin kesinligini gosterelim.

p(2)-p0) vy 2-%
—pope - Ui

ve

ZH = +p(0)

p(z) =

1+wz |



olsun.

p(z) fonksiyonunun tanimindan

2 z H + p(0)
[Lj f'(z)—a =

@) 1+ p(O)zzl_[i1 L4

1-a+(c,—)2" +(2¢, - 4c,C, + 265 ) 2 +....

(¢, —€5)2° +(2¢, —4c,C, +26)2° +..... ~(1-a),

(- €5)2" +(2¢, —4c,C, + 26 ) 2° +....

ve
(oo )1
(C3_022)+(204—4CZC3+2C§’)Z+.__= i:l 1-zz
1+1-a)2’[ ] 2—1
alinir. 17,

Son esitlikte limite (Z - O) gecersek

&, —c3|=IH, @] = a-[1- ) T 2|
i=1

esitligi elde edilir. Boylece asagidaki lemmay: elde ederiz.
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Lemma. f(z)e/\/(a) ve 2,,7,,...,z, noktalart f(z)—z fonksiyonunun A diskindeki

Z = 0 noktasindan farkli sifirlari olsun. Bu takdirde

|H2(1)|£(1—|l—a|2)f[|zi|

esitsizligi elde edilir. Bu sonug kesindir.

2.1. Temel Sonuclar

Bu boliimde, A (Ot) sinifi i¢in sinirda Schwarz lemmasi ve Hankel determinant1 arasindaki
iliski verilecektir. f(Z)—Z fonksiyonunun sifirdan farkli olan Z;,Z,,...,Z, sifirlar1 ve
H 2(1) Hankel determinant: dahil edilerek, f (Z) fonksiyonunun modiiliiniin ikinci tiirevi

asagidan degerlendirilecektir. Elde edilen esitsizliklerde, Hankel determinant: ile f(Z)

fonksiyonunun ikinci agisal tlirevi arasindaki iliski kurulacaktir. Bu sonuglar (Atli &

Ornek, 2021) ¢alismasinda yer almaktadir.

Teorem 2.1. f(z)eMN(a) ve z,7,..,2, noktalann f(z)—z fonksiyonunun A

diskindeki z=0 noktasindan farkli sifirlart olsun. Ayrica, varsayalim ki ¢edk
noktasinda f fonksiyonu f () agisal limitine sahip, f(g)zive f'(g)zi olsun.
l+o l+a

O halde

(2.2)

SRR S NS S

1-L-af ) +af

2[(1—|1—a|2)ﬁ|zi|—|H2(1)|j
{(1—|1—a|21i_l[|zi|] —|H2(1)|2+(1—|1—a|2)1;[|zi|

+

2(C4_Cz(C22+2H2(1))) H (1)21 |Z

|
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elde edilir. Bu sonug, a €R ve z,,7,,...,z, € R" igin kesindir.

Ispat. z,,7,,...,z, noktalar1 f(z)—z fonksiyonunun A diskindeki z=0 noktasindan

farkli sifirlari,

_ p(2)-p(0)

= O

ve

B(z) = 2211[ 274

i1 1—22

olsun. B(z) fonksiyonu A diskinde analitik ve |z|<1 i¢in |B(z)|<1 olur. Maksimum

prensibine gore her z € £ i¢in |9(Z)| S|B(Z)| esitsizligi elde edilir.

r(z) :%

yardimei fonksiyonu tanimlayalim. Ag¢iktir ki r(z) fonksiyonu A ’de analitiktir ve |Z| <1

icin |I’(Z)| <1 esitsizligi saglanir.

Ozel halde,



_82) _p@-pO) 1
B@) 1-pO)p() 2%

i1 l-212

r(z)

 lea+(e-c) 27 +(2c,— 4o, + 26 ) 20+~ (1-a) 1
_1—(1—5)(1—a+(c3—c§)22 +(2c, —4c2c3+2c§)z3+...) 2211[ =)

ial-zz

(cs—czz)zz+(204—40203+2c§)z3+... 1

i-1 L= ZZ

} 1—(1—5)(1—0”(03 —c;) 2% +(2c, —4c,c, + 23 ) 2° +) zzll[ 2-1,
1

n

1—(1—5)(1—05+(c3 —c;) 2% +(2c, —4c,cy + 265 ) 2° +) 11 -7
i1 1l—22

(c;—ci)+(2¢c, —4c,c, +2¢5 )z +.. 1
z

roj-—2 0

(1—|1—a|2)1jzi (1—|1—a|2)1i[|zi|

ve

0 1-|z|°
2¢, —4c,c, +2¢; —H, (1) 1-fa

l—|zi|2
i=1 i ZI

2(c, ~¢,(¢; + 2H, @) ~H,®3 -

r©)= =

(1_|1_a|2)1i[|zi| (1_|1_a|2)1i[|zi|

elde edilir.

Ek olarak, ¢ € 9K igin

s9() _|99)| _
%) |96 |

4 ()|

esitligi dogrudur. Ayrica |9(Z)| S|B(Z)| oldugundan basit hesaplamalarla

1-|9(2)| . 1-|B(2)|
1=z~ 1-7|
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olur. Bu esitsizlikte agisal limite gegersek

g

B'(¢)]

elde edilir. Bu takdirde yukaridaki ifadelerden

()|

2,9(s) _ ‘gg'(g)l _

g - |SB©)| _¢B'(s)
) | 96 | © ‘

B() | B()

esitsizligi elde edilir. Ayrica, basit islemler ile

n _7 n. 11— _2 n _
9 Zng_Z—Z' +6°2, |_Z'| ZHf_Z—ZS
Blo)_ | T T(mze) wltEe
B(s) - 2T S 4

: l;ll—z_ig

B'(5)| =

ve

sonucu bulunur.
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r(2)-r()

) o

fonksiyonunu tanimlayalim. Agiktir ki d(z) fonksiyonun simirda Schwarz lemmasinin

kosullarini saglar. Bu nedenle,

<|®'(¢)|= ﬁ| ()|
r(0 rg

1+|@'(0)|

saglanir.
F(2) = ¥(2)B(2)-B'(2)9(2) _ 9(z) B(2)9(2)
B*(2) B(z) B*(2)
_ 42 (29(2) zB(2)
~B(2)| 9Gz) B(z) )
) |_4
sB(o)|
11O )| 2 (1-rOJr()))* = (2~ |r())
ve
2(c, —¢,(c2 +2H,(1) - H (12"; ‘
g lrol (el
1-|r(0)° ?
L [H, @)

(1—|1—a|2)1:[|zi|

2(c, — ¢, (c2 +2H, (1))~ H (1)21 21

EETEET,

= (1-p-af Tkl

oldugu icin



2

2(c, — ¢, (c +2H, (1))~ H (1)21 |_Z|
1+(1-f-af )1_1[|z i
S o)) o
L o
I || PRy e
L ROl [BEl %) B |
(1—|1—a|2)1:1[|zi
2

2(c, —¢c,(cs +2H,(1) - Hz(l)znll_lzi'

1+(1_|1—a|2)ﬁ|2i| n 2 "4
R (SR y (] T

(1 [1-al )HIZI H, @)
(1 L-af )H|z ~|H, @)

(HOHEIG)

ve

(-t el -

2(c, — ¢, (c2 +2H, (1)) - H (1)21 |Z|

EETTETTET
(el [Tz +/H.0)

(1 i-af )l_[lZ ~[H )

(19©I-[BC))

elde edilir. Yukarida elde ettigimiz esitsizlik yeniden diizenlenirse




o (et -0

((1—|1—a|2)1j|z|j H,@F + (1 of )H|z|

_{MW( L+ e - (2+Zl 2 ]}
o c-z[

2(c, —c,(cZ +2H,(1)-H (1Zn:

ve

f"(g)lz( o] (Z

1-i-af )i +af

2[(1_|1_“|2)@Z"_'Hz(l)'jz

+

[(1—|1—a|21jzij —|H2(1)|2+(1—|1—a|2)1j|zi|2(04—02((:22+2H2(1))) H (1)2

sonucu elde edilir.

Simdi (2.2) esitsizliginin kesin oldugunu gdsterelim.

p(z)-p(0) _ 3H

1—wp(z) 11— zz
olsun. Buradan
31_[ "+ p(0)
._1 Z
p(z) = —
1+ p(0)231_[17_i
i=1 +7 &

elde edilir. Burada her iki tarafin tirevini alirsak

IZI

|

16



n

{ zl—Iz Z, SZ1 |z
p'(2)

ia 1— zz .1(1 z_z)

_—1

Jite ](1 o1

w01

1-

m[ 1_[1 ziz Z_ll(_

|Z n n z-1,
2_2)21_[1 2,7 l;ll—z_iz+p(o)

olur. Z=1 icin

l1-z H1-z) 41—z — 01—z
3 4+ = |1+ p(0 =L
{ i1 1= g(l—z_i)2 s=1 1—25][ 4 )l:lll—ZJ
p'L) =

ﬁ{sﬁi_hi Ly 1?}(

I Rl S (]_— i

elde edilir. Ayrica z,,2,,...,Z, € R oldugu i¢in

@)=

oa)

esitligi saglanir.

p'M) = f"M)(@A+a)’ ve a R oldugundan

1-f- a|[ 1+z.j
3
T 1l-z

17



@ 1+
f (l)_(Z—a)(1+a)2 (3+§‘1—2J

esitligi gergeklesir. Diger yandan

H = +p(0)

p(2) = ,
1+ p(O)zsljlz___Zi

1-a+(c,—C2)z% +(2¢c, —4c,c, +2¢0)2° +... =

Q-PL-of )231_[
(c,—c2)z° +(2c, —4c,c, +2¢0)2° +...= 1-22
1+(1-a)Z°
( ) Hl 2
ve
Q-p-of )zH Ty
(c,—c2)+(2c, —4c,c, +2C)2+...=
1+(1- a)zSH
1-2,7

elde edilir. Son ifadede limite gegersek (z —0), ¢, —c; = H,(1) =0 elde edilir. Benzer

sekilde, basit hesaplamalar1 kullanarak,

n Z7%j

(1 [1- al )an 172 %z
n Z- Zl !
i=11-7Z;z

(2c4 — 4cyc3 + 2¢3)z+...=

1+(1-a)z3 [}

(1_|1_a| )Hl 11
1+ -a)z23 [}

(2¢cy — 4cyc3 + 2¢3)+...= Zx

111

18
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ve

n
26— 4ces + 2631 = (A= 11—l | [1a

=1

esitligi elde edilir. Boylece a € R igin

of 0 1-[7
2 2 2+ 2
(1-f-a)+q| T o -z

2 a-G-eP[ Tl .0
[(1—|1—a|2)ﬁ|zi|J ML + - aP)T Tl

+

01—z
i1

|2

2(04 ) (sz + 2H2(1))) - Hz(l)

I S PR o
(2—a)(1+a)2£ 1

2((1—(|1—a|2)ﬁ|zi|j
((1_|1_a|2)f[|zi|] R ) § (Tt ) § [

a L1472
T 2-a)lta) [3+21EJ

+

elde edilir.

Eger Teorem 2.1°de f(z)—zfonksiyonunun z=0’dan bagka sifirlarinin olmamasi

kosulu konulursa yeni teorem asagidaki sekilde verilir.

Teorem 2.2. f(z)e M (a) ve ¢, >c5(c, >0,c, >0) olsun. f(z)—z nin z=0"dan baska

sifirlart olmasin. Ayrica, varsayalim ki ¢ € O noktasinda f fonksiyonu f(g) acisal

limitine sahip, f(g):ﬁve f’(g):ﬁ olsun. O halde



20

IM[HAD}HAD

. o 1-P-af
| (g)|2(1—|1—0{|2)|1+a|2 | =3
In[ : 2}|H2(1)|‘C4Cz(C22+2H2(1))‘
1—|1—a|
ve
e, —C, (¢ +2H, ()| < Hz(l)ln[Ll)zJ (2.4)
1-1-<f

esitsizlikleri elde edilir. (2.4) esitsizligi kesindir.

Ispat. ¥(z) fonksiyonu Teorem 2.1’in ispatindaki gibi olsun. Ayrica s(z)=z* alalim.

Maksimum prensibine gore, her z € Ligin |9(Z)| < |S(Z)| esitsizligi saglanir.

t(z) = @

s(2)

fonksiyonu z € Ligin analitik ve ‘t(z)‘ <1°dir. Ozel halde,

() = p(z)-p(0) l-a+(c,—ci)z*+(2c,—4c,c,+2¢0)2° +..— (1)
(l—@p(z))z2 [1—(1—5)(1—0:+(c3—c22)22+(2c4—4c203+2c§)z3+...)]z2
_ (c,—c2)+(2c, —4c,C, +2C0)Z +...
1-(l-a)d—a+(c,—c2)z2 +(2¢, —4c,c, + 2¢2)2° +..)
[t(0)] = |H2—(1)|2 (2.5)
1-1-«f
ve
2c, —4c,c,+ 263 2le, —c,(c2 +2H, (1
t,(0)|=‘ C4 C2C3+ CZ‘ _ ‘C4 CZ(C2+ 2( ))‘

1--af 1-f-aof
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elde edilir.

(2.5) esitligini hesaba katalim ve logaritmik formun analitik dal tanimindan Int(z) igin

Int(0) = InLLDZJ <0
1-[1-¢f

olarak yazilabilir.
_Int(z)-Int(0)

90 =D *nt()

yardime1 fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyon A birim diskinde analitik, g(0) =0, |Z| <1

icin |g(z)| <1 ve ¢ eoK igin |g(g)| =1"dir. Ayrica g(z) fonksiyonunun tiirevini alirsak

Y@ (1nt(2) + Int(0)) -

t'(2)
t(2) t(z

( )(Int(z)—lnt(O))
(Int(z) +Int(0))’
_ 2Int(0) t'(2)

(Int(z) +Int(0))° t(2)

9'(2) =

elde edilir. Dolayistyla, (1.2) ’den

2 (o 2Int©)]  r()]
1+ g'(0)|Slg 2 Int(s) +Int )]’ | (<) |
olur. [t(s)|=1,
vo)|-|2 (g)s(?zz:)(g)‘g(g”

9) |[s¥ () ¢s'(9)] |
¢s(o)|| 9()  s(o) |
=9 (s)|-[s'(s)|
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|g,(0)|:‘ 1 t)_ 1 2|c, —c,(c +2H, (1)
2Int(0) t(0) | o HO [H, (D)
1-fl-af
ve
@)= POy =2l e af
L~ PO)p()) o

oldugu i¢in bu degerleri yerine yazarsak

2 __ 2@ J1-f-of
1 ¢, —C,(c2 +2H,()| arg’t(s)+In*t(0)

2In2( H, Q) ZJ H, @)
1-1-4f

[t +al - 2}

N

o

1-—

Elde edilir. argzt(g) ifadesinin yerine sifir yazip gerekli diizenlemeleri yaparsak

2| _H,(@)
e

2
o]

1-fi-of )i +af _In H, (1)
1-f-af

t'(c)| =
| JIHz(l)I\%cz(c§+2H2<1»\

sonucu elde edilir.

Benzer sekilde, g(z) fonksiyonu Schwarz lemmasinin hipotezlerini sagladigindan dolay1

2Int(0)|
Int(0) +Int(0)

vO 1 2fe, (¢ +2H,©)

Koﬂzm[; Tfa)rj H, @)
-l-a

1>

g'(0)] =




esitsizligi elde edilir. Buradan da

‘C4 -G (C22 + 2H2(1))‘ <

|HAMm{—5597]
1--¢f

esitsizliginin saglandigini goriiriiz.
Simdi, (2.4) esitsizliginin kesin oldugunu gosterelim.

Int(2)-Int() _
Int(z)+Int(0)

olsun. Buradan,

mun:%%émum,

%21010)

t(z)=et?

1+z
3(2) _ Zzeﬁlm(O) 1

P(R)-pO) _ o

(1-pO)p(2))

ve
1+z
1+z 2 —1Int(0)
1 gt 22t ™ (1—|1—a| )zzekZ
p(Z) = 1+2 Zl—(l-i- 1+z

Int(0)

— =z Int(0)
1+(1-a)z%

1+(1-a)%ett

23

elde edilir. Burada p(z)=1-a+(c,—c?)z*+(2c, —4c,c,+2c))z% +... degeri yerine

yazilirsa
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(1—|1—0{|2)Z 1+Z|nt(0)
1-a+(c,—c2)z° +(2c, —4c,c, +2¢)2° +...=1-a + —
1+(1—E)z2eﬁ'"“°)
fiotaf et
(c,—c2)z* +(2c, —4c,c, +2¢0)2° +... = T
1+(@1- a)z el?
ve
2 N
(c;—cy)+(2c, —4c,c, +2C))2+...= T

1+(1-a)z%e

esitligi elde edilir. Son esitligin her iki tarafinin tlirevini alirsak,

l+z 1+z
% Int(0)e** (°)£1+(1 2)z%e “0)}

(2c4—4c2c3+2cj)+....=(1—|1—a|2) (_ ! [ 12 ?
Int(O)j

1+(1-a)z2%e

1+z +7 +1
(1—5)(226“Int(0)+ ~Int(0)e iz "0z e1 o
(1-2)°

1+z 2
=——Int(0)
£1+(1 a)z%et }

+

elde edilir.

Son esitlikte limite gecilirse (z — 0)

H, @) ,n{ H, 1) J

2¢, ~4c,C, +2C; =(1—|1—“|2)2t(0)'”t(°):(1_|1_a|2)21—|1—a|2 1-[t-af

H, (1)
af

_2H2(1)In( e
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ve

e —c,(e; +2H, ()] = P

Hzaﬂnl—ikgi—J

sonucu elde edilir.

Teorem 2.1 ve Teorem 2.2'nin ispatlarinda (1.2) esitsizliginin kullanildigini not edelim.
Bu nedenle esitsizliklerin sag tarafinda hem c,,c, hem de c, vardir. Ancak (1.2) yerine

(1.1) esitsizligini kullanirsak daha zayif fakat daha basit bir esitsizlik elde ederiz (C,

hari¢). Bu asagidaki teoremde formiile edilmistir.

Teorem 2.3. f(z)e M (a)ve c,>ci(c,>0,c,>0) olsun. f(z)—z nin z=0dan baska
sifirlart olmasin. Ayrica, varsayalim ki ¢ e0/X noktasinda f fonksiyonu f(c) agisal

limitine sahip, f(g)zﬁve f'(g)zﬁ.Ohalde

2|af 1, [ H,Q
()= 1-=In| —22 _
76) (1_|1_a|2)|1+a|2[ 4 (1—|1—a|2 (2.6)

iliskisi saglanir.

Ispat. Teorem 2.2 nin ispatindan, g(z) fonksiyonu igin (1.1) esitsizligini kullanirsak,

2 |1-fi-of 2
1< fr 1 -2
2 { ol }

In
1-fl-af

ve



sonucu elde edilir.

2lef

t"(5)[>
(

1-fi-af o+ af

1
4

[1__

m[

H,d)

1-fl-af

JJ

26
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3. SONUCLAR

Bu calismada, A/ (a),Ote(C siifi icin Schwarz lemmasinin bir uygulamasi elde
edilmistir. Bu uygulamada Hankel determinanti ile iliskisi verilmistir. Ayrica birim diskin
sinirda Schwarz lemmasimin farkli versiyonlari incelenmistir. Soyle ki, N (05 ) smifini

saglayan analitik f (z) fonksiyonu dikkate alinarak f”(z) fonksiyonunun agisal tiirevi ¢

sinir noktasinda asagidan degerlendirilmistir. Bu degerlendirmede,

" n
f (Z) =2+C,2° +¢,2° +... fonksiyonunun Taylor agilimmdaki c,= f 2(|0) , C,= %

ve

f@® (0)

2 katsayilar1 kullanilmis ve yeni esitsizlikler elde edilmistir. Elde edilen bu

C, =

esitsizliklerde Fekete-Szegd fonksiyonu ile |f"(g)| arasinda iligki kurulmustur. Ayrica,

elde edilen esitsizliklerin bazilar1 i¢in kesinlik gosterilmistir.
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