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OZET

DOKTORA TEZi
ANALITIK FONKSIYONLARIN BELIRLIi ALT SINIFLARI iCIN HANKEL,
TOEPLITZ VE HERMITIiAN-TOEPLITZ DETERMINANTLARI
Mucahit BUYANKARA
Erzurum Teknik Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiist

Matematik Ana Bilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Murat CAGLAR

Bu tez caligmasinda, birim diskte subordinasyon yardimiyla analitik fonksiyonlarin
M(a), Ss(p), St(1), N(B) ve Ks alt siniflar1 tanimlanmis ve bu smiflar igin katsay1
siirlari, Hankel, Toeplitz, Hermitian-Toeplitz determinantlart ve Zalcman tahminleri
elde edilmistir. Elde edilen sonuglar, her bir fonksiyon simnifi i¢in belirlenen Hankel,
Toeplitz ve Hermitian-Toeplitz determinantlarinin alt ve st sinirlarini igermekte olup,
literatiirdeki bilinen sonuglarla karsilastirildiginda bazi durumlarda daha kesin sonuglar
ortaya koymaktadir. Bu ¢alisma, determinant temelli yontemlerin analitik fonksiyon
siiflarinin incelenmesinde etkin bir sekilde kullanilabilecegini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Analitik ve {inivalent fonksiyon, Hankel determinant, Toeplitz
determinant, Hermitian-Toeplitz determinant, Subordinasyon
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ABSTRACT

PhD THESIS

HANKEL, TOEPLITZ AND HERMITIAN-TOEPLITZ DETERMINANTS FOR
CERTAIN SUBCLASSES OF ANALYTIC FUNCTIONS

Mucahit BUYANKARA

Erzurum Technical University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat CAGLAR

In this thesis, the subclasses M (), S;(¢), S7(1), N(B) and K; of analytic functions in
the unit disk have been defined by means of subordination, and for these classes,
coefficient bounds, Hankel, Toeplitz, Hermitian-Toeplitz determinants, and Zalcman
estimates have been obtained. The obtained results include the lower and upper bounds
of the Hankel, Toeplitz, and Hermitian-Toeplitz determinants determined for each
function class and, when compared with the known results in the literature, present more
precise results in some cases. This study shows that determinant-based methods can be
effectively used in the investigation of analytic function classes.

Keywords: Analytic and univalent function, Hankel determinant, Toeplitz determinant,
Hermitian-Toeplitz determinant, Subordination.
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1. GIRIS

Univalent fonksiyonlar teorisi, diger bir adi1 ile geometrik fonksiyon teorisi
kompleks analizin énemli bir dalidir. Bu teori; “Kompleks diizlemin her basit baglantili
bolgesi konform olarak birim disk iizerine resmedilebilir.” ifadesiyle yani Riemann
Dontlisim Teoremi ile birlikte daha da 6nem kazanmistir. Koebe’nin (1907) U =
{z € C:|z| < 1} birim diskindeki birebir her f(z) = z + a,z* + a;z>+... doniisiimiiniin
resim bolgesinde, |w| < c diski kapsanacak sekilde mutlak bir ¢ sabitinin ve sadece z ye
bagli olan | f '(z)| modiilii lizerindeki smirlarin varligimi ispatladigr ¢alismasi da bu
teorinin gelismesinde 6nemli bir rol oynamistir. Daha sonraki bircok matematik¢inin
calismalari da bu smirlart belirleme iizerinde yogunlagsmistir. Boylece iinivalent

fonksiyonlarin siniflari ile ilgili problemler iizerindeki ¢alismalar artmistir.

Bieberbach (1916) tarafindan ortaya atilan “f € § fonksiyonu i¢in n = 2,3, ...
olmak tizere |a,| < n esitsizligi saglanir” tahmini uzun siire matematikg¢ilerin ¢alistigi
bir problem olmustur. Alan teoreminin bir sonucu olarak |a,| < 2 esitsizliginin
dogrulugu ilk olarak Bieberbach tarafindan 1916°da ispatlanmistir. Daha sonra Loewner
(1917), 1923’te parametrik metot olarak isimlendirdigi kendi bulusuyla |a;| <3
esitsizligini, 1955°te Schiffer ve Garabedian, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a,| <
4 esitsizligini, 1968’de Pederson |ag| < 6 ve 1972°de Pederson ve Schiffer |ag| < 5
esitsizligini ispat etmistir. Bu tahminin genellestirilmis hali yillarca matematikgilerin
tizerinde calistig1 bir konu olmustur. 1985°te nihayet L. De-Branges, Loewner teorisini

kullanarak her n = 2,3, ... i¢in |a,| < n esitsizliginin dogrulugunu ispatlamstir.

Bieberbach tahminin ispatlanmasindan sonra bu konuyla ilgilenen matematikgiler
§ smifinin baz1 alt siiflar igin bir takim katsayr bagintilar1 elde etmislerdir. Bu alt

smiflarin en 6nemlerinden bazilar1 yi1ldizil ve konveks fonksiyonlar siniflaridir.

Hankel determinanti probleminin {inivalent fonksiyonlar teorisinde énemli bir
yeri vardir. Cilinkii Hankel determinanti yardimiyla birim diskte tanimli fonksiyonlarin
siirliligy arastirilabilir; yani, integral katsayilarina sahip, orijinin komsulugunda Laurent
serileriyle temsil edilen iki siirli analitik fonksiyonun orani olarak gosterilen bir
fonksiyonun rasyonel oldugu gosterilebilir. Ayrica, Hankel determinant1 yardimiyla
Fekete-Szegd problemi olarak bilinen |a; — a3| ve ikinci Hankel determinant1 olarak
tanimlanan |a,a, — a3| icin iist sinir bulunabilir. 1966-1967 yilinda Pommerenke (1966,

1967). Yildizil fonksiyonlarin yani sira {iinivalent fonksiyonlar icin de Hankel



determinantini ¢alisti. Noor (1983) sinirli sinira sahip {inivalent fonksiyonlar i¢in |Hq (n)
(f )| Hankel determinantinin biiyiime (growth) oranini inceledi. Bu dogrultuda Hayman

(1968), |Hq (2)(f)| Hankel determinantinin en iyi muhtemel degerinin k bir tamsay1

1
olmak flizere knz oldugunu hesapladi. Janteg et al. (2007), yildizil ve konveks

fonksiyonlarin siniflarinin ikinci Hankel determinanti i¢in kesin sonuglar elde etti.

Matematigin bazi alanlarinda 6zellikle tinivalent fonksiyonlarin yan sira operator
teorisi, matris Ol¢lim, matris polinom, sinyal isleme, zaman seri analizi, integral
denklemlerde Hankel, Toeplitz matrisleri ve buna bagli determinantlar 6nemli bir yere
sahiptir. Hankel determinantlar1 ters kdsegen boyunca sabit elemanlar icerir. Toeplitz

determinantlari ise kosegen boyunca sabit elemanlar igerir.

Toeplitz-Hankel sistemlerinin ¢esitli uygulamalari lineer filtreleme teorisi, ayrik
ters sacilma ve matematiksel fizikteki bazi integrallerin ayrismasinda ortaya c¢ikar
(Wilkes et al., 1991). Hermitian-Toeplitz matrislerinin determinant:1 sinyal islemedeki
uygulamalarda kullanilir (Kumar, 2021; Trench, 1994). Béttcher ve Grudsky (2000)
tarafindan yazilan kitapta Toeplitz matrisleri ile ilgili bir boliim igerir. Bu boliimde, belirli
bir uzayda sinirli bir operator igeren Toeplitz matrisi altinda elemanlar1 kompleks sayilar
dizisinden olusan Toeplitz matrisi iizerine bir kosul tanimlanir. Toeplitz matrisleri
hakkinda daha fazla ayrint1 i¢in Chan ve Kwong (1985), Gray (2006) ve Kurt ve Simsek
(1992) calismalarina bakilabilir.

Thomas ve Halim (2017) yildizil ve konvekse yakin fonksiyonlarin katsay1
siirlarint Toeplitz determinantlarini kullanarak hesapladi. Ali et al. (2018) {inivalent ve
tipik reel fonksiyonlarin katsay1 sinirlari i¢in simetrik Toeplitz determinantini kullanarak
kesin sonuglar elde etti. Son zamanlarda Cudna et al. (2020), birim diskte @ —mertebeden
yildizil ve konveks fonksiyonlarin smifi i¢in ikinci ve tiglincii mertebeden Hermitian-

Toeplitz determinantlar1 yardimiyla kesin alt ve iist sinirlar elde etti.

Kumar et al. (2020), Janowski yildizil ve konveks fonksiyonlarmn katsay1
siirlarint Hermitian-Toeplitz determinantlart yardimiyla elde etti. Kumar (2021),
konvekse yakin belirli alt simflar i¢in ikinci ve {glincli Hermitian-Toeplitz
determinantlar1 yardimiyla alt ve iist sinirlar elde etti. Bu yonde daha fazla sonug i¢cin Cho
et al. (2021), Kumar, V. (2021) ve Kumar, S., & Kumar, V. (2021) ¢alismalarina
bakilabilir.



Geometrik fonksiyon teorisinde, birim disk {izerinde tanimli analitik
fonksiyonlarin ¢esitli alt siniflart i¢in katsayilar arasindaki iligkiler uzun yillardir
arastirma konusu olmustur. Bu baglamda, 6zellikle Hankel determinanti ve onun 6zel bir
durumu olan Fekete—Szeg0 problemi, iki katsay1 arasindaki farkin sinir degerinin tahmin
edilmesinde 6nemli bir rol oynamistir. Literatiirde, analitik fonksiyonlarin farkli alt

smiflar1 tanimlanarak bu determinant i¢in kesin veya yaklagik sinirlar elde edilmistir.

Ancak, giiniimiizde Hankel determinanti {izerine yapilan caligmalarin biiyiik
Olclide doygunluga ulastig1 ve artik sinirlt yenilik sundugu goriilmektedir. Bu noktadan
hareketle, “literatiirdeki bu klasik problemler farkli determinant tiirleri kullanilarak
yeniden gilincel hale getirilebilir mi?” sorusu arastirmamizin ¢ikis noktasini

olusturmustur.

Yapilan On arastirmalar sonucunda, Toeplitz ve Hermitian—Toeplitz
determinantlarinin  geometrik fonksiyon teorisine uygulanabilir nitelikte oldugu
belirlenmistir. Elde edilen bulgular, bu determinantlarin Hankel determinantina kiyasla
daha genel ve giiglii sonuglar verebilecegini gdostermektedir. Ozellikle bu determinantlar
sayesinde yalnizca iki katsay1 arasindaki farkin sinir1 degil, birden fazla katsay1 arasindaki

farklara iligkin sinirlarin da elde edilebilecegi sonucuna ulasilmistir.

Ayrica, s6z konusu determinantlarin kullanim alam1 yalnmizca geometrik
fonksiyonlarla sinirli kalmamakta; operatdr teorisi, matris dl¢limii ve matris polinomlari,
sinyal isleme, zaman serisi analizi, matematiksel analiz ve integral denklemler gibi pek
cok farkli alanda da Onemli uygulamalara sahip oldugu goriilmektedir. Bu durum,
Toeplitz ve Hermitian—Toeplitz determinantlarinin sadece geometrik fonksiyon
teorisinde degil, genis bir matematiksel ¢ercevede de arastirilmaya deger yapilar

oldugunu ortaya koymaktadir.

Bu tezde, analitik fonksiyonlarin belirli alt siniflar1 i¢in Hankel, Toeplitz ve
Hermitian-Toeplitz determinantlar1 kapsamli bir sekilde incelenmistir. Tez, bes ana
boliimden olusmaktadir. ilk boliim, literatiir bilgisinin verildigi giris boéliimiinden
olusmaktadir. Ikinci boliimde, calismada kullanilacak temel tanimlar, teoremler ve
lemmalar ile baz1 problemler ve 6rnekler ele alinmustir. Ugiincii boliimde ise, arastirmada
kullanilan materyallerin 6zellikleri ve wuygulanan yontemler ayrintili  bigcimde
aciklanmistir. Dordiincii boliimde, arastirma bulgular1 ve tartigsmalar yer almakta olup,

M(a), S;(¢), S (1), N(B) ve K fonksiyon siniflar1 igin baglangi¢ katsayilari, Hankel,



Toeplitz ve Hermitian-Toeplitz determinantlari; ayrica Zalecman tahminleri ve katsay1
sinirlart sistematik olarak hesaplanmis ve sonuglari yorumlanmistir. Besinci boliimde ise
tez kapsaminda elde edilen sonuclar 6zetlenmis, literatiirle karsilastirilmis ve ileriye
dontik oneriler sunulmustur. Béylece bu boliim, hem teorik katkilari hem de determinant

temelli katsay1 analizlerinin kapsamli bir degerlendirmesini igermektedir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tez calismasinda yer alan bazi tanim, teorem ve sonuglar hakkinda

bilgi verilmistir.
2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (r-komsulugu): z, € C ve r > 0 bir reel say1 olmak {izere
U(zy,7) ={z € C: |z — zy| < r} ifadesi z, merkezli, r yaricapli agik disk (veya z,
noktasinin r —komsulugu) olarak adlandirilir. U(z,,7) ile U(zp, ) nin kapanisi
0U(zy,7) ile de onun sinir1 ve orijin merkezli r yarigaph disk U(0,7) = U, ile

gosterilecektir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Ozel durumda orijin merkezli acik birim disk U ={z:|z| <1,z € C} ile

gosterilecektir.

Tamm 2.1.2 (i¢ Nokta): S c C herhangi bir kiime olsun. z, € S noktas1 igin
U(z,, 1) C S olacak sekilde bir r > 0 sayisi1 varsa z, noktasina S kiimesinin bir i¢ noktast

denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Tamm 2.1.3 (Acik Kiime): Bir S € C kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her
noktas1 S nin bir i¢ noktasi ise S kiimesine a¢ik kiime denir (Ponnusamy & Silverman,

2006).

Tanmim 2.1.4 (Kapah Kiime): S c C olsun. S kiimesinin tiimleyeni a¢ik kiime ise,

S kiimesine kapal1 kiime denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Tanim 2.1.5 (Baglantih Kiime): Eger S c S; US,, SNS; # 0, SNS, # @ ve
SNS; NS, =@ olacak sekilde S; ve S, gibi bos olmayan iki ayrik ve agik kiime
bulunamaz ise S © C kiimesine baglantilidir denir. Aksi halde baglantisiz kiime denir

(Ponnusamy & Silverman, 2006).
Ornegin; C nin kendisi baglantilidir.

Tamm 2.1.6 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir (Ponnusamy &
Silverman, 2006).

C hem agik hem de baglantili oldugundan bir bdlgedir.



Tanim 2.1.7 (Siireklilik): S c C olmak tizere f: S — C bir fonksiyon ve z; € S
olsun. Her € > 0 igin |z — zy| < § oldugunda |f(2) — f(z,)| < € olacak bigimde § =
6(zg,€) > 0 sayis1 varsa f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu S
kiimesinin her bir noktasinda siirekli ise f ye S kiimesinde siirekli fonksiyon denir

(Ponnusamy & Silverman, 2006).

Tammm 2.1.8 (Egri): [a,b] € R olmak tizere siirekli bir y:[a,b] - C
fonksiyonuna C diizleminde egri (ya da yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarina da sirasiyla

egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Tamim 2.1.9 (Kapah Egri): y: [a, b] = C ye bir egri olsun. y(a) = y(b) ise y ya
kapal1 egri denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Tanim 2.1.10 (Basit Kapal Egri): Uc¢ noktalarin ¢akigsmasi hari¢, kendini
kesmeyen egrilere basit egri, hem basit hem de kapali egrilere de basit kapali egri veya
Jordan egrisi denir. Jordan egrisi diizlemi Jordan egrisinin i¢i ve dis1 olmak tizere iki
bolgeye ayirir. Jordan egrisinin i¢ine Jordan bolgesi denir. y egrisi [a, b] kapal1 araliginda
tiirevlenebilir olsun. Eger [a, b] kapali araliginda y ' tiirevi siirekli ve sifirdan farkli ise y
egrisine diizglin egri denir. t, a dan b ye artarken, buna karsilik gelen y(t) degerlerinin
y(a) dan y(b) ye dogru siralanmasi egrinin yoniinii belirtir. Kapali bir egrinin yonii ya
pozitif veya negatiftir. Kapali olmayan egriler i¢in baslangic noktasindan bitis noktasina

dogru siralama yon olarak alinir (Ponnusamy & Silverman, 2006).
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve tiinivalent fonksiyon kavramlar1 tanitilacak ve bu

fonksiyonlarla ilgili bazi tanim ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.2.1 (Diferansiyellenebilme): A c C bir bolge olmak tizere f: A € C —

C ye bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger

i L&)~ f(20)
m-—------

Z-2Zg Z — Zy

sonlu limiti varsa f(z) fonksiyonu z, € A noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z = z, noktasinda f(2)

fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir (Ponnusamy & Silverman, 2006).



Tamm 2.2.2 (Analitiklik): Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinda ve bu
noktanin belli bir U(z,, €) komsulugundaki biitiin noktalarinda diferansiyellenebiliyorsa
f ye z, noktasinda analitiktir denir. Eger bu f kompleks fonksiyonu bir § © C kiimesinin
her noktasinda analitikse f ye S kiimesinde analitik denir. Tiim kompleks diizlemde

analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).
Ornegin; f(z) = cos z bir tam fonksiyon olup f(z) = i bir tam foksiyon degildir.

z=x+1iy olmak izere f(z)=u(x,y)+iv(x,y) kompleks degiskenli

kompleks degerli fonksiyonu analitik ise
ou ov u v
a(x'y) - a(x’y) ve @(x'y) - _a(xry)

olarak ifade edilen Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.

Teorem 2.2.3 (Liouville Teoremi): Bir f(z) fonksiyonu tam ve smirli ise bu

fonksiyon sabittir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Analitik fonksiyonlar i¢in 6nemli bir yere sahip olan Cauchy-Tiirev formiilii

asagidaki gibidir.

Teorem 2.2.4 (Cauchy-Tiirev Formiilii): f, pozitif yonlii basit kapali y egrisi

icinde ve lizerinde analitik bir fonksiyon ve z, bu egrinin i¢inde bir nokta ise n € N i¢in

n _n! f(2)
[0 (20) = 2mi ), (z - Zy)" 1 dz

olur (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Cauchy-Tiirev formiiliiniin en 6nemli sonuglarindan biri sudur: f, bir bolgede
analitik bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de o

bolgede analitiktir. Bu durumda f analitik fonksiyonu z, noktasinda

F(2) = Xy an(z — 20)", an = L) @1

n!

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Fakat reel degiskenli bir fonksiyonun bir noktada

1. mertebeden tiirevi varsa bu noktada daha yiiksek mertebeden tiirevi vardir diyemeyiz.

Omegin, f(x) = x*/3 reel degiskenli fonksiyonunun x = 0 noktasinda birinci
mertebeden tiirevi oldugu halde, ayn1 fonksiyonun x = 0 noktasinda ikinci mertebeden

tiirevi yoktur.



Tanim 2.2.5 (Ayrik Tekil nokta): Bir w = f(z) fonksiyonu z, noktasinin bir
U(zy, 1) — {20} delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse f

fonksiyonu i¢in z, noktas1 bir ayrik tekil noktadir denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Teorem 2.2.6 (Laurent Teoremi): ¢, ve c;, merkezleri z, noktasinda bulunan
pozitif yonde yonlendirilmis iki gember olsun. r, < r; olmak iizere c,, 1y yaricaplt ve ¢,
de r; yaricapl ¢emberler olarak alinsin. Eger bir f fonksiyonu c ile ¢, in lizerinde ve
bunlarin arasinda kalan halka bolgenin tamaminda analitik ise bu durumda bolgedeki her

z noktasinda f(z) fonksiyonu a,, ve b,, kompleks sayilar olmak tizere

(00} (00} bn
f(2) =Yn=0an(z—2z))" + X177 (2.2)
(z—20)
acilmi ile temsil edilir. Buna f(z) fonksiyonunun z, noktasinin delinmis bir

komsulugundaki Laurent serisi (agilim1) denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Tanim 2.2.7 (Kutup Noktasi): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi olsun.
Laurent acilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkli ise z,

noktasina f(z) fonksiyonunun kutup noktasi denir (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Tanim 2.2.8 (Meromorf fonksiyon): Kompleks diizlemin bir A bolgesinde kutup
noktalar1 hari¢ analitik olan f(z) fonksiyonuna A da meromorf fonksiyon denir

(Ponnusamy & Silverman, 2000).

Cosz

Omegin; f(z) =

ve f(z)=

z2+1 .
pr fonksiyonlar1 C de meromorf

-z sinz
fonksiyonlardir.

Teorem 2.2.9 (Maksimum Modiil Prensibi): / fonksiyonu kompleks diizlemin
bir A bolgesinde analitik olsun. Bu fonksiyon A bolgesinde sabit olmadikga, |f(z)|

maksimum degerini A bélgesinin siirinda alamaz (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Sonu¢ 2.2.10: A kompleks diizlemde simirli bir bolge ve sabit olmayan f
fonksiyonu da bu bdlgenin siirinda siirekli ve i¢inde analitik olsun. Bu durumda |f(z)|

maksimum degerini A bolgesinin sinirinda alir.

Teorem 2.2.9” in 6nemli bir sonucu olan Schwarz lemmas1 asagidaki gibidir.



Lemma 2.2.11 (Schwarz Lemmasi): f fonksiyonu U birim diskinde analitik ve
f(0) =0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)| <1 ise bu durumda |f'(0)| <1 ve

|f(2)| < |z| olur. Esitlik sadece 8 € R olmak iizere f(z) = e'®z fonksiyonu ile saglanir

(Ponnusamy & Silverman, 2006).

Teorem 2.2.12 (Minimum Prensibi): f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir A
bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her z € A i¢in f(z) # 0 olsun. Bu durumda

|f(2)| , A bolgesinde minimum deger alamaz (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Sonug 2.2.13: A kompleks diizlemde sinirl bir bolge, f(z) sabit olmayan bir
fonksiyon ve her z € A igin f(z) # 0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A boélgesinin
icinde analitik, sinirinda siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda |f(z)| minimum

degerini A bdlgesinin sinirinda alir.

Tamim 2.2.14 (Univalent fonksiyon): f, A c C bolgesinde taniml1 bir fonksiyon
olsun. Her z;,z, € A icin f(z,) = f(z,) olmas1 sadece z; = z, olmasini gerektiriyorsa
(veya z; # z, oldugunda f(z1) # f(z,) ger¢eklesiyorsa) f fonksiyonuna A bdlgesinde
tinivalent (yalinkat veya schlicht) fonksiyon denir (Duren, 1983).

Ornegin; f(z) = 2z + 1 bir iinivalent fonksiyondur.

Eger f, zy noktasinin bir komsulugunda iinivalent ise f ye yerel {inivalent

fonksiyon denir.

Teorem 2.2.15: Analitik bir f fonksiyonunun z, noktasinda yerel iinivalent

olmast igin gerekli ve yeterli kosul f'(z,) # 0 olmasidir (Duren, 1983).

Ayrica f'(zy) # 0 sart1 f(z) fonksiyonunun {inivalentligi i¢in gerek sarttir fakat
yeterli degildir. Yani sadece f analitik fonksiyonu iinivalent ise f'(z,) # 0 dir. Tersi
daima dogru degildir. Bir kiimede yerel linivalent olan analitik fonksiyonlarin, bu kiimede

tinivalent olmas1 gerekmez.

Ornek 2.2.16: f(z) = z? fonksiyonu A={z:11<|z|<2,0<argz< 3;”}

bolgesinde yerel iinivalent olmasina ragmen iinivalent degildir. Gergekten f(z) = z?2
fonksiyonu, A bdlgesinde analitik ve her z, € A icin f'(zy) # 0 saglandigindan yerel

univalenttir. Fakat



5 5 5 5 25
f(ﬁzJ’lﬁ):f(_ﬁ_‘ﬁ):l?

oldugundan f(z) = z? fonksiyonu A bdlgesinde iinivalent degildir.

Eger A c C bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel {inivalent ise, bu durumda z €
A noktasinda f'(z) tiirevi, f nin yerel geometrik davranisini belirler. |f'(2)| ve arg £ (2)

degerleri sirasiyla yerel biiyiime (uzunluklar i¢in) ve yerel donme etkenleridir. Buna
ilaveten, f:A < C — C analitik doniisiimiiniin Jacobian determinant1 Jf(z) = | f '(Z)|2

ile verilmektedir. Jacobian determinantinin | f '(z)|2 ifadesine esit oldugu Cauchy-
Riemann denklemlerinden kolayca goriiliir. Boylece Teorem 2.2.15°den analitik
fonksiyonlar i¢in Jacobian determinantinin sifirdan farkli olmasi, yerel iinivalentlik i¢in

gerek ve yeter sarttir.

Tanim 2.2.17 (Konform déniisiim): Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gegen
iki diizglin egri arasindaki ag¢inin biiyiikliigiinii ve yoniinli koruyorsa, bu doniisiime bu
noktada konform doniisiim denir. Eger bir f fonksiyonu, bir A € C bolgesinin tiim
noktalarinda konform ise, f fonksiyonu A bdlgesinde konformdur denir (Ponnusamy &

Silverman, 2006).
Ornegin; f(z) = e? doniisiimii C diizleminde konformdur.

Teorem 2.2.18: f fonksiyonun analitik oldugu her z noktasinda f'(z) # 0 sart1

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Ponnusamy & Silverman, 2006).

Bundan dolay1 bir bolgede analitik ve linivalent fonksiyon konformdur. En 6nemli
konform doniisiimlerden biri Mobius doniisiimiidiir. Bu doniisim; a, b,c,d € C, ad —

bc #0veT:C, — C, olmak tizere

az+b az+b

z
r(z) = cz+d veyaT(z) = cz+d

bi¢ciminde tanimlanir. Neden ad — bc # 0 olmalidir ? Cilinkii z # w i¢in

az+b aw+b
cz+d cwcw+d

T(z) —T(w) =

B (ad — bc)(z —w)
~(cz+d)(ew + d)

10



olup, ad — bc = 0 ise T(z) = T(w) olur. Bu da T’ nin sabit olmasi anlamina gelir. Sabit
fonksiyonun bire bir olmadig1 agiktir. Ayni zamanda ad — bc # 0 alinmasi T ’nin bire bir

oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.19 (Riemann Doéniisiim Teoremi): Kompleks diizlemin her D c
C (D # C) basit baglantilt bolgesi konform olarak U birim diski ilizerine resmedilir.
Ayrica, zg € D olmak iizere f(z,) = 0 ve f (z,) > 0 kosullarin1 saglayan ve D bélgesini

U birim diski tizerine resmeden bir tek konform doniistim vardir (Duren, 1983).
2.3. Normalize Edilmis Univalent Fonksiyonlar

Bu boliimde geometrik fonksiyon teorisinin 6zel bir konusu olan iinivalent
fonksiyonlar1 biraz daha ayrintili sunacagiz. Analitik olarak, bir {inivalent fonksiyon
stfirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik olarak da basit egrileri basit egrilere
doniistiiriir. Hem analitik hem de iinivalent fonksiyon ise basit baglantili bolgeleri basit
baglantili bolgelere doniistiiriir. Riemann doniisiim teoreminden, keyfi bir basit baglantili
bolgede tanimli f ilinivalent fonksiyonu yerine U agik birim diskte tanimli bir f {inivalent
fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon i¢in £(0) = 0, f (0) = 1 normalizasyon sartlar1 g6z
Oniine alinirsa (2.1) serisi

f@)=z+Yra,z" (z€U) (2.3)

seklini alir. Burada (2.3) seklinde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis analitik
fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarin sinifin1 A ile gosterilir ve

kisaca

A={f: Vz€Uigin f(z2) = z + Y y—» a,z" seklindeki analitik fonksiyon}  (2.4)
seklinde yazilir.

Univalent fonksiyonlar teorisinin temel tas1 olan bir sinifi asagida tanimlayalim.

2.3.1. (§ Smifi) : U birim diskinde iinivalent olan f € A fonksiyonlarin

olusturdugu sinifa § sinifi denir ve kisaca
S ={f € A: Vz € Uigin f — iinivalent}
seklinde gosterilir (Duren, 1983).

§ sinifina ait bazi fonksiyon orneklerini asagida verilmistir.

11



i w=f(2)= 1ZTZ fonksiyonu U birim diskini Re(w) > —% sag yarl

diizlemine resmeder.

0.5

0.0

-0.5F

L L L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Sekil 1. U birim diskinin f(z) = 1ZTZ fonksiyonu altindaki goriintiisii

zZ

1-2z2

fonksiyonu U birim diskini C — {u + iv:v € (=00, — %] V] G

(i) f(2) =

bolgesi tlizerine resmeder.
Burada z = e'? denirse,

. et 1 1
0 — _
f(el )—1_921'9_
1 i
= =
—2isin@  2sin@

e~ 0 —el®  cosO — isind — cosO — isinf

olur ve

i

i) = 4 4 iy =
f(e )_u+w_25in9

denirse,

B 1
"~ 2sinf

u=0v

elde edilir. Buradan —1 < sinf < 1 oldugundan

1
= = sing = —
v 2sinf s 2v

12
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1
>-1<—<1
S5, S
1
21+—=>20ve—-1<0
2v
elde edilir. Esitsizlikler ¢oziildiigiinde v = 0, v = — %, V= %olarak bulunur. f(z) = 1_222

fonksiyonu altinda U birim diskinin goriintiisii geometrik olarak asagidaki sekilde

verilmistir:

z

1-z2

Sekil 2. U birim diskinin f(z) =

fonksiyonu altindaki goriintiisii

2
(iii) f(z2) =z — Z? fonksiyonu U birim bir kardioidin i¢ine resmeder.

13
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2
Sekil 3. U birim diskinin f(z) = z — Z; fonksiyonu altindaki goriintiisii

Ayrica sunu da belirtelim ki, § sinifina ait iki fonksiyonun toplami § sinifina ait
olmayabilir. Ornegin;

z
1+iz

fi(@) = = ve fo(2) =

fonksiyonlar1 § sinifina ait olmasina ragmen

' 1 ' 1
h@) =575 ve L) =15

tirevlerinden

2-2(1-1i)z
(1-2)2(1 +iz)?

fi(2) + f2(2) =

elde edilir. Buradan z = % € U noktasinda f;(2) + f,(z) = 0 oldugu gériiliir. Yani,

fi+ f, €S Bununla beraber § simifindaki bir¢cok o6zellik bazi doniisiimler altinda

korunur.

Teorem 2.3.2: f € S olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur:
(i) Eslenik alma: g(2) = f(2) = z + G,z%+...ise, g € S dir.

(ii) Dondiirme (Rotasyon): 8 € R olmak iizere

14



g(@) =e Of(ez) =z + Z a,e!Vzn  (z €U
n=2

fonksiyonu § simifina aittir.

(iii) Genisleme (Dilatasyon): 0 < r < 1 olmak lizere
9@ =r"frz)=z+ Z a,r" 1z (z€U)
n=2

fonksiyonu § siifina aittir.

(iv) Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach doniislimii): z, € U olmak iizere

F(522)-f(20)

1+Zgpz
z)=—2——
9 = e

(zeU)

fonksiyonu § sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi doniisiimii: Y fonksiyonu f(U) da iinivalent ve y(0) =0 ,
1'(0) = 1 kosulunu gercekleyen bir fonksiyon ise f € § dir.

(vi) Cikarilmig deger doniisiimi: w € f(U) olsun. Bu durumda,
9@ =175 (zew

fonksiyonu § sinifina aittir.

(vii) n. kok dontlistimii: Eger n = 2,3,... ise

n 1
9(2) =f@@") =z + %z"“ +—(2naz — (n— Da?)z>™"1+.., (z€U)
fonksiyonu § sinifina aittir (Duren, 1983).

Tamm 2.3.3 (P simfi): U birim diskinde p(0) =1, Rep (z) > 0 kosullarini

saglayan

p(z2) =1+ ) diz* (2.5)
kZ ‘

seklindeki fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Caratheodory sinifi veya P smifi denir

(Duren, 1983).

Ornegin; p(z) = g, z € U fonksiyonu P sinifina ait olup, U birim diskini sag

yar1 diizlem iizerine resmeden bir konform dontisiimdiir.

15
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Sekil 4. U birim diskinin p(z) = g fonksiyonu altindaki goriintiisii

Ayrica, P sinifina ait bir fonksiyonun iinivalent olmasi gerekmez. Ornegin;

f(z) = 1 + z? fonksiyonu P sinifina ait olmasina ragmen iinivalent degildir.

Tamm 2.3.4 (Q simfi): U birim diskinde w(0) = 0 ve |w(z)| < 1 kosullarin
saglayan

w(z) = 1z + 2% + 323 + - (2.6)
seklindeki analitik fonksiyonlarin olusturdugu sinifa Schwarz fonksiyonlarinin sinifi

denir ve Q ile gosterilir (Duren, 1983).

Bunlarin yani sira, P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagida oldugu gibi

onemli bir iligki vardir:

1
p(2) EP & p(z)zlt—zg, w(z) € Q.

Dolayisiyla w(z) ile ifade edildiginde

(z2)-1
p(z) EP & w(z) = g(j)ﬂ eEQ 2.7

olur. Bu iligki, P smifindaki her fonksiyonun uygun bir Schwarz fonksiyonuna (Q
sinifindaki bir fonksiyona) doniistiiriilebilecegini ve bunun tersinin de gegerli oldugunu

gosterir.

16



P ve Q smiflarini tanimladiktan sonra, § sinifinin iki 6nemli alt sinifin1 asagidaki

sekilde verebiliriz.

Tanim 2.3.5 (§* smifi): & c C kiimesi verilsin. & kiimesindeki sabit bir w,
noktasint her w € # noktasina birlestiren dogru pargasi tamamen B kiimesinde
kaliyorsa, # ye w, noktasina gore yildizil kiime (starlike kiime) denir. wy noktas1 6zel
olarak orijin secilirse, bu kiimeye orijine gore y1ldizil kiime veya kisaca yildizil kiime ad
verilir. Eger bir f fonksiyonu U birim diskini w, noktasina gore bir yildizil kiimeye
resmediyorsa, f fonksiyonuna w, noktasina gére yildizil fonksiyon denir. Ozel durumda,
f fonksiyonu U birim diskini yildizil bir kiimeye resmediyorsa, f fonksiyonuna yildizil
fonksiyon denir. f € § olmast durumunda yildizil fonksiyonlarin sinifi §* ile gosterilir

(Duren, 1983).

15 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

10 QA
3 {/// §§ !
05 ‘g/////@ $\\\\\
: (SR \\ :
0.0: [ /"'::“‘;‘@"::I:I‘}}\“‘\“",,

N ) S S S S S S S S T S S
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Sekil 5. Orijine Gore Yildizil Bolge
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Sekil 6. wy Noktasina Gore Yildizil Bolge

Yildizil fonksiyonlarin yukaridaki geometrik tanimini analitik olarak ifade eden

en Oonemli teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.3.6: f € S olsun. Bu halde

(@ _

f(2)ES* & a

P

olmasidir. Ayrica,
f(z)=z+ Z a,z" €S* = |lay <n (n=23...)
n=2
degerlendirmesi dogrudur (Goodman, 1983).

Yildizil fonksiyonlarin sinifini

§*= {f € A: Vz € Uigin Re <Z]{(;)> > 0}

seklinde gosterebiliriz.

Ornegin, S sinifina ait fonksiyonlardan en énemlilerinden birisi z € U olmak

lizere,

KD =a—pe

2
seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur. Bu fonksiyonu k(z) = i[(ﬂ) — 1]

seklinde de yazilabilir. Ayrica k(z) fonksiyonu
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u(z) ==, g(2) = u*(2), k(z) = ;[9(2) — 1]

biciminde yazilarak U birim diskini —oo dan —% e kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmig

kompleks diizlem iizerine konform olarak doniistiirdiigiinii gorebiliriz. k(z) doniisiimii

tinivalent fonksiyonlar teorisinde ¢ok sayida problemde 6nemli rol oynar.

” 2 0 2 4
Sekil 7. U birim diskinin Koebe fonksiyonu altindaki goriintiisii

Yukaridaki sekilden de goriildiigi gibi k(z) = —— =24+ Y% ,a,z" € S*

(1-2)2

oldugu goriilebilir. Ayrica Teorem 2.3.6 kullanilarak da z = re®® ve (0 <r<1,0<

6 < 2m) olmak iizere,

R zf ' (2) _p (1+Z>_R 1+ ret®
¢ f(z) ) C\1=z) "1 rei®
1—r1r? 1+7r

= >
1+r?2—2rcos6  1-—r

>0

elde edilir. Buradan da k(z) € §* oldugu goriiliir.

Koebe fonksiyonunun donmeleri (rotation), her z € U ig¢in,

Z

ko(2) = (A=)

bigiminde tanimlanir ve kq(z) fonksiyonlar1 § sinifina ait fonksiyonlardir. Bu doniisiim
—e—if
4

altinda birim diskin goriintiisii —oo dan 1s1n1 hari¢ kompleks diizlem olur. « € (0,2]
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.. 1 [(1+z2\% . « .
ve z € U olmak iizere f(z) = —[(—) — 1] fonksiyonu, ‘“genellestirilmis Koebe

2a 1-z

fonksiyonu” olarak adlandirilir ve § sinifina aittir.

Tamm 2.3.7 (C simif1): # < C kiimesi verilsin. Her wy, w, € & i¢in wy noktasini
w,, noktasina birlestiren dogru parcasi tamamen # i¢inde kaliyorsa & ye konveks kiime
denir. Eger bir f fonksiyonu birim diski, konveks bir kiimeye resmediyorsa f
fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. f € § olmasi durumunda konveks fonksiyonlarin

siifi C ile gosterilir (Pommerenke, 1975; Duren, 1983).

0.5r

0.0

-0.5F

—1‘.0 —(;.5 0.0 0f5 1f0
Sekil 8. Konveks Bolge
Konveks fonksiyonlar1 analitik olarak ifade eden en Onemli teorem asagidaki
gibidir.
Teorem 2.3.8: f € S olsun. O halde
zf '(2)
f'@
dir. Ayrica, f(2) =z+Y5-,a,z2" €EC = |ay,| <1(n=23...) degerlendirmesi
dogrudur (Pommerenke, 1975; Godman, 1983).

f()ece 1+ €P

Ornegin; f(z) = élog (E) =z+ Z;’izle_lzzn‘l € C dir. Gergekten z = re'?

(0<r<1,0 <6 < 2m) olmak tizere,
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r 1+zf”(z) _p 1+ 22 _p 1+ r2ei??
¢ f'2) | ¢ 1—22) € 1 —r2ei2d
1—r* 1—1r?

= > >0
1+7r*—2r2c0s20 ~ 1+71r2

elde edilir.

Teorem 2.3.6 ve 2.3.8’in bir sonucu olarak ilk kez Alexander tarafindan verilmis
olan asagidaki teorem §* ve C smiflarina ait fonksiyonlar arasindaki ¢ok onemli bir

baglantiy1 ifade eder.

Teorem 2.3.9 (Alexander Teoremi): f €S ve z € U olmak iizere, g(z) =
zf'(z) olsun. Bu durumda, f € C olmasi i¢in gerek ve yeter sart g € S* olmasidir
(Pommerenke, 1975; Godman, 1983).

Ispat : f € C olsun. Ispatlamaliyiz ki g € $* dir. f € C oldugundan

zf'(2)
Re{l + ) } >0

yazilir. g(z) = zf '(z) ise g'(z) = f'(2) + zf '(z) yazilabileceginden,

2@ _ [@ref' @ _[@ref'@)_ @
9@ 2f @) @ @

elde edilir. Ayrica,

Re <1 +Zf (Z)> >0

f'@

oldugundan

re(22) >0

9(2)
olup, g € §* dur.

Simdi de g € §* oldugunu kabul ederek f € C oldugunu gosterelim. g € $*
oldugundan

zg'(2)
Re< @) > >0

yazilir. g(z) nin tanimi kullanilirsa,
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f' @ +z2f " (2)
Re <z 2F ) ) >0

yazilabileceginden

f'
Re <1 +Zf,(Z)> >0

elde edilir. O halde, f € C dir. Bununla teoremin ispat1 tamamlanir.

Ayrica yukaridaki tanimlardan anlasildigi lizere bu siniflar arasinda C € §* C

S © A seklinde bir iliski vardir.

Univalentlikle ilgili kriterlerden en kolay ifade edilen ve ispatlananlardan biri

asagidaki Noshiro, Warschawski ve Wolff* un kriteridir:

o ‘f fonksiyonu konveks bir D c C bolgesinde analitik ve her z € D igin

Re f'(z) > 0 ise f fonksiyonu D bélgesi iizerinde iinivalenttir.’

Simdi linivalent fonksiyonlar teorisinde dnemli bir yere sahip olan subordinasyon

kavramini verelim.

Tanmm 2.3.10: f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde tanimli iki analitik
fonksiyon olsun. U birim diskinde f(z) = g(w(z)) olacak sekilde bir w € Q fonksiyonu
varsa, f fonksiyonu U da g fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir

(Duren, 1983).

Eger g iinivalent ise f < g © f(0) =g(0) ve f(U) S g(U) gerektirmesi

dogrudur.

f nin g ye subordinasyonu kavrami, asagidaki sekilde gorsel olarak ifade

edilmistir.

Sekil 9. f < g Subordinasyonu
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Ormnegin; U da analitik olan f(2) =1+ z ve g(2) = g fonksiyonlarni goz
oniline alalim. f nin ‘U da g ye subordine olmasi i¢in Vz € U i¢in f(z) = g(w(z)) olacak

sekilde bir w € Q fonksiyonunun varligin1 gostermeliyiz. Boylece,

1
f(Z)=g(w(Z))=>1+Z=1_—w(Z) i

z
zZ+2

1 o
Sy < 1 olup w € Q dir. Bdylece

bulunur. Dolayisiyla w(0) = 0 ve |w(2)| =

f < g dir. Ayrica g tinivalent oldugundan f(0) = g(0) ve f(U) S g(U) dur. Bu durum
asagidaki sekilde agik olarak goriilebilir.

Sekil 10. 1 + z < g

Teorik olarak subordinasyon, 6zellikleri tam olarak bilinmeyen bir fonksiyonun,

ozellikleri bilinen bir fonksiyon araciligiyla incelenmesi anlamina gelir.

Subordinasyon prensibi (Lindelof Prensibi): Eger f fonksiyonu U birim
diskinde analitik, iinivalent ve g fonksiyonu da U birim diskinde analitik bir fonksiyon,
ayrica g(0) = f(0) ve g(U) c f(U) ise, bu durumda U, diskinde her r <1 igin
|g'(0)| < |£'(0)] ve g(U,) < F(U,) dir (Duren, 1983).

Ozellikle, eger f < g ise

max|f(z)| < T{;féi“'g(z)" (r € (0,1))

|z|sr

esitsizligi dogrudur. Ayrica,
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p(z2) P & p(z)<g ve Pp(2) EQ © ¢Pp(2) <z
gerektirmeleri yazilir.

Tamm 2.3.11 (§*(B) sifi): Her z € U ve 0 < f < 1 olmak {iizere,

2f'(2)
Re( @ > >F

kosulunu saglayan f € A fonksiyonuna [. mertebeden yildizil fonksiyon ve bu
fonksiyonlarin olusurdugu sinifa da . mertebeden yildizil fonksiyonlarin sinifi denir ve

S*(B) ile gosterilir (Godman, 1983).

Tanim 2.3.12 (C(B) smifi): Her z € U ve 0 < B < 1 olmak iizere,

zf '(2)
Re(l + ) > >p

kosulunu saglayan f € A fonksiyonuna [. mertebeden konveks fonksiyon ve bu
fonksiyonlarin olusurdugu sinifa da 5. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi denir ve

C(P) ile gosterilir (Godman, 1983).
Subordinasyonu kullanarak $*(f) ve C(f) fonksiyonlarini

zf'(z) 1+1-2B)z
f@ - 1-7

5*(ﬁ)={fec/l: ,os,@<1}

Ve

zf'(z) 1+ -2B)z
@ " 1-z

C’(,B)z{fec/l: 1+ ,os,/s’<1}

seklinde de yazabiliriz.

Tamm 2.3.13 (M(a) siifi): Her z € U ve 0 < a < 1 olmak iizere,
z
Re ((1 —z?) g) >a
kosulunu saglayan f € A yerel iinivalent fonksiyonuna «. mertebeden M (@) sinifina ait
fonksiyon ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinifa da M () fonksiyonlar sinifi denir.
Tamim 2.3.14 (N(B) smifi): Her z € U ve 0 < B < 1 olmak iizere,

Re ((1 - 2)2@) >

z
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kosulunu saglayan f € A yerel linivalent fonksiyonuna . mertebeden N(f) sinifina ait

fonksiyon ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinifa da N(f) fonksiyonlar siifi denir.

Bu siniflara ait fonksiyonlar, geometrik 6zellikleri nedeniyle 6nemlidir: her f €
M(a), N(B) fonksiyonu, U alanini, imajiner eksen yoniinde konveks olan bir alana, yani
w1, W, € f(U) i¢in Re(w;) = Re(w,) kosulunda, [wq, w,] dogrusu f(U) iginde yer
alacak sekilde tek degerli olarak resmeder. Ayrica, f(U) smirinda, {w; + it:t > 0} C
C\ f(U) vef{w, —it:t >0} c C\ f(U) kosulunu saglayan iki nokta vardir (Goodman,
1983).

1959 yilinda Sakaguchi, birim diskte simetrik noktalara bagl yildizil ve konveks

fonksiyonlarin siniflarini asagidaki sekilde tanimlamistir.
Tanim 2.3.15 (8 smifi): Her z € U i¢in,
2zf'(z
Re {f—“} >0
f(2) = f(=2)

kosulunu saglayan f € § fonksiyonuna Sakaguchi fonksiyonu (veya simetrik noktaya
gore yildizil fonksiyon) ve bu fonksiyonlarin olusturdugu sinifa da Sg fonksiyonlar sinifi

denir (Sakaguchi, 1959).

Tanim 2.3.16 (K s simifi): Her z € U igin,

Re{[ 2[zf (@' }>0

f(2) = f(=2)

kosulunu saglayan f € § fonksiyonlari, simetrik konveks fonksiyonlar veya Sakaguchi
konveks fonksiyonlar1 olarak tanimlanir (Sakaguchi, 1959). Bu tiir fonksiyonlarin

olusturdugu sinifa da Kg fonksiyonlar sinifi denir.

Univalent fonksiyonlarm énemli ve ilk ¢alismalarindan birisi § sinifina ait katsay1
esitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu probleme ilk cevabi Bieberbach 1916 yilinda

asagidaki teoremle vermistir.

Teorem 2.3.17 (Bieberbach Teoremi): f € S fonksiyonu i¢in |a,| < 2 dir.

Esitlik hali z € U olmak iizere Koebe fonksiyonunun doénmeleri i¢in yani kgy(z) =

z
(l—eiez)2

seklindeki fonksiyonlar i¢in gegerlidir (Pommerenke, 1975; Duren, 1983).
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Teorem 2.3.18 (Bieberbach Tahmini): f € § fonksiyonu n = 2,3,4,... igin
la,| < n esitsizligi vardir. Esitliginin olmas i¢in gerek ve yeter sart f fonksiyonunun
g y y

Koebe fonksiyonunun donmeleri olmasidir (Pommerenke, 1975; Duren, 1983).
Bu tahmin i¢in bulunan sonuclar asagidaki tarihsel seyir igerisinde elde edilmistir.
la,| < 2, Bieberbach (1916)
las| < 3, Lowner (1923) (Lowner diferensiyel denklemi)
la,| < 4, Garabedian, Schiffer (1955), (Grunsky esitsizligi)
lag| < 6, Pederson (1968), Ozawa (1969)
las| <5, Pederson, Schiffer (1972)

la,| < e.n, Littlewood (1925)

lim% =1, Hayman (1955)

n-—-oo

la,| <+/7/6n < 1.081n, FitsGerald (1972)

la,] <n, n€N, n>2 L. DeBranges (1984).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde, tezde kullanilan materyallerin 6zellikleri ve uygulanan yontemler

ayrintili bi¢imde agiklanmustir.
3.1. Cauchy, Hankel, Toeplitz ve Hermitian-Toeplitz Matrisleri

Bu baglik altinda, Cauchy, Hankel, Toeplitz ve Hermitian-Toeplitz matrislerin
tanim1 yapilmis, temel yapisal 6zellikleri ayrintili bir sekilde agiklanmis ve uygulama

alanlar1 hakkinda bilgi verilmistir.
3.1.1 Cauchy Matrisleri

Cauchy matrisi, matematikte 6zel bir yapidaki matristir ve bir¢ok uygulama
alaminda karsimiza cikar. Ozellikle sayisal analizde dogrusal denklem sistemlerinin
¢Oziimii, determinant ve ters hesaplamalarinda yiiksek dogruluk ve kararlilik saglar.
Kriptografi alaninda, 6zel matris yapilari ve permiitasyonlar kullanilarak giivenli
sifreleme algoritmalarinda rol oynar. Sinyal islemede Fourier dontisiimleri, filtreleme ve
veri sikistirma algoritmalarinda kullanilirken, istatistikte kovaryans matrisleri ve
regresyon analizlerinde parametrik modellemelerde teorik incelemelerde onem tasir.
Ayrica hesaplamali matematik ve optimizasyon calismalarinda, Cauchy matrisleri 6zel
algoritmalarin  hizlandirilmasinda ve dogrusal sistemlerin etkin ¢dziimiinde

uygulanmaktadir.

Tamm 3.1.1: x; #y; (x;,¥; € C) 1 < i, j < n olmak lizere elemanlar1

1

Xi —Yj

Cij =

ile tanimli C = [ci j]:ljzl matrisine Cauchy matrisi denir (Calivetti & Reichel, 1997).

3.1.2 Hankel Matrisleri

Hankel matrisleri, elemanlar1 sabit ters kosegen iizerinde olan 6zel bir matris
tiirlidiir ve birgok uygulama alaninda énemli rol oynar. Ozellikle sayisal analizde, sinyal
ve sistem analizinde, zaman serisi verilerinin modellenmesinde ve dogrusal sistemlerin
¢ozlimiinde kullanilirlar. Sinyal isleme alaninda filtre tasarimi, spektral analiz ve veri

sikistirma gibi uygulamalarda &nemli bir aragtir. Istatistikte, moment matrisleri ve
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kovaryans matrislerinin olusturulmasinda ve parametrik modellemelerde Hankel
matrisleri teorik ve pratik olarak degerlidir. Ayrica kontrol miihendisligi ve hesaplamali
matematikte, ozellikle lineer sistemlerin ¢oziimlii ve optimizasyon problemlerinin

¢Oziimiinde Hankel matrisleri etkin bir sekilde uygulanmaktadir.
Tamm 3.1.2: n > 1 olmak {izere
n-1
Hy 1(x,x) = Z hiyjxix;
i,j=0
kuadratik formuna Hankel formu denir. Bu forma uyan matrise de Hankel matrisi denir

veH,_; = (hH_ j)?j;lo olarak gosterilir (Iohvidov, 1982).

Bir Hankel matrisinin acik gosterimi,

[ ho hy ... hy hn+1]

| hy  ha o hmgn hngo
Hy_y=| : - :

l hn hn+1 e th—4 th—3J

hn+1 hn+2 e th—3 th—Z

seklindedir. Goriildiigii gibi Hankel matrisi simetriktir. Ayrica sonsuz mertebeden Hankel

matrisi de
o0
HOO = (hl+])l,1=0
olarak tanimlanair.

3.1.3 Toeplitz Matrisleri

Toeplitz matrisleri, esas kosegen boyunca sabit elemanlara sahip 6zel matrislerdir
ve birgok uygulama alaninda onemli rol oynar. Sayisal analizde dogrusal denklem
sistemlerinin ¢ézlimii ve hizli algoritmalarin gelistirilmesinde kullanilirlar. Sinyal isleme
ve iletisim miihendisliginde, filtre tasarimi, veri sikistirma ve Fourier doniistimleri gibi
uygulamalarda yaygin olarak yer alirlar. Istatistikte, 6zellikle zaman serisi analizinde ve
kovaryans matrislerinin modellenmesinde 6nem tagirlar. Ayrica kontrol miihendisligi,
hesaplamali matematik ve optimizasyon alanlarinda, lineer sistemlerin etkin ¢6ziimii ve

0zel algoritmalarin uygulanmasinda Toeplitz matrisleri sik¢a kullanilir.
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Tamm 3.1.3: n = 1 ve t;_; ler kompleks sayilar olmak tizere

n-1

Th-1(x,x) = Z ti jXiX;
i,j=0
kuadratik formuna Toeplitz formu denir (Iohvidov, 1982). Bu forma tekabiil eden,
n-—1
Thq = (ti_j)i,jzo

matrise de Toeplitz matrisi denir. Toeplitz matrisi agik olarak,

to  to1 e longz Topga)
ty to - tonyz Topyo
Ty =] i : : :
to o ths ... to  t_s
toy tas .. b to

seklinde yazilir. Burada goriildiigli gibi bir Toeplitz matrisinin elemanlar1 esas kdsegene

paralel kdsegenler boyunca aynidir. Ayrica sonsuz mertebeden bir Toeplitz matrisi
T, = (ti—j)i,j=0
olarak tanimlanir.

3.1.4 Hermitian-Toeplitz Matrisleri

Hermitian-Toeplitz matrisleri, her esas kosegen boyunca sabit elemanlara sahip
ve kompleks eslenigi ile simetrik olan 6zel bir matris sinifidir. Bu matrisler 6zellikle
sayisal analiz ve lineer cebir uygulamalarinda, dogrusal sistemlerin ¢oziimii ve spektral
analiz gibi islemlerde kullanilir. Sinyal isleme ve telekomiinikasyon alaninda, 6zellikle
zaman serisi verilerinin modellenmesi, filtre tasarimi ve frekans analizinde 6nemli bir rol
oynar. Ayrica istatistik ve olasilik teorisi uygulamalarinda, 6zellikle kovaryans ve
korelasyon matrislerinin yapilandirilmasinda, Hermitian-Toeplitz matrisleri teorik ve
pratik olarak yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Bunun yaninda kontrol miihendisligi ve
hesaplamali matematik alanlarinda, optimizasyon ve sistem ¢oziimil problemlerinde de

etkin bir sekilde uygulanmaktadir.

Tamim 3.1.4: n = 1 ve t;_; ler kompleks sayilar olmak iizere

n—1

Tn—l = (ti—j)l"jzo

bir Toeplitz matrisi olsun. Eger bu matris Hermitian ise, yani
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T =Th1

ise bu matrise Hermitian-Toeplitz matrisi denir (Iohvidov, 1982) ve

to t; ts th-1

iy to iy th—2

Ther1 =| t, iy to th-3
ltn—1 th—2 th-3 to |

seklinde yazilir. Burada T,_;, T,_; nin esleniginin transpozudur. Gorildiigi gibi,
matrisin list ve alt kosegenleri esas kosegene paralel sekilde diizenlenmis olup, her st
kosegen alt kosegenin kompleks eslenigi ile simetrik bir diizen olusturur. Ayrica sonsuz

mertebeden bir Hermitian-Toeplitz matrisi
o0
Too = (tl_1)1,1=0
seklinde tanimlanir.

3.2. Hankel, Toeplitz, Hermitian-Toeplitz Determinanti

Bu baslik altinda, Hankel, Toeplitz ve Hermitian-Toeplitz determinantlarinin
tanim1 yapilmis, temel yapisal 6zellikleri ayrintili bir sekilde aciklanmis ve uygulama

alanlar1 hakkinda bilgi verilmistir.
3.2.1 Hankel Determinant

Hankel determinantlari, elemanlar1 sabit ters kdsegen iizerinde olan Hankel
matrislerinden elde edilen determinantlardir ve cesitli uygulama alanlarinda 6nemli bir
rol oynar. Ozellikle moment problemlerinde, bir moment dizisinin belirli dzelliklerini
analiz etmek i¢in kullanilirlar. Ortogonal polinomlarin katsayilar1 ve normlarinin
hesaplanmasinda, polinomlarin lineer bagimsizligi ve kok dagilimi hakkinda bilgi
verirler. Ayrica zaman serisi analizinde ve sinyal isleme ¢alismalarinda, veri dizilerinin
korelasyon yapisini incelemek, sinyal tanmimlama ve tahmin yapmak amaciyla
kullanilirlar. Matematiksel fizik ve sayisal analiz alanlarinda da Hankel determinantlari,
diferansiyel denklemlerin ¢ozlimiinde ve 6zel fonksiyonlarin hesaplanmasinda yaygin
olarak kullanilmaktadir. Hankel determinanti, integral katsayili kuvvet serisi teorisinde

ve singiilerlik ¢caligmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir.

f € A olsun. Bu durumda, ¢ = 1 ve n = 1 olmak lizere
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n An+1 --- An+q-1

Hm@E =" 7 0 L | @eo

an+q_1 s e an+2(q_1)
determinantina g.mertebeden Hankel determinant1 denir (Pommerenke, 1966).
H,(n) ile tanimlanan Hankel determinantinda; ¢ = 2 ve n = 1 alinirsa;

1

az| )
, az| — %13 az

a

HZ(]‘) = |a
dir. a; = 1 oldugunda,

Hz(l) = a3 - a% (31)
olur. Bu determinanta Fekete-Szegd fonksiyoneli denir. Fekete-Szegd (1933) bu
fonksiyoneli reel p i¢in |a; — pa3| seklinde genellestirmistir (Fekete & Szegé, 1933).

q = 2 ve n = 2 alinirsa;

a, as
Ho2) = |2 o] = @as - a3 (3.2)

yazilir. Bu determinant ikinci Hankel determinanti olarak bilinir. ¢ = 2 ve n = 3 alinirsa;
_ |4 G4 _ 2
Ho3) = o) of| = asas — a3 (3.3)

olur. ¢ = 3 ve n = 1 alinirsa;

a, a; as
a, das dag
as; a, das

H;(1) = = ay(azas — ai) —az(azas — azay) + az(aa, — a%)

ifadesi elde edilir. a; = 1 oldugunda,
H3(1) = (azas — a3) — a,(a,as — aza,) + az(aa, — a3)
= az(aza, — a%) —ay(azaz —ay) + as(az — a%) (3.4)

yazilir. Bu determinant iiclincii Hankel determinanti olarak bilinir. ¢ =3 ve n =2

alinirsa;
a, as a
Ha(2 az a3 a4 a, as asz das az Q4
3( )— 3 4 5 —a2|a5 a6|_a3|a4 a6|+a4|a4 a5|
a, as G0g
ifadesi elde edilir. Boylece
_ 2 2
H3(2) = ay(asaq — as) — az(azag — azas) + az(azas — az) (3.5)
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olur. ¢ = 3 ve n = 3 alinirsa;

as ag d4s
a, 4as dg
as dg a4y

as dg a, Qas
Ha(3) = |

a, dag
_a3|a6 a7| a4|a5 a7|+a5|a5 Qg

ifadesi elde edilir. Daha agik olarak
H3(3) = az(asa; — ag) — as(asa; — asag) + as(asas — ag) (3.6)

dir. ¢ = 4 ve n = 1 alinirsa;
a, Gz a4z a4
a 4z 4, Gas

asz a, 4as dag
a, 4as 4as day

H,(1) = = a;H3(1) — agh; + asA; — asls (3.7)

ifadesi elde edilir. Bu determinant dérdiincii Hankel determinanti olarak bilinir.

Burada

A= (a3a6 — a4as) — a(aza6 — a3as) + as(aza, — a3) (3.8)
A= (asa6 — af) — ay(azaes — asas) + az(azas — az) (3.9)
As= ay(asas — ad) — az(azas — asas) + az(azas — a3) (3.10)

dir.

Hankel determinantlari, farkli fonksiyon siniflarinda katsay1 tahminleri ve yapisal
ozellikleri incelemek icin de kullanilir. Ozellikle yildizil(starlike), konveks ve bi-
tinivalent fonksiyonlar i¢in H,(1), H,(2), H3(1) ve H4(1) degerleri fonksiyonlarin
tinivalentlik ve konvekslik kosullarini belirlemede 6nemli rol oynar.

Pommerenke (1966) ayrica Hgz(n) nin n — co durumunda biliylime hizim

gdstermis ve bu sayede list sinir tahminleri yapmugtir:
H,(n) = O(n(k\/a_l/z)Q)’

burada k fonksiyon sinifina bagli bir sabittir. Bu asimptotik sonuglar, Hankel
determinantlarinin yalnmizca kiiciik mertebelerde degil, genel g mertebeleri i¢in de

fonksiyon davranigini kontrol etmede kullanilabilecegini gosterir (Pommerenke, 1966).
3.2.2 Toeplitz Determinanti

Toeplitz determinantlari, fonksiyon katsayilarinin simetrik yapisini incelemek ve

bu yapinin matematiksel ozelliklerini analiz etmek amaciyla tanimlanan 6nemli bir
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fonksiyoneldir. Bu determinantlar, 6zellikle dogrusal sistemlerin ¢ziimii, spektral analiz,
sinyal isleme ve zaman serisi analizinde kullanilir ve matematiksel modellemelerde
fonksiyonlarin kararlilik ve yapisal Ozelliklerini arastirmak igin yaygin sekilde

kullanilmaktadir.

f € A olsun. Bu durumda, g = 1 ve n = 0 olmak {izere

an An+1 An+q-1
Ans1 a An+q-2

T, =| " .
Ant+qg-1  An+q-2 an

determinantina q. Toeplitz determinant1 denir (Szegd, 1915).

T,(m)(f) ile tanimlanan Toeplitz determinantinda; g = 2 ve n = 2 alinirsa;

T,(2) = a3 — a3 (3.11)
olur. ¢ = 2 ve n = 3 alinirsa;

T,(3) = a3 — a3 (3.12)
elde edilir. ¢ = 3 ve n = 1 alinirsa;

T;(1) = 1 — 2a3 + 2a5a; — a3 (3.13)
olur. ¢ = 3 ve n = 2 alinirsa;

T3(2) = a3 — 2a,a3 + 2a2a, — aya2 = (a, — a,)(a% — 2a3 + a,a,) (3.14)
determinant1 yazilir. ¢ = 4 ve n = 2 alinirsa;

T,(2) = (a% - ag)z + Z(a_% — azay)(aza, — azas) — (aaz — a3a4)2 + (aﬁ -

a3a5)2 —(aza, — azas)2 (3.15)
determinanti elde edilir.

Szegd (1915) tarafindan ortaya konan limit teoremi, Toeplitz determinantlarinin
biliyime hizin1 ve asimptotik davranisin1 incelemeye imkan tanimaktadir. Bu sayede,
sadece kii¢iik mertebelerde degil, genel g-mertebeleri icin de fonksiyonlarin katsayi

tahminleri ve davranislar1 kontrol edilebilir (Szegd, 1915).
3.2.3 Hermitian-Toeplitz Determinanti

Hermitian-Toeplitz determinantlari, Hermitian-Toeplitz matrislerinin simetrik ve

kompleks eslenik yapisini analiz etmek amaciyla tanimlanmistir. Bu determinantlar,
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Ozellikle sinyal isleme, spektral analiz ve kontrol miihendisligi alanlarinda,

fonksiyonlarin kararlilig1 ve veri korelasyonlariin incelenmesinde kullanilmaktadir.

fe€Aq=1 n=0vea, = a, olmak lizere

an Apt1 An+q-1
an+1 an An+q-2

Tq.n(f) = : : .
Anyg-1 Anyg-2 - an

olsun. Eger a,, bir reel say1 ise T, ,, (f) determinantina q. Hermitian-Toeplitz determinant1

denir (Hartman & Wintner, 1954).

q = 2 ven = 1 alinirsa;

|T2,1(f)| =1- |012|2 (3.16)
olur. ¢ = 3 ve n = 1 alinirsa;

|T5.()| = 1 = 2la,|? + 2Re(afas) — |as|® (3.17)
determinanti elde edilir.

Hermitian-Toeplitz determinanti, matrisin alt ticgenindeki elemanlarin iist licgen
elemanlarinin karmasik eslenigi olacak sekilde diizenlenmis 6zel bir matris yapisina
sahiptir. Bu nedenle determinant, matrisin yapisal 6zelliklerine bagli olarak rasyonel

dontisiimlere karsi degismez (Kumar & Cho, 2021).
3.3. Zalcman Fonksiyoneli ve Genellestirilmis Zalcman Varsayimi

f € A olsun. Burada n > 1 olmak iizere Zalcman fonksiyoneli:

]n(f) = Ap4+1Qn+2 — ApQnys (3.18)

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonel, {inivalent fonksiyonlarin katsayilar1 arasindaki 6zel

bagintilar1 ifade eder (Zalcman, 1960).

n = 2 alinirsa;

J2(f) = aza, — azas (3.19)

olur. n,m = 2 ve 1 € R i¢in genellestirilmis Zalcman fonksiyoneli ise,

(p(ff n,m; A) = Ilanam - an+m—1|
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olarak tanimlanir. Bu fonksiyonel, klasik Zalcman fonksiyonelinin n = m durumu i¢in

bir genellestirmesidir. Genellestirilmis Zalcman varsayimu,
|anam - an+m—1| = (n - 1)(m - 1) (3-20)
esitsizligini O6ne siirer (Ma, 1999).

Bu esitsizlik, tinivalent fonksiyonlarin katsayilar1 arasindaki daha genel bagintilari

ifade eder. Ayrica, Zalcman (1960) iinivalent fonksiyonlar siifi § € A igin
lai —aznoal S (n—=1)3% n=2 (3.21)

esitsizligini 6ne stirmistiir. Bu esitsizlik, {inivalent fonksiyonlarin katsayilar1 arasindaki
bagintilar1 ifade eder ve Bieberbach varsayimina alternatif bir yaklagim olarak kabul

edilir (Zalcman, 1960).
3.4. Rasyonel Fonksiyon
Tanim 3.4.1: Her z € U i¢in,
ox(2) = % (k=v2+1) (3.22)

seklinde tanimlanan fonksiyona ¢, rasyonel fonksiyonu denir.

Bu fonksiyon U birim diskini sag yar1 diizlemde kardiyoid seklinde sinurlt bir
bolgeye resmeder ve 1’e gore yildizil bir fonksiyon olarak kabul edilir. Sinifin yapisal
formiilii, bliytime 6zellikleri, 6rtme ve dondiirme teoremleri, radyal kestirimler ile ikinci
ve l¢iincli katsayilar i¢in kesin smirlar gibi bircok onemli arastirmalar 2016 yilinda

Kumar ve Ravichandran tarafindan yapilmistir (Kumar & Ravichandran, 2016).
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Sekil 11. U birim diskinin ¢ (z) = T (k = V2 + 1) fonksiyonu altindaki

goruntisu

3.5. Telefon Sayilari ve Urete¢ Fonksiyonu

Klasik telefon sayilari baglangi¢ kosullar1 T(0) = T(1) = 1, olmak iizere
Tm)=Tn—1)+n—-DT(n-2), (n=2)
sekilde tanimlanir.

Bu sayilar, ilk olarak 1800 yilinda Heinrich August Rothe tarafindan, simetrik
gruplarla olan iliskisi baglaminda incelenmis olup, T(n) ifadesi simetrik gruptaki
involiisyonlarin (kendinin tersi olan permiitasyonlar) sayisini temsil etmektedir (Chowla

vd., 1951; Knuth, 1973).
2017 yilinda Wloch ve Wolowiec-Musiat tarafindan, baslangi¢ kosullar
TA,0) =1, TA1) =2

olmak iizere genellestirilmis telefon sayilari
TANn) =ATAn—-1)+n—-1)TAn-2)

seklinde tanimlanmis ve literatiire kazandirilmistir (Wloch & Wotowiec-Musiat, 2017).

2019 yilinda Bednarz ve Wotowiec-Musiat tarafindan ise, bagka bir genelleme

olarak, baslangic kosullar1
7(0)=T(1) =1

olmak tlzere
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seklinde bir bagint1 6nerilmistir. Bu baginti, n > 2 ve 4 > 1 olmak iizere tam sayilar i¢in
gecerlidir. Bu sayilarin iirete¢ fonksiyonu, dogrudan formiilleri, matris gosterimleri ve
cesitli aritmetik 6zellikleri ayrintili bigimde incelenmistir. Burada A = 1 segilirse klasik

telefon sayilar1 T (n) elde edilmektedir.

Genellestirilmis telefon sayilar1 T, (n) igin stel tirete¢ fonksiyonu

X2
x+l7>

b = 77 32 @I, a1 (3.23)

ile tanimlanmistir (Bednarz & Wolowiec-Musiat, 2019).

¢(z) iiretec fonksiyonu, U birim diskinde tamimlidir. Ozel olarak A = 1 icin
St = S7(1) yazilr.

72

Sekil 12. U birim diskinin ¢(z) = e<z+/17) fonksiyonu altindaki goriintiileri
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3.6. Analitik Fonksiyonlarin Bazi Alt Siniflari

Simdi ¢ (z) rasyonel fonksiyonu ve ¢(z) telefon sayilarmi kullanarak

subordinasyon yardimiyla asagidaki alt siniflar1 tanimlayalim.

Tanim 3.6.1: f € A olmak tizere, S; (¢) smufi

22f"(z)

m < (pk(Z) (VZ € U)}

Ss(p) = {f:f €S ve
seklinde tanimlanir. Burada ¢ (z) ifadesi (3.22) ile verilmistir (Buyankara & Caglar,
2025b).

Tanim 3.6.2: f € Avel <A< 5ise §7(2) smufi

22f"(z)

@ —flp ~ 9@ (z€ u)}

Sr(d) = {f:f € S ve
seklinde tanimlanir. Burada ¢p(z) ifadesi (3.23) ile verilmistir (Buyankara & Caglar,
2025d).

Ana sonuglarimizin ispatinda kullanacagimiz lemmalar asagida verilmistir.

Lemma 3.6.3: p(z) = 1+ d;z + dyz% + d3z3 + - € P olsun. O halde, k > 1
icin |dy | < 2 dir. Ayrica,

[T { 2, 0<u<2,
—_— < — =
|d2 2 dll < max{2, 2|u - 11} 2|lu— 1|, diger durumlarda,
esitsizligi saglanir (Duren, 1983).

Lemma 3.6.4: p(z) = 1+ dyz+dyz? +d;z> +-€P olsun. u€Cve 1<

k<r—1igin
|d, — ndidr_i| < 2max{1,|1 — 2ul}
esitsizligi saglanir (Efraimidis, 2016).

Lemma 3.6.5: p(z) = 1+ dyz+dyz? +d3z® +++ €P ve d; =0 olsun. O
halde |{| <1vely| <1 (¢,y € C) igin

2d, =di +y(4—d3)
ve

4d; =d}+2(4—dDdy — diy(4—dD)y? +2(4 —dDH(A - lyI>)¢
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olur (Libera & Zlotkiewicz, 1983).

Lemma 3.6.6: w € Qve p,v € Rigin
v ((u,v) e M)

lcs + pcicy +ved| <42 lu| + 1 1/2
- +1 V) EN
3 (I )<3(Iul F1+ v)) ((v) )

esitsizligi saglanir. Burada

2
M={@o:@ner:,  lu=z4,  vzIul-D}

\

1 2 4
W ={G vy (o) € R%S < lul < 2= 5 (Il + 1) < v < o (el + 1% = (ul + )]
dir (Prokhorov & Szynal, 1981).

Lemma 3.6.7: p(z) =1+ d,z+dyz? +d;z® + - €P olsun. m,n €N ve
U € Rigin,

i~ ) < {1 2 s,
UAynQm n+ml = 2|2‘u—1| diger durumlarda

bu simirlar kesindir. Eger 0 < u < 1 ise, esitsizlik

1+ zntm
@) =1

fonksiyonu icin kesindir. Diger durumlarda, esitsizlik

1+z
1—2z

p(z) =

fonksiyonu i¢in kesindir (Ravichandran & Verma, 2015).
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde;

1. M () fonksiyon sinifi i¢in baslangi¢ katsayilari ile ikinci Hankel, Toeplitz ve

Hermitian—Toeplitz determinantlar1 incelenmistir.

2. S; (@) fonksiyon sinifi i¢gin baglangi¢ katsayilarinin sinirlari, ikinci ve tigiincii

Hankel determinantlari ile Hermitian—Toeplitz determinantlari elde edilmistir.

3. S7(A) fonksiyon smifi igin baslangi¢ katsayilarinin sinirlar1 ile Toeplitz ve

Hermitian—Toeplitz determinantlar1 hesaplanmistir.

4. M(pB) fonksiyon simifi i¢in baslangi¢ katsayilarinin sinirlari, ikinci Hankel ve

Toeplitz determinantlar1 incelenmistir.
5. K fonksiyon sinifi i¢in Zalecman tahminleri, katsay1 sinirlari ile ikinci, tiglincii
ve dordiincii mertebeden Hankel ve Toeplitz determinantlar1 elde edilmistir.
4.1. M(a) Fonksiyon Simifi i¢in Baslangic Katsayilari
Bu kisimda, f(z) € M(a) alt smifi i¢in baslangi¢ katsayilar1 asagidaki bicimde
elde edilmistir.

Lemma4.1.1: f € M(a) ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda,

a, = (1 —a)d, (4.1)
a; = (1—a)d, + 1 (4.2)
a, = (1—a)(ds + dy) (4.3)
as = (1—a)(dy +dy) + 1 (4.4)

dir. Burada d,, d,, d5 ve d,, (2.5) ifadesinde verilen p(z) fonksiyonun katsayilaridir
(Buyankara & Caglar, 2023).

Ispat: @ € [0,1) ve f € M(a) olsun. M (a) smifinin tanimina gére, her z € U igin
z
Re ((1 —z%) g) > a

esitligi saglanir. Dolayisiyla
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1-2) B =p@ -0 +a (4.5)
olacak sekilde p € P vardir. (2.4) ve (2.5) ifadelerinde verilen f(z) ve p(z)
fonksiyonlar1 (4.5) esitliginde yerine yazildiginda,

1+ayz+ (az —1)z% + (ay — ay)z® + (as — az)z* + -+

=1+ —-a)diz+ (1 —a)dyz? + (1 —a)d3z3 + (1 — a)d,z* + - (4.6)
elde edilir. (4.6) esitligindeki esit Uislii terimlerin katsayilar1 birbirine esitlendiginde
(4.1)—(4.4) ifadeleri dogrudan elde edilir. Boylece Lemma 4.1.1 ispatlanmis olur.
4.2. M(a) Fonksiyon Simifi i¢cin Hankel Determinanti

Bu kisimda, f(z) € M () alt sinifi i¢in ikinci mertebeden Hankel determinantinin
kesin iist sinir1 elde edilmistir.

Teorem 4.2.1: f(z) € M(a) ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda

4(1 - a)(64 — 37a) + 27

() () < —

(4.7

dir (Buyankara & Caglar, 2023). Bu esitsizlik kesindir.

Ispat: Lemma 4.1.1 de elde edilen (4.1) — (4.3) ifadeleri (3.2) esitliginde yerine
yazildiginda,

H,2) (=0 -a)?d?+ (1 —a)?dyds —2(1—a)d, — (1 —a)?d? —1 (4.8)
elde edilir.

f(z) fonksiyonu birim c¢ember rotasyonu yani f(z) - e'®f(z) altinda
korundugundan M (a) siifi ve H,(2)(f) fonksiyonelide bu doniisiim altinda korunur.
Bu nedenle Lemma 3.6.5 de verilen d, ve d; ifadeleri (4.8) esitliginde yerine
yazildiginda,

dl d3 + 2(4 - dz)dly - d1(4 - dZ)yZ

H@) = (1 - & + (-2 2[4 : v

DU 1 Fl +20u-a)a- P

1 1
—2(1-a)zldi +y(4 —dD] = (1 —a)? Z[df +y(4 —dD)]* - 1

(- [df +2(4—d¥)dyy — di(4— d%)yz]
1

= (1-a)%di +— +2(4 —d)(1 - |y1?)¢
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- “) [d4 +2d2y(4 — d?) + (4 — d?)?y?] -1 (4.9)

—(1-a)ldf +y(4 - dD] -

elde edilir. (4.9) esitliginde d; = u (0 < u < 2) alindiginda;

— 72 B ~ ~
H,(2)(f) = (1 — a)?u* + uu [u3 +2(4 —uP)uy — u(4 —u?)y?

4 +2(4 —u)(1 - yI>)¢
(1-a)?
—Q1-a)[u*+y“—u?)] - T[u4 +2uty(4—u?)+ (4 —u)?*y*] -1
= —a(1 - u? - S (4 - ud)y? - (4 - ud)y? - (1- @) (4 -
w2y + S w4 —uH) (1 - Iy - 1 (4.10)

elde edilir. (4.10) ifadesinde her iki tarafin modiilii alindiginda ve ardindan iicgen

esitsizligi uygulandiginda,
(1 )? (1 )?
IH,(2)(F)] < a(1 — a)u? + ——u?(4 — u?)|y|* +—— (4 — u?)?|y|?

(1-a)* a)

+1-a)@ —ud)lyl+ —u@ —uH)A - |y[»)]+1

(1- a)

<al-ou*+(A-a)@-u?d) |yl +——U—-u?>d(u+2)|y|* +

(1- a)

(4—-u>Hu+1 (4.11)

elde edilir. (4.11) ifadesini daha kompakt héle getirmek i¢in ¢ (u, |y|) fonksiyonu

o lyD = all - u? + (1 - ) (4 - ) Iyl + 52 (4 - ud)(u +

D)yl + L= “) Q9 4 —w?)u+1 (4.12)
seklinde tanimlanir. |y| € [0,1] araliginda tiirev alindiginda,

92— (1—a)(d—ud) +(1—a)(4—uP)(u+2)|y| =0 (4.13)

alyl|

elde edilir. Dolayisiyla, (4.13) ifadesine gore ¢(u,|y|) fonksiyonu |y| € [0,1]
araliginda monoton artandir. Bu nedenle fonksiyon maksimum degerini |y| =1

noktasinda alir. Yani

|H2(2)(N] = 0w lyD < 9w, 1)

(a-a)? a) (1-a)? a)

=a(l-a)u*+(1-a)@d-u?) +——U-u> Hu+2) + — U@ -udHu+1

=1-a)[-0-au®-20-a)u*+41-a)u+8—4a]+1 (4.14)
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dir. (4.14) ifadesinin maksimum degerini bulmak i¢in tiirev alindiginda,

% =1-a)[-31-a)u?—-4(1-a)u+4(1 - a)]
=(1-a)*(-3u?—4u+4)=0 (4.15)

olur. Dolayisiyla, [0,2] 3 u = ¢(u, 1) fonksiyonunun kritik noktalar1 sirasiyla, u = —2

veu = g = Uy bulunur. Bu degerler (4.14) ifadesinde sirasiyla yerine yazildiginda,

0(21) = 4a(l—a) + 1 (4.16)
p(31)= D 4y 4.17)

degerleri elde edilir. Burada 0 < @ <1 araliginda, ¢(u,1) fonksiyonu maksimum

b .. 2 ,
degerini u = 3 noktasinda alir. Boylece

|Hy(2)(f)] < 23T (4.18)

dir. Bu esitsizlik

2

p(2) =1 = 1+uez + (ud — 222 — (2ug —upd — 1)) 2 — -,z € U

—ugz + z2

fonksiyonu i¢in kesindir. Bu fonksiyonun katsayilar

oldugundan, (4.18) ifadesinde esitlik saglanir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.1 de a = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2: f(z) e M (%) olsun. Bu durumda

118
() ()] < —

dir. Bu sonug kesindir.

4.3. M(a) Fonksiyon Simifi icin Toeplitz Determinantlari

Bu kisimda, f(z) € M(a) alt smifi i¢in ikinci ve ligiincii mertebeden Toeplitz

determinantlarinin iist sinir1 elde edilmistir.

Teorem 4.3.1: f(z) E M(a) ve 0 < a < %olsun. Bu durumda

43



IT; (D) ()] < 2(15 — 8a® + 30a? — 36a)
dir (Buyankara & Caglar, 2023).

Ispat: Lemma 4.1.1 de verilen (4.1) ve (4.2) ifadeleri (3.13) esitliginde yerine
yazildiginda ve daha sonra her iki tarafin modiili alinarak T{i¢gen esitsizligi

uygulandiginda,
ITs(D(A)] = |1 - 2a5 + 2a5a; — a3
<1+ 2|ay|?+ |las||laz — 2a5|
<1+8(1-a)*+ (3—2a)|a; — 245| (4.19)

yazilir. (4.19) esitligindeki |a; — 2a3| ifadesini hesaplamak icin (4.1) ve (4.2) ifadeleri

yerine yazildiginda,
as; —2a5 = (1—a)dy, +1—2(1 - a)?d?
=(1-a)d,—2(1—-a)d?)+1 (4.20)

bulunur. (4.20) esitliginde her iki tarafin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,
laz —2a3]| < (1 —a)|d, — 2(1 — a)d?| + 1 (4.21)

olur. (4.21) esitsizliginin sag tarafindaki |d, — 2(1 — a)d?| ifadesine Lemma 3.6.3
uygulandiginda,

ld, —2(1 — @)d?| < 2|3 — 4a] (4.22)
yazilir. (4.22) ifadesi (4.21) esitsizliginde yerine yazildiginda,
lag —2a2] < 2(1—a)(3 —4a) +1 (4.23)
bulunur. (4.23) esitsizligi (4.19) ifadesinde yerine yazildiginda,
IT;(D(HI<1+81—-a)’+ (B —-2a)[2(1 — a)(3 — 4a) + 1]
< 2(15 — 8a?® + 30a? — 36a) (4.24)
elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.3.1 de a = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3.2: f(z) EM (i) olsun. Bu durumda
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IT:(D(HOI <7
dir.

Teorem 4.3.3: f(z) € M(a) ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda

IT:(2)(H] < 6(1 —a)(12a? — 32a + 22)
dir (Buyankara & Caglar, 2023).

Ispat: (3.14) esitliginin her iki tarafinin modiilii alindiginda,

IT5(2)(H)] = I(az — ay)(a3 + aza, — 2a3)| (4.25)
yazilir. (4.25) esitligindeki |a, — a4| fonksiyonelini hesaplamak i¢in

la; — ayl < |ag| + |ayl (4.26)

esitsizligi dikkate alindiginda ve (4.1) ve (4.3) esitlikleri (4.26) ifadesinde yerine
yazildiginda,

la, —ay] £ 6(1—a) (4.27)

bulunur. Son olarak, (4.1) — (4.3) esitlikleri (4.25) ifadesinde yer alan |a3 + a,a, —

2a%| fonksiyonelinde yerine yazildiginda,
|a + aya, — 2a3|
=12(1 — a)?d? + (1 — a)?d,d; — 2(1 — a)?d5 — 4(1 — a)d, — 2|

- |—4(1 — a) (d; - 4o df) + (1 - a)?dyds — 2(1 — a)?dZ — 2| (4.28)

elde edilir. (4.28) ifadesinin sag tarafina liggen esitsizligi uygulandiginda,

(1-a)

|03 + aya, — 23] < 12(1 - @)? + 2+ 4(1— @) |d; — d§| (4.29)
yazilir. (4.29) esitsizliginde |d2 — (1;a) d?| ifadesine Lemma 3.6.3 uygulandiginda,
d, - 23| < 2 (4.30)

2

bulunur. (4.30) ifadesi, (4.29) esitsizliginde dikkate alindiginda,
laz + aya, —2a%| < 12(1—a)? +2+8(1 — ) (4.31)

olur. Boylece, (4.27) ve (4.31) esitsizlikleri (4.25) ifadesinde yerine yazildiginda ve

ticgen esitsizligi uygulandiginda,
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IT:(2)(H] < 6(1 —a)(12a? — 32a + 22)
elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.3.3de o = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonu¢ 4.3.4: f(z) EM (%) olsun. Bu durumda

IT:(2) ()] < 27
dir.

4.4. M(a) Fonksiyon Simifi icin Hermitian-Toeplitz Determinanti

Bu kisimda, f(z) € M(a) alt sinifi i¢in {i¢iincii mertebeden Hermitian-Toeplitz

determinantinin alt ve iist sinir1 elde edilmistir.

Teorem 4.4.1: f(z) E M(a) ve 0 < a < %olsun. Bu durumda

2, a € [0,0.0554]
Ts1(f) < 4a(1—a)(4a —5) + 2, a € [0.0554, %) (4:32)
veE
Ts1(f) = a” —3a+2)" 4a(l—a) + 2 (4.33)

Ra—1)
dir (Buyankara & Caglar, 2025c).

Ispat: Lemma 4.1.1 de verilen (4.1), (4.2) ifadeleri (3.17) esitliginde yerine
yazildiginda,

T31(f) = 2Re (1 - )?d?((1 - )d; + 1)) - 21(1 — @)?d3|

—|(1-d, +1)|* +1 (4.34)

elde edilir. Oncelikle M(a) ve T4 (f) rotasyon altinda korundugundan x € [0,1] igin
dy = 2x olur. (4.34) esitliginde Lemma 3.6.5 uygulandiginda, y bir kompleks say1
olmak tizere |y| < 1 igin
T31(f) =8(1 — a)?[2(1 — a)x* + 2x*(1 — a)(1 — x*)Re(y)] — 4(1 -
a)?[x* + 2x2(1 — x®)Re(y) + ly|? (1 —x?)?*] - 41 —a)(x* + (1 -
x*)Re(y)) (4.35)
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elde edilir.
(4.35) esitliginde y # 0 ve y = 0 olma durumlart asagidaki gibi incelenir:

A. Oncelikle y # 0 oldugunu varsayalim. O halde, y = |y|e'?, y € (0,1] ve ¢ €
[0,27) almnir. Boylece (4.35) ifadesinde t € [0,1], u € [0,1], ¢ € [0,27] igin x? = ¢,
y = |yle'? = |y|(cosg + ising) ve |y| = u yazilirsa

To1(f) = 16(1 — @)®[t? + t(1 — t)ucosg]

—4(1 — a)?[t? + 2t(1 — t)ucosp + u?(1 — t)?]

—4(1 — a)(t + (1 — t)ucosy) (4.36)
bulunur. Burada

T31(f) = G(t,u, @) (4.37)
olsun. O halde

G(t,u, @) =—4(1—-a)’(1-*u?+41 - )21 —a)(1 - 2a)t — 1)(1 —

tucosp + 4(1 — a)?>(3 — 4a)t? — 4(1 — a)t (4.38)

olur. Bu durumda a € [0, %), t €[0,1], u € [0,1] ve ¢ € [0,27] igin

L(t,u) < G(t,u, @) < P(t,u) (4.39)
esitsizligi gecerlidir. Burada alt sinir ve iist sinir sirastyla

L(t,u) = G(t,u,m) ve P(t,u) = G(t,u,0) olarak tanimlanir.
(4.38) ifadesinde tist sinir1 bulmak i¢in ¢ = 0 alindiginda,

Pit,u)=—-41-a)’(1-0)*u*+41-a)21—-a)(1 -2t - 11 —
Du+4(1 —a)?(3—4a)t? —4(1 — a)t (4.40)

bulunur.

t =1 icin x2 = t esitliginden x? = 1 elde edilir. x € [0,1] oldugundan x = 1
olur. O halde, d; = 2 dir. Boylece (4.40) ifadesi

P(1,u) =41 —a)(4a? —7a+2), u€[0,1] (4.41)

seklinde yazilir. (4.40) ifadesinin maksimum degerini belirlemek i¢in u ya gore tiirev

alindiginda
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dP(t,u)
ou

=-81-a)?*(1-t)*u+41-a)21-a)(1-2a)t—1)(1—-1)

oP(t,u)
olur.

= 0 esitligi icin kritik nokta

21— a)(1-2a)t—1
Yo = A1 -10)

(4.42)

dir. Bu kritik nokta maksimum veya minimum degerleri belirlememize olanak saglar.
Ancak u yalnizca [0,1] araliginda tanimli oldugu i¢in, kritik noktanin aralik i¢inde olup

olmadigina goére maksimum veya minimum degeri belirlenir:

1. Durum: Farz edelim ki u,, = 1 olsun. Yani

(3 —-2a)
m <t<l1 (4.43)

dir. (4.43) ifadesindeki t araliginda kritik nokta u, aralifin disinda oldugundan

maksimum deger u = 1 noktasinda alinir. Béylece
P(tu) <Pt 1) =81-a)*(1-20)t—4(1—-a)2—a)+2 (4.44)
yazilir.

Maksimum deger ayrica t = 1 noktasinda da kontrol edilmelidir, cilinkii ¢

araliginin st sinirinda P(t, 1) fonksiyonu en biiyiik degeri alabilir. Bu durumda P(t, 1)

fonksiyonun kritik noktasi t, = % dir. Dolayisiyla kritik nokta (4.43)

ifadesinde belirtilen aralifin digindadir. Yani,

_2(1—a)(2—a)—1 (3—2a)
to = 41— a)?(1 —2a) 4(1 —a)?

(4.45)

dir. Bu nedenle P(t, 1) fonksiyonu maksimum degerini kritik noktada degil, araligin st

sinir1 olan t = 1 noktasinda alir, dolayisiyla
P(t,1)<P(1,1)=4a(1—a)(4a—5)+2 (4.46)
olur.
2. Durum: Farz edelim ki 0 < u,, < 1 olsun. Yani

(3-2a)
0<t< a0 (4.47)
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dir. Boylece, (4.47) ifadesindeki t kritik nokta aralik i¢inde olur. Bu durumda fonksiyon

maksimum degerini u = u,, noktasinda alir. Béylece
P(t,u) < P(tu,) =16(1 —a)*t* —8(1—a)?’t+1<P(0,u,) =1 (4.48)

yazilir. Maksimum degerlerin uygun sekilde belirlenebilmesi i¢in (4.48) ile 1. durumdaki

uc degerlerin karsilastirilmasi gerekir. Yani,
P(1,1) =4a(1l—a)(4a—-5)+2<1= P(0,u,) (4.49)

olur. (4.49) ifadesi a € (0, 0.0554) i¢in saglanir. Boylece (4.37) ve (4.39) ifadeleri
(4.41) esitliginde dikkate alindiginda, y # 0 durumunda (4.32) esitsizligi elde edilir.
(4.38) ifadesinin alt sinirini elde etmek igin L(t,u) = G(t,u, ™) olarak tanimlandiginda

ve ¢ = m alindi@inda, t € [0,1] ve u € [0,1] igin,
Lit,u)=—4(1—-a)*A-0)*u*—-41-a)21 —-a)(1 -2a0)t—1)(1 —t)u
+4(1 - a)’B —4a)t>? +4(1 —a)2a -3t + 2 (4.50)
elde edilir.

t =1 i¢in x% = t esitliginden x? = 1 elde edilir. x € [0,1] oldugundan x = 1
olur. O halde, d; = 2 dir. Boylece (4.50) ifadesi,

L(1,u) =4a(1l—a)(4a—5)+2, ue[0,1] (4.51)
seklinde yazilir. (4.50) ifadesinin minimum degerini belirlemek i¢in tiirev alindiginda,

angu) =-8(1-a)*(1- ) ’u+4(1 - )21 - )1 - 2a)t = DA - 1)

JL(tu)

olur

= 0 esitligi i¢in kritik nokta

- 2(1-a)(1-2a)t-1
® T 2(1-a)(1-t)

(4.52)
olur. Buradan, a € [0,1) ve t € [0,1) i¢in &, < 0 oldugu goriiliir. Bu nedenle, L(t, u)
fonksiyonu u € [0,1] araliginda en kiigiik degerini u = 1 noktasinda alir. Dolayisiyla
Lit,w)=L(t1)=-41-a)?)(1-0)?-4(1-a)21 —a)(1 - 2a)t —1)(1 —t)
+4(1-a)?’B -4t +4(1 —a)(2a —3)t + 2
=16(1—a)*(1 -2a)t? = 8(1—a)(Ra? —3a +2)t +4a(l —a) + 2 (4.53)

yazilir. (4.53) ifadesindeki L(t, 1) fonksiyonunun minimum noktasini bulmak i¢in tiirev

alindiginda,
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oL(t, 1)
ot

=-32(1-a)?(1 - 2a)t — 8(1 — @)(2a? — 3a + 2)

JL(t,1)
ot

olur

= 0 esitligi icin kritik nokta

_ (2a%-3a+2)

to = i —2a) (4.54)

olur. Burada «a € [0,1) igin £, < 1 oldugundan, kritik nokta t € [0,1) araligindadir.
Dolayisiyla minimum deger

—(2a? — 3a + 2)?

LE D 2 LD =——7 55

+4a(l—a) +2 (4.55)

dir. (4.51) ifadesi ile (4.55) ifadesi karsilastirildiginda;
L(1,u) = L(E,, 1) (4.56)
olur, yani

—(2a? —3a + 2)?
(1-2a)

4a(l—a)(4a —5)+2 > +4a(l—a)+ 2 (4.57)

dir. Boylece, (4.37), (4.39) ve (4.51) ile birlikte (4.55) dikkate alindiginda (4.33)
ifadesi ispatlanmig olur. A durumunun ispati tamamlanur.
B. y = 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda t € [0,1] ve ¢ € [0,27] i¢in
T51(f) =41 — a)*’B —4a)t* —4(1 — &)t = G(t,0,¢) (4.58)

elde edilir. Ayrica u = 0 igin daha Once elde edilmis olan (4.39) ifadesi dogrudur. Bu
nedenle, (4.32) ve (4.33) ifadeleri y = 0 kosulu altinda saglanir. Boylece, teoremin tiim

durumlari incelenmis ve ispat tamamlanmistir.
4.5. S;(¢) Fonksiyon Sinifi i¢in Baslangi¢c Katsayilarinin Sinirlar:

Bu kisimda, f(z) € S;(¢) alt sinifi igin baslangi¢ katsayilarinin sinirlar1 elde
edilmistir.

Teorem 4.5.1: f(z) € S;(¢) olsun. Bu durumda

V2 -1
2

la,| <

las] < 3V2 —4
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1 25549+/2 — 28698
<-(vV2-1
lasl =5 (V2 )j 4008

211 — 1482
8

las| <

dir (Buyankara & Caglar, 2025b). Burada |as| katsayisi i¢in verilen tahmin diginda, diger

tim tahminler kesindir.

Ispat: (2.5) ve (2.6) ifadelerinde verilen p(z) ve w(z) fonksiyonlar: (2.7)

esitliginde yerine yazildiginda,

d 2 d.d d d.d 3
C1Z+ 22 + 328 + - = =dyz + (—z—ﬁ)zz - (ﬁ——3‘+¥—ﬁ)z3 +- (4.59)
2 2 4 4 2 4 8

elde edilir. (4.59) ifadesindeki esit iislii terimlerin katsayilar1 birbirine esitlendiginde,

dq 2d,—d? 4d;—4d d,+d3
C1 — 71 CZ = 4 ) C3 = 8 (460)

katsayilari elde edilir. f € S; (@) oldugundan,

2zf'(2)  _ k*+w?(2)
f@D)-f(-2)  k2-kw(z)

4.61)

dir. (2.4) ve (2.6) ifadelerinde verilen f(z) ve w(z) fonksiyonlar1 (4.61) esitliginde

yerine yazildiginda,

1+ 2a,z + 2a3z% + (4a, — 2a,a3)z3 + (4as — 2a3)z* + -

_q4G Z_Cfc_z)z €L es 3ac C_i(c_f 2) 3
=1+27+ (22 +2); +<k3+k+ 124 92 (L42)) 20 (4.62)

elde edilir. (4.60) ifadesinde elde edilen katsayilar, (4.62) ifadesinde yerine yazildiginda

ve esit Uisli terimlerin katsayilari birbirine esitlendiginde,

dq

az = oo (4.63)
—kd? + 2kd, + 2d?
as = 1 e z 1 (4.64)
(2k? — 9k + 6)d3 + 8k2d; + 2k(9 — 4k)d,d,
4y = e (4.65)
T
ag = Ttk“ (466)
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katsayilar1 elde edilir. Burada

T = 4k(3k? — 13k + 8)d2d, — 16k2(k — 2)d,ds + (13k? — 2k — 16k +
8)d + 4k2[(5 — 2k)d2 + 4kd,]

dir. (4.63) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip |d,,| < 2 esitsizligi goz 6niine
alindiginda,

V2-1

<
la,| < >

~ 0.2071 (4.67)

olur. (4.64) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip |d,,| < 2 i¢in liggen esitsizligi

uygulandiginda,

|2—k||d%|+2k|d,| V2 .
las| < — < G 3vV2 -4 (4.68)

bulunur. (4.60) ifadesindeki katsayilar (4.65) esitliginde yerine yazildiginda, a,

katsayis1 Schwarz katsayilar1 cinsinden

3
@y = 5+ 2 = (5 + percp + ve) (4.69)

T 4k3 ' 8kZ | 4k
bulunur. Burada,

9 3
K=ok VOV T2

dir. Simdi |c3 + pcic, + ved| ifadesinin smirim hesaplayalm. k = v2 + 1 igin p =
g(\/f - 1), v= 3(\/§ - 1)2 dir. Dolayisiyla Lemma 3.6.6’e¢ gore (p,v) €N

oldugundan

3| < 2k+9 k(2k+9)
les + pere; +vei| < 3k | 6k2+27k+18 (4.70)

elde edilir. (4.70) esitsizligi, (4.69) ifadesinde yerine yazildiktan sonra, her iki tarafin

modiili alindiginda ve liggen esitsizligi uygulandiginda,

2k+9 | k(2k+9) 1 25549v/2-28698
< == —
laul = 35 NPT (V2-1) 2008 (4.71)

yazilir. Esitsizlikler

2zf,1(z) _ k*+w?(2)
f2@)~-fa(-2)  k*-kw(z)

ifadesi i¢in kesindir. Burada
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2 k(2k+9) s
6k2+27k+18
/ k(2k+9)

1 6kZ+27k+18>

dir. (4.66) esitliginde k = V2 + 1 yazildiginda,

w(z) =

1
B 128(v2+1)"

16(7 + 5v2)d,]

as [17d} — 4(10 + 3v2)d?d, — 16(1 + V2)d ds + 4d3 +

_ 1 _ 2 _ 2) _
- [ 4(10 + 3v2)d2 (dz T d1> 16(7 +
5v2) (%25 dyds — d4) + 4d§] (4.72)

elde edilir. (4.72) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,
LI 2 __ 17
las| < YT [4(10 +3v2)|d?| |d, Gorav 4|t 16(7 +
1+V2

elde edilir. (4.73) ifadesinde Lemma 3.6.7 uygulandiginda,

|as| [32(10 + 3v2) + 32(7 + 5v2) + 16]

S
128(v2 +1)

_211-148V2

~ 0,212049 (4.74)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
4.6. S;(¢) Fonksiyon Sinifi icin Hankel Determinantlar:

Bu kisimda, f(z) € S;(¢) alt simfi i¢in ikinci ve tgiincli mertebeden Hankel

determinantlari ile Zalcman fonksiyonelinin iist sinirlar1 elde edilmistir.

Teorem 4.6.1: f(2) € S;(¢) olsun. Bu durumda

243882 — 34483
|H,(3) ()| = lazas — af| < 38 ~ 0,0534

dir (Buyankara & Caglar, 2025b).
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Ispat: (4.64), (4.65) ve (4.66) esitlikleri, (3.3) ifadesinde yerine yazildiktan

sonra, her iki tarafin modiilii alindiginda ve iiggen esitsizligi uygulandiginda,

1
|H2(3)(f)| < m[64(17 + 12\/§)|d§| + 4(37 +

4| 38vV2-9 32(7+5v2) .
44\/—)|d 4(37+44\/_)d —dy| + 128(17 + 12\/§)|d2| 128(17+12v2) dyd;
dy| + 48(5 + 3v2)|d?| |dyds — %@ +4(102v2 — 113) 3| |d2 -
32(14+v2)
4(102v2-113) dy ] (4.75)

elde edilir. (4.75) ifadesinde Lemma 3.6.7 uygulandiginda,

|H,(3)(H) < m[256(17 +12v2) + 128(37 + 44V2) +

24388V2-34483 _
128 =

512(17 + 12v2) + 384(5 + 3v2) + 32(102v2 - 113)] <
0,0534 (4.76)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.6.2: f(z) € S;(¢) olsun. Bu durumda

43 — 302
IJ2] = laza, — azas| < — = 0,0716

dir (Buyankara & Caglar, 2025b).

Ispat: (4.63), (4.64), (4.65) ve (4.66) esitlikleri, (3.19) ifadesinde yerine
yazildiginda,

Jo = —s (4(k + 1)d5 + 16kd]d; + 8k*(k — 2)d3ds — 8k2 (k — 2)dd} +

16k3d,d; — 16k3d,d,)
512k5 (I, + 16k3d,d5 — 8k*(k — 2)d,d5 — 16k3d d,) (4.77)
elde edilir. Burada

I = 4(k + 1)d3 + 16kd3d, + 8k*(k — 2)d?d; (4.78)

(4.77) ifadesinde her iki tarafin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,

(k-2)
ol < o (] + 16k3|dyds] + 16K°]dy] |dy - =2 d3|) (4.79)

54



yazilir. (4.60) ifadesindeki esitlikler, (4.78) ifadesinde yerine yazildiginda,

I, = 32¢2[2k?(k — 2)c3 + 4(k3 — 2k? + 2k)cycy + 2(k3 — 2k? + 6k + 2)c3] (4.80)
bulunur. (4.80) esitliginin her iki tarafinin modiilii alindiginda,

|I,| = 64k?(k — 2)|c?|[c3 + pucyicy + ved] (4.81)

2(k%?-2k+2) _ k3-2k%+6k+2
k(k—2) T k2(k-2)

2v/2 + 5 dir. Dolayisiyla Lemma 3.6.6’¢ gore (1, v) € NV oldugundan (4.81) ifadesinde

olur. Burada y = dir,. k=+v2+1i¢in u=6, v=

Lemma 3.6.6 uygulandiginda,

3_2k%24+6k+2

] < 64k2(k - 2) |3 m | ~ 64(9 + 7V2) (4.82)

yazilir. (4.82) esitsizligi (4.79) ifadesinde yerine yazilir, daha sonra Lemma 3.6.7
uygulandiginda,

J2 | < ;5[64(9 +7v2) + 128(V2 + 1)3]

512(vV2 + 1)

< B30 - 0,0716 (4.83)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Teorem 4.6.3: f(z) € S;(¢) olsun. Bu durumda
|H3(1)(f)| < 0,0817

dir (Buyankara & Caglar, 2025b).

Ispat: (4.63)- (4.65) esitlikleri (3.2) ifadesinde yerine yazildiginda,

1
256k*

Hy(2) = [(—2k? + 7k — 10)d* + (8k? — 14k)d2d, + 8k2d,ds — 16k2d2] (4.84)

bulunur. (4.84) esitliginde her iki tarafin modili alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,
1
1 _ 4
)| S s |(3vZ - 9)1df1 + (24 + 16v2) dy 3] + 16(3 +
10+2v2
2V2)|d, | |ds - ﬁd% ] (4.85)

elde edilir. (4.85) esitsizliginde Lemma 3.6.7 uygulandiginda,
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|H,(2)| < ;4 [16(3V2 —9) + 16(6 + 4V2) + 64(3 + 2V2)]
256(V2 + 1)

< 222769  0,055587 (4.86)

bulunur. (3.4) ifadesinde her iki tarafin modiilii alindiginda ve liggen esitsizligi

uygulandiginda,
[Hs (D ()| = |H2(3) + ay); + azH,(2)| < |H(3)] + |az|l)2| + lasl|H(2)] (4.87)

yazilir. Teorem 4.5.1, (4.76), (4.83), (4.86) ifadelerinde elde edilen sonuglar, (4.87)

ifadesinde yerine yazildiginda,
|H;(1)| < 0,053440 + (0,207106) - (0,071699) + (0,242640) - (0,055587)
= 0,081776

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
4.7. S;(¢) Fonksiyon Sinifi i¢cin Hermitian-Toeplitz Determinantlari
Bu kisimda, f(2) € S;(¢) alt smifi i¢in ikinci ve tiglinci mertebeden Hermitian-

Toeplitz determinantlarinin alt ve iist sinirlar elde edilmistir.

Teorem 4.7.1: f(2) € S;(¢) olsun. Bu durumda

2\/—+1 < 1T 0h| <1

dir (Buyankara & Caglar, 2025b).

Ispat: (4.63) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alimp |d,,| < 2 esitsizligi

g6z Online alindiginda,

ja| <22 (4.88)

olur. (4.88) esitsizligi, (3.16) ifadesinde yerine yazildiginda,

2 1
\/_+ = |T21(f)| <1

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Bu sinirlar,
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1 2 1 3
f1(Z)—Z+—2(\/§+1)Z +—(\/§+1)22 +

ile tanimlanan fonksiyon i¢in en iyi alt sinir1 verir.

Teorem 4.7.2: f(z) € S;(¢) olsun. Bu durumda

0,8995 ~ 7vV2 — 9 < |T5, ()| < 1 (4.89)
dir. Bu simirlar miimkiin olan en i1yi sinirlardir (Buyankara & Caglar, 2025b).

Ispat: (4.63) ve (4.64) esitlikleri (3.17) ifadesinde yerine yazilir ve ¢ € U icin,

Lemma 3.6.5 uygulandiginda,

2

2Re(a3as) = ¢ 4k4

——Re((2 — k)d? + 2kd,)

2

64k4

[(2 — k)d? + kRe(2d,)]

= 4 242 4 (4 — d>)kRe(Q)] (4.90)

64k4

dz

2|a,|? = oz

4.91)

laz|* = [(2 — Kk)2d} + k?|2d,|? + 2k(2 — k)d?Re(2d,)]

64k4

= @ 1%at + K@} + (4 = dD)Q)* + 2k(2 - k)d} (2d)]

[(2 = k)2d} + k2(d} + 2d7(4 — dD)Re()) + (4 — dD?T1H) +

64k4

2k(2 — k)d?(d? + (4 — dD)Re(]))] (4.92)

esitlikleri elde edilir. (4.90), (4.91) ve (4.92) esitlikleri (3.17) ifadesinde yerine
yazildiginda,

[Zd2 + k(4 —d?»)Re(Q)] — =% —

204 4
8k2 64k4 [(2 k) d

|T3,1(f)| =1+ oaK
k2dt + 2k?d?(4 — d?)Re({) + k2(4 — d?)?|{|* + 2k(2 — k)dT +
2k(2 — k)di (4 — d?)Re({)]

64k* 64k*

2—((2=Kk)2+Kk2%+2k(2-K)
:1+< ( ))dzll— k(4' dl) Klz

(kd%(4—d§)—2k2d§(4—d%)—2k(2—k)d%(4—d§)
64k

)Re(Q) — &
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3(4—d%)az
64k3

k(4 dl) d1 .
Re({) — =2 [¢|? ==L =

F(d%,1¢l,Re(D)) (4.93)

|T51()| = di —

64k4

elde edilir. —Re({) < |{| oldugundan, iist sinir i¢in Re({) = —|{|, alt sinir i¢in Re({) =
|| alindiginda,

|T51(F)| < F(dZ, 121, —1¢]) ve |Ts1(F)| = F(dZ,1¢1,1¢D) (4.94)

yazilir. Bu nedenle, (4.93) esitligi

01— G 1o ez 1)) (4.95)

3(4—d%)az
|T3,1(f)| S d4 . - 64k2

64k4 64k3
seklinde yazilir. (4.95) ifadesinde d? = x € [0,4] ve |{| =y € [0,1] yazildiginda,

2 3(4 —x)x (4 — x)?

X
<1- 2 — 2 _ = )
|T3,1(f)| <1 64‘k4x + 64‘k3 y 64‘k2 y 8k2 F(x;Y) (4 96)

elde edilir. F(x,y) fonsiyonunun (0,4) x (0,1) dikdortgensel bolgesinde maksimum

degerini belirlemek icin dncelikle sinir degerler {izerinde inceleme yapildiginda;

(4.96) ifadesinde Vy € [0,1] i¢in, x = 0 ve x = 4 yazildiginda, sirasiyla

2

y
=1--—<
F(0,y) =1 oz =1
ve
2k* —1 — k?
F(4,y)=T=7\/§—9zO,89949

degerleri elde edilir. (4.96) ifadesinde Vx € [0,4] igin, y = 0 ve y = 1 yazildiginda,

sirastyla
X 2x?
F(x,0) =1———
(%,0) 8k?  64k*
ve
2 3(4—x)x (4—-x)* «x
Fx,1) =1- 2 - -
(1) 64kt * T 64k 64k 8k?

degerleri elde edilir.

|T3'1(f)| ifadesinin maksimum degerini bulmak i¢in F(x,0), F(x,1)

fonksiyonlarimin tiirevi alindiginda,
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0F (x,0) X 1

ox “Ter: gkz ©
Ve
0F (x,1) _ X +12—6x (2x —8) 1 _ 0
dx  16k*  64k3 64k2 8k2

dir. Dolayisiyla x € [0,4] igin F'(x,0) fonksiyonunun kritik noktast x = —2k? olur.

Burada k = v2 + 1 i¢in bu deger aralik disinda kaldig1 i¢in dikkate alinmaz. Dolayisiyla
9v2-6

F'(x, 1) fonksiyonunun kritik noktast x = olur. Bu nokta [0,4] arahiginda

oldugundan F(x, 1) fonksiyonunda yerine yazildiginda ve k = v/2 + 1 alindiginda

~ 0,96

~ 56 224

F(9\/§—61> 113 1672
7 56

bulunur. Tiim siir ve kritik noktalar dikkate alindiginda
N2 -6
|T51(f)| < max{F(0,y),F(4,y),F —— 1) = max(1,0.8994,096} = 1

yazilir.

|T3,1(f)| ifadesinin minimum degerini bulmak igin (4.93) esitliginde (4.94)
ifadesi dikkate alindiginda,

2 4 3(-ad)dd . (4-a3) 4 _

|T3,1(f)| =>1-

elde edilir. (4.97) ifadesinde d? = x € [0,4] ve |{| = y € [0,1] yazildiinda,

2 o 30@-x)x_ (4-%)? yz _x _ G(x,y) (4.98)

" 6ak* 64Kk3 64Kk2 8k?

|T3,1(f)| =1

bulunur. G(x,y) = G(x,1) oldugundan, G(x,1) fonksiyonunun minimum degerini

bulmak yeterlidir.

2 2 3(4-x0)x (4—x)? _x

G(x,1)=1-—
(’ ) 64k4 64k3 64k? 8k2

(4.99)

dir. |T3‘1( f )| ifadesinin minimum degerini bulmak igin G(x,1) fonksiyonunun tiirevi

alindiginda,
0G(x,1) X (12—-6x) (2x—18) 1 0
ax  16k* 64k3 64k2  8kZ

elde edilir. Dolayisiyla fonksiyonun kritik noktas1 x = —(9\/§ + 12) ~ —24,7279 dir.
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Bu nedenle G(x,1) fonksiyonunun (0,4) x (0,1) bolgesinde bir kokii yoktur.
(4.99) ifadesinde sirasiyla x = 0 ve x = 4 yazildiginda, sirasiyla

1 1
¢01)=1—-—=

1
=—+4+— ~0,9571
w21t
ve
—1— k% + 2k*
G(41) = o = 7vV2 -9 ~ 0,8995

degerleri elde edilir. Tiim sinir ve kritik noktalar dikkate alindiginda,
751 ()| = min{G(0,1),G(4,1)} * min{0.9571,0.8995 } = 0,8995
sonucu elde edilir. (4.89) ifadesinde tist sinir esitligi

2zf'(z2) z(z + k)
@D -f2 T k=2

seklinde tanimlanan fonksiyon i¢in elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

4.8. S7(4) Fonksiyon Sinifi icin Baslangi¢ Katsayilarinin Sinirlar

Bu kisimda, f(z) € S7(4) alt sinifi i¢in baslangi¢ katsayilarmin smirlari elde

edilmistir.

Teorem 4.8.1: f(z) € St(1) ve 1 < A < 5 olsun. Bu durumda

a,| < -
o] < 5

A+1
4

154+ 7

<
las| < 48

312+ 181+ 2

<
las| < 48

<19 2 8
%l =96" T28" " 720

dir. Burada tiim tahminler kesindir (Buyankara & Caglar, 2025d).

Ispat: f € S;(2) oldugundan,
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22f'(2)
ek ¢(w(2)) (4.100)

esitligi saglanir. (2.5) ile verilen p(z) fonksiyonu, (2.7) esitliginde yerine yazildiginda,

_p(z)—l_dl 1 dz 1 di\ .
w(z)—p(z)+1—2 2d2 > Z+2 ds d1d2+4 z

1 3d?d, d3 df .
+§<d4—d1d3 +T—7—§ A
1 1 3 3 1
+3(ds —3did, +2dd3 +2d3d; — dydy — dydy +—d) 25+ (4.101)
olur. (4.101) ifadesi (3.23) esitligindeki ¢(z) fonksiyonunda yerine yazildiginda,
d(w(2) =1 +4 -z + ((=1+)df +4d;)z* + ((1 —30d3 +12(-1+

Nd,d, + 24d3)z

+E((1 + 64 +322)df + 24(1 — 31)d?d, + 96(—1 + A)d,d; + 48((—1 +

Dd3 + 4d,)) z*
((—19+1OA—45/’12)d§+40(1+6A+3,12)d§d2—240(—1+3/1)d§d3>
5

—240d1 (—1+3A)d2—4(—1+/’l)d4 +960((—1+A)d2d3+2d5)
2
3840

z5 4 - (4.102)

elde edilir. (2.4) ile verilen f(z) fonksiyonu igin,

2zf"(2)
Y 14 20,2+ 20522 + (4ay — 2 3 4 (das — 2a2)7
F@) — flozy TR0 F 202+ (0, = 20,05)27 4 (405 = 23)7
—(2a,(as — a?) — 6aq + 4aza,)z® + - (4.103)

bulunur. (4.102) ve (4.103) esitlikleri (4.100) ifadesinde yerine yazilir ve esit Usli

terimlerin katsayilar esitlendiginde,

dy

a == (4.104)

= = ((~1+Dd? + 4dy) (4.105)
ay =5 —((=1=30d} + 12(~1 + 22)d,d, + 48d5) (4.106)
as = —((32% + 2)d} — 24Ad3d;, + 48(—1 + A)d,ds + 242d% + 96d,,) (4.107)
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( (—38+601-10512)d3 +120(3A%+2)d3d,—9601d?d; >
—-840Ad,d3+480(4A—3)d;d,+960(2A—1)d,d3+3840d5
46080

ag = (4.108)

katsayilar1 elde edilir.

a; (j=234,5) terimlerinin katsayillar1 A =1 i¢in pozitif oldugundan,
(4.104) — (4.107) esitliklerinde her iki tarafin modili alinip |d,| <2 ve tiggen
esitsizligi uygulandiginda,

[ERN

la,| < =

N

1 , A+1
las| = 16 (=1 +Dld.|* + 4ld,]) < 4

gl = 557 (L +3D)da* +12(=1+ 22)|dyId, | + 48]ds]) < 57

(1(322+2)d+48(—1+A)d1d3+96d,|+24A]d; ||dy—d?|) = 3A%2+181+2
768 - 48

las| =
katsay1 sinirlari elde edilir. (4.108) esitliginde her iki tarafinin modiilii alindiginda ve
ticgen esitsizligi uygulandiginda,

‘ —(105A2-601+38)d3 +120(312+2)d3d, —9601d?d;
—840Ad,d%+480(41-3)d;d,+960(21—1)d,d3+3840d;5

lae| = 46080
’(105/12—60/1+38)d§+120(3/12+2)did2+840/1d1d§
( i +480(4i/1—3)d12d4 )
< +|960(22 1)d2d346(9;2?)1d1d3|+3840|d5| (4.109)
bulunur. (4.109) esitsizligindeki |[960(21 — 1)d,d; — 9601d?d,| ifadesi
1960(21 — 1)d,d; — 960Ad?d;| = 960(24 — 1)|d;] |d2 d1 (4.110)

seklinde elde edilir. (4.110) esitliginin sag tarafindaki ifadeye Lemma 3.6.7
uygulandiginda, A > 1 i¢in u = ﬁ < 1 oldugundan,

d, - ——d?| <2 @.111)
yazilir. (4.111) ifadesi ve |d,| < 2, (4.110) esitliginde dikkate alindiginda,

960(24 — 1) |ds| |d2 - L d?| < 3840(21 - 1) (4.112)

bulunur. (4.112) ifadesi ve |d,,| < 2, (4.109) esitsizliginde g6z oniine alindiginda,

62



| | 19124—211 49
%l =96"% Ta8" " 720

elde edilir.

f:U — C ekstremal fonksiyonu,

f(z)=zexp f&dt

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonun kuvvet serisi agilimi

2
f@) =z+572 + 5073 4 B g R 5 4 (22 4 20 4 22) 264 (4.113)
48 48 720

seklindedir. Hesaplanan degerlerle birebir ortiisen katsayilar, bu sonuclarin kesin

oldugunu gostermektedir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Sonu¢ 4.8.2: f(z) € S7(1) simifindaki fonksiyonlar igin katsayilar asagidaki

sekilde sinirlandirilmistir:

1 1 11 1013
lazl <2 las] < 2. lagl < 2, las] < 2, Jag| < 122

Burada belirtilen sinirlar kesindir.

2019 yilinda Kumar ve arkadas1 (Kumar vd., 2019), Bell sayilar ile iligkili y1ldizil

zf'(2)
e

i¢cin baz1 kesin katsay1 sinirlar1 elde etmislerdir. Elde edilen sonuglar su sekildedir:

fonksiyonlarin alt sinifi olan < Q(z) fonksiyon sinifin1 tanimlamislardir. Bu smif

245 5309

< < <—
Jazl < 1, lag] < 1, lag| < 22, Jas| <22, jqg] < 22

2021 yilinda Deniz (2021), genellestirilmis Telefon sayilar ile iligkili yildizil

zf'(2)
f(@)

bazi kesin katsay1 sinirlari elde edilmistir. Elde edilen sonuglar su sekildedir:

fonksiyonlarin alt sinifi olan —— < ®(z) fonksiyon sinifini tanimlamistir. Bu sinif igin

107 2381

la,| <1, |az| <1, |ayl < |a5| < 2600

a6l <

Bu sonuglar, Sonug 4.8.2 ile karsilastirildiginda, elde ettigimiz sonuglarin daha iyi

oldugu goriilmektedir.
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4.9. ST(4) Fonksiyon Sinifi icin Toeplitz Determinantlari

Bu kisimda, f(z) € S7(4) alt smufi i¢in ikinci ve tigiinci mertebeden Toeplitz

determinantlarinin iist sinirlar1 elde edilmistir.

Teorem 4.9.1: f(z) € S7(1) olsun. Bu durumda

A+13
3 1<1<3
<
T 3<A<5

dir (Buyankara & Caglar, 2025d).

Ispat: (4.104) ve (4.105) ifadeleri (3.13) esitliginde yerine yazilip sonrasinda

her iki tarafin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi uygulandiginda,
ITs(D)(H = 11 — 2a5 + 2aja; — aj|
<1+ 2|a,|? + |azl|as — 2a3|

1 A+1
<1+2+ (%) las - 23 (4.114)

yazilir.  (4.114) ifadesindeki |az — 2a3| fonksiyonelini hesaplamak igin
(4.104) ve (4.105) ifadeleri yerine yazildiginda,

2

1 1
az —2a3 = T ((-1+A)d? +4d,) — 2 (Z) d?

=2(d, -2 a2) (4.115)

4

bulunur. (4.115) ifadesinde her iki tarafin modiilii alindiginda,

|a3—2a§|=§|d2—“;—” d3| 4.116)
yazilir. (4.116) esitliginin sag tarafindaki |d2 - (3:1) d?|ifadesinde 1 < A < 3icin 0 <
U= % < 1 oldugundan Lemma 3.6.7 ye gore,

d, —2a?| <2 4.117)

dir. (4.117) esitsizligi (4.116) ifadesinde yerine yazildiginda,

la; — 2a3] < - (4.118)
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bulunur. (4.118) esitsizligi (4.114) ifadesinde yerine yazildiginda,

A+13
8

ITs(DOI =

(B3-4)
4

olur. (4.116) esitsizliginin sag tarafindaki |d, — d?| ifadesinde 3 < A < 5igin

Lemma 3.6.7 uygulandiginda,

d, -2 a? <a-1 (4.119)
elde edilir. (4.119) esitsizligi (4.116) ifadesinde yerine yazildiginda,

las — 2a3] <2 (4.120)
bulunur. (4.120) esitsizligi (4.114) ifadesinde yerine yazildiginda,

A2 + 23
16

IT:(D(H <
olur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.9.1 de 4 = 1 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.9.2: f(z) € S7(1) olsun. Bu durumda

ITs(D(HI = 1,75

dir.
Teorem 4.9.1 de 1 = 2 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.9.3: f(z) € S7(2) olsun. Bu durumda
IT3(1) ()] < 1,875

dir.

Teorem 4.9.4: f(z) € St(4) ve % < 1 < 5 olsun. Bu durumda

1 2
TN < 7755 (152 +31)(122° + 152+ 31)

dir (Buyankara & Caglar, 2025d).

Ispat: (3.14) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda,

ITs(2) (NI = (az — as) (a3 + aza, — 2a3)| (4.121)

yazilir. (4.121) ifadesindeki |a, — a,| fonksiyoneli hesaplandiginda,
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la; — a4l < laz| + |ayl (4.122)

oldugundan, (4.104) ve (4.106) esitlikleri (4.122) ifadesinde yerine yazildiginda,

15A+31
48

lay — a,| < (4.123)

bulunur. Son olarak, (4.104) — (4.106) esitlikleri (4.121) ifadesinde yer alan

laZ + a,a, — 2a%| fonksiyonelinde yerine yazildiginda,

d1d3 _ (12242-212+13) a4

2
2 2
a; +aza, —2a5 =———=—
2 274 3 32 1536

(4.124)

elde edilir. (4.124) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve {iggen esitsizligi

uygulandiginda,

laZ + aya, — 24| < |?é| + li 2| +%Id4l

+8a, - =2, q, | (4.125)
bulunur.  (4.125)  esitsizligindeki |dy —Z2d,d,| ifadesine Lemma 3.6.4
uygulandiginda,

ds— 2 2q.d,| <619 (4.126)

olur. (4.126) ifadesi (4.125) esitsizliginde yerine yazildiginda,

12124151431
<< -

la2 + aya, — 2a3| < ” (4.127)

bulunur. Boylece, (4.122) ve (4.127) esitsizlikleri, (4.121) ifadesinde yerine
yazildiginda ve licgen esitsizligi uygulandiginda,

IT3(2)(f)| < —= (151 + 31)(12A% + 151 + 31)

4608
elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.9.4 de A = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 4.9.5: f(2) € St ( ) olsun. Bu durumda

IT3(2)(H)] < 1,255
dir.

Teorem 4.9.4 de 4 = 2 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.9.6: f(2) € S7(2) olsun. Bu durumda
IT5(2)(f)| < 1,4429

dir.
4.10. S7(4) Fonksiyon Sinifi icin Hermitian-Toeplitz Determinantlari

Bu kisimda, S7(A) alt sinifi i¢in ikinci ve tigincii mertebeden Hermitian—Toeplitz

determinantlarinin alt ve {ist sinirlart elde edilmistir.

Teorem 4.10.1: f(z) € S7(2) ve 1 < A < 5 olsun. Bu durumda

< | (P)] <1

BSlw W

< |T3,1(f)| <1

dir (Buyankara & Caglar, 2025d).
Ispat: (4.104) esitliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip |d,,| < 2 esitsizligi
g0z online alindiginda,

lay| < - (4.128)

olur. (4.128) esitsizligi, (3.16) ifadesinde yerine yazildiginda,

2
<1

dq

|T2,1(f)| =1- |a2|2 =1-

bulunur. Diger taraftan (4.128) esitsizliginden,

2

|T | > 1 (1) 3
aDlz1-(5) =3
bulunur. Sonug olarak
3
< |ma(p)] <1 (4.129)
elde edilir. (4.104) ve (4.105) esitlikleri (3.17) ifadesinde yerine yazildiginda ve { € U

icin, Lemma 3.6.5 uygulandiginda,

az 1

2Re(a3T;) = 2Re | L.

(- 1)d? + 4d;))|

= (&) 2Re[(A ~ Dt? + 4(d5)]
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= [4(011 + (4 —d?))Re¢ + 2(A — 1)d7]
= 4 442 + 24 - 1)dZ + 4(4 — d?)Req]
9204+ 1)d? + 44 — dP)Reg], (4.130)
2|ay|* = d;z (4.131)
ve
las|? = —1(A = 1)d? + 4d,|?
= —[(A—1)2d} + 16|d,|* + 8(A — 1)d?Re(d,)]
= —[(A—1)2d} + 16]d, > + 8(A — 1)d?d,]
=L [(,1 1)2d} + 16 |2 (d2 + (4 - d2)6)| +8(1—1)d? ( (d?+ (4—
9|
A+ 1%d} + 4 + 1Dd2(4 — dD)Re(() + 4(4 — dD?[1P] (4.132)

256 [

esitlikleri elde edilir. (3.17) ifadesinde (4.130), (4.131) ve (4.132) esitlikleri sirastyla

yerine yazildiginda,

Toa(P] = 1+ 25 [2(A+ 1)} + 4(4 — d?)Req] —

—2—56[(/1 + 1)%2d} + 4(4 — dD)?|¢|1? + 4(A + 1)d?(4 — d?)Re({)]

=80 - 24— apydzre) - B 2 - 2z 44

= F(d3, 1S, Re(D)) (4.133)

elde edilir. —Re({) < |{| oldugundan, iist sinir i¢in Re({) = —|{|, alt sinir i¢in Re({) =
|| alindiginda,

|Ts1(F)| < F(dZ, 131, —1¢D) ve |Ts1(F)| = F(dZ,1S1, 1D (4.134)

olur. Bu nedenle, (4.133) ifadesi

1-22 A 4(4-d2)’
T2 (] < E28ar 4+ 24— apyazig) -4 g - 2 g2 44
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= F(df, <D (4.135)

seklinde yazilir. (4.135) ifadesinde d? = x € [0,4] ve |{| = y € [0,1] yazildiginda,
IT52(F)] <1+ —[(1 = 2)x? + 44(4 — x)xy — 4(4 — x)%y? — 32x]
= F(x,y) (4.136)

bulunur. F(x,y) fonksiyonunun (0,4) X (0,1) dikdortgensel bolgesinde maksimum

degerini belirlemek i¢in oncelikle sinir degerler lizerinde inceleme yapildiginda

(4.136) ifadesinde Vy € [0,1] i¢in, x = 0 ve x = 4 yazildiginda, sirasiyla
F(0,y) = 1—§ <1

ve
F(4,y) =1 —116(/12 +7)<1

degerleri elde edilir. Benzer sekilde, (4.136) ifadesinde Vx € [0,4] i¢in,y =0vey =1

yazildiginda, sirasiyla

F(x,0) = 1——[(22 - Dx? +32x] < 1
ve

F(x,1) = 1—5=[(2% + 42+ 3)x? — 16Ax + 64] < 1
degerleri elde edilir.

Ikinci tiirev testine gore (0,4) x (0,1) bdlgesinde |T3,1( f )| ifadesinin herhangi bir
kritik noktas1 yoktur. Dolayisiyla, yapilan smir analizleri dogrultusunda, fonksiyonun

ekstremal degerlerini yalnizca bdlgenin sinir noktalarinda aldigi sonucuna varilir.

Buna gore tiim sinir ve kritik noktalar dikkate alindiginda
|T3,1(f)] < max{F(0,y), F(4,),F(x,0), F(x, 1)} = 1 (4.137)

sonucu elde edilir. |T3,1(f)| ifadesinin minimum degerini bulmak igin (4.133)

ifadesinde, (4.134) esitsizligi dikkate alindiginda,

4(4 d

T3P 2 2 at - 2 (4 - gtyazre(q) — B e - 2 2 4 1

256

= G(d3, 1D (4.138)
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yazilir. (4.138) ifadesinde d? = x € [0,4] ve |{| = y € [0,1] yazildi§inda,
IT52(F)] 2 1= —[(A2 — Dx? + 4(4 — x)%y? + 32x + 4A(4 — X)xy]

=G(x,y) (4.139)

bulunur. G(x,y) fonksiyonunun (0,4) x (0,1) dikdortgensel bolgesinde minimum

degerinin belirlenmesi i¢in 6ncelikle sinir degerler iizerinde inceleme yapildiginda,
(4.139) ifadesinde Vy € [0,1] i¢in, x = 0 ve x = 4 yazildiginda, sirasiyla
2
GO,y =1-2L <1
4
ve
1
G(4,y)=1 —E(AZ +7)<1

degerleri elde edilir. Ayni sekilde, (4.139) ifadesinde Vx € [0,4] igin, y =0ve y=1

yazildiginda ise, sirasiyla

1
= —_—— 2 _ 2 <
G(x,0)=1 Te [(A*=1Dx“+32x] <1

ve
G( 1)—3 ! [(2? 4/1+3)2+16/1]<3
%=1 756 * =3
degerleri elde edilir. Buna gore tiim sinir ve kritik noktalar dikkate alindiginda
IT1(F)| = min{G(x,1),6(x,0)} = min{ 3,1} =2 (4.140)
sonucu elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

4.11. N(B) Fonksiyon Simifi i¢cin Baslangic Katsayilar

Bu kisimda, f(z) € N(B) alt sinifi i¢in baslangic katsayilar1 asagidaki bigimde

elde edilmistir.

Lemma 4.11.1: f(z) € N(f) ve 0 < < 1 olsun. Bu durumda

a,=(1—p)d, +2 (4.141)
as = (1 - B)(dy + 2d,) + 3 (4.142)
a, = (1—B)(ds + 2d, + 3d,) + 4 (4.143)
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dir. Burada d,, d,, d; ve d,, (2.5) ifadesinde verilen p(z) fonksiyonun katsayilaridir
(Buyankara & Caglar, 2025f).

Ispat: g € [0,1) ve f € N(B) olsun. N(B) smifinin tanimina gére, her z € U igin

- ﬁ) (1 -2222 -] =p@) (4.145)

olacak sekilde p € P vardir. (2.4) ve (2.5) ifadelerinde verilen f(z) ve p(2)
fonksiyonlar1 (4.145) esitliginde yerine yazildiginda,

1+ (a, —2)z+ (az — 2a, + 1)z% + (as — 2a3 + ay)z3 + (as — 2a, + az)z* + -

=1+ 1 —-Rdiz+ A —B)dyz?>+ (1 —B)d3z> + (1 — B)dyz* + - (4.146)
elde edilir. (4.146) ifadesindeki esit iislii terimlerin katsayilar1 birbirine esitlendiginde
(4.141) — (4.144) ifadeleri elde edilir. Boylece Lemma 4.11.1 ispatlanmis olur.

4.12. N(B) Fonksiyon Sinifi i¢cin Hankel Determinanti

Bu kisimda, f(z) € N(B) alt siifi igin ikinci mertebeden Hankel determinantinin

kesin st sinir1 elde edilmistir.

Teorem 4.12.1: f(2) € N(B) ve % < B < 1 olsun. Bu durumda

H@OI< 1 -pEEEE= 4@ - p)+1 (4147

dir. Bu esitsizlik kesindir (Buyankara & Caglar, 2025f).

Ispat: Lemma 4.11.1 de verilen (4.141) — (4.143) ifadeleri (3.2) esitliginde
yerine yazildiginda,

H,(2)(f) = —(1 - B)?di —2(1 — B)d; — 2(1 — B)?d,d;

—2(1=p)d, +2(1 = B)ds + (1 = f)?*dyd; — (1 — B)?d3 — 1 (4.148)
bulunur. f(z) fonksiyonu birim cember rotasyonu yani f(z) — ef(z) altinda
korundugundan N(B) siifi ve H,(2)(f) fonksiyoneli de bu doniisiim altinda korunur.

Bu nedenle, Lemma 3.6.5 de verilen d, ve dj ifadeleri (4.148) esitliginde yerine
yazildiginda,
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H@)(F) = =32 - DB - Dud = B - D -2 - L4 -
uuty? =21 = Plu+ A - A —uHuy — (1 - (4 —u?)y —
U8 (4~ utyuy? — T (4 — w22y 4 (1 - B4 —uD) (1~ [y|D) +
B (4~ u?yu(1 - [y|?)¢ - 1

= 2B -DE - - (B - DB - 2w - 201 - Pu— L4 -

U +2-20)y* + A -PHU-uHuy -1 -HMU-u)y+ Q-

B4~ u)(1 — Iy + T (4 —uyu(1 — y»)g - 1. (4.149)

elde edilir. (4.149) esitliginde her iki tarafin modiilii alindiginda ve ardindan iiggen

esitsizligi uygulandiginda,
H(2)(H)] <3(1-2)(1— P + (1 — f)(2 - Pu® + 2(1 - Pu +
LB (4 —ud)u+2-2B)lyl2 + (1 - FE—uDulyl +(1—p)(4-

W)yl + (1= B —ud)(A = [y?) + S (4 —w2pu( - |y + 1

=22p- DA -+ (1 -2 - pu? +2(1 - Pu+EEL 4 -

W) -2y + Q- —-uH)@p + Dyl + @(4 —ufu+ (-

B4 —u?) +1 (4.150)
elde edilir. (4.150) esitliginin sag tarafinda |y| = y yazildiginda

|H,(2)(D] < %(1 —2p)A -+ A -pC-pur+2(1-Pu+

BB (4 — u?)(u— 2 + (1 = B (& — uD)Wf + D+ 2 (4 —u2u +

A-Bé-ur)+1 =¢up (4.151)

bulunur. |y| = p olup, Lemma 3.6.5 gére y < 1 ve mutlak deger 6zelligi nedeniyle 0 <

@ < 1 alinir. Burada

dpu,p) = %(1 —28) (1 =B+ (1 -2 -Pu +2(1—Bu+
5(12—3) 4—uD)w-2)2+ 1 =B —u2) W + Du + %(4 Cu+

1-p¢@-u?)+1. (4.152)
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dir. Simdi ¢(u, u) fonksiyonu [0,2] X [0,1] dikdortgensel bolge iizerinde maksimize
etmek i¢in (4.152) esitligindeki ¢(u, u) fonksiyonunun tiirevi alindiginda,

% =B -BU-uHu—-2)u+ @ -u)A - +1) (4.153)
bulunur. 0 < u <2ve 0 < u < 1ig¢in (4.153) ifadesinden

d¢

Eﬂz >0

dir. Bu durumda ¢ (u, ), p degiskenine gore artan bir fonksiyondur. Bundan dolay1
maksimum degerini i¢ noktada alamaz. Dolayisiyla, sabit u € [0,2] i¢in maksimum deger

¢ = 1 noktasinda alinir. Dolayisiyla

max ¢(u,u) = p(u,1) =¥()) (4.154)

Oo=su=<1
olsun. (4.152) ve (4.154) esitliginden
Y =1-B)[-2u*+40+Pu+42-p)]+1 (4.155)

yazilir. W (u) fonksiyonunun maksimum degerini bulmak igin tiirev alindiginda

P =>0-p)[-6pfu?+4(1+p)]=0 (4.156)
. . 1 .. .. 2(1+B) .
bulunur. (4.156) ifadesinde, 0 < u < 2 veo < B < 1igin kritik nokta u, = T dir.

Dolayisiyla W(u) fonksiyonu monoton artan veya monoton azalan olmadigi igin
maksimum degerini u = 0 veya u = 2 sinirinda degil, u = u, i¢ noktasinda alir. (4.155)

esitliginden, maksimum deger:

Mmax Yw) =¥Yu,)=0A-p)[-2ul+40+Pu. +42-p)]+1 (4.157)
dir. Dolayisiyla u, = 2(;;[3 ) ritik noktasi (4.157) ifadesinde yerine yazildiginda,

8Y6 (1 + )2
° VB

elde edilir. Boylece Teorem 4.12.1 ispatlanmis olur.

|H,(2)(D] < P(uo) = (1 =) +42-p)|+1

Teorem 4.12.1de § = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.12.2: f(z) EN (%) olsun. Bu durumda
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|H2(2)(f)] < 11,88

dir.
Teorem 4.12.1de § = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc¢ 4.12.3: f(z) EN G) olsun. Bu durumda
|H,(2)(f)| < 6,828

dir.

Lecko and Sim (2019) da
|H2(2)(f)] = 17

sonucunu elde etmistir (Lecko & Sim, 2019). Buna karsilik, bu ¢alismada f = % i¢in

|H2(2) ()] < 6,828
esitsizligi elde edilmistir. Dolayisiyla, elde edilen sonu¢ s6z konusu parametre igin
literatiirdeki mevcut sonuca gore daha 1yi bir iist sinirdir.

4.13. N(B) Fonksiyon Sinifi i¢in Toeplitz Determinantlari

Bu kisimda, f(z) € N(B) alt siifi i¢in ikinci ve liglincii mertebeden Toeplitz

determinantlarinin iist sinir1 elde edilmistir.
Teorem 4.13.1: f(z) € N(B) ve % < B < 1 olsun. Bu durumda

IT;(D)(f)| <9282 —272B + 204
dir (Buyankara & Caglar, 2025e).

Ispat: Lemma 4.11.1 de verilen (4.141) ve (4.142) ifadeleri (3.13) esitliginde
yerine yazildiginda, elde edilen ifadenin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iiggen

esitsizligi uygulandiginda,

ITs(D(H] =11 - 2a5 + 2a3a; — a3

<1+ 2|a,|? + |as|las — 2a3|

<9+ 8(1—-p)*+16(1—pB)+ (9—6pB)|a; — 2a3| (4.158)
yazilir.  (4.158) ifadesindeki |az —2a3| fonksiyonelini hesaplamak igin

(4.141) ve (4.142) ifadeleri yerine yazildiginda,
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as —2a2 = (1—B)(dy —2(1— B)d? — 6d;) — 5 (4.159)

bulunur. (4.159) esitliginde her iki tarafin modiilii alindiginda ve iicgen esitsizligi

uygulandiginda,
laz —2a5| < (1 —pB)ld, —2(1 —B)di|+12(1 —B) +5 (4.160)

yazilir. (4.160) esitsizliginin sag tarafindaki |d, — 2(1 — B)d?| ifadesine Lemma 3.6.3
uygulandiginda,

ld, —2(1 = B)d?| <2 (4.161)
olur. (4.161) ifadesi (4.160) esitsizliginde yerine yazildiginda,

lag — 2a3] < 19 — 148 (4.162)
bulunur. (4.162) esitsizligi (4.158) ifadesinde yerine yazildiginda,

IT:(D(H) <9+ 8(1—p)*+16(1—B) + (9—6B8)(19 — 14p)
< 9282 — 272f + 204

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Teorem 4.13.1de g = 110 alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc¢ 4.13.2: f(z) EN (%)olsun. Bu durumda

IT5(D) ()] = 33,72

dir.
Teorem 4.13.1de § = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc¢ 4.13.3: f(z) EN (%)olsun. Bu durumda
IT3(1) ()] = 24,88

dir.

Teorem 4.13.4: f(z) € N(B) ve 0 < < 1 olsun. Bu durumda
IT5(2)(f)| < —50483 + 161682 — 17560 + 680
dir (Buyankara & Caglar, 2025¢).

Ispat: (3.14) esitliginin her iki tarafinin modiilii alindiginda,
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TP = |(az — as)(a3 + @, — 2a3)] (4.163)
yazilir. (4.163) esitligindeki |a, — a,| fonksiyonelini hesaplamak igin
la; — a4l < laz| + |asl (4.164)

esitsizligi dikkate alindiginda ve (4.141) ve (4.143) esitlikleri (4.164) ifadesinde yerine
yazildiginda,

la, —a,| < 14(1—B) + 6 (4.165)

bulunur. Son olarak, (4.141) — (4.143) esitlikleri (4.163) ifadesinde yer alan
laZ + aya, — 2a%| fonksiyonelinde yerine yazildiginda ve iiggen esitsizligi

uygulandiginda,

|a§ + aza, — 2a§| <(1-p)[10d; — (1 —p)dsd; +2(1 — ﬁ)d%]

+8(1— ) |d, - E2d3| + 6+ 2(1 - B)ld; — 3(1 — B)dyd,| (4.166)

elde edilir. (4.166) ifadesinin sag tarafina Lemma 3.6.3 ve Lemma 3.6.4 uygulandiginda,
|a, - E2az| <202 - p) (4.167)
|ds —3(1 = B)d.d,| < 2(5—-6pB) (4.168)
bulunur. (4.167) ve (4.168) ifadeleri, (4.166) esitsizliginde dikkate alindiginda,
laZ + aya, —2a2| <4(1—-B)(T7—-9B) + 6 (4.169)

bulunur. Bodylece, (4.165) ve (4.169) esitsizlikleri (4.163) ifadesinde yerine

yazildiginda ve {liggen esitsizligi uygulandiginda,
|T;(2)(D)| < —5048% + 1616B% — 17568 + 680

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Teorem 4.13.4de § = 1% alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc¢ 4.13.5: f(z) EN (19—0) olsun. Bu durumda

ITs(2)()] = 41,14
dir.

Teorem 4.13.4de f = % alindiginda asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug¢ 4.13.6: f(z) EN (%) olsun. Bu durumda

IT3(2)(f)] = 36,37

dir.

4.14. K¢ Fonksiyon Sinifi icin Zalcman Tahminleri ve Katsay1 Sinirlar:

Bu kisimda, f(z) € K5 alt sinift i¢in Zalcman tahminlerinin iist sinirlart elde

edilmistir.

Teorem 4.14.1: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

2
a as| <
| 2 3 | 3

dir. Bu esitsizlik kesindir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: f € K oldugundan

2[zf' @)

ooy — P&

esitligi saglanir. (2.4) ile verilen f(z) fonksiyonu i¢in

2[zf @]
[f(2) = f(=2)I'

—(48asa, — 36as + 4a,(5as — 9a3))z°

—(60asas — 42a, + 6as(5as — 9a))z°

(4.170)

=1+ 4a,z + 6a3z% + (16a, — 12a,a3)z3 + (20as — 18a2)z*

4.171)

yazilir. (2.5) ile verilen p(z) fonksiyonu ve (4.171) esitlikleri (4.170) ifadesinde yerine

yazildiginda ve esit iislii terimlerin katsayilar1 birbirine esitlendiginde,

dq

a, = —
27 4
d,

Aq = —
37 6

1
(14 ES E(dldz + 2d3)
as = 55 (d3 + 2dy)

a6 = = (4dyds + d, (d3 + 2d,) + 8ds)

a7 = L(Cl% + 6d2d4 + 8d6)

" 336
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katsayilar1 elde edilir. (4.172) ve (4.173) esitlikleri n = 2 i¢in (3.21) ifadesinde yerine
yazildiginda,

2
aZ-a;=2-2 (4.178)

bulunur. (4.178) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iliggen esitsizligi

uygulandiginda,
1|3
a3 — as| <3 [ d} - dy (4.179)

yazilir. (4.179) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| <2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

2 _ <=
la; —as| < 3
olur. Esitsizlik,
2[zf ()] 1+2°

F@—fr 1-2 % 222 + 22 + -

fonksiyon i¢in kesindir. Bu fonksiyon i¢in katsayilar a, = 0 ve az = é olarak bulunur.

Dolayistyla
2 _ _
laz — asl 3

esitligi saglanmaktadir. Bdylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.14.2: f(z) € K olsun. Bu durumda

a,a, —acz| < =
laza, 5|5

dir. Bu esitsizlik kesindir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (3.20) ifadesinde m = 2,n =4 icin (4.172), (4.174) ve (4.175)

esitlikleri yerine yazildiginda,

1 1
Ar04 — A5 = m(d%dz +2d1d3) - E(d% +2d,)

_ 1 5 52 1(5 _

= —d, (16 d? dz) + (16 dyd, d4) (4.180)

elde edilir. (4.180) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve {liggen esitsizligi

uygulandiginda,
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1|5
|a2a4_a5| < |d2||_d2 d2|+ %|1_6d1d3_d4| (4.181)

yazilir. (4.181) esitsizliginin sag tarafindaki |% dz — d2| ve |% d,d; — d,| ifadelerinde

Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,,| < 2 esitsizligi dikkate alindiginda,

la,a, — as| <

5

bulunur. Esitsizlik

20zf ()] 1+2°

F@) - f(—2] 1-22 1422z% +2z* +22°+ -

fonksiyon i¢in kesindir. Bu fonksiyon i¢in katsayilar a, = 0, a3 = %, a, =0veas = %
olarak bulunur. Dolayisiyla
laa, —as| = ¢

esitligi saglanmaktadir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.14.3: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
Ispat: (3.21) ifadesinde n =4 icin (4.174) ve (4.177) esitlikleri yerine

yazildiginda,

(dZdZ + 4‘d1d d3 + 4‘d2) - _(d3 + 6d2d4 + 8d6)

2 _
% =% = 1022 336

- adz( id% B dz) + 5_14d2 (128 dids — d4) + _(128 ds —d ) (4.182)

elde edilir. (4.182) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve {iggen esitsizligi

uygulandiginda,
|a? | < |d2| 2z —q Id | ! ——d,d; —d
471 =336 %2 [gg 1~ %2 2128 4
2
+ = | = d3 - d| (4.183)

yazilir. (4.183) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,
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gl < 55
%~ 47l =373

bulunur. Bylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.14.4: f(z) € K olsun. Bu durumda

A0, — Ag| < —
laza, 6l 72

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (3.20) ifadesinde m = 3,n =4 icin, (4.173),(4.174) ve (4.176)

esitlikleri yerine yazildiginda,

1
a3, — dg (d1d3 + 2d3ds) = = (4dydy + dad + 2dyd, + 8ds)

~ 192
= —d, (5did; —d3) — =(5drd, +ds) (4.184)

elde edilir. (4.184) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve ti¢gen esitsizligi

uygulandiginda,
1 1 11
|a3a4_a6| S%ldzl Edldz_d3|+ %|Zd1d4+d5 (4185)

yazilir. (4.185) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

az0, — Ag| < —
lasa; — agl < =

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.14.5: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

- < =
laas —ay] < 3
dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
Ispat: (3.20) ifadesinde m =2,n=3 icin (4.172),(4.173) ve (4.174)

esitlikleri yerine yazildiginda,

didy _ds _ 1 (1, o
18 o 16(6d1d2 d3) (4.186)

03 — Ay =

bulunur. (4.186) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,
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|aza; — a4] < — |2 did, — ds (4.187)

yazilir. (4.187) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

Ar,0z — Au| < =
lazas 4|8

bulunur. Bylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.14.6: f(z) € K olsun. Bu durumda

2
as —as| < —
03 — as| < 75

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
Ispat: (3.21) ifadesinde n =3 icin, (4.173) ve (4.175) esitlikleri yerine
yazildiginda,

a3 1 11
i -ag=2- (a3 +2d,) = —(=di-d,) (4.188)

bulunur. (4.188) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iliggen esitsizligi

uygulandiginda,

1

1 .2
~ |2 a3 - d4| (4.189)

la —as| <

yazilir. (4.189) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

2
as —as| < —
03— as] < 75

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.14.7: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

— < _
lazas — agl < 9
dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
Ispat: (3.20) ifadesinde m =2,n =5 icin, (4.172),(4.175) ve (4.176)

esitlikleri yerine yazildiginda,

1 1
05 — Ag = m(dld% + 2d4) - %(4‘(12613 + dldg + 2d1d4 + 8d5)
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= 24, (3did, — dy) + = (dud, — ds) (4.190)

bulunur. (4.190) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iiggen esitsizligi

uygulandiginda,
1 1 11
laas — agl S5|dz| §d1d2_d3|+ §|gd1d4_d5 (4.191)

yazilir. (4.191) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

a,a: — dg| < =
|aza5 — agl < 5

bulunur. Béylece teorem ispatlanmis olur.

4.15. K s Fonksiyon Sinifi icin Hankel Determinantlar:

Bu kisimda, f(z) € K5 alt siifi i¢in ikinci, ticlincii ve dordiincii mertebeden

Hankel determinantlar ile ilgili Gist sinir degerleri elde edilmistir.

Teorem 4.15.1: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

25
H (2| <—=01
|Hz( )I_144 0,1736

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (4.172) — (4.174) esitlikleri (3.2) ifadesinde yerine yazildiginda,

2

1 d2
H,(2) = ﬁ(dﬂiz + 2d,d3) — 36

dids
64

_ 1 9 12
= —d, (gd1 —d2)+ (4.192)

bulunur. (4.192) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iiggen esitsizligi

uygulandiginda,

|dqds|
64

|Hy(2)| < 52 |dy | [ d? — dy| + (4.193)

yazilir. (4.193) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,
|Hy(2)] < === 10,1736 (4.194)

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 4.15.2: f(z) € K; olsun. Bu durumda
|Hz (D] < o753 = 0,1557
4320
dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
Ispat: (4.172) — (4.174) esitlikleri (3.4) ifadesindeki (aya, — a3) teriminde
yerine yazildiginda,
2

a,a, —a: = 78 (d2d2 + 2d,d 3)——6

dids

1 2 g2 _
= —d, (32d1 d2)+ — (4.195)

bulunur. (4.195) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iiggen esitsizligi

uygulandiginda,

|d1ds|

1
|a20s — 03| < = |d,| | S dZ — dy| + 222 (4.196)

yazilir. (4.196) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

25
144

laya, — a3l < (4.197)

bulunur. (4.172) — (4.174) esitlikleri (3.4) ifadesindeki (a,a3; — a4) teriminde yerine

yazildiginda,
_didy  dy
@23~ 44 = 96" " 16
1 /1
= ~(3did, — d;) (4.198)

bulunur. (4.198) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,
11
|a2a3 - a4,| S E gdldz - d3 (4.199)

yazilir. (4.199) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

(4.200)
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bulunur. (4.172), (4.173) esitlikleri (3.4) ifadesindeki (az—a3) teriminde yerine

yazildiginda,
2 _ dZ d%
T
1 /3
=1 (gdg - dz) (4.201)

bulunur. (4.201) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iiggen esitsizligi

uygulandiginda,
113
las—a3| < :[>d? - d,| (4.202)

yazilir. (4.202) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

laz—a3| <

W

(4.203)

bulunur. (3.4) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iicgen esitsizligi

uygulandiginda,
|Hs(D)| < lasllazas — a3l + |asllazas — as| + |as|las — a3 (4.204)

yazilir. (4.173) — (4.175) esitlikleri ile birlikte (4.197), (4.200) ve (4.203)
esitsizlikleri (4.204) ifadesinde yerine yazildiginda ve ardindan Lemma 3.6.7 ile birlikte
|d,| < 2 esitsizligi dikkate alindiginda,

|H,(D)] < 673 ~ 0,1557
s(D) =4320 "

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.15.3: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

3637
|H3(2)| <

= 57600 = 0,0631

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
Ispat: (4.174) — (4.176) esitlikleri (3.5) ifadesindeki (a,aq — a2) teriminde

yerine yazildiginda,

a4a6 - az (dldz + 2d3)(4d2d3 + dld% + 2d1d4 + 8d5)

1
> 79216
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1
-—1666(d44—4d2d44—4d4)

= —— (4d,d3d; + did} + 2d3d,d, + 8dydyds + 8dpd} + 2d,d3d; +

4 2
4d,dsd, + 16d,ds ) — 2 — L0 _ %

_dydids  did  didyd, , Gideds | d,d? , Gadsdy | dads
T 71536 ' 9216 ' 4608 ' 1152 @ 1152 ' 2304 ' 576
d; did, dj

1600 400 400

- 161Wd2 (144d1 dz) +Ed2 ( 2d1d3 d4) ; d; ( dads + d5)

1 1
tomdy (Zhdids — dy) + o didy (Gdids + ds ) (4.205)

400

elde edilir. (4.205) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve {iggen esitsizligi

1152

uygulandiginda,
I gl < |d3] > dz—d Id | 25d d; —d
Gate = 51 = 7600 2! [144 2| * 700 %21 [gg %193 ~ 4
+%|d3|| dydy + ds| + == | |2 dyds — d|
L |d, d2|| dyd, +d5| (4.206)

yazilir. (4.206) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

463
lasas — aZ| < o (4.207)

elde edilir. (4.173) — (4.176) esitlikleri (3.5) ifadesindeki (azaq — azas) teriminde

yerine yazildiginda,

1
a3a6 _a4,a5 1728 (4d d3 +d1d3 +2d d2d4 +8d d5)
1 3
_m(Zdzd:; +d1d +2d1d d4+4’d d4)
__1s d2d ! d,d3 — 7 —d,d,d 1dd 1dd
= 17280 %293 ~ 33560 1192 T 17280 “1%2%4 T 516 2% T 350 %%

—1d(13d d) 13d< d,d d)
~ 320 3\108 *) 34560 2\13 17?
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7
— —d, (S dyd, —ds) (4.208)

elde edilir. (4.208) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve ti¢gen esitsizligi

uygulandiginda,

7
lazas — azas| < |d3| |_d2 d4| + |d2| Ed1d2 —d3| +

108 34560

= |d,| | = dyd,, - d5| (4.209)

216
yazilir. (4.209) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate
alindiginda,

27
lasag — azas| < e (4.210)

bulunur. (4.173) — (4.175) esitlikleri (3.5) ifadesindeki (azas — a%) teriminde yerine

yazildiginda,
— (3 _ i 2
asas — a2 _240 (d3 + 2d,d,) 1024(d1d2+4d1d2d3+4d)
—1d31dd 1dd21ddd 1d2
240 120 7% 1024 ! 256 1 273 256 °
4 2 2 5 1 42
= ——d3 ( d? dz) 120d2(2d1d3—d4)—gd3 4.211)

elde edilir. (4.211) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve tli¢gen esitsizligi

uygulandiginda,

lasas — a3l < == |d31 |2 a2 — dy| + o-1d,| |52 dads — du| + = 1d3] (4212)

240
yazilir. (4.212) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate
alindiginda,

79
lasas — a?| <o (4.213)

bulunur. (3.5) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,
|H3(2)| < lazllasas — ai| + las|lasas — asas| + |asllazas — a| (4.214)

yazilir. (4.172) — (4.174) esitlikleri ile birlikte (4.207), (4.210) ve (4.213)
esitsizlikleri (4.214) ifadesinde yerine yazilir ve ardindan Lemma 3.6.7 ile birlikte
|d,| < 2 esitsizligi dikkate alindiginda,
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7
< 57600 = = 0,0631

|H3(2)| <
bulunur. Bylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.15.4: f(z) € K olsun. Bu durumda

|H;(3)] < 71269 ~ 0,0314
3(3) = 2268000 ~

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (4.175) — (4.177) esitlikleri (3.6) ifadesindeki (asa, — a2) teriminde

yerine yazildiginda,

a5a7 - aé (dz + 6d2d4 + 8d2d6 + Zd d4, + 12d2d4 + 16d4 6) -

13440

(16d2d? + d2d% + 4d%d? + 64d? + 8d,d3d; + 16d,d,dsd, +

82944

64d,d,ds + 4d2d2d, + 16d,d2ds + 32d,d,ds)

- _ﬁdz( 5d§ p d6) 13440 dz (216 di — dz) %d‘* (ﬁdz dZ) -
1

thodz (162d ds = d4) _4480 d2d4( BT 10N d4) 6720 d2d4 (108d1 dz) B

1

5
m614(108al1015 dé) —d2(4d1d5—d6)— gzt g,d.d.  (4.215)

3360 1296 ° 1296

elde edilir. (4.215) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve tiggen esitsizligi

uygulandiginda,
lasa; — a2l < 5 |d31 |2 dF — do| + s 1431 | 2 dF — da| +
a3 |2 2 — | + o= a3 |22 dudy = dy| + o | dydal [ dad, -
d4|+6720|d2d4||108 d2|+ |d4||108d d5_d6|+3360|d2|| dyds =
do| +—=Id2| + —d,dsds] (4.216)

bulunur. (4.216) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| <2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

509
15120

lasa; — a%| < (4.217)

bulunur. (4.174) — (4.177) esitlikleri (3.6) ifadesindeki (asa; — asay) teriminde

yerine yazildiginda,
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Qs — Ay = (d1d4 + 6d,d2d, + 8d,d,dg + 2d3ds + 12d,dsd, +

10752

16d3d6) -

(4d3d; + dyd? + 4d,d2d, + 8d2ds + 8d,dsd, +

11520

16d,ds + 4d,d?)

= ——d? (5> dyd, — ds) +iaz4 (1—6d2d3 —ds) — = dyd; (2 d? —d,) +

1440 2 \56 720 40320 273

—d6( d,d, + dg) — L _d,d} + ——d,d? (4.218)

672 161280 2880

elde edilir. (4.218) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve liggen esitsizligi

uygulandiginda,
|a4a7—a5a6|squ|d%|| didy — ds| + o 1dal |52 dyd; — ds| +

|d2d3|| d3 — d4| +— |d6|| d1d2+d3|+ |d1d4|+ |d1d4|

40320 161280 2880

(4.219)

bulunur. (4.219) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

37
lasa; = asae| < = (4.220)

bulunur. (3.6) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve {iggen esitsizligi

uygulandiginda,
|H;(3)| < lasllasa; — ag| + lasllasa; — asag| + |as||asaq — aZl (4.221)

yazilir. (4.173) — (4.175) esitlikleri ile birlikte (4.207), (4.217) ve (4.220)
esitsizlikleri (4.221) ifadesinde yerine yazildiginda ve ardindan Lemma 3.6.7 ile birlikte
|d,| < 2 esitsizligi dikkate alindiginda,

|Hs(3)| < 71269 ~ 0,0314
3(3) = 2268000 —

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
Teorem 4.15.5: f(z) € K5 olsun. Bu durumda
|H.(1)| < 0,01916

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (4.173) — (4.175) ile birlikte (4.195), (4.198) ve (4.201) esitlikleri
(3.4) ifadesinde yerine yazildiginda,
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d?dz? +d1d2d3 d3 d? | d,d, d3d,
15360 768 2160 256 120 320

Hy(1) = (4.222)

bulunur. (4.172),(4.173), (4.175) ve (4.176) esitlikleri (3.8) ifadesindeki (a,aq —

asas) teriminde yerine yazildiginda,

d?d3 n dydyds N d3d, n dids d_§ _ dady

a,qe — A0 =
276 3%5 7 1152 288 576 144 240 120

(4.223)

bulunur. (4.172), (4.174) ile birlikte (4.195), (4.208) ve (4.223) esitlikleri (3.8)

ifadesinde yerine yazildiginda,

_ _ 17
M= 17280 23 34560d dj + 17280d dady + d2d5 320 d3d4
- 3 2
9216 dl dyds + 36864d dj — 2304 dl dy = 576 dl ds + 1024 dld (4.224)

elde edilir. (4.172), (4.173) ile birlikte (4.205), (4.208) ve (4.211) esitlikleri (3.9)

ifadesinde yerine yazildiginda,

13

1 1
— d1d§d3 - —dfdg =2 d2dyd, — ——dyd,ds +

276480 69120
1
14400

Azz —y

_d2d2 dld d4, d d5

4608

dz dz d4, _dz (4.225)

900

elde edilir. (4.172) — (4.174) ile birlikte (4.205), (4.208) ve (4.211) esitlikleri (3.10)

ifadesinde yerine yazildiginda,

_ 2
As=— 49152 didyds — 294912d d; + 18432 didyd, + 4608d dpds —
——d,d,d3 + =—d?d;d, + —d,d3ds + ———d d; — —d d3d, —
73728 9216 2304 1036800 777600
1 3 1 3
1600 1 it 103680d ds + odzd3d4 1296 d2d5 4096 7006 43 (4.226)

elde edilir. (4.174) — (4.177) ile birlikte (4.222),(4.224),(4.225) ve (4.226)
esitlikleri (3.7) ifadesinde yerine yazildiginda,

222953472000H,(1)

= 2625d*d% — 84000d4d2d, + 71360d?d5 — 381440d,d%d; + 79872dS —
217600d3d2 — 9105408d%d, + 1212800d2d3d, + 18552320d,d2dsd, —
17971200d,d2d, + 6856704d2d? — 7137280d?d,d? + 983040d2d2d, +
6912000d,d,dsd, — 2457600d3d, — 20736000d2d,, +

44236800d,d,ds — 16588800d%d,d, + 12185600d2dsds —
1092000d?d2d2 + 21000d3d3d; — 336000d3d,dsd, —

1344000d?d,dsds + 756000d,d,d3 + 358400d,d3ds — 336000d3d2ds —
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20787200d,d,d,ds + 53222400d,dsd? + 672000d*d? +
5376000d3d,ds — 3024000d2d2d, — 28672000d,d? +
38707200d5d,ds + 10752000d2d2 — 12096000d,d2ds — 27869184d3 +
1323000d?d,d? + 3402000d%

= 84000d}d3 (- d} — d,) — 18552320d,d3ds (= d3 — d, ) +
47

9105408d3 (- d3 — d,) — 532224000, d3d, (= dyds — dy ) —

38707200d5d, (= dyd; — ds) — 121856000, dsds (== dF — d, ) -
44236800d,d, (2 dyds — d ) + 28672000 (2 d? — d, ) +
1966080d2d, (5 d? — dz) +12096000d; d3 (= d,ds — ds) +
680400042 (1 d2 — d6) +336000d3d,d, (116 d2 — d4) -
5376000d3ds (= d3 — d,) + 49152043 (2 dyds — d ) +

13932000d;d, (= dyd, — d3) + 1344000d3d3 (3 d3 — d, ) +

27869184d (- d3 — d, ) + 5793280d3d,d, (s d — d, ) +

9052
16588800d%d, (—=d? — d,) + 71360dd§ — 217600d3d? —
1092000d2d2d2 + 1323000d?d,d? (4.227)

elde edilir. (4.227) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve tliggen esitsizligi

uygulandiginda,

222953472000H,(1)

< 84000|d}d3| |- d3 — d,| + 18552320]d, d3d;

|| 149

dZ —d,| +
9105408]d?| |1—14 d2 — d4| + 53222400 |d, dsd,| |£d1d3 - d4| +

38707200|d3d,| |13

Bd,ds — d5| +12185600|d,d5ds| |105

—dy| +

203

44236800|d,d, | |432

dyds — do| +28672000]d2| [ d? — d,| +
1966080|d2d,| |§df - d2| +12096000|d, d2| |% dyds — d5| +
68040001d2| |2 d3 — do| + 336000]did,ds| |- d3 — d,| +

5376000|d3ds| | 2 — d4| +491520|d3| |35

dyds — dg| +
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13932000|d;dg| |%d1d2 - d3| + 1344000|d?d?| |§ d? — d2| +

27869184|d3| |- d3 — d,| + 5793280|d?d,d,| |

1895
9052

dZ —d,| +
16588800|d?d| |- dZ — d,| + 71360|d?d5| + 217600|d3d3| +
1092000|d?d2d?| + 1323000|d?d,d?| (4.228)

elde edilir. (4.228) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

16689943
<L -
IH, (D] < 870912000

= 0,01916 (4.229)

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.
4.16. K Fonksiyon Sinifi icin Toeplitz Determinantlari

Bu kisimda, f(z) € K5 alt sinifi i¢in ikinci, ti¢clincii ve dordiincii mertebeden

Toeplitz determinantlari i¢in {ist sinir degerleri elde edilmistir.

Teorem 4.16.1: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

1T, (2 |<13~03611

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
Ispat: (4.172), (4.173) esitlikleri (3.11) ifadesinde yerine yazildiginda ve her iki
tarafinin modiilii alindiginda,

i _ ai

T, = |2 -4 (4.230)
yazilir. (4.230) ifadesinde |d,,| < 2 i¢in iiggen esitsizligi uygulandiginda,
13
IT.(2) < 5; (4.231)

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.16.2: f(z) € K5 olsun. Bu durumda
|T,(3)] < 25 = 0,1736
2D =72 =0

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).
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Ispat: (4.173), (4.174) esitlikleri (3.12) ifadesinde yerine yazildiginda ve her iki

tarafinin modiilii alindiginda,

d3

1
|T,(3)| = o (didy + 2d3)* — e (4.232)
yazilir. (4.232) ifadesinde |d,| < 2 i¢in tiggen esitsizligi uygulandiginda,
25
IT,(3)| = — (4.233)

144

bulunur. Bylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.16.3: f(z) € K olsun. Bu durumda

dir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (4.172), (4.173) esitlikleri (3.13) ifadesinde yerine yazildiginda ve her iki

tarafinin modiilii alindiginda,

T3] = 1+ 2a3(a; — 1) — a3
d; (d; d3
> ‘”?(E‘Q‘(%

1 2 2 2

_ 1 32 _ _ 2
=— |144 +4d, (4 d; - d,) 18d1| (4.234)
elde edilir. (4.234) ifadesinde tiggen esitsizligi uygulandiginda,

1 3
IT,(1)] < m|144 +4ld, | [2d? — dy| + 181a2]

(4.235)

bulunur. (4.235) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| <2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

232
IT(DI < ; (4.236)

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.16.4: f(z) € K olsun. Bu durumda

11
T3(2)| < == = 0,3437
32 < o
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dir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (4.172), (4.174) esitlikleri (3.14) ifadesinde yerine yazildiginda ve her iki

tarafinin modiilii alindiginda,

IT3(2)| = |(a, — a4)(a% - Zag + aza,)|

d 1 dz d3 1

a3 di +d1‘d2 dfd§+d§d3 d?dyds  dyd?
64 128 ' 1024 4096 ' 512 1024 1024

B [ S ST (I S0 R S ogag (g g g ) dads
" le4a 128 512d1( zdld2 d3)+1024d1d2( 4d1d2 d3) 1024 (4.237)
elde edilir. (4.237) ifadesinde iicgen esitsizligi uygulandiginda,
a3+ g+ a3 l=t —
;@)1 < [ Z1d5] + = |dd| + == 1d}] |~ 3 dyd, — dy +
——|d2dy| |- 2 dyd;, — ds| + ——1d, 2| (4.238)
1024 12N 4 TIE2Z 3T 4004 113 :

bulunur. (4.238) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,
T3] <— (4.239)

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.16.5: f(z) € K5 olsun. Bu durumda

|T,(2)| < 0,202398
dir (Buyankara & Caglar, 2025a).

Ispat: (4.172),(4.173) esitlikleri (3.15) ifadesindeki (a3 — a2)? teriminde
yerine yazildiginda,

1

(a3~ a3)? = o (

di _ did} | 43
» +2) (4.240)

16 18 81

bulunur. (4.172) — (4.175) esitlikleri (3.15) ifadesindeki (a3 — a,a,)(a,a, — asas)

teriminde yerine yazildiginda,
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(a3 — a,04) (@204 — a305) = —— (480d3d} — 135d}d3 — 540d3d,d; +

960d,d2d; — 540d2d% — 256d5 + 72d?d% + 144d,d3d; — 512d3d, +
144d2d2d, + 288d,d,dsd,) (4.241)

elde edilir. (4.172) — (4.174) esitlikleri (3.15) ifadesindeki (a,a; — aza,)? teriminde

yerine yazildiginda,
(azaz — a3a4)2
= L (16d%d3 — 8d2d} — 16d;d3d; + 4dyd3ds + did} + 4d3d3)  (4.242)

elde edilir. (4.173) — (4.175) esitlikleri (3.15) ifadesindeki (a2 — azas)? teriminde

yerine yazildiginda,

(6} — asas)? = ——(d}d} + 8d3did; + 24d?d3d} — 8dZd§ — 16d3d3d, +

64d,d3d, + 16dS + 64d2d?) (4.243)

bulunur. (4.172) — (4.175) esitlikleri (3.15) ifadesindeki (asa, — ayasg)? teriminde

yerine yazildiginda,
(a3, — a,05)? = —(d3d} — 2d,dydyd, + d?d3) (4.244)
elde edilir. (4.240) — (4.244) esitlikleri (3.15) ifadesinde yerine yazildiginda,
2123366400T,(2) = 819200d% — 11059200d%d3% — 259200d%d3
+1843200d%d3 + 1638400d5 + 78336d7d5 + 2025d%d3
—491520d5 — 17280d%d3 + 36864dS — 1036800d3d,d;
+3686400d,d2d; + 16200d3d3d; — 69120d,d3d;
—1036800d7d% — 460800d3d2 + 48600d3d3d3
—69120d3d3 + 64800d,d,d3 + 32400d% + 221184d?d3d,
—983040d5d, — 34560d7d3d, + 147456d%d,
+1105920d,d,d5d, — 138240d,d3d;d, — 138240d,d3d,
—331776d%d} + 147456d3d? + 92160d,d5d;

259200
1843200

78336 , )
2

= 1843200d§d§( 291520 dy

d: — dz) + 491520d5 (
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36864d3 (17280 d?—d ) 3686400d,d.,d (1036800 d? )
2\36864 1 2 172731 3686400 + 2
147456d4(69120 dd, —d )+ 69120d3d? (48600 d? —d )
2\147456 173 74 69120 2
+34560d2d3( 620001 d; —d >+ 138240d.,d? (ﬂd d. —d )
34560 o 273\138240 173

221184

+331776d%d, (m

138240
d2 d4> — 147456d2d, (147456 dyds — d4>

92160
+983040d§(

983020 1143 ~ d4) +819200d% — 11059200d%d2

+1638400d% + 2025d*d? — 1036800d2d2 — 460800d2d?

+32400d% + 1105920d,d,dsd, (4.245)

elde edilir. (4.245) ifadesinin her iki tarafinin modiilii alindiginda ve iiggen esitsizligi

uygulandiginda,

21233664007T,(2)

< 1843200]d3d3| |22l 42 — d,| + 4915201d4] | - aF — d | +
36864|d3| [~ d} — d| + 3686400|d;dyds | [seaes dF — dy| +
147456]d8| |22 dyd;y — da| + 69120d3d3| [ees d — d,| +
34560|d?d3| |1j§22 dyds — d,| +138240|d,d2| |163“882°4°0 dyds — d4| +
331776d3d,| [ e d3 — d,| + 147456|d3d, | [Fomee dy d — du| +

147456

92160
983040

dyds — d,| + 819200|d%| + 11059200|d2dZ| +

983040]d3| |22

1638400|d%| + 2025|d*d%| + 1036800|d2dZ2| + 460800|d2d2| +
32400|d4| + 1105920|d,d,dsd,]| (4.246)

elde edilir. (4.246) ifadesinde Lemma 3.6.7 ile birlikte |d,| < 2 esitsizligi dikkate

alindiginda,

IT,(2)] < 0,202398 (4.247)

bulunur. Boylece teorem ispatlanmis olur.
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5. SONUC VE ONERILER

5.1. Sonug¢

Bu tez ¢alismasinda, analitik fonksiyonlarin belirli alt siiflar i¢cin determinant
temelli yontemler sistematik sekilde uygulanmis ve katsayr sinirlart belirlenmistir.
Subordinasyon yontemi kullanilarak tanimlanan M(a), N(B), S; (@), St(1) ve K alt
smiflar1 icin Hankel, Toeplitz ve Hermitian-Toeplitz determinantlarinin alt ve iist sinirlar
elde edilmis, bazi durumlarda literatiirdeki bilinen sonuglarin Otesinde daha kesin
sonuclar saglanmistir. Elde edilen sonuglar, determinant temelli tekniklerin yalnizca
katsayr analiziyle sinirli kalmayip, analitik fonksiyonlarin yapisal 6zelliklerinin
incelenmesinde de etkin bir ara¢ oldugunu gostermektedir. Bu calisma, yontemsel ve
teorik katkilariyla literatiire deger katmakta ve ileride farkli fonksiyon siniflar1 ve farkl

determinant tiirlerinde de uygulanabilirligi i¢in temel olusturmaktadir.
5.2. Oneriler

Calismada ele alinan fonksiyon siniflarin diginda kalan diger analitik fonksiyon
alt smiflar1 i¢in Hankel, Toeplitz ve Hermitian-Toeplitz determinantlarinin incelenmesi,

alanin daha da genislemesine katki saglayabilir.

Determinant temelli yontemlerin goriintii isleme, sinyal isleme ve kontrol teorisi
gibi alanlarda uygulanmasi aragtirilabilir. Ayrica, matematiksel fizik uygulamalarinda da

potansiyel kullanim olanaklar1 incelenebilir.

Subordinasyon ilkesi ile farkli determinant tiirlerinin birlestirilerek yeni katsay1

sinirlarinin elde edilmesi miimkiindiir.

Bilgisayar destekli simiilasyon ve hesaplamalar kullanilarak daha yiiksek
dereceden determinantlar ve daha karmasik fonksiyon siniflar1 igin sistematik sonuglar

elde edilebilir.

Literatiirdeki mevcut yontemlerin sinirlariin asilmast ve daha kesin tahminler

icin yeni determinant tipleri ve kombinasyonlari arastirilabilir.
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