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OZET

ANALITIK FONKSIYONLARIN BAZI ALT SINIFLARI ICIN DORDUNCU
HANKEL DETERMINANTI

YUKSEK LISANS TEZI
Biisra KORFECI

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2019

Bu tez calismasinda modifiye edilmis Sigmoid fonksiyonlarla iliskili yildizil
fonksiyonlarin bir alt sinifi i¢in dérdiincii Hankel determinanti ele alinmustir. Oncelikle bu smifa
ait fonksiyonlar i¢in bir katsayr tahmininde bulunulmus daha sonra da dordiincii Hankel
determinant1 i¢in iist sinir belirlenmistir.

Baslangicta, karmagsik fonksiyonlar kuraminin temel tanim ve teoremlerine yer
verilmistir. Ardindan yalinkat fonksiyonlar, yalinkat fonksiyonlarin 6nemli baz1 altsiniflari,
birim diskte yalinkat olan fonksiyonlarin 6nemli bazi alt siniflari, pozitif gergel kisimh
fonksiyonlarin siniflar1 tanitilmig ve bu smiflarla ilgili dnemli bazi teoremler ifade edilmistir.
Subordinasyon ilkesi ve bu ilkenin 6zelliginden bahsedilmis, Hankel matrisi tanimlanmustir.
Daha sonra Sigmoid fonksiyonu ve ozelliklerinden s6z edilmis ve Sigmoid fonksiyonlar ile
iligkili y1ldizil fonksiyonlar i¢in bir alt simif tanimlanarak, bu sinif i¢in bazi katsay1 tahminleri
elde edilmistir. Son olarak bu katsayilar yardimiyla dérdiincii Hankel Determinantinin bir iist
sinir1 elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Analitik Fonksiyon, Yalinkat Fonksiyon, Yildizil Fonksiyon, Konveks
Fonksiyon, Hankel Determinanti, Sigmoid Fonksiyonu, Modifiye Edilmis Sigmoid Fonksiyonu.
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ABSTRACT

FOURTH HANKEL DETERMINANT FOR SOME SUBCLASSES OF ANALYTIC
FUNCTIONS

MSc THESIS
Biisra KORFECT

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2019

In the thesis, the fourth Hankel determinant for a subclass of starlike functions related to
modified Sigmoid functions is discussed. Firstly, a coefficient estimation for the functions of
this class has been made and then the upper bound for the fourth Hankel determinant has been
determined.

First of all, the basic definitions and theorems of complex functions theory are given.
Then, univalent functions, its some important subclasses, some important subclasses in the unit
disc of univalent functions and positive real functions classes have been introduced. Also some
theorems about these classes have been stated. Subordination principles and their features have
been explained, and then Hankel matrice has been defined. After that, Sigmoid function and its
properties are mentioned and a subclass is defined for starlike functions related to Sigmoid
functions and some coefficient estimations are obtained for this class. Finally, with these
coefficients, an upper bound of the fourth Hankel determinant is obtained.

Key Words: Analytic Function, Univalent Function, Starlike Function, Convex Function,
Hankel Determinant, Sigmoid Function, Modified Sigmoid Function.
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1. GIRIS

Karmagik analizin 6nemli bir dali olan Geometrik Fonksiyonlar Teorisi, analitik
fonksiyonlarin geometrik Ozellikleri ile ilgilenmektedir. Bir fonksiyonun analitik
Ozellikleri ile analitik bir fonksiyonun goriintiisiiniin geometrik 6zellikleri arasindaki
bagitiyr anlatmak geometrik fonksiyon teorisinin amaglarindan biridir. Bu teoriyi
onemli kilan birincil sebep analitik fonksiyonlar1 temsil eden serinin katsayilarinin,
fonksiyonun geometrik 6zellikleri {izerinde veya fonksiyonun geometrik 6zelliklerinin,
analitik fonksiyonlar1 temsil eden serinin katsayilarinin iizerinde etkisinin olmasidir. Bu
durumda analitik fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerini incelemek i¢in, onun katsayilar
tizerinde ¢aligmayi tercih etmek isabetli bir secim olacaktir.

20. yiizyilin baslarinda katsayr tahminleri ile calisilmaya baslanan Yalinkat
Fonksiyonlar Teorisi ise Geometrik Fonksiyonlar Teorisinin en énemli dallarindan biri
olup, belirli bir karmagsik bdlgede analitik ve yalinkat olan fonksiyonlar ile ilgilenir. Bu
alanda ilk 6nemli ¢alisma P. Koebe tarafindan 1907 yilinda yapilmistir. Bu calisma,
1915 ve 1916 yillarinda sirasiyla J.W.Alexander ve L. Bieberbach tarafindan takip

edilmistir.

Sekil 1.1. Sekil 1.2. Sekil 1.3.
Paul Koebe (1882-1945) J.W.Alexander (1888-1971) Ludwig Bieberbach (1886-1982)

Yalinkat fonksiyonlarda ilgi ¢ekici bircok sonucun agiklamalari Montel (Paul
Montel 1933) tarafindan 1933 yilinda Paris'te yayinlanan ‘Legons sur les Fonctions
Univalentes ou Multivalentes’ baslikli inceleme yazisinda yayinlanmistir. Montel bu

caligmasinda, yalinkat fonksiyonlar teorisinin orijininin, basit baglantili bir bolgeyi C
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karmagik diizleminde basit baglantili bdlgeye doniistiiren genel konformal doniisiim
probleminden geldigini belirtmistir. Bernardi tarafindan sirasiyla 1966 ve 1977
yillarinda hazirlanan bibliyografi makalelerinde (Bernardi 1966, 1977) ABD, Ingiltere,
Almanya, Fransa, Japonya gibi bir¢ok iilkede yaklasik 220 matematik dergisinde yer
alan 570'den fazla yazarin yayinlarina yapilan 1964 tane referansa yer verilmistir. Bu iki
cilt bibliyografya bu konudaki bir¢cok arastirmaciya degerli referanslar saglamistir. ‘Les
Fonctions Multivalentes’, 1938 yilinda Biernacki (M. Biernacki 1938) tarafindan
yazilan yalinkat ve ¢ok katli fonksiyonlar ile ilgili dikkat ¢ekici bir inceleme yazisidir.
Bununla birlikte Yalinkat Fonksiyonlar Teorisine katkida bulunan birgok kitap vardir.
Bunlara Goluzin (Goluzin 1947), Nehari (Nehari 1952), Jenkins (Jenkins 1958),
Hayman (Hayman 1958) ve Ahlfors (Ahlfors 1960) tarafindan yazilan kitaplar 6rnek
verilebilir. Bu kitaplar bazi acik problemleri ve kapsamli incelemeleri igermektedir. Son
zamanlarda bu konuyu derinlemesine ele alan diger kitaplar, 1975 te Pommerenke
(Pommerenke 1975), 1983 te Goodman (Goodman 1983) ve Duren (Duren 1983)
tarafindan ayr1 ayr1 yazilmis Yalinkat Fonksiyonlar baslikli ti¢ ayr kitaptir.

Koebe’den 6nce 1851 yilinda Riemann, Riemann Donilisiim Teoremi olarak
bilinen ve ‘karmasik diizlemde basit baglantili bélgeyi, basit baglantili bolge iizerine
doniistiiren tek bir analitik fonksiyon vardir’ seklinde ifade edilen Geometrik
Fonksiyonlar Teorisinin 6nemli bir sonucunu vermistir. 1907 de Koebe Yalinkat
Fonksiyonlar Teorisini ¢aligmaya baglamig ve ardindan Riemann Doniisim Teoremi
1s181nda, analitik ve yalinkat fonksiyonlarin 6zellikleri ile ilgili ¢aligmalar1 devam

etmistir.

Sekil 1.4. Bernard Riemann ( 1826-1866)
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Karmagik diizlemin basit baglantili bir bdlgesinde analitik olan ve belli
normalizasyon kosullarini saglayan tiim fonksiyonlarin A smnifi tanimlanmistir. Tanim
kiimesinde analitik, yalinkat ve normalize edilmis tim S < A fonksiyonlarinin sinifi
Yalinkat Fonksiyonlar Teorisi ¢aligmalarinin merkezi olmustur. Bu S fonksiyon sinifi
diinyada bir¢ok arastirmaci tarafindan ilgi gérmiistiir. Riemann Doniisiim Teoreminin
gerekliliklerini saglamak i¢in tanim bolgesi genel olarak, karmasik diizlemdeki basit

baglantili bdlgenin en iyi bilinen drneklerinden biri olan U ={zeC:|¢<1} agik birim

diski olarak segilir.

S smifindaki tiim analitik fonksiyonlar, karmasik diizlemde U birim diskini
basit baglantili bir bolge iizerine konformal ve bire-bir olarak dontistiiriirler. Bu siniftaki
fonksiyonlarm en ilging tarafi, U birim diski iizerinde gercel veya karmasik katsayili

bir kuvvet serisi ile ifade edilebilmesi ve yakinsak olmasidir.

Karmagik analiz i¢in son derece heyecanli bir yil olan 1984 yilinin en biiyiik
matematiksel basarisi, 68 y1l 6nce Alman matematik¢i Ludwig Bieberbach ( Bieberbach
1916) tarafindan ortaya konulan Bieberbach Kestiriminin L. de Branges (L. de Branges
1984) tarafindan ispatlanmasidir. Bu kestirim, ilk olarak 1916 yilinda Bieberbach’in
Uber die Koeffizienten derjenigen Potezreihen welche eine schlichte Abbildung des

Einheitskreises vermitteln baslikli makalesinin bir dipnotu olarak verilmistir.

940 Gesamtsitzung vom 20. Juli 1916. — Mitteilung vom 6. Juli

Uber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen,
welche eine schlichte Abbildung des Einheits-
kreises vermitteln.

Von Prof. Dr. Lupwic BiEBERBACH
in Frankfurt a. M.

(Vorgelegt von Hrn. Frosexius am 6. Juli 1916 [s. oben S. 775].)

The article

' DaB %, > n zeigt das Beispiel X nzr. Vielleicht ist iiherhaupt &, = n.

and the footnote that led to it all.

Sekil 1.5. Bieberbach Kestiriminin {lan1
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Bieberbach (Bieberbach 1916) bu makalesinde S simifindaki her

f(z)=z+Y a,z" fonksiyonu igin |a,|<2 oldugunu ispatlamustir. Bu makalesindeki
n=2

dipnotta ise f S igin genel olarak |a |<n olabilecegine dikkat ¢gekmistir. Bu kestirim

matematikcilerin dogrulugunu gostermek i¢in uzunca yillar calistifi bir problem
olmustur. Bieberbach’in ardindan kestirim sirasiyla tigilincii katsayr i¢in 1923 de K.
Lowner (Lowner 1923), dordiincii katsay1 igin 1955 te P. R. Garabedian ve M. Schiffer
(Garabedian ve Schiffer 1955) tarafindan ispatlanmistir. Altinci katsay1 i¢cin 1968 de P.
N. Pederson ( Pederson 1968) ve bagimsiz olarak 1969 da M.Ozawa (Ozawa 1969)
tarafindan ispat verilmistir. 1972 de Pederson ve Schiffer (Pederson ve Schiffer 1972)
besinci katsay1 i¢in Bieberbach kestirimini ispatlamiglardir. Bieberbach kestiriminin
diger kalan tiim katsayilar i¢in ispat1 ise 1984 yilinda L. De Branges tarafindan yapilmis
ve 1985 yilinda yayimlanmistir (L. De Branges 1985). Bieberbach kestiriminin ispati ile

beraber pek cok matematikci katsay1 problemi ile ilgilenmistir.

Yalinkat Fonksiyonlar Teorisinde, S sinifinin bazi alt siniflar1 icin katsayi
sinirlarinin tahmini ve bunlar arasindaki bagintilar 6nemli bir yere sahiptir. Yildizil ve
konveks fonksiyon simiflar1 bu alt siniflarin en iyi bilinenleridir. Bu fonksiyonlarin en

onemli Ozelligi, f(U) gorintii bolgesinde sirasiyla yildiz ve konveks bir geometriye

sahip olmalaridir. Bununla birlikte S smifinin bu ve benzeri alt smiflar1 ve bu alt
siniflardaki  fonksiyonlarin bazi o6zellikleri 20. yiizyilin ikinci yarisinda bazi
aragtirmacilar tarafindan tanimlanmis ve ayrintili olarak calisilmistir. Duren (Duren
1983) yildiz1l ve konveks fonksiyonlarin analitiksel tanimin1 yapmistir. Kaplan (Kaplan

1952) ise konvekse yakin fonksiyonlar1 tanimlamis ve 6zelliklerini caligmstir.

Karmasik analiz ve yalinkat fonksiyonlar teorisinin ilgilendigi Onemli

problemlerden  biri de Hankel determinant problemidir. Hankel determinanti

f(z)=2+ Zanz” fonksiyonunun katsayilarinin bir kombinasyonu i¢in bir iist sinir
n=2

bulmada yardimcidir. Dolayisiyla yaklasik yiizyil boyunca matematikgileri mesgul eden

katsay1 problemi i¢in 6nemli bir yere sahiptir. 1976 yilinda Noonan ve Thomas (Noonan

ve Thomas 1976) ¢,neN=1,2,... olmak lizere H ,(n), q—uncu Hankel determinantini

tanimlamislardir.
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H, (n), ¢ ve n nin ozel degerlerine gore 6zel olarak isimlendirilebilir. Ornegin a; — ua,

Fekete-Szegd  problemi, H,(2)=a,a,—a; ikinci Hankel determinanti ve
H,()=a,(a,a, —a;)—a,(a, —a,a,) +as(a, —a;) Uglincii Hankel determinanti olarak
bilinir. Bu katsay1 kombinasyonlarinin kesin {ist sinirin1 bulma problemi iizerine bir¢ok
calisma yapilmistir. Li ve Srivastava (Li ve Srivastava 1998), Babalola (Babalola 2010)
ve Zaprawa (Zaprawa 2016) basta olmak Tlizere bircok matematik¢i Hankel

determinantinin Ust sinirlari tizerinde ¢alismalar yapmigtir ve bugiin H_(n) e ilgi biiytik

bir hizla devam etmektedir.

Aktivasyon fonksiyonu, beyin siirecleri gibi biyolojik sinir sisteminden ilham
alan bir bilgi siirecidir. Son zamanlarda Geometrik Fonksiyonlar Teorisinde kullanilan
etkili bir fonksiyon da bir aktivasyon fonksiyonu olan modifiye edilmis Sigmoid
fonksiyonudur. Yalinkat fonksiyonlar teorisinde katsayi sinirlar1 belirlenmesinde ayri

bir dneme sahiptir.

Bu ¢alismamizdaki amacimiz, modifiye edilmis Sigmoid fonksiyonu ile iliskili

yildizil fonksiyonlarin bir alt sinifinda dordiincii Hankel determinanti problemini ele

alip, baz1 katsay1 tahminleri elde ederek bu alt siif i¢in |H 4(1)| in bir st sinirin1 elde

etmektir.
Bu amag dogrultusunda bu ¢alisma bes béliimden olusmustur.

Giris bolimiinde Yalinkat fonksiyonlar, Hankel determinantlar1 ve Sigmoid

fonksiyonunun genel bir tarihgesinden sz edilmistir.

Kaynak 6zetlerinde tezi olustururken faydalandigimiz bazi temel makalelerden

Ozetle bahsedilmistir.

Materyal ve metot kisminda tez yazimi siiresince faydalanilacak baslica tanimlar
ile baz1 teorem ve sonuglar bulunmaktadir. Bu kisimda yer alan teoremler kolaylik

olmasi agisindan ispat i¢in ulasilacak kaynaklar belirtilerek ispatsiz olarak verilmistir.

Arastirma bulgular1 kisminda tanimlanan sinifa ait fonksiyonlarin besinci, altinci
ve yedinci katsayilar1 i¢in tahminlerde bulunup, dordiincii Hankel determinantinin

modiilii i¢in bir Uist sinira ulasilmistir.
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Tartisma ve sonu¢ kisminda ise arastirma bulgulart kisminda olusturulan

teoremler ile ilgili elde ettigimiz sonuglara yer verilmistir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Son yillarda Hankel determinanti ile ilgili matematikgiler tarafindan pek cok
calisma yapilmistir. Tez ¢alismasi siiresince birgok makale incelenmis olup, 6zellikle
tezi olustururken faydalandigimiz bazi temel makalelerin igeriginden Ozetle

bahsedilmistir.

Ik olarak 1976 da Noonan ve Thomas (1976), H ,(n)ile gosterilen g —uncu

Hankel determinantini tanimlanmistir. Bu determinant bir ¢ok matematik¢inin ilgisini
¢ekmis olup, ¢ ve n in farkli degerleri i¢in determinantin bir {ist sinir1 elde edilmeye

calisilmigtir.

2007 de Janteng ve ark. konveks ve yildizil fonksiyonlar i¢in ikinci Hankel

determinantinin modiiliiniin iist sinirlarini yildizil fonksiyonlar igin
2
|a2a4 —a, | <1
ve konveks fonksiyonlar i¢in
s, —a3| <
a,a, —a, ‘ <=
8

olarak elde etmistir.

2010 da Babalola (2010) yalinkat fonksiyonlarin yildizil ve konveks alt siiflari

i¢in {ligiincli Hankel determinantinin modiillerinin iist sinirlarini sirasiyla
|H,(1)|<16
ve

Py 324353

H.(1)———
olarak elde etmistir.

2016 da Olubunmi ve ark. analitik fonksiyonlarm belirli yeni siniflarin1 Sigmoid
fonksiyonu kullanarak tanimlamislar ve bu sinif i¢in katsay1 esitsizlikleri, biiyiime ve

biikiilme teoremleri lizerine ¢aligmiglardir.
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2018 de Olubunmi ve ark. Salagean operatoriinii ve modifiye edilmis Sigmoid
fonksiyonunu kapsayan yalinkat fonksiyonlarin yeni bir alt sinifi i¢in katsayr sinirlarini
A=2"B=3"(2) A'=2"" B'=3"" C'=2"3" C =4"(3) olmak iizere

1 P’ A=4y’A-y(y D)
a,|<1-p4 , |a|<a-p)?

olarak ve Fekete-Szegd fonksiyoneli i¢in

JAA'-4yA* — YA+ A .
2B

| z|<(1—ﬁ)2

a,—oa,|< 1A

olarak elde etmislerdir.

2018 de Keerthi ve Revathi, Sigmoid fonksiyonlar ile iliskili Sakaguchi tipi

fonksiyonlarin yeni bir alt sinifi i¢in Fekete-Szego fonksiyoneli i¢in,

reC—{0} ,0<A<1, [f|<1, t#1 ve ueC olmak iizere

|a, - ua3| < 2|T|2 . 2{ 8(1—l2)(1+/”t)2(n+1)2 —u}
16(1+A)°(A—1)>(n+1)* | 3(n+2)(1+21)(2 -t —17)

ve ikinci Hankel determinantinin moduliiniin bir ust sinirini

2
|012a4 —a3|

< o L343
T192(n+1)*(n+2)(n +3) 2 3(n+2)

olarak elde etmislerdir.

2018 de Muhammad Arif ve ark. smirli donmeli fonksiyonlarin ailesi icin
dordiincii Hankel determinant1 {izerine ¢alisip dordiincii Hankel determinantinin

modiluniin Gst sinirini

73757
1)<

[, (1) < 5o = 07805

olarak elde etmislerdir.



Biisra KORFECI

3. MATERYAL VE METOT
Bu bolimde, tezde kullanilacak temel tanimlara ve Onemli bazi teoremlere

ispatsiz olarak yer verilmistir.
3.1 Materyal

Bu tez calismasi analitik fonksiyonlarin bir alt sinift olan yildizil fonksiyonlarin
bir smnifi i¢in dordiincii Hankel determinantinin modiiliiniin bir {ist sinirinin bulunmasi
metodu tizerine kurulmustur. Yalinkat Fonksiyonlar Teorisindeki katsay1 problemi ile
ilgili sonuglarin elde edildigi bir¢ok bilimsel makale ve bu konu ile ilgili hazirlanan

kitaplar temel materyallerimiz olmustur.

3.2 Metot

Modifiye edilmis Sigmoid fonksiyonuyla iligkili yi1ldizil fonksiyonlarin bir alt
siifinda dordiinci Hankel determinantinin modiiliiniin bir iist sinirin1 elde edebilmek
icin bazi yardimecir Onermeler ile birlikte verilen smifa ait katsayr esitsizlikleri elde
edilip, ardindan bu degerler dordiincii Hankel determinantinin modiiliiniin bir {ist sinir

bulmada kullanilacaktir.

3.3 Temel Tanmimlar
Tamm 3.3.1 C karmasik sayilar kiimesi, z, bir karmasik say1 ve ¢ sifirdan biiyiik bir
gercel say1 olmak lizere z, noktasinin & komsulugu, B(zo,g) = {z : |z - z0| < g} olarak
tanimlanir. Bu z, noktasina komsuluk merkezi, & sayisina komsuluk yaricap: denir.
B(z,,¢) kiimesine ayni zamanda agik disk adi verilir. E(zo,g):{z:|z—z0|£g}
kiimesi ise kapal1 disk olarak tanimlanir.
Tamm 3.3.2 Bir M cC kiimesi verilsin. M’ ={z eC:z eEM} ile taniml1 kiime M nin
tiimleyeni olarak tanimlanir.
Tamim 3.3.3 Bir M c C kiimesi ve z, € C noktas1 alalm. Eger M nin z, dan farkli bir

z noktasi her B (Zo,s) komsulugunda mevcutsa “z, a M nin bir yigilma noktasidir*

denir.
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Tanim 3.3.4 Bir z € M noktasi i¢in B(z,g)cM seklinde ¢ sayisi varsa z, M nin bir

i¢ noktasidir denir.

Tanim 3.3.5 Her z € M noktast M nin i¢ noktasiise M ye agik kiime adi verilir.
Tanim 3.3.6 M nin tiimleyeni M " agik kiime ise M kapalidir.

Tamm 3.3.7 M c C kiimesi verilsin. C *de

McKUL MNK#3, MNL#O3 ve MNKNL=O

ozelliklerine sahip ayrik ve agitk K ve L kiimeleri yoksa M ye baglantili kiime ad1

verilir. Oregin C baglantilidir.
Tanim 3.3.8 Baglantili olmayan kiimeye baglantisiz kiime denir.

Tammm 3.3.9 Acik ve baglantili olan kiime bdlge olarak adlandirilir. Ornegin C
bolgedir.

Tanmm 3.3.10 f:AcC—>C fonksiyonunu alalim. z, € A olsun. Sifirdan biiyiik her
£ icin |z — z0| <o iken |f(z) —f(z0)| < ¢ sartin1 saglayacak bicimde & =0(z,,&)>0
mevcutsa f fonksiyonuna z, da siireklidir denir.

Tamm 3.3.11 [a,b] = R olmak iizere siirekli bir y :[a,b] — C siirekli fonksiyonuna C
diizleminde egri (yol) ad1 verilir.

Tanim 3.3.12 BcC, f:B—C ve z, B’nin i¢inde olsun. Eger

o 1)1 (a)

77 zZ— ZO
limiti mevcutsa z,€B noktasinda f fonksiyonuna diferansiyellenebilirdir
. . . e ey df . .
(tirevlenebilir) denir. Yukaridaki limitin gosterimi f (zo) veya d—(zo) seklindedir
Z

bununla beraber bu limite f nin z, daki tiirevi ad1 verilir.

Tanim 3.3.13 B bolgesinde tanimli bir f fonksiyonunu ele alalim. Eger fonksiyon, B
nin her noktasinda diferansiyellenebilirse B bolgesinde analitiktir denir. f, z, n belli

bir komsulugundaki noktalarin tamaminda diferansiyellenebilir ise o zaman gz, da

10



Biisra KORFECI

analitiktir denir. Karmagsik diizlemin tiimiinde analitiklik 06zelligini gdsteren

fonksiyonlar ise tam fonksiyon olarak adlandirilir.
Asagida verecegimiz teorem Cauchy-Tiirev Formiilii olarak bilinir.

Teorem 3.3.14 Yoni pozitif olan basit kapali y ¢evresinin {istlinde ve icerisinde

analitik olan f fonksiyonu ve z, bu egrinin i¢inde ise tiim n dogal sayilari i¢in;

my_ ! f(z
f (ZO) - 27” _!. (Z _ ZO)anZ

olur ( Ponnusamy ve Silverman 2006).

Cauchy-Tiirev Formiiliiniin en géze carpan neticelerinden biri: f herhangi bir
bolgede analitik bir fonksiyon ise o bolgede f nin her mertebeden tiirevi mevcuttur.
Ayni zamanda bu tlirevler de o bolgede analitiktir. O halde f fonksiyonunun gz,

noktasinda

0 (n)
f(z)=2%(z—zo)" 3.1)

biciminde bir seri agilimi vardir. Bununla birlikte bilindigi {izere, bir noktada birinci
mertebeden tiirevi olan gergel degiskenli bir fonksiyonun bu noktada daha yiiksek

mertebeden tiirevi oldugu sonucu her zaman ¢ikarilamaz.
Asagida verecegimiz teorem Maksimum Modiil Teoremi dir.

Teorem 3.3.15 f siirekli fonksiyonu kapali, sinirli bir R bolgesinde analitik olsun. R

bolgesinde sabit olmadigr miiddetge f fonksiyonu,

S (Z)| maksimum degerini R

bolgesinin sinirinda alir (Duren 1983).

Asagida verecegimiz onerme Schwarz Yardimcit Onermesi olarak bilinir ve
Yalinkat fonksiyonlar teorisinde ayr1 bir 6neme sahiptir. Bu 6nerme maksimum modiil

teoreminin sonuglarindan biridir.

11
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Yardimer Onerme 3.3.16 f fonksiyonu U da analitik ve f(0)=0 olsun. U da
£ (z)|<1ise |f'(0)|<1 ve |£(z)|<|2| esitsizlikleri elde edilir. Esitlik yalmzca 6 € R

olmak kaydiyla f (Z) = "7 ile gergeklesir. (Ponnusamy ve Silverman 2006).

Asagida verecegimiz teorem Minimum Modiil Teoremi olarak bilinir.

Teorem 3.3.17 B C ve B smirh bir bolge olmak iizere f, B de hicbir yerde sifir

olmayan bir analitik fonksiyonsa ve B nin smirinda stirekli ise, |f (z)| minimum

degerini herhangi bir z, € B noktasinda alamaz. Minimum degerini B bdlgesinin
sinirinda alir (Duren 1983).

Tanim 3.3.18 Karmasik diizlemin bir B bolgesinde siirekli olan f: B — C donlisiimi
ile herhangi bir z, € B noktasindan gegen, aralarindaki ag1 @ olan egriler ¢, ve @,
olarak verilsin. w, noktasinda bu egrilerin f(¢,) ve f(¢,) resim egrileri de aralarinda
yon ve biiyiikliik bakimindan @ agis1 yapiyorsa, f fonksiyonu z, noktasinda konform
doniisiim ozelligi gosterir. f tiim z, € B noktalar: i¢in konform ise bu fonksiyon B

bolgesinde de konformdur.

Mobius doniisiimii konform doniisiimlerin en Onemlilerindendir. a,b,c,d

karmasik sabitleri i¢cin bu doniistim

()=%*P  ad—be 20

cz+d

seklindedir ve C_ = (Cu{oo} genisletilmis karmagsik diizlemi kendisi iizerine konform

olarak resmeder.

Teorem 3.3.19 f fonksiyonunun analitik oldugu her z, noktasinda f'(z,)=0 sarti

karsilaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Geometrik Fonksiyon Teorisinde olduk¢a onemli olan Riemann Doniisiim

Teoremi asagidaki gibidir

12
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Teorem 3.3.20 D < C basit baglantil1 bolgesini U iizerine birebir ve konform olarak
resmeden ve z,€D icin f (zo):O ve f '(z0)>0 seklinde tek bir f fonksiyonu
mevcuttur (Pakla 1991).

3.4 Yalinkat Fonksiyonlar

Tamm 3.4.1 DcC de tanimh analitik f fonksiyonunu alalim. D bdélgesindeki z,z,
elemanlan igin  z ve z, birbirinden farkli degerler iken f(z)#f(z,) kosulu
saglaniyorsa veya f(z)=f(z,) durumu yalnizca z ve z, nin esitligini gerekli
kiliyorsa f ye D de yalinkat (univalent) fonksiyon denir.

“Analitik yalinkat” ifadesinin es anlamlilar1 olarak Almanca’da basit, iddiasiz

anlamima gelen schlicht ve Rusca’da tek dalli anlamina gelen odnolistni terimleri

kullanilir. Bu terimler w=f(z) yalinkat fonksiyonunun “z diizlemindeki U birim
diskini w-diizlemindeki bir f(U) bolgesi iizerine birebir doniistiiriir” seklindeki

geometrik 6zelligini vurgular (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. Yalinkat fonksiyonun goriintiisii

U birim diskinde f(z)=(1+z)" fonksiyonu yalkattir. Gergekten,

f(z)=(1+z)" fonksiyonun yalinkatligim geometrik olarak inceledigimizde gorebiliriz

13
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ki 1+z kismi birim diskin yerini 1 birim saga dogru kaydirir ve ardindan 1+z nin

karesini alinca ortaya ¢ikacak durumun resmi asagida gosterildigi gibidir (Sekil 3.2).

w=¢2=(1+z)*

Sekil 3.2. (z) =1+ z)* fonksiyonunun resmi

Bununla birlikte, f(z)=(1+ 2)3 fonksiyonu U birim diskinde yalinkat degildir. Bu

fonksiyon i¢in agagidaki grafik ¢izilir.

Sekil 3.3. f(z)=(1+ z)3 fonksiyonunun resmi

Tanim 3.4.2 Bir D bolgesinde tanimlanan herhangi bir f fonksiyonu bir D

noktasinin en az bir komsulugunda yalinkatsa f ye z, e D de yerel yalinkattir denir.

14
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Teorem 3.4.3 f, z, noktasinda analitik bir fonksiyon olsun. f nin yerel yalinkat

olabilmesi f'(z,)#0 gerekli ve yeterli kosulu ile saglanir. (Duren 1983).

Bir bolgede yerel yalinkat olan analitik bir fonksiyon yalinkat olmak durumunda

degildir. Bu duruma 6rnek vermek gerekirse f(z)=e" fonksiyonu tiim ke C degerleri
i¢gin U birim diskinde yerel yalinkattir fakat |k|>7z olmasi durumunda yalinkat
degildir. Bagka bir ornek olan f(z)=2, D={z:1<|z| <2, 0<argz<37r/2} de yerel
yalinkat ~ fonksiyondur  fakat  yalinkat  fonksiyon  degildir. f (Z) =z,
D={z:1<|z|<2, O<argz<37/2} de analitik ve D deki her z, igin f'(z,)#0

gerceklestiginden yerel yalinkattir. Buna karsin;

I B )
02 242 22 22 ) 4
oldugu i¢in f fonksiyonu D bolgesinde yalinkat degildir.
Yalinkat Fonksiyonlar Teorisinin en Onemli smiflarindan biri asagida
tanimlayacagimiz § sinifidir.

Tanim 3.4.4 § ile gosterilen normalize edilmis yalinkat fonksiyon simifi, U da

yalinkat ve analitik olan ve f(0)=0 ile f'(0)=1 normalizasyon kosullarini karsilayan

f fonksiyonlarinin sinifidir. Bu normalizasyon kosullari, f €S fonksiyonunun

f(z)=z+a2z2+...=z+ianz", lz|<1, a,eC (3.2)

=2
bi¢iminde bir Taylor serisine sahip oldugunu soyler.
§ sinifina ait bazi1 fonksiyon ornekleri asagidaki gibi verilebilir:
U birim diskini,
e {w:Re(w)>-1/2} sag yar1 diizlemine resmeden f(z)=w=z(1- z)”' fonksiyonu,
e C- {(—oo,—l 12]u(1/ 2,00)} bolgesi lizerine resmeden  f(z)=w=z(1-z")"

fonksiyonu,

15



3. MATERYAL METOT

e kendisi lizerine resmeden f(z) =z fonksiyonu,

e bir kardioidin i¢ine resmeden f(z)=z—z"/2 fonksiyonu.

Bununla birlikte, ismini Paul Koebe’den alan k(z)= ( < )2 Koebe fonksiyonu
-2
asikar olmayan en 6nemli yalinkat fonksiyondur. Koebe fonksiyonunun
k(z)= Zdi(%j gercegi kullanilarak her z €U igin yakinsak olan
z\1-z
k(z)=z+222+3z3 +...=Z+an" (3.3)

n=2

seklinde Taylor seri acilimina sahip oldugunu gérmek oldukg¢a kolaydir. Bu fonksiyon

bir takim doniisiimler sonucu yazilir.

dizisini ele alalim. (Z) fonksiyonu U yu Rer>0 yar1 diizlemi lizerine doniistiiriir.

Béylece u(z)=1’(z) fonksiyonu bir yari diizlemi negatif gergel eksen harig biitiin

karmagik diizlem {izerine resmeder ve f(z) :i(u(z)—l) fonksiyonu da bir normalize

isleminin sonucudur. O halde f fonksiyonu

ro=tf(tzf

AT 4=z (1-2)

seklinde yazilabilir ve bdylece (3.3) te belirttigimiz Koebe fonksiyonu elde edilir.

Koebe fonksiyonunun U birim diskini —1/4 den —o a kadarki negatif reel

ekseni hari¢ karmasik diizlemin iistiine konform olarak doniistiirdiigii asagidaki sekilde

verilmistir (Sekil 3.4).

16
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I
- 14z |
; Vs ~ : —] 7 | :2
L | — = ' —~ =0
v \ / :
I
I
= g ]
JE-1]
E=0
1
Sekil 3.4. Koebe fonksiyonunun grafigi
§ smfi toplama islemine gore kapali degildir. Gergekten, u(z) :1i ve
-z
v(z)= < fonksiyonlart § sinifinda oldugu halde
1+iz
. 1 \ 1
u\z)= ve ViIZ)=
2-2(1-i)z

degerlerinden u'(z)+v'(z)= bulunur ve z=%eU da u'(z)+v'(z)=0

S (1-2)*(+iz)?

oldugu goriiniir. Bundan dolay1 u(z)+v(z)¢S olur.

§ smift bazi1 temel transformasyonlar altinda korunur. Bu transformasyonlarin

bazilarini s6yle siralayabiliriz:

i.  Eslenik Alma: f(Z)=z+>az"
ii.  Genisleme (Dilatasyon): ; flz)=z+>ar'z" , 0<t<l

iii. Déndiirme (Rotasyon):  ¢“f (e’”z) =z+Y> a,e"V" , aeR
n=2

17
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iv.  n. Kok Doniisiimii: Eger keN ise
k % _ Ay kel 1 2k+1
|:f(Z ):| —Z+IZ +W(2kag—(k—l)z +)
v. Atilms Deger: D bolgesinde f(z)=¢ denkleminin z ile ¢oziimii yoksa

f(z) fonksiyonuna D bolgesinde ¢ ¢ikarilmig denir. f(z)eS U da ¢

cikarilmis ise

fonksiyonu da § sinifindadir.

vi.  Disk Otomorfizmi: f <S ve a<U olmak kaydiyla

f[““j—ﬂa)

1+az

g(Z)= (1—|a|2)f'(a)

(zeU)

fonksiyonu § sinifinda yer almaktadir.

vii. Deger Bolgesi Doniisiimii: S sinifindaki f icin, s fonksiyonu f(U) da yalinkat
ve 1(0)=0 ve 1'(0)=1 sartlarmi sagliyorsa (to f)eS dir.

§ smifindaki bir fonksiyonun a, (ikinci) katsayisinin modiiliiniin smirini
hesaplamak icin 1916 yilinda ortaya ¢ikan Bieberbach Teoremi yalinkat fonksiyonlar
teorisi i¢in son derece onemli olup asagidaki gibidir.

Teorem 34.5 feS ise |a)<2 esitsizligi saglamr. f fonksiyonunun Koebe
fonksiyonunun bir donmesi olmasi esitligin saglanmasi icin gerekli ve yeterlidir
(Bieberbach 1916).

Bieberbach Teoreminin ilk uygulamasi, Koebe’ye ait bir 6rtme teoremidir. Her
geS fonksiyonu g(0)=0 sartim1 saglayan acik bir doniisim oldugundan g
fonksiyonunun goriintiisii orijin merkezli en az bir diski kapsar. 1907 de Koebe, &

mutlak sabit olmak iizere, § sinifindaki fonksiyonlarin goriintii kiimelerinin, ortak bir

|w| <& diski kapsadiklarmi gostermistir. Koebe fonksiyonu, &<1/4 olmasini gerektirir.

18
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Ardindan da Bieberbach, § mutlak sabitinin 1/4 olarak alinabilecegini ifade eden ve
asagida belirttigimiz Koebe Dortte Bir Teoremini ispatlamistir.

Teorem 3.4.6 § smifinin her fonksiyonunun resmi {w:|w| <1/4} diskini kapsar.
Esitsizlik, Koebe fonksiyonunun dénmeleri i¢in kesindir (Duren 1983).

Bieberbach’m |a,[<2 esitsizligi, konform doniisiimlerin geometrik teorisinde
yer alan biiylime ve biikiilme teoremleri gibi daha iist seviye pratik sahalarina sahip
teoremlerin bulunmasina yol agmistir. Bunlardan biri f S igin | f ’(z)| nin kesin alt ve
ist siirlarin1 veren Koebe Biikiilme Teoremidir. Biikiilme Teoreminin olusmasi f

doniigiimii  altinda, | f '(z)| nin sonsuz kiiciik biiylitme carpan1 olarak geometrik

aciklamasindan veya | f ’(z)|2 Jacobieninin, alanin sonsuz kiigiik biiylitme carpani

olmasindan ileri gelmistir. Asagidaki iki teoremde sirasiyla Biikiilme ve Biiyiime

Teoremleri verilmistir.

Teorem 3.4.7 § sinifindaki her £ igin,

IA

1-r , 1+r
iy V) e

seklindedir (Goodman 1983).

Teorem 3.4.8 § sinifindaki her f igin,

! S|f(z)|£ ! , |z|=r<1

seklindir (Goodman 1983).

Biiylime ve Biikiilme Teoremlerinin kombinlendigi kimi durumlarda asagidaki

teorem daha kullanish olabilmektedir.
Teorem 3.4.9: § smifindaki her bir f i¢in |z|=r<1 iken,

1+r
1-r

1-r |z

BEAG(D
/(2)]

I+r

seklindedir (Duren 1983).
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Karmagik analiz i¢in son derece heyecanli bir yil olan 1984 yilinin en biiyiik
matematiksel basaris1 68 yil once Bieberbach (Bieberbach 1916) tarafindan ortaya
konulan Bieberbach Kestiriminin L. de Branges (L.de Branges 1984) tarafindan

ispatlanmasidir. Asagidaki teoremde Bieberbach Kestirimi belirtilmistir.

Teorem 3.4.10 Her feS ve n=273,. icin

a,|<n esitsizligi saglanir. f , Koebe

fonksiyonu veya onun bir donmesi olmadikga esitsizlik tiim » degerleri i¢in saglanir.

1984 senesinde, Fransiz Matematik¢i L. de Branges bu kestirimi kanitlayincaya
dek katsayilar ile ilgili elde edilen bazi sinirlar kronolojik olarak asagidaki gibi

verilebilir:

la,]<2 (Bieberbach 1916),

|a;| <3 (Lowner 1923),

|a,| <en (Littlewood 1925),

|la,| <4 (Garabedian and Schiffer 1955),
|as| <6 (Pederson 1968), (Ozawa 1969),
|las| <5 (Pederson and Schiffer 1972),

<+7.6n <1.081n (FitzGerald 1972),

an

la,|<n, neN, n>2 (L. de Branges 1984).

3.5 Pozitif Gerg¢el Kisimhi Fonksiyonlar Sinifi
o smifi,
f(2)=1+pz+p,2+-+p, " +--=1+ > p2" (3.4)
n=l1

formunda, U da mevcut analitik ; noktalar1 icin Re{ f (z)}>0 sartim1 gercekleyen

biitiin fonksiyonlarin sinifi olsun. g smifindaki fonksiyonlara U birim diskinde

pozitif gercel kisma sahip fonksiyonlar sinifi ya da Carathéodory Sinifi denir. Burada
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# fonksiyonlarmin yalinkat olmasi gerekmemektedir. Ornek vermek gerekirse,
f(z)=1+z" fonksiyonu herhangi bir n>0 tamsayisi i¢in g smifindandir fakat n>2

kosulunda yalinkat degildir.

Koebe fonksiyonunun § sinifinin en 6nemli 6rnegi olmas1 gibi

Lo(z):T—Z=1+2z+2z2+---=1+2§z"
—Z n=1

Mobius fonksiyonu da ¢ sinifi i¢in 6nemli bir 6rnektir. Bu fonksiyon g smifindandir,
birim diskte analitik ve yalinkattir. Ayrica birim diski Rew >0 yar1 diizlemi iizerine
doniistiiriir. Bununla birlikte Z,(z) fonksiyonunun karakteri ile Koebe fonksiyonu
arasinda fark vardir. Koebe fonksiyonu, bir ¢ok ekstremal problemde § sinifi i¢in tek
¢oziim olmasina ragmen, I,(z) fonksiyonu ¢ simfinda yer alan |p,| degerini
maksimize eder ayrica g smifinin n=>2 ise p, =2 sartlarini saglayan sonsuz sayida

farkli fonksiyonlari mevcuttur ve bu fonksiyonlarin hicbirinin, digerlerinin donmesi ile

elde edilmesi miimkiin degildir.

g smifindaki fonksiyonlarin katsayilari i¢in son derece elverisli olan asagidaki
teorem Carathéodory (1907) tarafindan 1907 yilinda verilmistir.

Teorem 3.5.1 N >1 belirli bir tamsay1 olmak iizere, (3.4) ile verilen f fonksiyonu

27i/ N

smifinda yer aliyorsa |p,|<2 kesin esitsizligi saglanir. Esitlik durumu igin ¢ =e ve

k=12,---,N i¢in ¢, >0 olmak kaydiyla

N
ve > ¢, =1 ise F(z) fonksiyonu (@ smifindandir ve P, =2 olarak elde edilir.

k=1

Teorem 3.5.2 fegp ve z=re"ise

ve

21



3. MATERYAL METOT

kesin esitsizlikleri saglanir. Burada esitliklerin gerceklenmesi igin f (z)zLo(ei“Z)

fonksiyonunu almak gerek ve yeterdir (Goodman 1983).

3.6 Yalinkat Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflar

Tanmim 3.6.1 Bir D cC kiimesi ve z, € D noktasini ele alalim. Bu noktayi, diger tim

z€ D noktalartyla baglayan dogru pargasinin tamami D kiimesinin ig¢inde kaliyorsa,

D ye z,e D a gore yildizil kiime denir. Orijine gore yildizil olan kiimeye yildizil kiime
denir. Bir f fonksiyonu yalinkat ve F = f(U) goriintii bolgesi orijine gore yildizil ise

yani

weklF |, 05t<1l = weF

onermesi dogruysa f ye yildizil fonksiyon denir. Yildizil fonksiyonlar sinifinin

gosterimi S” seklindedir ve Alexander 1915 yilinda Yildizil fonksiyonlarin sinifini ilk

olarak tanimlamistir.

Im

Re AT AR

/ Sore \
[ |

. - > Re
L W/

Sekil 3.5. Yildizil Kiime Sekil 3.6. z noktasina gore yildizil kiime

Sekil 3.6 daki bolge z noktasina gore yildizildir fakat orijine goére yildizil
degildir.
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Tamm 3.6.2 Bir D kiimesi, noktalarinin her birine goére yildizil ise D konveks
kiimedir. Geometrik olarak, D kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren dogru
pargasinin tamami D nin i¢indeyse bu kiimeye konveks kiime ad1 verilir. Konveks bir
kiimeyi konveks bir kiimeye doniistiiren fonksiyon konveks fonksiyondur. Baska bir

deyisle, bir f fonksiyonu yalinkat ve f(U) goriintii bolgesi konveks ise f ye konveks

fonksiyon adi verilir ve bu sinif C ile gosterilir.

Sekil 3.7. Konveks Kiime

g(2)= log(r—zj ve h(z)= li fonksiyonlar1 konveks fonksiyonlara ornek
-z -z

olarak verilebilir.
Konveks ve yildizil fonksiyon simiflari i¢in

CcS'cS

kapsama bagintis1 yazilabilir.

k(z)= < yildiz1l fonksiyon olmasina ragmen konveks bir fonksiyon
degildir.

Konveks ve yildizil fonksiyonlar, pozitif gergel kisimli fonksiyonlar yardimi ile

tanmimlanabilir. Bir baska ifade ile U da analitik ve f(0)=0 , f'(0)=1 normalize

kosullarini gergekleyen bir f fonksiyonu i¢in
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c L T'(3)
S
feS < f(Z) ep

ve

feCol+ Z;((ZZ))G@
onermeleri dogrudur. Buna esdeger olarak

fes < m{z?((zz))] >0
ve

fec@m(ni,((j))]w (3.5)

yazilabilir.

Konveks ve yildizil fonksiyonlar arasindaki temel bir bagintt ilk kez

J.W.Alexander (1915) tarafindan ifade edilmistir.

Herhangi bir f(z) fonksiyonu i¢in

olsun. Bu durumda

F(z) #'(2)
olur. Boylece F(z)#=0 iken
ZF'(2) #"(z2)
=1 3.6
M) T oo
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yazilir. Eger f(z) nin orijinde k. mertebeden bir sifir1 varsa, son esitligin her iki tarafi
da orijinde analitiktir. Son esitlik ile (3.5) ve (3.6) da verdigimiz esitsizlikleri
karsilastirdigimizda

elde edilir. Boylece asagidaki Alexander Teoremi ni verebiliriz.

Teorem 3.6.3 f:D—C analitik fonksiyonunu alalim. f nin konveks olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul zf' niin y1ldizil olmas1 durumudur (Alexander 1915).

U yu Rew>-1/2 yar diizlemi lizerine doniistiiren

f(z)=é=z+iz"

n=2

fonksiyonunu 6rnek olarak verebiliriz. Bu fonksiyon U birim diskinde konveks oldugu

i¢in

F(z)=zf'(z)=z‘1‘(j)_;§5‘”= T

fonksiyonu birim diskte y1ldizil bir fonksiyondur.

1984 yilina kadar feS fonksiyonunun |a,| katsayilarinm kesin sinirlar

bilinmemesine ragmen, bu problem $* ve C altsiniflari i¢in ¢oziilmiistiir. S* smifina

ait fonksiyonlar i¢in Nevanlinna (1921) tarafindan asagidaki teorem ispat edilmistir.

Teorem 3.6.4 Eger f(z)=z+) a,z" fonksiyonu $* simfindaysa, her n pozitif

n=2
tamsayisi i¢in |an| <n esitsizligi ger¢eklenir. Bu esitsizlik her » icin kesindir ve esitlik
sadece bir n>2 ig¢in saglaniyorsa, bu durumda f fonksiyonu Koebe fonksiyonunun

bir donmesi olur.
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C siifi i¢in Loewner (1917) asagidaki sonucu elde etmistir:

Teorem 3.6.5 Eger f (z)=z+ianz" fonksiyonu C smifinda ise, her neZ" igin

n=2

|a,| <1 esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik her bir » i¢in kesindir ve esitlik sadece bir

n>2 igin saglantyorsa, o halde f(z) fonksiyonu li fonksiyonunun bir donmesi olur.
-2

S* smifindaki fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri icin alt ve iist sinirlar agsagidaki

teoremde belirtildigi gibidir.

Teorem 3.6.6 f <S5 olsun. O halde

ve her bir k >2 igin

_Ki(k+r)

®) (7)<
UG R

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerin hepsi kesindir. f(z) nin Koebe fonksiyonunun

bir donmesi olmasi esitlik durumunda gerek ve yeterdir.

Konveks fonksiyonlar i¢in ise asagidaki sinirlar yazilir:

Teorem 3.6.7 f <C olsun. O halde

1+r£|f(z)|gl—r

1 1
2Sf' 7)< 2
(1+r) ( )| (l—r)
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ve her bir k£ >2 igin

k!

()<
O S

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizliklerin hepsi kesindir. Esitlik durumunda f(z)

fonksiyonunun, T fonksiyonunun bir donmesi olmasi gerek ve yeterdir.
-z

Teorem 3.4.6 daki sinirlar C smifindaki fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri i¢in
Gronvall (1916) ve Loewner (1917) tarafindan birbirinden bagimsiz bir sekilde elde
edilmistir.

7 mertebeli konveks ve 7 mertebeli yildizil fonksiyonlar1 Robertson (1936)
1936 yilinda agagidaki gibi ifade etmistir.

Tamm 3.6.8 f(z)=z+) a,z" fonksiyonu,

n=2

Re zf_(z) >y ; VzelU
(2)
sartin1  gergekliyorsa, bu fonksiyona y mertebeli yildizil fonksiyon denir. S*(y)

gosterimi bu fonksiyonlarin siifini temsil eder.

0

Tamm 3.6.9 f(z)=z+) a,z" fonksiyonu,

Re(1+Zf—(Z)J27 ;o VzeU

sartin1 sagliyorsa, bu fonksiyona 7 mertebeli konveks fonksiyon adi verilir ve C(y)

gosterimi bu fonksiyonlarin kiimesini temsil eder.

zf’(z)

1(2)

z=0

27



3. MATERYAL METOT

oldugundan y<1 sart1 gereklidir. Aksi halde S*(y) ve C(y) kiimeleri bos olur. Ayrica
y=1 ise S"(y) ve C(y) kiimeleri bir tek f(z)=z fonksiyonuna sahip olur. Biz
genellikle 0<y <1 dogal sartin1 kullanacagiz. Burada y degeri arttikga S*(») ve C(y)

kiimeleri kiigiilmektedir.

3.7 Subordinasyon ilkesi

Son yillarda Subordinasyon konusunda karmasik analizle ilgilenen birgok
matematik¢i calismalar yapmistir. E. Lindelof (Lindelof 1909) 1909 senesinde
subordinasyon terimini ortaya ¢ikarmasina ragmen J.E. Littlewood (Littlewood 1925)

ile W.W. Rogosinski (Rogosinski 1943) temel bagintilar1 bulmuslardir.

Tanim 3.7.1 Birim diskte analitik olan f ve g fonksiyonlarini alalim. U da
f(2)=2(0(2)) (3.7)

bi¢iminde |(p(z)| <1 ve ¢(0)=0 sartlarmm gergekleyen bir ¢ analitik (yalinkat olmasina

gerek duyulmayan) fonksiyonu mevcutsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir
denir. f<g biciminde ifade edilir. Aynt zamanda g fonksiyonu f fonksiyonuna

siiperordinedir de denir.

Pozitif gercel kisma sahip her fonksiyon, 1+_z fonksiyonuna subordinedir. Bagka

bir ifade ile

1
P(R)epe pz)<

seklindedir.

Subordine olunan bir fonksiyonun yalinkat olmasi en 6nemli durumdur.

g, U birim diskinde yalinkat olmak tizere
f—<g<:>f(0)=g(0) ve f(U)Cg(U) (3.8)

onermesi dogrudur (Duren 1983).

28



Biisra KORFECI

Sekil 3.8. Subordinasyon ilkesi

U birim diskinde analitik olan f(z)=1+z ve g(z):i-l-—Z fonksiyonlar1 6rnek
-z

olarak verilirse, f <g dir. Bunu gérmek i¢in VzeU igin f (Z)Zg((o(z)) bigiminde

|(p(z)| <1 ve ¢(0)=0 sartlarm gergekleyen bir ¢ fonksiyonunun varligi gosterilmelidir.

f(Z)=g((ﬂ(Z)):sz:w:»@(Z):L

1-¢(z) 7+2
elde edilir. Buradan,
9(0)=0ve |p(2)|=|——=|< Lo
z+2 |z+ﬂ

yazilir ve bu da f fonksiyonunun g fonksiyonuna subordine oldugunu gdsterir yani
f=<g vyazlir. Yine g fonksiyonunun yalinkathg: bilindiginden f(0)=g(0) ve

f(U)cg(U) oldugunu gérmek de oldukga kolaydir.

1+
Sekil 3.9. 147<—=

1-z
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Teorem 3.7.2 g fonksiyonu U da yalinkat ve

U,={z:|z|<r, 0<r<l1} iken f(0)=¢g(0) ve f(U)<g(U).

f(U,)=s(U))
kapsamasini verir (Duren 1983).

3.8 Hankel Determinantlar

n-1
Tammm 3.8.1 n21 igin H, (x,x)=) h xx, kuadratik formuna Hankel formu adi

i,j=0
verilir. Bu forma uyan matris H, , =[h TIO ile gosterilir ve Hankel matrisi olarak
i,j=

i+j

adlandirilir. Bu matris agik olarak

yazilabilir ve simetriktir.

Sonsuz mertebeden Hankel matrisi ise

0

H,=(h,, )i.j:O

seklinde yazilir.

U da tanimh f (z):z+2anz" seklindeki yalinkat fonksiyonunu g6z Oniine
n=2

alalim. 1976 senesinde Noonan ve Thomas g>1 ve n2>l i¢cin g—uncu Hankel

determinantini
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aq aqH
a a
q+1 q+2
H )= * :
q .
aq+n—1 aq+n

a

g+n—1

qg+n

q+2n-2

(3.9)

seklinde ifade etmistir. Bu determinant bir ¢ok matematik¢i tarafindan ele alinmistir.

Ornegin Noor 1983 te n—oo iken f(z)=z+Y a,z" fonksiyonu igin H, (n) nin bir
n=2

sinirini belirlemistir. Layman 2001 de bir tamsay1 dizisinin Hankel Doniisiimii ve bazi

Ozelliklerini ele almustir.

(3.9) da tanimlanan H_(n) determinantinda

i-) g=2 ve n=1 igin

a, a

a, a,

=a3—a22 5 (a,=1)

elde edilir ki bu determinant Fekete-Szegd fonksiyoneli olarak bilinir. Fekete-

Szeg6(1933) bu degeri reel 4 igin |a, - ua;| ye genellestirmistir.

ii-) g=2 ve n=2 igin

a,

H2(2)=

as;
determinanti ikinci Hankel determinanti,
iii-) g=3ve n=1 igin

a4, a

H3(1)= a, a, a, =a3(a2a4—af)—a4(a4—a2a3)+a5(a3—azz), (a,=1)

a, a, as

determinant liclincti Hankel determinanti,

iv-) g=4 ve n=1 i¢in

2
A, =(aya, —a,as) —a,(a,a, —asas) +a,(a,a, —ay)

2 2
A, =(a,a, —a5) — a,(a,a, —a,a;) +a,(a,as —ay)
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veE

2 2
A, =a,(a,a, —as)—ay(a,a, —a,as) +a,(aas —ay)

olmak lzere

a
H,1)=|" P =g Hy () —aA, + aA, —a,A, (3.11)
a, a, a5 da,

determinanti dordiincii Hankel determinanti olarak bilinir.

3.9 Sigmoid Fonksiyonu

Ozel fonksiyonlar teorisi mithendisler ve matematikgiler i¢in ¢ok dnemli olmakla
birlikte spesifik bir tanimi yoktur. Bu fonksiyonlarin fizik, bilgisayar gibi pek ¢ok
uygulama alanmi1 vardir. Fakat son zamanlarda 6zel fonksiyonlar teorisi gercel analiz,

fonksiyonel analiz, topoloji gibi diger dallar tarafindan golgede kalmistir.

Geleneksel olarak aktivasyon fonksiyonunun, beyin islem bilgisi gibi sinir
sistemi ile yapilmasi gerektigine inanilir. Fakat bu fonksiyon belirli bir gorevi yerine
getirmeye calisan ¢ok sayida birbirine bagli islem noronundan ibarettir. En yaygin
sigmoid fonksiyon, bir sifir (0) alt simnirina ve bir (1) ist sinira sahip olan lojistik

fonksiyondur.

Aktivasyon fonksiyonu 3 e ayrilir. Bunlar esik fonksiyonlari, rampa fonksiyonlari

ve sigmoid fonksiyonlardir. Aralarinda en popiiler olani ise sigmoid fonksiyonlardir.
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Sekil 3.10. Sigmoid fonksiyonunun grafigi

Sigmoid fonksiyonunu hesaplamanin birgok yolu vardir. Ozellikle kesik seri

acilimlari ile bu fonkisyonlar hesaplanabilir. Lojistik sigmoid fonksiyonu

h(z)=

1+e*
ile gosterilir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir:

e (ile 1 arasindaki reel sayilari ¢ikt1 olarak verir.
e (Cok genis bir girdi alanin1 kii¢lik bir ¢ikt1 araligina doniistiirtir.
e Bilgiyi asla kaybetmez c¢linkii bire-bir fonksiyondur.

e Monoton olarak artar.

Yukarida belirtilen dort 6zellik sigmoid fonksiyonun geometrik fonksiyonlar teorisinde

onemli bir rolii oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.9.1 i sigmoid fonksiyonu ve ¢(z) =2h(z) ise 0 zaman |¢|<1 de ¢(z) e dir

(Fadipe-Joseph 2016).

Teorem 3.9.2 Eger ¢(z)eg ise ozaman f normalize edilmis yalinkat fonksiyondur

(Fadipe-Joseph 2016).
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h Sigmoid fonksiyonu olmak tizere

¢(Z)=2h(z)=l+i(_21'3 (z:l(—b z"]

m=1 I’l‘

seklinde yazilabilir.

Teorem 3.9.3 ¢(z) =2h(z) =1+i(_21,3m [Zw Sl z"] olsun. Bu durumda

n=1 ny

$,.(2)| <2

m=1

dir (Fadipe-Joseph 2016).

~CD" Gimak iizere eger @(z)=1+ icnz"

Teorem 3.9.3 de m=1 alinirsa; C, = o
n. ]

ise |C,|<2,n=1,2,3,... bulunur ve bu sonug kesindir (Fadipe-Joseph 2016).
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4. ARASTIRMA BULGULARI
Bu boliim elde edilen bulgulari icermektedir. Modifiye edilmis Sigmoid

fonksiyonuyla iliskili yildizil fonksiyonlarin bir alt sinifinda Hankel determinant

problemini ele alip, bazi katsay1 tahminleri elde ederek bu alt sinif i¢in H, (1) dordiincii

Hankel determinantinin {ist sinirin1 elde edecegiz.

41 S'(y,¢) Smfinda Katsayr Tahminleri
Bu kesimde S°(y,¢) smifindaki fonksiyonlarin bazi katsayilari igin iist sinir

elde edilmektedir.

(3.10) ve (3.11) esitlikleri ile verilen {giinci Hankel ve dordiincii Hankel

determinantlarinin modiilii alindiginda sirasiyla

|H, (1) <|as||a,a, - @3] +|a,]|a, — s, | +|as]|as — a3 | (4.1
ve
A, = (a,a, —a,a5) —a,(a,a, — aas) + a, (a,a, —al) (4.2)
A, = (a,a, —al) — a,(aya, — a,a;) + a, (ayas —ay) (4.3)
A, =a,(a,a, —al) —a,(aa, —a,as) +a,(a,as —a;) (4.4)
olmak tizere
1, ()] e | [F D]+ |4+ |+ [ (45)

elde edilir.

2013 yilinda Babalola (Babalola 2013), »(0<y<1) mertebeli 4-Pseudo

yildiz1l fonksiyonlarin

‘R[MJ>)@ (zeU,A21,AeR) 4.6)

analitik sartin1 saglayan yeni bir alt sinifin1 £, () ile tanimlamistir.
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Ozel olarak A =1alinirsa

#'(2)
YR( s J >y 4.7)

sartin1 saglayan y mertebeli 1- Pseudo yildizil fonksiyonlarin sinifi bir bagka ifade ile y

mertebeli yi1ldizil fonksiyonlarin sinifi olan S (y) elde edilir.

Daha sonra 2015 yilinda G. Murugusundaramoorthy ve  ark.

(Murugusundaramoorthy ve ark. 2015) sigmoid fonksiyonlariyla ilgili ve (4.6) sartim

saglayan A- Pseudo yildizil fonksiyonlarin I, (¢) sinifin1 tanimlanuslardir. Ozel olarak
L (#)=S"(y,¢) seklindedir. Yine Murugusundaramoorthy ve ark. I,(¢) simnifindaki
fonksiyonlarin a,, a, ve a, katsayllari icin smirlar elde etmis ve Ozellikle

L (#)=S" (y,¢) sinifi i¢in agsagidaki teoremi ve sonucu vermislerdir.

Teorem 4.1.1 Eger f(z)=z+ ianz" € A fonksiyonu L, (¢) , (1>1€R) sinifina ait ise
n=2

PAERCT
T2024-1)

(1=9)*(4A =247 -1)

|a3| < 2
42A-1)"3BA-1
ve
1-y 242 —8017 +844° —281+3
|a4|su+<1—7>3 ;
24(44—1) 24024 -1’ BA-1)(4A-1)
seklindedir.

Sonug¢ 4.1.2 Egerve f(z)=z+ ianz" e A fonksiyonu I (¢) =S (y,4) sinifina ait ise

n=2

1—
o 21 (48)
1_ 2
| < 52 “9)
ve
3 —
o s 522 +(172y) (4.10)
seklindedir.
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S*(y,¢) smifindaki fonksiyonlarin a,, a, ve a, katsayilarmin modiilii i¢in st

sinirlarini da asagidaki gibi elde edebiliriz.

Teorem 4.1.3 f(z)=z+ianz"eA fonksiyonu S'(y,¢) smifinda ise asagidaki

n=2

esitsizlikler dogrudur.
4 2
jay| <=2, A= 4.11)
384 144

|a|<(1_7/)5+(1_7)3+(1_7) (412)

°17 3840 576 1200
veE

|a|<(1_7)6+(1_7)4+133(1_7)2 (413)
1746080 3456 259200

Ispat: Teorem 3.9.2 den modifiye edilmis sigmoid fonksiyonunun 0 merkezli Taylor
serisi a¢ilimi

G Il WL P U (4.14)
2 24 240 40320

seklindedir. Bununla birlikte Teorem 3.9.1 den birim diskte ¢(z)egp oldugunu

biliyoruz.

Simdi f €S (7,¢) olsun. Bu durumda subordinasyon ilkesi geregince

Y@ i cevy (4.15)
f(2)
yani
f (2)= [y +1A-1p2)] (4.16)

olacak sekide ¢(z) e g vardir.
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(3.2), (4.14) ve (4.16) denklemleri g6z oniine alindiginda,

— — —(1—- 1-—
va(Z):Z+2a2Z2+3a3Z3+"‘:Z+|:(1 2}/)+a2:|z2+|:%+a3:lz3+|: (1247/)4_( é/)a3+a4jlz4

{—(1—% N <1—27>a4 +a5}zs +[(1—7> _=pa, | (1—27>a5 W}G

24 240 24
+a—w%_a—m%+a—w%+% 7
240 24

elde ederiz. Buradan polinomlarin esitligi yardimiyla

_—A=nd=y +(1—}/)4 _a-p’ .

5
% 48 9% 144

as

4 =A==’ +(1—7>+(1—7){—<1—7>2 L=y’ _(1‘7)2}%
192 240 2 192 384 576

veE

7480 24 48 72

+(l—7>{(l—y> _A-yy d=p)' A=) _(1‘”3}%
2 1200 960 1920 3840 5760

., :(1—7/)2_(1—7)[(1—7/)3_(1—7/)}

yazilir. Gerekli islemler yapildiginda

a5=(1_7/)4_(1_7)2 (417)
384 144

_(=p) A=y’ a-p) (4.18)
° 3840 576 1200

ve

:(1_7)6_(1_7)4+133(1_7)2 (419)
746080 3456 259200

olarak bulunur. Sonug¢ olarak (4.17), (4.18) ve (4.19) esitliklerinin her iki tarafinin

modulii alindiginda,

38



Biisra KORFECI

a—w4+a—m2
384 144

|“5|S

i-p) -y’ a-p)
3840 576 1200

|a6| S

veE

0| 420 A=p)' 1330y
' 46080 3456 259200

olarak bulunur. Bu da istenilen sonugtur.

Sonu¢ 4.1.4 A simifindaki f(z) fonksiyonu S°(0,¢)=S"(¢) daise, bu durumda

11
< , 4.20
jas 1152 (4.20)
163
< 421
| 57600 .21)
ve
1709
< 4.22
o 2073600 (4.22)
elde edilir.

4.2 S"(y,¢) Smfinda Uciincii Hankel Determinantinin Modiilii icin Bir Ust Simir
Bu kesimde H,(1) itigiincii Hankel determinantinin modiilii igin bir {ist smir elde

edilecektir.

Teorem 4.2.1 f €S (y,4) olsun. O halde

)< =2, A=p* A=y 4.23)
9216 3456 5184

olarak elde edilir.

Ispat: (3.10) dan H,(1)=aq, (a2a4 —af)—a4 (a, —a,a,)+as (a3 —azz) oldugunu biliyoruz.

Sonug 4.1.1 de verilen katsay1 sinirlar1 g6z oniine alindiginda,
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8 96 144 64 16 48 72 48 72

L=t A=y |-’ A=y
384 144 8 4

P L 21 {(l—y)“_(l—yf _(1—7/)4}[(1—7)3_(1—7)3+(1—7/)}{(1—7)3 _<1—y)}

esitligi bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda,

2 1 1 1 1 1 1 (1-y)
HOD=(1-p)| ———-————— |+ 1-p)* - + -
== [768 512 2304 3072} 4=n [3456 1152 3456} 5184

ve buradan da

o L gL gl L
H,D)=-1-y) {9216} (-7 [3456} (I-7) [5184} 4.24)

yazilir.

Her iki tarafin modiilii alindiginda (4.23) elde edilir. Bu da istenilen sonugtur.

Sonug¢ 4.2.2 Teorem 4.2.1 de f(z)= z+ianz" €A fonksiyonu S'(7,¢)da ise, o halde

n=2

S 0,9)=5(¢) ve
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|H,(1)| < (4.25)

elde edilir.

4.3 S'(y7,¢) Smifinda Dérdiincii Hankel Determinantinin Modiilii i¢in Bir Ust

Siir

Bu kesimde H,(1) dordiincii Hankel determinantinin modiilii i¢in bir Gist sinur

elde edilecektir.

Teorem 4.3.1 feS(y,¢) olsun. O halde S'(y,¢) smifinda dordiinci Hankel

determinantinin modiilii i¢in bir {ist sinir
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|H,(D|<1-»)’107° [(1 —7)°(16.60099736)+ (1— )" (33.847911823)
+(1— )" (48.292288237)+(1—»)* (30.128884755) (4.26)
+(1-7)(30.932665562) |

esitsizligi dogrudur.

Ispat: 7 €S (7,¢) olsun. (4.2), (4.3) ve (4.4) ile verilen A,, A, ve A, esitsizliklerini

fonksiyonun katsayilar1 yardimiyla agsagidaki gibi yazabiliriz.
A, =(aya, —a,a5) —a,(a,a, —asas) +a,(aa, — a32)
icin

A-p)' A=p)° A=p' d-p' d=p° d=p° d-p)
30720 4608 9600 18432 6912 27648 10368

(aya —a,as) =

(1—7/)7_(1—}/)5+(1—7/)3_(1—2/)7+(1—7/)5
15360 2304 4800 6144 2304

a,(a,a, —a,a;) =

ve

(-7 A=) A-p’ a=p° A=y
4608 3072 4608 3456 10368

2
a,(a,a,—a;)=

esitsizlikleri kullanildiginda

A[A=n" A=’ A-p)' a-p' (A-p’ A=p)° d-p)
: 30720 4608 9600 18432 6912 27648 10368
(=" A=y d=p° d=p)" d=p)
15360 2304 4800 6144 2304
[a=p" -y’ (-’ d-p)° A=y
4608 3072 4608 3456 10368

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda,

4.27)

1

A= (=p’ A=y a-p’
30720 9216 9600

olur.
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2 2
A, =(a,a, —a;) —a,(a,a, —a,a;) +a,(a,as —ay)
igin

_U=p) =y a-p' a-p)° d-p)' A=y’ d-p)' d-pt d-p)f
184320 27648 57600 276480 41472 86400 147456 20736 27648

2
(a,as—a5)

4.(a.a —a,a.) = A-p)' A-p° A-p' a-p' A-p° a-p° d-p°
BT T 61440 9216 19200 36864 13824 55296 20736

A%

. —ay= =0 _(A=p° _(A=pf (=p° d=p
NBETAIT 04576 0216 18432 13824 41472

esitlikleri kullanildiginda

A _[0=0 _a=p° d=p' _a=p° a-p' a=-p’ a-p' _a-p' d-p)
? 184320 27648 57600 276480 41472 86400 147456 20736 27648

61440 9216 19200 36864 13824 55296 20736
A8 _ . N\6 8 _,\6 — )¢
+F1y>_a P _(-p° d m_j17>J

_(a—ws_a—ﬂé+a—w4_a—w8+a—w6+a—n6_a—yfj

24576 9216 18432 13824 41472

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda,

e @2
olur.
Son olarak,
A, =a,(a,a, —a;)—a,(a,a, —a,a5) +a,(a,a; —a;)
icin

o _ U=y A=p) A=y d=p) d=p)’ dA=-p) d-p)’ d=p) d-p)
a,(a,a, —a;) = - + - + - - - +
368640 55296 115200 552960 82944 172800 294912 41472 55296
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1=y’ A=y A=y’ A-p)’ A=y A-p) A-p)
a,(a,a, —a,as) = - + - + + -
VR T 045760 36864 76800 147456 552960 221184 82944

a.(aua. —a?) = A=y d=p" d=p)’ A=’ A=y’ d-=p)
ST 147456 55296 110592 82944 248832 221184

L=y =y =y’ (=p)
82944 165888 124416 373248

esitlikleri kullanildiginda,

A [0y -y A=y A=y A=y d-p)t A=)’ (=p)° A=)

} 368640 55296 115200 552960 82944 172800 294912 41472 55296
[(A-yy -y A=y’ d-p)’ d-p)' -y’ A=)
245760 36864 76800 147456 552960 221184 82944

0=y’ =) -y’ -y 4=y A=y -y (-p)) (-p° (-p’
147456 55296 110592 82944 248832 221184 82944 165888 124416 373248

elde edilir.

Gerekli islemler yapildiginda,

-y’ d-p" A=y’ 290-p) (4.29)
4423680 276480 230400 9331200

olur.

(4.27), (4.28) ve (4.29) esitliklerinin her iki tarafinin modiilii alinirsa

7 5 3
| 1|5(1_7) L= d=» ’ (4.30)
30720 9216 9600

N 2 (0 M U 2 @31
?'7 245760 55296 28800 86400 '

ve

Y AT NS N3
|A3| < ad-» + 7d-7) 4 a-y N 29(1—y) (4.32)
74423680 276480 230400 9331200

olarak bulunur.
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(3.11) den H,(1) dordiincii Hankel determinantinin H,(D=a,H,(1) —aA, +a;A, —a,A,
oldugunu biliyoruz. Buradan
|H4 (1)| <ay || H5 (D] +[ag | A+ |as | A, ]+ |ay | A

elde edilir. Teorem 4.1.2 deki katsayr smirlart (4.24), (4.30), (4.31) ve (4.32)

kullanilarak,

||, () < 1-p)"” N 0—7Y°_+ 1-y)° . G—yf)+ 1-y)° N 1-y)°
3 424673280 159252480 238878720 31850496 11943936 17915904

_ 8 _ 6 _ 4
L 1330-p)"  1330-p)°  1330-y) ]

2388787200 895795200 1343692800 )’

a4, < 1-p)"? (17)“’+ 1-p)° L a- 7)"° L a- 7 a—w6+_a—w8
% 117964800 17694720 36864000 35389440 5308416 ' 11059200 © 36864000

+_(1--7) 1-y*
5529600 11520000

afale[ A0t A=pt | d-pf | d=pf | d=p) | d-pt | A=)
’ 94371840 212233664 11059200 30067200 35389440 7962624 4147200

U, 7)
12441600

aae[—0=n_ T=p" | A-pt | 20— | d=p | 70y
“ 2122336640 13271040 11059200 447897600 318504960 19906560
L (=9 290-p)
16588800 671846400

olarak bulunur. Buradan,
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1-7)" . 1-" . (1-y)° +(Lv¢°+ ﬂ—ﬂ84_ﬂ—yf
424673280 159252480 238878720 31850496 11943936 17915904

L 1330-p)"  1331-p)°  1331-p)"
2388787200 895795200 1343692800

. 1-7)" . O—7W’+ 1-y)° . ﬂ—7W’+ 1-y) N 1-7)° N 1-y)°
11796400 17694720 36864000 35389440 5308416 11059200 36864000
L=y A=y ]

Ifh(D|S(

5529600 11520000
[ a=p®  d=p® A=yt A=yt d=pt  a=p)° | A=y
94371840 212233664 11059200 30067200 35389440 7962624 4147200

L =y j

12441600
. 1-p)" +70—ﬂw+ a—m8+_wa—n6+ 1-2)"° +7(1—y)8
2122336640 13271040 11059200 447897600 318504960 19906560

LU= 290-p)"
16588800 671846400

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

|H, ()| <1-y)"10°[ (1)’ (16.60099736) + (1- )" (33.847911823)
+(1—y)°(48.292288237)+ (1—»)* (30.128884755)
+(1-7)(30.932665562) |

olarak bulunur. Bu da istenilen sonugtur.

Sonuc 4.3.2 Teorem 4.3.1 de A smifindaki S°(0,4)=S"(¢) fonksiyonu S'(y,¢) da ise,

o halde S°(0,¢)=S"(¢) ve
|H, (| < (159.802747737)10”° (4.33)

elde edilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alismamizda modifiye edilmis sigmoid fonksiyonlar ile iliskili yildizil
fonksiyonlarin alt siniflardan biri olan S (y,¢) smnifina ait baz1 katsay1 tahminlerinde
bulunup, dordiincti Hankel determinantinin bir st sinirin1 elde ettik. Bu boliimde, elde
edilen sonuclar verilmektedir.

Teorem 5.1 f(z) =Z+Zanz" €A fonksiyonu S'(y,¢4) smifinda ise asagidaki
n=2

esitsizlikler dogrudur.

2

_ 4 _ 2
0 4=0" A=)
17384 144

L7 L 2 2
3840 576 1200

ve

o < =0° Q=)' 1330 )°
71746080 3456 259200

Sonu¢ 5.2 A smifinda f(z) fonksiyonu S”(0,4)=S"(¢) daise, bu durumda

|a5|g._ll_’
1152

gy < 202
57600

ve

|a7| < 1709
2073600

bulunur.

Teorem 5.3 f €S (y,¢) olsun. O halde

1—7/)6+(1—7)4+(1—7/)2
9216 3456 5184

1, <

olarak elde edilir.
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Sonu¢ 5.4 Teorem 4.2.1 de f(z)=z+Zanz" € A fonksiyonu S°(y,¢4) da ise, o halde

n=2

S (0,4)=S(¢) ve

49
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ZAUE
elde edilir.

Teorem 5.5 feS'(y.¢) olsun. O halde S'(y.¢) smifinda dordiincii Hankel

determinantinin modiilii i¢in bir iist sinir

|H, (D < (1-)*107[ (1 - »)° (16.60099736) + (1 - )’ (33.847911823)
+(1—y)°(48.292288237)+ (1—»)* (30.128884755)
+(1—-7)(30.932665562) |

esitsizligi dogrudur.

Sonu¢ 5.6 Teorem 4.3.1 de f(z)=z+2anz" € A fonksiyonu S"(y,4) da ise, o halde

S (0,4)=S"(¢) ve

|H, ()| < (159.802747737)10”

elde edilir.
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