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OZET

ANALITiK OLMAYAN VE/VEYA YUKSEK SALINIMLI FONKSIYON-
LARIN AGIRLIK FONKSIYONU ALTINDAKI TAYLOR ACILIMLA-
RININ INTEGRAL FORMUNDAKI KALAN TERIMINE SENDELE-
NIMSIZLiK TEOREMI UYGULANMAK SURETIYLE YAKLASTIRIM-
LARININ YAPILMASI VE BUNA BAGLI OLARAK NUMERIK iN-
TEGRASYON YONTEMLERININ GELISTIRILMES]

Gerek yapisal olarak gerekse doga bilimlerine temel teskil etmesi bakimindan yak-
lasik deger hesaplamalari, fonksiyon yaklastirimlar: ve kuadratiirler matematikle
ugrasanlarin kacinilmaz ilgi alanlarindan olagelmistir. Bu tezde bir yaklastirim yon-
temi olarak onemli bir yer tutan ve bir ¢ok yeni yontemin olusturulmasina esas olan
Taylor acilimi esas alinmis ve Taylor agiliminin integral formunda yazilmis kalan
terimi tizerinde ¢alisilarak yeni ve daha verimli yaklastirimlar gelistirilmeye ¢alisil-
migstir.

Tezin birinci bolimiinde konuya kisa bir giris yapilmis, yaklastirimlarin sinif-
landirilmasina deginilmis, bunlardan gerek interpolasyon gerekse egri uydurma
yoluyla yapilan yaklastirimlarin temel felsefesine deginilmistir.

Tezin ikinci bolimiinde yapilan ¢alismalara esas teskil eden Sendelenimsizlik
Yaklastirimi, Sendelenimsizlik Teoreminin Taylor agilimina uygulanmasi, Taylor ag1-
liminin sendelenimsizlik uygulamasina imkan verecek bi¢imde duzenlenmesi ve
son olarak da Cok Degiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilim (CYCG) konu-
lari ile ilgili yapilmis ¢alismalara deginilerek bu cercevede gerekli bilgiler verilmis-
tir.

Tezin tigtincii bolumde yeni ¢alismalar ve bulgular ele alinarak varilan sonuglar
izerinde tartisilmigtir. Oncelikle operator ¢arpimlari ve ayrigtirimlarinin sonlu ve
sonsuz araliktaki matris gosterilimlerinde sendelenim incelemeleri ve etkileri aras-

tirtlmistir. Sonrasinda oldukc¢a 6nemli bir sadelestirme saglayan ug¢ terimli 6zyine-



leme yoluyla matris gosterilimi tizerinde durulmustur. Sonrasinda trigonometrik
taban fonksiyonlar1 kullanilarak Taylor agiliminin kalan terimine sendelenimsizlik
uygulanmak suretiyle ¢ok salinimli fonksiyonlara yaklastirim ele alinmigtir. Bunu
takiben CYCG’nin Cauchy integral formunda ifade edilmis Taylor agilimina uygu-
lanmasi uzerinde ¢alisilmis ve yine sendelenimsizlik yaklastiriminin dairesel kon-
turlar yoluyla kontur integrasyonu tarafindan desteklenmesi tizerinde ¢alisilmistir.
Daha sonrasinda ise 6nce kontur integrasyonu ve CYUDCG yoluyla ve devaminda
ayn1 isin Taylor serisi kalan terimi tuizerinde nasil sonug verecegi sorgulanmigtir.
Son olarak ise Baslangi¢ Deger problemlerinde temel yontemlerden biri olan Euler
metodu ve yuksek mertebeli Taylor metodlar: ele alinarak sendelenimsizlik yoluyla
bunlarda iyilestirme saglanmugtir.

Tezin dorduncu ve son bolumunde ise varilan sonuclar kisaca ele alinarak ozet-

lenmisgtir.

MART 2020 Ercan GURVIT
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ABSTRACT

APPROXIMATION OF NON-ANALYTIC AND/OR HIGHLY OSCIL-
LATORY FUNCTIONS VIA THEIR TAYLOR EXPANSION WHOSE
REMAINDER TERM IS EXPRESSED IN INTEGRAL FORM UNDER
A WEIGHT FUNCTION AND DEVELOPMENT OF NUMERICAL
INTEGRATION METHODS RELATED TO THIS METHOD

Approximate value calculations, function approximations and quadratures, either
because of structural reasons or because they constitute a basis for natural scien-
ces, have always been a center of attention for mathematicians. In this thesis Taylor
expansion which has an important place in the approximation theory and which
makes an important starting point for the construction of many new methods, is ta-
ken into consideration and some more productive methods are searched by working
on the remainder term expressed in integral form

In the first part of the thesis a short introduction is given, approximations are
classified and the basic philosophies of interpolation and curve fitting are menti-
oned.

In the second part of the thesis Fluctuation Theorem, its application to Taylor
expansion, the reorganisation of Taylor expansion to make room for this application
and finally theorems and applications concerning EMPR are given in detail.

In the third part new research and findings are given and discussed in details. It
starts with fluctuation studies on the matrix representation of operator multiplica-
tion and decomposition. Then the approximation to highly oscillatory functions by
applying trigonometric basis functions to the remainder term of Taylor expansion.
This is followed by the application of EMPR to the remainder term of Taylor expan-
sion expressed as a contour integration and the application of Fluctuationlessness
Theorem on contour integration with circular contours. Then using TKEMPR on

the remainder term of Taylor expansion expressed in contour integral form is taken

Vil



into consideration. Finally Euler and higher order Taylor methods for initial value
problems are worked on and beter results are reached through fluctuationlessness
approximation applied on them.

In the fourth section some corollaries are listed

MARCH 2020 Ercan GURVIT
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YENILIK BEYANI

Bu tezde operator ¢arpimlari ve ayristirimlarinin sonlu ve sonsuz araliktaki matris
gosterilimlerinde sendelenim terimlerinin etkisi ilk kez incelenmis ve gozlemlerin
sonuglar1 verilmistir

Polinom taban takimi disinda trigonometrik bir taban takimi ve ¢oklu-indis no-
tasyonu ile calismak suretiyle Sendelenimsizlik Teoremi kullanarak numerik yak-
lastirim elde edilmistir. Kullanilacak fonksiyondan bagimsiz olan T(zn) matrislerini
hesaplayarak arsivlemek ve daha sonra bu matrislerin 6zdeger ve 6zvektorlerini he-
saplayarak bulunan degerleri, istenen yaklastirimi verecek bicimde formulde yerine
koymak yoluyla matris gosterilimi konusunda ciddi bir zaman kazanci saglanmis-
tir.

CYCG Cauchy integral formunda yazilmis Taylor kalan terimine uygulanmais ve
bu ti¢ metodun bir arada kullanildig: yeni bir yaklastirim elde edilmistir.

Sendelenimsizlik yaklastirimi kontur integrali tizerine uygulanmis ve evrensel
olma ozelligine sahip bir yaklastirim elde edilmistir.

Taylor agiliminin integral formunda ifade edilmis kalan terimi kontur integrali
sekline donusturulmus ve bu suretle iki parametreye bagli bir fonksiyon olusturu-
larak CYUDCG bu fonksiyon tizerine uygulanmistir.

Baslangi¢ deger problemleri i¢in literatiirde olduk¢a onemli bir temel olustu-
ran Euler ve yuksek mertebeli Taylor yontemlerine deginilmis, kalan terimi integ-
ral formunda yazilmis Taylor ac¢ilimi kullanilmak suretiyle yaklastirimda oldukg¢a
etkin bir iyilestirme saglanmistir. Burada elde edilen yaklastirim ifadesi asagidaki

bi¢cimdedir.

fa) = a
flath) = fa)+hf'(a)+

hk+1
(k+1)!

2 f e, +aj, flaj) (e]t)’

i=1

Tezde kullanilan temel kavramlar yeterlilik sinavi oncesinde baslanan ¢alisma-

larin sonuglar:1 olarak SCI-E kapsaminda taranan "Journal of Mathematical Che-



mistry" adli1 dergide, 2018’e dek yapilan ¢alismalar ise "Mathematics in Engineering,
Science and Aerospace (MESA)" adl1 uluslararas1 hakemli dergide yayinlanmigtir.
Ayrica bu ¢alismalarin sonuncusu hari¢ tiimii asagida listelenen sempozyumlarda
sunulmus ve herbiri en az dort sayfa olmak tizere genisletilmis 6zet seklinde yayin-
lanmistir. Sonuncu yenilik ise Haziran 2020’de Prag’da yapilmasi planlanan ICN-
PAA’2000 adl1 konferans tarafindan sunum yapilmak ve American Institute of Phy-

sics (AIP) tarafindan basilmak tuzere kabul edilmistir.
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1 GIRIS

Matematik her ne kadar kesin hesaplarla ugrasan bir bilim ¢agrisimi yaratsa da ge-
rek say1 sistemlerinin fiili hesaplarda sonluluklar: esas oldugundan kesme veya yak-
lasik deger hesaplamalarini gerektirmesi, gerek bilgisayarlarin ginumuzdeki hesap
yukiinu tislenmeleri sonucu olarak ikili ve onlu say1 tabanlar: arasindaki dontustim-
lerin yogun olarak hata birikimine yol acabilmesi, gerek transandantal denklem-
lerin ¢ozimunde numerik yontemlerin kullanilmasinin zorunlu olmas: ve gerekse
doga bilimlerinde yapilan ol¢imlerde ol¢iim aletinden kaynaklanabilecek fiziksel
yanilma paylar1 matematigin esasen tim bu hata paylar: ve hata birikimlerini en
aza indirecek bir yol izlemesini zorunlu kilmaktadir. Bu yolda ilerlerken hata ana-
lizi son derece buyiuk bir oneme sahip olmakta, bunun yani sira kullanilan ntimerik
yontemlerde yakinsama hizi ve islem karmasiklig1 da dikkate alinmasi gereken en
onemli unsurlar olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢ercevede diistiniildugunde fonk-
siyonlarin gosterilimleri de elde edilecek sonuglarin verimliligi ve hassasiyetinde
oldukga 6nemli bir rol oynamaktadir. Yaklastirimlar: temel olarak egri uydurma ve
interpolasyon olarak iki buiytik sinifta toplamak mumkindur. Bunlardan egri uy-
durma, eldeki veri noktalar1 veya diger bir deyisle dugum noktalarini esas alarak
ama bu noktalarin timiinden ge¢mek zorunda olmayan, modellemenin ongordugu
lineer veya nonlineer bir yapinin bu noktalar1 dikkate aldigimizda en az hatay1 ve-
recek bicimde tasarlanmasi esasina dayanmaktadir. interpolasyon ise diizenli veya
diizensiz olarak dizilmis bir bicimde mevcut olan elimizdeki tum veri noktalarin-
dan ge¢mesi ongorulen bir egri, ylizey veya hiper yuizeyi temsil eden fonksiyonu
tasarlama esasina dayanmaktadir. Bu konuda oldukga genis bir literatur varsa da
burada daha ziyade ¢alismamiza esas aldigimiz Taylor agilimi, fonksiyonlarin mat-
ris gosterilimi ve Sendelenimsizlik Teoremi ele alinarak bunlarin uygulamasinda

ihtiyacimiz olacak alt basliklara deginilecektir.



2 MATERYAL ve YONTEM

2.1 Sendelenimsizlik Yaklastirimi

M. Demiralp tarafindan ortaya konulan Sendelenimsizlik Teoremi[1-5, 8-13, 17-24,
44-46] , kendi argtimanini skaler tek degiskenli bir fonksiyonla carpmaktan ibaret
olan bir cebirsel operatoriin matris gosteriliminin, bagimsiz degiskenin matris gos-
teriliminin ayn1 alt uzay ve ayni taban takimi altinda ayni fonksiyon altindaki go-
runtisine, sendelenimsizlik terimleri gozard: edilmek kosulu altinda es olacagini
soylemektedir.

Karesi integrallenebilir stirekli fonksiyonlarin H Hilbert uzayinda calisiyor ola-

lim. fi(x) ve f,(x) fonksiyonlar: arasinda bir i¢ ¢arpim tanimlamamiz mimkindur.

b
(fufo) = f dxw(x)f; (x) fo(x) (2.1)

Burada w(x) asagidaki kosulu saglayan bir agirlik fonksiyonu olusturmaktadir. Bir
agirlik fonksiyonunun her zaman pozitif ya da sonlu sayida noktada sifir olma ko-

sulunu da belirtmemizde fayda vardar.

b
j dxw(x) =1 (2.2)

Herhangi bir sonlu araligini genellikten kaybetmeksizin, afin bir dontisum yardi-
miyla [0, 1] araligina donustuirilebilecegini bilmekteyiz.
Simdi uq(x), u(x), ..., ,(x), ... biciminde bir ortononormal taban takimi olustu-

ralim.

U = (), (2.3)

Oyle ki
(ui,u]-):éi]-, 1 Si,j<oo (24)

Simdi de f(x) fonksiyonu tzerine etki eden ve s6z konusu Hilbert uzayinda ka-



palilik 6zelligine sahip bir X igleci tanimlayalim.

Bu bize X islecini asagidaki bicimde yazma imkani verir.
X:H—H (2.6)

ve

g)=xf(x)=xf(x),  f(x)glx)eH (2.7)

Bu uzaydan alinma f(x) ve g(x) gibi herhangi iki fonksiyon taban takimi bilegenle-

rinin dogrusal birlesimi bigiminde yazilabilir.

0)=) fiux)  gx)=) gux) (2.8)
=1 j=1

Burada fj’ler ve gj'ler dogrusal birlesim katsayilarini olusturmaktadir. Dolayisi ile
problem bu katsayilar1 bulma tizerine kuruludur. i1k adim olarak sunu yazarak bag-

layalim.

(ui, f) = Z’f} uju Zf] ijs
(ui,g) = Zg] uj,u Zg] ij (2.9)

Boylece
fi=(uif),  g=(u,g), 1<i<oo (2.10)



Ayrica fj’ler ve gi’ler arasindaki bagintiy1 da bulabiliriz.

gi=(upg) = (uy%f)=|u, %) fiu
j=1

i(ui,?uj)fj, 1<i<oo (2.11)
j=1

Dolayisi ile asagidaki bicimde ifade edebilecegimiz sonsuz sayida denklem elde ede-

riz.

(T =(fi fu) 8

(g1 gn -] (2.12)

Bunlar da sonsuz boyutlu bir X matrisi ile ifade edilebilir.

>
I

g =Xf (2.13)

Ayni matrisin bilesenler turtinden ifadesi ise soyle yapilabilir.
1
Xij = (“z‘f@j) = f dxw(x)ui(x)xuj(x), 1<ij<co  (2.14)
0

Ancak pratik ve hesapsal gerekcelerle bir kesme yapilmasi gerekecegi asikardair.
Buna yonelik olarak n boyutlu bir Hilbert alt uzayinda H,, calisacagiz. Hilbert uza-

yinda izdusum isleci asagidaki bicimde ifade edilebilir:

Pf(x)=uj(x)(u;, f) , f(x)eH,1<i<n (2.15)



Yukaridaki tanim yardimiyla n-boyutlu alt uzaya iz dusurecek isleci de tanimla-

mamiz mumkundur.

n
P = Zpi, 1<n<oo (2.16)
i=1

Birim isle¢ soyle tanimlanabilir.
p = () (2.17)

n sonsuza gittiginde P (m)in T’ye yakinsayacag1 asikardir.
Sendelenim isleci olarak adlandiracagimiz T-P™ 1 sonsuza giderken 0'a gide-
cektir.

Sendelenimsizlik Teoremi matematiksel olarak soyle ifade edilebilir.
F") ~ f(x™) (2.18)

Burada X" matris gosterilimi olup acik bicimde soyle ifade edilebilir.

(n) (n)
X1 X

xm=| : - ,X(.Z)E(u- Xug),  1<jk<n  (2.19)
x" Xfa];)

nl

Simdi artik evrensel matrisi elde ettigimize gore, hesaplamalar1 siirdurebilmek
i¢in matris cebrinden skaler sayilara gecis yapmamiz gerekmektedir. Bu amagla eli-

mizde bulunan evrensel matrisin spektral ayristirimini yaparak ise baslariz.

n
X(n) = ZEiXiXiT (220)
i=i



Burada &;’lar 6zdegerleri ve Xx;’ler de 6zvektorleri gostermektedir. Dolayisi ile

sendelenimsizlik yaklastiriminin son ifadesini soyle elde ederiz.

f(X(n)) = Zf(éi)XiXiT (2.21)

2.2 Sendelenimsizlik Teoreminin Taylor A¢ilimina Uygulanmasi

Bu kisimda kalan terimi integral formunda ifade edilmis Taylor ac¢iliminin tizerine
kurgulanan tek degiskenli fonksiyon yaklastirimini ele alacagiz. Bu yontemde Tay-
lor kalan terimini integral cinsinden ifade etmekle kalmayacak ayni zamanda bu
integrali genellikten kaybetmeksizin sinirlar1 [0, 1] olacak bicimde diizenleyecek
ve uygun bir agirlik terimi altinda ifade edecek bicimde donustiirecegiz. Bir son-
raki adimda ortonormal bir taban takimi olusturacak ve ¢ terimli 6zyineleme for-
milii [47] yardimiyla katsayilar: nasil elde edecegimizi ifade edecegiz. Bunu takiben
bagimsiz degiskenin matris gosterilimini olusturacak ve nihayet kalan terimi Sen-
delenimsizlik Teoremi 1s1ginda tekrar yazmak suretiyle tek degiskenli fonksiyon

yaklastirimini elde edecegiz.

2.3 Taylor A¢iliminin Yapisal Donusturulumu

Taylor teoremi f € C¥[a, b] olmak iizere [a, b] aralig: iizerinde f**1)’nin mevcut
oldugunu ve X, [4, b] izerinde bir nokta olmak tuizere her x € [a, b] i¢in f (x) fonk-
siyonunun P, (x) ve R (x) fonksiyonlarinin toplami olarak yazilabilecegini ifade
eder. Burada Py, f fonksiyonunun x( civarindaki k-inc1 mertebeden Taylor Poli-

nomu olup asagidaki bicimde ifade edilir.

k(i) .
P (x) = Zf.—(,’%)(x—xo)l (2.22)

ve Ry (x) ise Py (x)’ya iliskin kalan terimidir. Her ne kadar kalan terimi ifade et-

menin bir¢ok yolu mevcut ise de biz buradaki hesaplama pratigimiz bakimindan



integral formunda ifade etmeyi tercih ediyoruz.

Rel)= 5 | v fi) (223

0

Integrasyon degiskenine degisken doniisimii uygulamak suretiyle bu terim asagi-

daki bicimde ifade edilebilir.

(X _ Xo)k+1

Ryc(x) = (k+1)!

1
L dywe (v) 5 (= x0)y + o) (2.24)

Burada wy (y) soz konusu integral i¢in bir agirlik fonksiyonu olup asagidaki bi-
¢imde tanimlidir.

wi(v) = (k+1)(1—y)* (2.25)

Simdi integralimize biraz daha yakindan bakalim

1
Ti(x) = fo dywi () F5 (x = x0)v + x0) (2.26)

Ry (x) yeni tanimlanan fonksiyon cinsinden su bicimde ifade edilebilir.

(.X' _ xo)k+1

R () = =51,

T, (%) (2.27)

Burada k’nin kiigiik degerleri i¢in agirlik fonksiyonunun integranda y = 0 ya-
kininda daha biiyiik 6nem verdigini ve bunun da f**1) (x;)’ a kargilik geldigini
gozlemleyebiliriz. Integranda en diisiik 6nemi ise y = 1 civarinda verdigini ve bu-
nun da f**1) (x)a karsilik geldigini gozlemlememiz miimkiindiir. Daha biiyiik k
degerleri i¢in durumun ne oldugunu incelememizde de fayda vardir. Bunun i¢in su

asimptotik analizi yapabiliriz.

h(y) = F& D ((x—x0)y +xo) (2.28)



Bu yeni tanimlamis oldugumuz fonksiyonu kullanarak

1 1
To=(k+1) [Cay-pfhe)=Gen) [Captna-y o @29)
Y= 2K almak suretiyle integrasyon degiskenini degistirecek olursak
1 1
T = MJ dzz"*n(1-2"%) (2.30)
k 0

elde edilir. Asimptotik olarak, k sinirsiz buyuduginde asagidaki

1
T ~ h(O)j dz(k;;—l)zl/k (2.31)
0

yaklastirimi gecerli olur. Bu da yeterince buyuk k degerleri icin integrandin Dirac
delta fonksiyonunun iki katina yaklasacagi sonucunu dogurur. Ciinku delta fonksi-
yonunun destegi araligin u¢ noktasi olan z = 0’da bulunmaktadir.Simdi sunu hatir-

layalim,

1(0) = £ (xo) (2.32)

Buradan ¢ikaracagimiz sonug yeterince buyuk k degerleri icin en buytk onem x’daki

f(k"'l)’e atfedilmektedir ki bu nokta da aslinda Taylor agiliminin yapildig: noktadur.

2.3.1 Sendelenimsizlik Varsayimi1 Altinda Yaklastirim

Sendelenimsizlik teoremini kullanabilmek i¢in s6z konusu Hilbert uzayini orten bir
taban takimi olusturmak zorundayiz. Bu taban takiminin elemanlar: olan #;’ler su

sekilde secilebilirler.

V2i+k-1
Vk +1

u; () = Pe%0t-1),  i=1,2,.. (2.33)



Burada P Jacobi Polinomlarini temsil etmektedir. Bu se¢im bize bir ortonormal

kiime verir ve i¢ carpimi da su bigimde tanimlariz.

1
(ui,uj) = L dtwy(t)u; (t)u; (t), i,j=1,2,.. (2.34)

Bu da bize Kronecker’s deltasini verir.

Simdi artik T matrisinin bilesenlerini olusturabiliriz. Bu matris ¢ kdsegencil bir
matris olup temelde sonsuz boyutludur ¢unku ?operatérii sonsuz boyutlu Hilbert
uzayinda tanimlidir. Ancak hesaplama pratigi agisindan T ile sembolize ettigimiz
n-boyutlu bir kesme yapar ve bu kesmeyi kullaniriz.

T matrisini olustururken i¢ carpimlar: kullanmak yerine Jacobi polinomlari Pj(k’o)

i¢in var olan Ug terimli 6z yineleme[47] bagintisini kullaniriz. Bu da bize taban fonk-

siyonlar: arasinda soyle bir bagint1 yazmamizi saglar.

tu]-(t):ajuj+1(t)+ﬂ]~u]-(t)+a]-_1u]-_1(t), j=12,.. (2.35)
Burada o
a;= 1G+k 1 L o1 (2.36)
2j+k \2j+k-12j+k+1
ve

C2j(j-1)+k(2j-1)
PI=Gisoairk=2 !

=1,2,.. (2.37)

(2.35) denkleminin her iki tarafini da u;(f) ile carpip wy(t) agirlik fonksiyonu al-
tinda 0’dan 1’e integre ettigimizde dogrudan T matrisinin bilesenlerini buluruz.
Taban fonksiyonlarinin ortonormalligini dikkate alarak ayni agirlik fonksiyonu al-
tinda ve ayni integrasyon araliginda asagidaki ifadeyi yazabiliriz. Burada 0; ; Kro-

necker deltasini gostermektedir..

(T); j = Bi0ij+ @idij1 + Ai10ij41 (2.38)



Sonug olarak, T asagidaki bicimde &;’lar ve f8;’lar cinsinden yazilabilir.

By ay 0 0
a; B ary O
T = 0 an ﬁ?) az - (239)

0 0 a3 pa

Simdi Sendelenimsizlik Teoremini kullanmak suretiyle Taylor agiliminin kalan te-
rimi Ry (x) i¢in su yaklagtirimi yazabiliriz.

k+1

Ry (x) ~ %e{f(k”)((x—xo)ﬂn)+x01n)e1 (2.40)

Burada e birinci elemani bir kalan elemanlar: sifir olan n-boyutlu kartezyen bi-
rim vektordir. I,, ise yine n-boyutlu birim matrisi temsil etmektedir. (2.40 )’'deki
yaklastiran matris cebrinden ifadeler icermektedir. Skaler ifadelerle ¢alisabilmek
amaciyla bu yaklastiran soldan elT, sagdan da e ile ¢arpilmalidir. Devaminda da
T i spektral gosterilimi ele alinacaktir. Bu amagcla T nim ozdeger ve ozvek-

torlerinin hesaplanmasi gerekmektedir.
T =1t;,  i=1,2,..,n (2.41)

Buradaki 6zdegerlerin hi¢biri katli olmay1p 6zvekterlerin tumu Frobenius anlaminda
normalize edilmistir. Bu matris tizerine normalize edilmis vektorler yardimiyla insa
edilen kuadratik form her zaman 0 ile 1 arasinda degerler alacaktir. Bu da 1)

matrisinin 6zdegerlerinin de 0 ile 1 arasinda degerler alacagi anlamina gelir. Bunu

gostermek i¢cin normalize edilmis n-boyutlu bir x vektori alarak tizerine kurulu
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kuadratik formu inceleyelim.

n n
XTT(H)X = ZZXZ'X]'T;’;I):

i=1 j=1 i=1 j=1

1 n
= J; dtwk(t)tzxiui(t) XjUj

i=1 =1

=
—
—_—
—
SN—
[l
(@] )
QU
g
P
—_
~
~
~
—_—
=
=
—_
—~
~
N —
N

(2.42)

Surasi asikardir ki bu integral hi¢cbir zaman negatif olamaz, ¢cinku ne integrand ne
de agirlik fonksiyonu integrasyon araligi olan [0, 1] iizerinde negatif deger alamaz.
Sifir degeri de alamaz ¢uinkii sifir olmasi ancak karesi alinan toplam sifir olursa
mimkindir. u; (f)’ler lineer bagimsizdir, bu da yukarida sozii gecen kuadratik for-
mun alt stmirinin sifir olmas: ve buna hi¢bir zaman erisilememesindendir. Diger
yandan tst limiti bulmak i¢in basit bir sekilde f = 1 almamiz yeterli olacaktir. Bu

da integrandin maksimum degerini verecektir.

=
=

. 1 n 2 1
X T”x<j0 dtwk(t)[ixiui(t)] :L dtwe(t) ) xiwi(t) ) xju; (1)

=1 =1 ]:1
(2.43)
n o n 1 n o n
xTTMx < szixjf dtwy (t)u; (1) tu; (t) = xixid;;  (2.44)
i=1 j=1 0 i=1 j=1
Cunk u; (t)’ler ortonormaldir. Dolayisi ile asagidaki esitsizligi elde ederiz.
n
x TWx < fo =x'x=1 (2.45)
i=1

Pozitif tanimli T matrisinin ozdegerleri ve 6zvektorleri kullanilmak suretiyle
bu matrisin spektral gosterilimini asagidaki bi¢imde yazabiliriz.
n

T = Zritit}" (2.46)
i=1

11



Bu gosterilimi de yerine koyacak olursak su yazilimi elde ederiz.

n
D (r—x0) T +x0L, ) = ) £ (x—xg)ri+x0)tit]  (2.47)
i=1

Bu da bize Ry (x) kalan terimine su yaklagtirimi yapmamizi saglar.

(x=x0)"" [N ke T
Rk (X) ~ Wel Zf ((x —Xo)Ti + XO)titi (] (248)
) i=1
ve boylelikle
k+1 n
X—X 2

Ry (x) ~ ((k+—01))| Y D (x = xp) 7 + x0) (e] ;) (2.49)

.

Burada (e1Tti) skaler bir buyuklik olup i’ninci 6zvektor t;'nin ilk elemanindan iba-
rettir.

T pozitif tanimlihig buna karsilik gelen T(*+1)

matrisinin spektrumundaki
ozdegerlerin T’ ninkilerin arasinda yuvalanmis oldugu anlamina gelir. Kesme uy-
gulanmis en kugik boyutlu matris T nin ozdegeri 11 = 1/(k+ 2) olup bu da
t'nin wy (t) agirlik fonksiyonu altindaki ortalama degeridir. k sonsuza giderken bu
ozdegerin sifira yaklasacagi asikardir. Kesme yapilmis T?) matrisi icin iki ozdeger
bulunacak ve bunlardan biri s6z konusu ortalama degerden kucuk, digeri ise bu
ortalama degerden biuiylk olacak, ancak her ikisi de 1’den ziyade sifira daha yakin
olacaktir. Bu durum daha yuksek boyutlu kesme matrisleri i¢in de gecerli olmaya

devam edecektir. Dolayis1 ile agilimimizdaki spektral ifadelerin hesaplanmasi x’teki

fonksiyon degerleri olan f (x)’larin hesaplanmasindan daha kolay olacaktir.

2.4 Cok Degiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilim (CYCG)

Cok Degiskenliligi Yukseltilmis Carpimsal Gosterilim (CYCG)[16,25-39] Metin De-
miralp onderliginde BEBBYT grubu tarafindan ortaya konmustur. CYCG, daha on-

cesinde .M. Sobol tarafindan onerilen ve H. Rabitz, M. Demiralp ve grubu tarafin-
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dan son yirmi senede gelistirilen YBMG tzerine insa edilmistir. CYCG, YBMG’nin
[25,27-29] terimlerine, her terim ayni dereceden olacak bicimde birer destek fonk-
siyonu eslik ettirmektedir. Destek fonksiyonlari, her biri ayr1 bir degiskene bagli tek
degiskenli fonksiyonlardan olusmaktadir. YBMG, CYCG’nin tiim destek fonksiyon-
lar1 1 secilmis 6zel durumuna karsilik gelmektedir.

CYCG’nin bu gosteriliminde bir N-degiskenli fonksiyon f (xy,...,xy) daha az

degiskenli ve destek fonksiyonlari ile carpilmis terimler cinsinden ifade edilebilir.

N
f(xp,00xn) = fo]_[%'(xj)
j=1

N N
+ ) _fitw] [si(x)
i=1 j=1
j#i
N
+ Z ﬁliz (xll’xlg)
il,i2:1
i1<ip
N
X ]_[ s ()
j=1
j#i1,in
+ "'+f1...N (Xl,...,XN) (250)

Burada fj sabit terimi, f;(x;)’ler tek degiskenli terimleri v.b. gosterir. Ayrica
daha 6nce de belirtmis oldugumuz gibi s; (x]-) = 1 CYCG’yi YBMG’ye dontstii-
rur. CYCG terimlerini hesaplayabilmek i¢in asagidaki kosullar1 ortaya koymamiz

gerekir.
bi
J dxiWi(xi):l; 1SlSN (251)
ai

Bunu takiben normalizasyon kosulu da soyle ifade edilebilir.

1

b;
J dxiWi(xi)si(x,-)z = 1} 1< 1 <N (2.52)
a

13



Son olarak ta integral altinda sifirlanma kosulu gelir.

1

b‘
J dx; Wi (x;) s; (x; f11 lk(xll’ xlk)

a;
<k

X; € (xil,...,xik) <i <N (253)
Tum CYCG bilesenlerinin tek turlu ifadesi mumkundur.
bl bN N
Lof(x1,...,xN) = delwl(xl) fdeWN (xn l—[5] f(x1,...,xNn)
a an j=1
(2.54)

1y islecini ve yukarida ifade ettigimiz iki kosulu kullanmak suretiyle sabit terimi

elde etmek mumkundiur.

b, by N
fO:f dxlwl(xl)....[ dxny Wy (xy l_[s] F(xg,mxy)  (2.55)
a a

1 N j=1

Benzer bir yapi altinda ve Z; isle¢lerinin yardimu ile tek degiskenli terimleri bulmak
mumkindur. Burada vurgulanmasi gereken 6nemli bir nokta Z; islecinin x; hari¢

tum degiskenler tizerinde integral alan bir isle¢ oldugudur.

by bi_q biy1
Tif (%1 emxn) = fdxlwmxl)...fdxz Wi (x, nfdlele(le)
aj ai-1 ai+1
by N
><JdeWN(xN)]_[sj(xj)f(xl,...,xN) (2.56)
an ]];

14



Bu islec kullanilmak suretiyle f;(x;) tek degiskenli terimleri elde edilir.

by biq
filxi) = J dxlwl(xl)---J- dx;_1Wi_1(xi_1)

1 ai-1

bi+1 bN
XJ dxiy Wi+1(xi+1)---J- dxny Wi (xn)
a

i+1 aN

N
stj(xj)f(xl,...,xN)—sifo (2.57)

j#i

Tum CYCG terimlerini benzer bir bicimde bulmak mimkiinddr. Ikinci mertebeden

bir kesme yapmak, sifir, bir ve ikinci mertebeden terimleri hesaplamak anlamina

gelecektir.
N
So (X1, XN) = fol_[sj(xj) (2.58)
j=1
N N
S1(x1e0xn) = Solxexn)+ ) fitk)| [six)  (2.59)
i=1 j=
N N
Sy (X1, XN) = S1 (X1, .00, XN) + Z fiii, (xil,xiz) ]_[ S; (x]-) (2.60)
il,i2:1 j=1
i1 <ip j#i1,in

Burada S, Sy, Sy, ..., Sk, k’inc1 mertebeden terimleri gostermekte olup (2.58) ifade-
sinde gecen yaklastirici, sabit terim adini1 alir. Bunun gerekgesi bu terimin tumiiyle
sabit bir elemandan olusmasindan dolay1 degil de f;'in sabit olmasi1 kalanin da bir
tur katsay1 olarak dustinilmesindendir.

Buna ek olarak 1 < i1 <... <y <N,1<j; <..<jj<N,1<k<I<Nile
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CYCG bilesenleri arasindaki ortogonaliteyi de tanimlamis oluruz.

by by = -

J dx; Wi (xp) . j dayWyGew) | | i) [ ] sjefiinfipn =0
a N - o
P#1] i ]‘?t]zl rrrrr Ji

Budabizel <1; <1 <...<1; <N, 1<j; <Jp<..<J; <N kosulu altinda bir i¢

carpim tanimlama olanag: verir.

by bn

N N
fi,.5 r Siv fiyi l_l S :fdxlwl(xl)---deNWN(xN)
oo it )@ a
N N
X —[ si(xi)fil_'_ik(xil,...,xik) l_[ Sj(xj)fh---jz(xh’""sz) (2.62)
”’:iilz1 ik jijj;}-dl

Yine 1 < iy <ip <..<ip <N vel <k < N kosullar1 altinda norm tanimlamak da

olanaklidir.
2
N N N
fiy.ip | | si(xi)|| =\ fi,..i, | | Si v Jiyig | | Si (2.63)
i=1 i=1 i=1
i¢i1 ..... ik iiil,...,ik iiil ..... ik

ve buradan da asagidaki ifadeyi elde ederiz.

2
N
IFIP = o]_[ Z ]_[ skl (2.64)
: i=1 j=1

]II

ve her iki tarafi da ||f||2 ile bolerek su ifadeyi elde ederiz.

1 v N i
TR | et —— 2 (2.65
I£1I° fo!;[S] Tk Zl. ]:1[ + ||f|| slf2.nll" (2.65)
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Tum bunlar bize 0y, 01, ..., 0, diye adlandiracagimiz nicelik 6l¢enlerini hesaplama

imkanini tanir.

2
N

0o = Lz fol_[s]- (2.66)
AP L]

2
1 N N
o1 :ao+—22 ﬁ-]_[s]- (2.67)
A" =] =
j=i
2
1 N N
() :O'1+W Z fili2 ]_[S]
2=l J=
11<1) J#11,1)

(2.68)

Kolayca gozlemlenebilecegi gibi bu dlgenler birikimli olarak hesaplanmakta olup

siralidirlar

0<01<0p<...<ony=1 (2.69)
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3 BULGULAR ve TARTISMA

3.1 Operator Carpimlari ve Ayristirimlarinin Sonlu Araliktaki Mat-

ris Gosterilimlerinde Sendelenim Incelemeleri

M. Demiralp tarafindan ortaya konulan Sendelenimsizlik Teoreminin gerek tek de-
giskenli gerekse ¢ok degiskenli fonksiyonlarin yaklastirimlari ve numerik integras-
yonunda oldukga verimli olarak kullanildig1 kanitlanmistir. S6z konusu teoremin
adi ve kismi diferansiyel denklemler gibi alanlarda da uygulamalar1 da gelecek va-
adetmektedir.

Bu boliime oncelikle operator carpimina iliskin 6zellikleri vererek baslayacagiz.
Daha sonra hesaplamalarimizda kullanacagimiz taban takimlarini tanimlayacagiz.
Son olarak da bir operatoriin matris gosterilimini[6, 7, 50] tanimlayacak ve bu yolla
kalan matrisini elde edecegiz. Bu tanimlar: takiben kuantum mekaniginde kullani-
lan pozisyon ve momentum operatorlerine karsilik gelen matrisleri ve bu matrisle-

rin farkli kuvvetlerini hesaplama yontemini agiklayacagiz.

3.1.1 Teorik Altyap:

H sonsuz boyutlu ayrilabilir Hilbert uzay1 olsun ve £, £,’de H’dan H’ya iki ope-

ratoru temsil etsin. Sendelenimsizlik Teoremi uyarinca su ifadeyi yazabiliriz.
ML Lo) = MU (L) MPN(L) (3.1)

Burada M(")(.), sendelenim terimleri ihmal edildiginde M uzayinin 7 boyutlu alt-
uzay1 Uzerinde (.) parantezi i¢cindeki operatorin matris gosterilimidir. Aslinda (3.1)
bir yaklastirim olup 7 X n matrisler sonsuz boyutlu karsiliklar ile yer degistirildi-
ginde kesin esitlik haline gelecektir. Yani M(")(.) ifadesinin yerini M(.) alacaktr.
Bahsi gecen Hilbert uzay1 kareleri integrallenebilen ve sonlu, yari-sonlu ve sonsuz
araliklarin her noktasinda analitik olan fonksiyonlarin uzay: olarak tanimlanmak-

tadir. Bu calismada [a, b] seklinde bir sonlu aralik iizerinde calisacak olup yuka-
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ridaki yaklagtirimin farkli £; ve L, operatorleri icin ne derecede iyi islediginin
analizini yapacagiz. Ayrica boyut arttiriminin sonuglari ne olgtide etkilediginide in-

celeyecegiz. Hilbert uzayinda i¢ ¢arpimi asagidaki bicimde tanimlayabiliriz:

b
(81,82) = f dxw(x)g (Vg (x), (3.2)

Burada g1 (x) ve g>(x), H uzayindan alinma iki fonksiyon ve w(x) bir agirlik fonk-
siyonudur. Bu i¢ ¢arpim tanimi1 kullanilarak Hilbert uzay1 i¢in ortonormal bir taban

takimi olusturulacaktir.

u= {uj(x)}]il (3.3)
u, = {uj(x)};zl (3.4)

tarafindan ortiilen ve H(") ile temsil edilen uzayin ‘H uzayinin 1 boyutlu bir alt
uzay1 oldugu agiktir.
L, H’den H’a bir operatorii temsil etsin. Bu operatériin H™ {izerinde kisitlanisi

asagidaki bicimde ifade edilebilir.
£ = ptcpt (3.5)

Burada, P("), H(" alt uzayina iz disurme operatorudir ve su bi¢imde yazilabilir:

n

P(”)g(x) = Z(u]-,g) uj(x) (3.6)

j=1
£ operatorunun H"™ iizerindeki matris gosterilimi soyle ifade edilebilir:

(141:[:(")“1) (Ml;ﬁ(”)un)
MM (L") = ; : (3.7)
(uwﬁ(n)ul) (un,ﬁ(”)un)
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Dikkatli bir inceleme bize sunu verir:
MM (L) =M™ (L) (3.8)

Bir operatorun H"™ {izerindeki matris gosteriliminin daha agik bir ifadesinden bah-
setmek istiyorsak bu alt uzaya kisitlanisi ile calismak zorunlulugumuz yoktur. Daha
onceden de (3.1) ifadesinin kesin esitlik anlatmas1 icin gerek ve yeter kosul tim
sendelenim terimlerinin ihmal edilmesi oldugunu belirtmistik. Bu ancak # sonsuza
gittiginde mumkun olabilir. 7 sonlu tutulacak olursa kesin esitlik (3.1)ifadesinin
asagidaki ifade ile yer degistirmesi suretiyle sendelenim terimleri ihmal edilmeden

de saglanabilir.

ML L) = M (LYM™ (L) +R (3.9)

Burada R kalan matrisidir ve asagidaki bi¢imde tanimlanabilir:
R = ML, L) = M (L) MM (L,) (3.10)

Bu ¢alismanin 6ztinde R matrislerinin tavri ve bu tavirlarin farkli 7 degerleri ve
farkli £, £, operatorleri i¢in ne yonde degistiklerinin incelenmesi yatmaktadir. Bu

da R matrislerinin normlar1 gézéniine alinarak gerceklestirilebilir.

3.1.2 Taban Takimi

Bu calismada se¢ilen taban takimi Jacobi polinomlar: cinsinden yazilacaktir. Jacobi
polinomlar: genellikle literaturde Pj(Kl’KZ)(x)olarak ifade edilirler ve [—1,1] arali-
ginda w(x) = (1 — x)*1(1 + x)*2 agirhig1 altinda ortogonal bir kiime olustururlar.
Burada x| ve k) reel parametrelerdir. Ancak normalize edilmemislerdir. Jacobi po-

linomlarin1 asagidaki bicimde ifade edebiliriz.

(1)

j . |
2].—]_'(1—x)_’<1 (1+x)_’<2% [(1=xy™ i +x*2], j=0,1,2,..

(3.11)
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Daha sonra bu yapiy1 [0, 1] araliginda normalize etmek icin gerekli degisken donti-
sumunu yapar ve m keyfi bir non-negatif say1 olmak uzere w,,(x) = (1+m)(1—x)"

agirligr altinda taban takimimizin son halini elde ederiz.

2i+m—1 .
>:%617"P£T{0)(2x—1), k=1,2,.. (3.12)

uy (x

Burada e'?* kuantum mekaniginden gelen tiirev operatorunun uygulanmasinda oy-
nadig1 rol nedeniyle taban takimai tercihine dahil edilmistir.
3.1.3 Ug Terimli Ozyineleme Bagintis1 Yoluyla Matris Gosterilimi

(3.12) ifadesinde tanimlanmis taban takiminin elemanlar: tg¢ terimli 6zyineleme

bagintisini saglar.
ﬁuk = QpUpy1 + ﬁkuk + A1 Uk—1, k = 1,2,... (3.13)

Burada X kuantum mekaniginde kullanilan konum operatérudir ve

g = KErm) L k=12 (3.14)
2k+m \Dk+m—1 V2k+m+1

"  2k(k—1)+m(2k—-1)
Pr= 2k +m)(2k +m—2)’

k=1,2,.. (3.15)

Katsayilar i¢in yukaridaki tanimlar1 kullanmak suretiyle %2 ve %3 icin ozyineleme

bagintilarini sirasi ile soyle verebiliriz.

A2 2 2 2
XU = A Upsr + ok (B + Pra1) Uk + (Ofk + B+ a4 ) Ug

+ a1 (B + Pr—1) Ukt + ap oy, k=1,2,...  (3.16)
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XU = Qg1 Apolpr3 + Ok (B + Prr1 + Pr2) Uk+2

2 2, 2 2 2
+ “k(“k+1 g+ Qg+ Py PR it ﬁk)”k

2 2, 02, .2 2
+ [ak (Br + Pr+1) + (ak + B + ak_l)ﬁk +a; (B + ﬁk—l)] U
2. .2, 2 2
+ [ak—l (ak + B+ Ofk_l) + a1 (i + Pr-1) P + ak—101k_2] Uk-1
+ a1 (Br + Pr-1 + Pr—2) Uk—2 + A1 g2k _3uk_3,  k=1,2,..

(3.17)

Tum bu ozyineleme bagintilarinda, taban fonksiyonlarinin indisinin negatif olma-
sin1 saglayan k degerleri ayn1 zamanda karsilik gelen katsayinin sifir olmasini da
sagladigindan bu durumdan endise duymamaiza gerek yoktur. Simdi artik tim 6z-
yineleme bagintilarini ifade ettigimize gore sirasiyla karsilik gelen matris gosteri-

limlerini kolayca elde edebiliriz.

(u]-,aéuk) = Oékéj,kJrl + ﬁkéj,k + ak_léj’k_l, k=1,2,.. (3.18)
) 2, 22, 2
(uj;x uk) = QpQk410) k2 T Ak (Bx + ﬁk+1)5j,k+1 + (ak + B + iy ) Oj k+2
+ oo (Br + Pr-1) Oj k1 + Ap—1ak—20j k-2,  k=1,2,... (3.19)
.3
(uj,x Uk) = k11 Q420 k+3 T Ak k1 (B + Bt + Pre2) 0 k42
2 2, 2 2 2
+ ag (ak+1 tap+a_ + B+ B Pt /)’k)éj,k
2 2, 02, 2 2
+ [af (Be+ Bron) +(af + BE + i) B+ aiy (Br+ Bro)| 5
2 2, 2 2
+ [ak_l (ak + B + “k—l) + k-1 (B + Pr-1) Pr-1 + ak—lak—z] Oj k-1

+ o102 (Br + Pr-1 + Br-2) Oj k-2 + A1 ¥k _20 30 k-3, k =1,2,...

(3.20)
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Simdi, bu gosterilimleri kullanmak suretiyle durum hangisini gerektiriyorsa ti¢ ko-
segenli, bes kosegenli veya yedi kosegenli matrisleri insa edebiliriz.
Kuantum mekanigindeki momentum operatoriinde ise herhangi bir 6zyineli ba-

gint1 saglanamaz.

. d

p (3.21)
Bu durumda (3.1) i¢in sonuglar1 test etmekte uzun yolu tercih edip, bir operatorin
matris gosteriliminin taniminda var olan i¢ ¢arpimlar yoluyla matris gosterilimle-
rini hesaplamay1 ongorduk.

Bu ¢alismanin bir yan urtunu olarak, iki ayr1 kabustan da kurtulmus oluyoruz.
Bunlardan ilki taban takiminin ortonormalizasyonu ile ilgili olandi. Ortogonalles-
tirme i¢in klasik Gram-Schmidt yontemini kullanmak yerine Jacobi polinomlarinin
ozel bir durumunu kullanmis olduk. Ikinci ve daha vakit kaybettirici olan unsur ise
operatorlerin matris gosterilimini olusturmakti. Bunun da ug terimli 6zyineleme
bagintisi sayesinde ustesinden gelmis olduk. Dolayisi ile oldukga buyuk oranda is-
lem ytukinden kurtulmus olduk. Genel olarak sonuglarla ilgili gozlemlenebilecek
nokta (3.1) ifadesindeki mutlak esitligin sendelenim terimlerinin etkisinden arin-

dirilmis bigimde sonlu aralikta saglanmasidir.

3.2 Operator Carpimlar1 ve Ayristirimlarinin Sonsuz Araliktaki

Matris Gosterilimlerinde Sendelenim Incelemeleri

Kuantum mekanigi metodlar1 ile molekiler yap: hesaplamalarinda taban takimi
tercihleri tizerine ¢ok sayida makale mevcuttur. Fakat sasirtict bir bi¢gimde kuantum
mekanigi operatorlerine yapilan ve taban takimi kullanilarak olusturulan sonlu bo-
yutlu matris yaklastirimlarina iliskin ¢ok az sayida sistematik ¢alisma vardir. As-
linda bu hi¢ de sanildig1 kadar asikar bir yapi1 degildir, ¢unkl pozisyon ve momen-
tum operatorleri gibi sinirsiz operatorler sonlu matrisler yardimiyla gosterilemezler
[51]. Bu bolumdeki incelememizin temel fikri sendelenimsizlik teoremini kullan-

mak suretiyle, sozkonusu alt uzayin boyutundaki degisime goreli olarak kalan mat-
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risinin normundaki degisimi gozlemlemektir. Ilk olarak operatorlerin ¢arpiminin
matris gosterilimine dair 6zelligi vererek baslayacagiz. Daha sonra hesaplamalari-
mizda kullanacagimiz taban takimini tanimlayacagiz. Bir sonraki adimda ise bir
operatorun matris gosterilimini tanimlamak ve incelenecek matrisin kalan terimini
elde etmek olacaktir. Bu tanimlarin yapilmasini takiben, ¢esitli kuantum mekanigi
operatorlerinin matris gosterilimlerine karsilik gelen matrislerin tg terimli 6zyine-

leme bagintilar1 yardimiyla hesaplanmasi tizerinde duracagiz.

3.2.1 Teorik Altyap:

Sendelenimsizlik teoreminin temelini olusturan fikirler bize sendelenim terimleri-

nin ihmal edilmesi kosulu altinda asagidaki esitligi yazma imkani verir.
ML Lo) = MU (L) MP (L) (3.22)

Burada M(.) parantez icindeki operatoriin H") uzay iizerinde matris gosterilimi-
dir. H", sonlu, yari-sonlu ve sonsuz araliklarin heryerinde analitik olan ve kare-
leri integrallenebilir fonksiyonlarin ayrilabilir sonsuz Hilbert uzayinin 7 boyutlu
alt uzayidir. Bu ¢aligmada (—o0, o) seklinde tim reel eksen ele alinacaktir ve kul-

lanilacak taban takimi {uj(x)} asagidaki bicimde tanimlanabilir.

1 2
= e 27YH; (x), j=1,2,... (3.23)
VJGi-1)127 14

Burada Hj(x) ler fizikgiler tarafindan ¢ogunlukla kullanildig1 tizere Hermite poli-

uj(x)

nomlarini temsil etmektedir.

(_1)jex2dj(e—_x2)
dx

(%) , j=0,1,... (3.24)

24



Her ne kadar u;(x) lerin bu secimi basta hedeflenen genel formiile bir kisitlama

getiriyor gibi goziikse de genellikten kaybedilmemektedir.
2 . .
wj(x) = eSO L iy g (3.25)

Buradan yola ¢ikarak, &,’nin indisini korumanin bir geregi kalmamistir. a’nin ta-
ban takimi i¢in yapilan tercih i¢inde yer almasi tamamiyle turev operatoru uygula-
masindaki rolt nedeniyledir. Burada bahsi gegen taban fonksiyonlarinin ortogona-
litesinden bahsedebilmek i¢in H uzayinda bir i¢ ¢arpim tanimi yapilmalidir. Bu ig

carpim tanimi asagidaki bigimde yapilabilir.

(81,82) = fo dxg(X)%(x), 913, g(x) € H (3.26)

Integrallenebilirligin korunabilmesi i¢in hem g1 (x) hem de g,(x) fonksiyonlarinin
eksi ve art1 sonsuzda sifirlanmalar: gerekir. Gergekten de H uzayinin taniminda var
olan karesi integrallenebilirlik kavrami bunu da icermektedir. Bunun yanisira segi-
len taban fonksiyonlarinin yapisi bu sifirlanmanin tstel yapida olmasi gerektigini
soylemektedir. Diger yandan uzayda, bu ustel sifirlanma varsayimina aykir: karesi
integrallenebilir fonksiyonlar da mevcut olabilir. Boyle durumlarda bu taban ta-
kimlarinin kulaniminda az sayida terim alindig1 takdirde yavas bir yakinsama bek-
lenebilir. (3.23) tarafindan verilen u;(x),H Hilbert uzay1 igin ortonormal bir taban

takimi olusturur.

u= {uj(x)}._ (3.27)
j=1

n

u, = {uj(x)} (3.28)

j=1
tarafindan drtiilen H(" uzayinin’H uzayinin n-boyutlu bir alt uzay: oldugu asikar-

dir. £, H uzayindan H uzayina bir operator olsun. Bu operatorin H uzayina
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kisitlanis1 asagidaki bicimde yazilabilir.
£ = pim g p) (3.29)

Burada, P, H" alt uzayi iizerine izdiisiim operatériinii gdsterir ve asagidaki bi-

¢imde verilebilir.

PUg(x)= ) (uj8)ujx) (3.30)
L operatdriiniin H™ iizerinde matris gosterilimi su bicimde ifade edilebilir.

(upﬁ(”)ul) (ul,ﬁ(”)un)
M (L£M) = : : (3.31)
(uw[;(n)ul) (uw[;(n)un)

Dikkatli bir inceleme asagidaki ifadenin yazilabilecegini gosterir.
MM (L) =M™ (L) (3.32)

Bir operatorun H" iizerindeki matris gosteriliminin daha acik bir ifadesinden bah-
setmek istiyorsak bu alt uzaya kisitlanisi ile calismak zorunlulugumuz yoktur. Daha
onceden de (3.22) ifadesinin kesin esitlik anlatmasi i¢in gerek ve yeter kosul tim
sendelenim terimlerinin ihmal edilmesi oldugunu belirtmistik. Bu ancak 7 sonsuza
gittiginde mumkiin olabilir. 77 sonlu tutulacak olursa kesin esitlik (3.22)ifadesinin
asagidaki ifade ile yer degistirmesi suretiyle sendelenim terimleri ihmal edilmeden

de saglanabilir.

M (L1 L) = M (LHYMP (L) +R (3.33)

Burada R kalan matrisi olup
R =M (L, L) = M (L) M (L,) (3.34)

tanimi gecerlidir.
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Bu ¢alismadaki amacimiz R matrislerinin gesitli £, £, operatorleri i¢in tavrini

analiz etmektir. Bu da R matrislerinin normlar: dikkate alinarak gerceklestirilebilir.

3.3 Ug Terimli Ozyineleme Bagintis1 Yoluyla Matris Gésterilimi

Taban takiminin (3.23)’da tanimlanan bilegenleri sirasiyla X, %2, p, ﬁz, Xp ve px

operatorleri altinda asagidaki 6zyineli bagintilar: saglarlar.

k k-1
Xuy = \/;leJrl + > Uk_1, k=1,2,... (3.35)

Burada X kuantum mekanigi baglaminda pozisyon operatorini gostermektedir.

k(k+1 2k—-1 k-1)(k-2
X Uj = Qukﬂ + Uy + \/( )( )uk_2, k= 1,2,... (336)
2 2 2
pur = (a+iX)up—1iV2k—2u,_4
. [k . [k-1
= i \/;Mkﬂ +auy — 1 5 k-1 k=1,2,... (3.37)
Burada p kuantum mekanigi baglaminda momentum operatorii olup p = —ia% sek-

linde ifade edilir. Diger tiim ¢apraz operatorler i¢in asagidaki 0zyineleme bagintilar

elde edilebilir.

vk(k+1 2k -1
ﬁ2uk= - ﬁuk+2+2ai\/§uk+l+( k +a2)uk

2 2

— k—1)(k-2
k 11/lk_1— \/( 2)( )Mk_z, k:1,2,... (338)

a1
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. .J@ k-1
fpur = i[5 XUk + axuy —i X1
AVk(k+1) k 1.
= I Ut @[Sl + STl
k-1 k—1)(k-2
+ « 5 k- 1—1 \/( 2)( )uk_z, k=1,2,... (3.39)

2

>

=>

=

3

I

>
—
S=

k-1
Uk t Uk—1

. Vk(k+1) k 1.
= I Uk T A [ Sl — 1l
- k-—1)(k-2
+ « k 1uk1—z\/( ) )uk_z, k=1,2,... (3.40)

2 _

Tum bu ozyineleme bagintilarinda, taban fonksiyonlarinin indisinin negatif olma-
sini saglayan k degerleri ayn1 zamanda karsilik gelen katsayinin sifir olmasini da
sagladigindan bu durumdan endise duymamaiza gerek yoktur. Simdi artik tim 6z-
yineleme bagintilarini ifade ettigimize gore sirasiyla karsilik gelen matris gosteri-

limlerini kolayca elde edebiliriz.

],Xuk \/7 Ojjc+1 + \/ ]k 1,

k=1,2,. (3.41)

. vk(k+1) 2k -1 (k—1)(k-2)
(I/l]';XZUk) = Téj,lﬁ_z + > 5]',k + \/ 7 6j,k—21
. k=1,2,.. (3.42)

R .|k . k=1
(u]-,puk) = l\/;éj’k+1+a/5j,k—l Té]',k_l,

j)k: 1)2;--- (343)
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2
k—1 ;k-D)(k=2)
+ Té]’k_l —1 \/ > 6],](_2,
ik=1,2,... (3.45)

. Ak(k+1) k 1.
(u],quk) = 1Téj,k+2 ta Eéj,k+1 - Eléj,k
k-1 Ak=1)(k-2)
+ Téjfk_l —1 \/ > j,k—2’

Simdi, bu gosterilimleri kullanarak ti¢ kosegenli veya bes kosegenli matrisleri insa
edebiliriz.

[sin hesaplama tarafinda iki 6nemli problemin ¢oztulmus oldugunu gorebiliriz.
Bunlardan ilki, taban takiminin ortonormalizasyonudur. (3.25)’'de tanimlanan ta-
ban takiminn klasik yolla ortogonallestirmek yerine (3.23)’deki formulia kullan-
mak suretiyle bu zorlugun tstesinden gelinmistir. Ustesinden gelinen ikinci zorluk
ise ¢esitli operatorlerin matris gosterilimlerinin hesaplanmasidir. Bu da (3.41)’den
(3.46)’e kadar olan formiilleri kullanmak suretiyle asilmistir. Dolayis: ile oldukca

buyuk bir zaman tasarrufu saglanmistur.
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3.4 Yuksek Salinimli Cok Degiskenli Fonksiyonlarin, Trigonomet-
rik Taban Fonksiyonlar1 Esliginde Sendelenimsizlik Teoremi

Yardimiyla Numerik Yaklastirimi

Gauss kuadraturuniun sendelenimsizlik teoreminin bir alt bashig: gibi disuntulebile-
cegini dikkate alarak sendelenimsizlik teoreminin uygulamasinda taban takiminin
polinom disinda bir yapiyla da alinabilecegini bilmekteyiz. Bu ¢alismada bu ozelligi
kullanmak suretiyle ¢ok salinimli fonksiyonlarla[14, 15] basa ¢ikmay1 ongormekte-
yiz.

Yaklagtirim prosediiriinii sendelenim teoremini kullanarak yapacagiz. Oncelikle
¢oklu-indis notasyonunu vererek baslayacagiz, sonrasinda algoritmamizi adim adim
ele alacagiz. 11k olarak Taylor agiliminin kalan teriminin agik yazilimi ile baglayaca-
g1z, daha sonra taban takimini olusturacak ve son olarak ta bu yapiya sendelenim-

sizlik teoremini uygulamak suretiyle yaklastirimi elde edecegiz.

3.4.1 Cok Degiskenli Fonksiyonlar i¢in Taylor Formuli

Bu kisimda kalan terimi acik ifadesi ile verilmis olan ¢ok terimliler i¢in Taylor ag1-
limini inceleyecegiz. X = (x1,X,..., Xy ), B topu icinde olsun ve topun merkezi de
a = (a;,ay,...,ay) olsun. f ise B’nin kapamisinda tanimli ve her noktada (k + 1)
adet kismi tuireve sahip reel degerli bir fonksiyon olarak alinmis olsun. Cok degis-
kenli fonksiyon k’inc1 mertebeden Py (x) Taylor polinomu olarak ifade edilebilir ve

buna karsilik gelen Ry (x) kalan terimi de asagidaki bicimde yazilabilir.
f(x) = Pr(x) + R (x) (3.47)

Burada Taylor polinomu terimi asagidaki bigimdedir.

k
B =f@)+ ) —(D°f)la)x-a)’ (3.48)

|lol=1
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Yukaridaki formulde o0 = (07, 0, ..., 0§ ), aslinda N boyutlu bir vektor benzeri yapi-

dan ibaret olan bir ¢oklu indis olup bilesenleri nonnegatif tamsayilardir. o tizerinde

bazi islemler su sekilde tanimlanabilir.

lo|=01+0,+...+ 0N

(7!:01!02!...(7]\]!

o _ 01,02 ON
X = Xl x2 . XN
d°1 9 d°N

D°f = o f

e EeE
axl 9x2 axN

kalan terim agik bicimde asagidaki gibi yazilabilir.

1
R = ) orx-ar [ -rf

lo|=k+1
x (Df)((x—a)t+a)dt

Burada

(D7f)((x-a)t+a) =

(D7 f)((x1 —ay)t+ay,...,(xy —an)t +ay)

3.4.2 Taylor Kalan Terimine Yaklastirim

Bir agirlik fonksiyonu tanimlayabiliriz:

wi(t) = (k+1)(1 - 1)k,
k=0,1,2,..
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ve bu agirlik fonksiyonunu kalan terimi asagidaki bicimde yazmak i¢in kullanabi-
liriz.
(x—-a)”

Ri(x) = o

|o|=k+1

1
X L dtwi(t) (D f)((x—a)t +a)
(3.56)

Her ne kadar integralin bu formunu bir¢ok uygulamamizda kullanmis olsak da bu-
rada simetrik yapilarla calismak daha cazip olacaktir, ¢ciinki yuksek salinimlarla[14,
15] basa ¢ikabilmek i¢cin taban fonksiyonu olarak polinom yapisinda olmayan fonk-
siyonlar da kullanmamiz gerekecektir. (3.56) ifadesinin son terimindeki integral 0
ile 1 arasindadir ve integralin orta noktast olan % noktasina gore gorulebilir bir
simetri mevcut degildir. Simdiki amacimiz ¢ekirdekte bu noktaya gore bir simetri

olusturmaktir. Bu amacla asagidaki tek—¢ift ayristirimini kullanabiliriz.

(D7f)((x-a)t+a) = @q.(t)
+ @a,—(t)(t_%)
(3.57)

burada

N =

Po,+(t) =5 [(D7f)((x—a)t +a)
+(D7f) (x—(x—a)t)] (3.58)

2t11 (D7 f)((x—a)t+a)

—(D7f)(x=(x—a)t)] (3.59)

Po,—(t) =
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Bu da, ¢ fonksiyonlar1 ve dolayisi ile f’nin (k + 1)’inci kismi tirevi integrasyon

araliginda analitik olmak sartiyla simetri bagintilarini saglar.

(P0,+(1_t) = (Pcr,+(t)f
o, (1-1) = @q(t) (3.60)

Simdi asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

1
L dtwy(t) (D f) (x —a)t +a)

1
:fo dtwi(t) Qg+ (t)

' f dtw(t) (t _ %)%,_(t)
0 (3.61)

Her ne kadar verilen agirlik altinda integrali alinacak fonksiyon iki ¢ift fonksiyona
ayristirilmis olsa da bu integrandlar agirliklarinin simetrik olmamasindan dolay1
hala simetriden yoksundurlar. Agirlik fonksiyonlar: da iki toplamsal ve integras-
yon araliginin orta noktasina gore simetrik parcaya agirlik fonksiyonu o6zelligini

koruyacak bi¢imde ayristirilacak olursa integraller istenen forma gelecektir.

w(t) = [ -0F]
wi_(t) = k%l (1—t)k—tk](%—t)

(3.62)

Burada her bir fonksiyon ¢, (1 — t) dontsimu altinda simetrik olup nonnegatif
kalmaktadir. Simetrinin varlig1 asikar olmakla birlikte nonnegatifligin ikincisi i¢in
acgikca gosterilmesinde fayda vardir. Birincisi zaten ¢, [0, 1] aralifinda kaldig1 miid-
detce nonnegatif parcalarin toplami halinde oldugundan bu baglamda ac¢iklama

gerektirmemektedir. (% - t) ifadesini ¢arpan terimin t = 1/2 de koku oldugunu
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gostermek zor degildir. Bu carpanin t’ye gore [0, 1] araligindaki ilk tiirevi hep po-
zitif oldugundan bu kok tektir ve dolayisi ile bu ¢arpan bir simetrik fonksiyonun
(% - t) ile carpimindan olusmaktadir.Bu da (3.62)’deki ikinci fonksiyonun s6z ko-
nusu donusum altinda ¢ift oldugu anlamina gelmektedir. Bununla birlikte agirlik
fonksiyonun varligi da garanti altina alinmis olmaktadr.

Simdi asagidaki ifadeyi yazabiliriz

1 1
f dtw(t)go.s (1 =f dtwy s (Do 1 (1)
0 . 0
+L dt2t2_1wk,_(t)g00,+(t) (3.63)

Burada t, (1 — t) ile yer degistirdiginde integrand isaret degistirdiginden ikinci in-

tegral sifirlanir. Dolayisi ile,

1 1
|| a0 = [ drwnttipo, o) (3.64)
0 0

Benzer bir tartisma bizi asagidaki esitlige gotiirur.

1 1
| a0 = drun 10,0, (3.65)
0

0

Son iki esitlikten su sonucu ¢ikarabiliriz.

1
J dt(k+1)(1 - t)* (D f) ((x —a)t +a)
0

1 1
= [ dtu (0,0 [ dtu (g0
0

0
(3.66)

Burada sag yan integrandlar: integral degiskenine gore c¢ift fonksiyonlardair.

34



3.4.3 Taban Fonksiyonlar1

Bu asamada ortonormal u;(t) taban fonksiyonlarini insa edecegiz. Salinimli fonk-
siyonlara yaklastirim yapmak i¢in kullanacagimiz fonksiyonlar saf polinom fonk-
siyonlar1 olmay1p trigonometrik ve polinomial formlarin bir birlesimi olarak diisu-
nulmelidir. Nihai olarak olusturacagimiz u;(t) fonksiyonlarina ulasmak i¢in asagi-

daki lineer bagimsiz fonksiyonlardan yola ¢ikacagiz.

1 1 2i-2
() =cos(t—=])[t-=) ,
vilt) COS( 2)( 2)
i=1,2,3,.. (3.67)

Bu yapilar Filon kuadratiirii benzeri durumlarda kullanilmaktadir. Bu fonksiyon-
lar1 se¢memizin nedeni ¢ift fonksiyon yapisini elde etmektir, bu da t yerine (1 — )
konuldugunda fonksiyonun degismemesi anlamina gelir. Cift fonksiyon yapisini
kosinlis yerine ayni tipten siniis fonksiyonu ile (f—1/2)'nin tek kuvvetlerinin ¢arpi-
mini1 kullanarak da elde edebilirdik. Bu durumda salinimlarda faz kaymasi olurdu.
Hatta karma bir yap1 bile kullanabilirdik. Yapisal olarak ne sec¢tigimize bagli olmak-
s1zin (3.67)’da verilen kimeden veya yukarida tanimladigimiz diger yapilardan bir
ortonormal taban takimi tretebiliriz. Buradan elde edilecek ortonormal taban ta-
kimi tg ardisik terimli 6zyineleme bagintisini saglayacaktir ve buradaki lineer bir-
lesim katsayilar1 baz1 sabitler ve (t — 1/2)%’lerden olusacaktir. (t — 1/2)%in matris
gosterilimi de bu kiimeye gore ti¢ kosegenli olacaktir. Bu sonug ortogonal polinom-
larin teorisinden gelmektedir. (f — 1/2)%’in nonnegatif tamsayi katlarini alip uygun
trigonometrik yapilarla ¢arparak ortogonallestiriyoruz. Simdi artik sendelenimsiz

integrasyona devam edebilmek i¢in yeterince donanima sahip durumdayiz.

3.4.4 Sendelenimsiz Integrasyon

(3.66) ifadesindeki sag yan integralleri t’'nin (1 — t) ile yer degistirmesi kosulu al-
tinda simetrik agirliklar altinda tanimlanmistir. Integralleri alinacak fonksiyon-

larda ayni yer degistirme altinda simetriktirler. Burada integre edilecek fonksiyon-
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lar olan @ ler, [0, 1] araliginda analitik olup ¢ift olmalar1 onlar1 (¢ — 1/2)%in de
birer analitik fonksiyonu olarak gormemizi saglar. Boylelikle sendelenimsizlik te-
oremi sadece t’'nin degil fakat ayni zamanda (f — 1/2)?nin de matris gosterilimini
kullanacaktir. Bu da sendelenimsiz integrasyon metodunun salinimlardan dolay:
kalitesinin diismesini onleyecektir.

Simdi (3.66) ifadesinin sag yan integralleri su integralin 6zel durumlar: olarak

algilanabilir.

T= J:dtw(t)go((t—%)z) (3.68)

Burada w(t) agirlik fonksiyonunun w(1 — t) = w(t)’yi sagladig1 kabul edilmekte-
dir. [ 0,1 ] arali1 tizerinde ve w(t) agirlik fonksiyonunun taban fonksiyonunun po-
linom olmayan ortak ¢arpaninin karesi ile ¢carpimi altinda karesi integrallenebilir
fonksiyonlar uzayinin sonlu boyutlu bir alt uzayini tanimlamak tizere yukarida ta-
nimlamis oldugumuz w1 (f),...,Uy,(t),... taban takiminin ilk # elemanini aldigimizda

asagidaki tanimi yapabiliriz.

1
W' =[h,..h,], h=|d i(1),
T [y o hy) fo ot (1)

i=1,2,..,n (3.69)
(n) (n)
Ty T,
T(Zn) = 2 e, ’ (3.70)
0
1\? .
Ti(].n) = (ui,(t— 5) u]-), i,j=1,2,..,n (3.71)

(n)

Burada T, “deki 2 alt-indisi, matris gosterilimi s6z konusu olan operatoriin kare ya-

pisin1 ¢agristirmak i¢in kullanilmistir. Simdi artik sendelenimsiz integral i¢in asa-
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gidaki formiilu yazabiliriz.
I~hl¢p(T,")h, (3.72)

wk,+(t) and wy _(t) agirlik fonksiyonlarina karsilik gelen iki ayri T(2n) matrisi ola-

caktir. Bunlarin bilesenleri asagida verildigi gibi olacaktur.

1 2
1
Tz | dtweOun(t-3) uto),
JO
,7=1,2,..,n
r1 1 2
T = dnmklﬂuxﬂ(t—z)zgux
JO
,j=12,.,n
(3.73)
Bunu (3.66) ifadesine uygulayalim
1 1
|| arwetrpnnt= | aru g0
:5hg¢m+(T$B)hn_h£¢%r(TgQ)hn (3.74)

(n)

§imdi, yukaridaki ifadenin skaler karsiligini bulabilmek amaciyla T, | ve T(an mat-

rislerinin 6zdeger ve o6zvektorlerini buluruz.

TSt =Gty i=1,2,.,m (3.75)
T4 =7 i, i=12..n (3.76)

Burada hicbir 6zdeger katli olmayip 6zvektorler de Frobenius anlaminda norma-

(n)

lize edilmislerdir. Devaminda T, | ve T(an matrislerinin spektral ayristirimlarini
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asagidaki bi¢cimde yazariz.

n
TY) =) Tiatiatl, (3.77)

=

TV =Y "7, t; T (3.78)
i=1

Simdi, (3.66) ifadesini (3.53) ifadesinde yerine koyacak olursak
B (x—a)°
Rex)= ) ——
lo|=k+1
1
xf dtwy(t)(D° f)((x - a)t +a)
0

b Z (X;;ﬁ)a

|o|=k+1

X I:hZ(PO',-i- (T(zr,lq)L)hn - hr];(Pa,— (T(zr,lz)hn ]

(3.79)
Ozdeger ve 6zvektorleri de yerlerine koydugumuzda
(x-a) ¥
Rix) = ) ) poaltia)
lo|=k+1 i=1
2
X (h;{tiﬁ)
(x-a) ¥
CY Y )
lo|=k+1 i=1
2
X (h;’gti’_)
(3.80)

Boylelikle yaklastirim formiila son seklini almis olacaktir.
Kolayca gozlemlenebilecegi gibi, ¢oklu-indis notasyonu ile ¢alismak hic¢ de kolay

degildir. Bu durum trigonometrik taban takimai i¢in de benzer bir zorluk arzetmek-
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tedir. Ancak bu algoritma bir kez olusturulduktan sonra tek yapilacak is kullanila-
cak fonksiyondan bagimsiz olan T(zn) matrislerini hesaplayarak arsivlemek ve daha
sonra bu matrislerin 6zdeger ve 6zvektorlerini hesaplayarak bulunan degerleri, is-
tenen yaklastirimi verecek bicimde formiilde yerine koymak olacaktir. Sendelenim-
sizlik teoreminin fonksiyonun analitik oldugu bolgelerde gecerli oldugunu dikkate
alarak yaklastirilacak fonksiyonun analitik olmadig1 bolgelerden uzak duracak bi-
¢cimde se¢im yapmak akillica olacaktir. Incelenecek tanim bolgesinde analitikligi
bozan bir unsur olmasa bile analitikligi bozan noktalarin yakinlarinda da yaklasti-

rimin zayiflayacagini unutmamak gerekecektir.

3.5 Cok Degiskenliligi Yiikseltilmis Carpimsal Gosterilimin Ca-
uchy integral Formunda ifade Edilmis ¢cok Degiskenli Taylor

Acilimina Uygulanmasi

CYCG metodunu Sendelenimsizlikle birlestirmek ve analitik bir fonksiyonun, ka-
lan terimi integral formunda olacak bi¢imde Taylor a¢ilimini almak suretiyle ¢cok
degiskenli fonksiyonlar i¢in daha iyi sonuglar elde edilebilmektedir. Simdi once bu

iki metodu tanimlayalim sonrasinda devam edelim.

3.5.1 Ucii Birarada: Taylor A¢ilim1

[se soyle baglayalim:

f dEF(E) = f(x) - f(a) (3.81)
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ve f(x)’i bulmamiz: takiben bir dontisim ve kismi tirev alma iglemi yapalim.

f(x) = fla)+ fxdéf% 3
_ f d(x (&)
{ Ldax )’ <<s>}

= fla)+ (c—a)f(a)+ jdax E)F(E) (3.82)

Bu bize kalan terimi integral formunda ifade edilmis Taylor ac¢ilimini verir. Simdi
cok degiskenli fonksiyonlarla ¢alistigimiz dikkate alarak ayni yapiy1 ¢ok degiskenli
f (x) fonksiyonlari i¢in kuralim. x = {x1,---,x,} ve a = {ay,---,4,} olsun. Sadece
tek bir degisken tizerinde ¢alisabilme amacli olarak x ve a’yi baslayan dogru parca-
sin1a’y1t =0 ’avex’i t =1’e baglayan bagintiy1 elde edecek bicimde parametrele-
memiz gerekmektedir. Boylelikle asagidaki kosullar altinda f(a+t(x—a)), t = 0’da

bulunur.

fla+t(x—a))=f(a+t{f'(a+t(x—a))}) (3.83)

Simdi parametreledigimiz fonksiyonun ¢’ye gore tiirevini alalim ve bu tiirevin t = 0

‘daki degerini bulalim. Bu da aslinda fonksiyonun a’daki tiirevini almak anlamina

(), = (),
+(X2—az)(a—f)

8X2 a

gelecektir.

d
+...+(XN—QN)(%)

(3.84)
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Bu ifadeyi yerine koydugumuzda, kalan terimi integral formunda ifade edilmis ¢ok

degiskenli Taylor agilimini elde etmis oluruz.

B df t"(d"f
f(x) = f(a)+t(E)t:0+...+ (dt")t:o

nt

1 t dn+1f
o \(n+1)
(n+1)J0 ar(t=1) (dt”“)

(3.85)

t = 0’da aldigimiz turevlerin disinda t = 0’1 ayrica f(x)’i sol yan olarak elde etme
amacli olarak aliriz.

Simdi artik son geri sayim i¢in kalan terimindeki integrali adlandiralim.

1 n+
I:J; dT(l—T)(””)(d 1f)

dtn+1

(3.86)

ve karsilig1 olan Cauchy ¢evirge integralini yerine koyalim.

_(n+1)! fI©
I=" = Jdrggcdc—(c_ﬂm(l 7) (3.87)

Bu asamada ayn1 parametreleme isleminin bir benzerini yapmak suretiyle #’nin
yerine C koyarak ifadesini elde ederiz. Simdi artik bu ifadenin a ve x seklinde iki
bagimsiz degiskeni olduguna gore uygun destek islevleri se¢imi altinda CYCG’ye
acabiliriz.

Aslinda Taylor agilimi, CYCG ve sendelenimsizlik yaklastirimi gibi ti¢ ayr1 me-
todun bir arada kullanilmasi ilk bakista hata birikimi endisesine yol agmakla bir-
likte, fonksiyonun ¢ok degiskenliligi hangi metod altinda olursa olsun ele alinmas:
sikintili olacagindan bu endise yersiz olacaktir. Ancak tabii destek fonksiyonu eni-

yilemesi gelecekte onemli bir ¢calisma hedefi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
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3.6 Sendelenimsizlik Yaklastiriminin Kontur Integrasyonuile Des-

teklenmesi: Dairesel Konturlar

Sendelenim teoremi uyarinca bir fonksiyonun veya argiimaninin matris gosterilimi-
nin i¢ ¢arpimlar yoluyla tanimlaniyor olmasi tanim kiimeleri uzerinde analitik ve
karesi integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayinda ¢alismamizi gerektirmek-
tedir. Calismamizin bu bolimiinde ortaya konulan fark integralin Cauchy Kontur

formunda ifade edilmesi ve sonuglarin oncekilerle kiyaslanmasidir.

3.6.1 Dairesel Kontur Integral Gosterilimi

Bagimsiz x degiskeninin [0, 1] aralig1 tzerinde degerler aldig1 f(x) reel degerli
fonksiyonunu ele alalim. Gerek bagimsiz degisken gerekse fonksiyon tizerindeki
reel degerlilik onemli bir kisit getirmemektedir. Cunka, belli yollarin kullanilmasi
ve reel ile sanal kisimlarin ayrilmasi suretiyle kompleks degerler reel degerlere do-
nustirulebilir. Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonu i¢in Cauchy kontur integrali gos-

terilimini asagidaki bi¢cimde yazabiliriz.

1 f(0)
flx)= nggcdcm (3.88)

Burada C [0, 1 ] araligi konturun i¢inde kalacak ve kontur tarafindan ¢evrelenen te-
killik olmayacak bi¢cimde se¢ilmis, saatin ters yonunde tanimli bir konturdur. Daha
net bir tanim i¢in konturun merkezini reel ve sanal eksenlerin negatif bolgelerini
de icerecek bicimde kompleks diizlemin pozitif ¢eyreginde yer alan (x, y.) noktasi
olarak seceriz. Dairesel konturun yarigapini da r ile sembolize ederiz.r’nin degeri
[0,1] araliginin kontur icinde kalmas1 garantilenecek bicimde secilmelidir. Pozitif
bolge icindeki pozisyonu ise o denli burytik bir kisitlama getirmemektedir, ¢unk di-
ger bolgelere genisletme sorunsuz olarak yapilabilmektedir. Buna karsin bu bolgede
secim yapmak geometrik nedenlerle analizi kolaylastirmaktadir.

Biz burada kutupsal koordinatlar: kullanmay1 tercih edecegiz. Dolayisi ile kon-
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tur noktalarini asagidaki gosterilimle gostermemiz mumkiuin olacaktir.
C=rc(07)e (3.89)

Burada gizgisel/radyal kisim, konturun merkezi kompleks diizlemin orijininde yer
almamak sartiyla agiya bagli olarak degismektedir. A¢gisal degisken O, ilgili nokta
orijinden baslayan 151nin tizerinde olmak ve konturun merkezinden ge¢mek kosu-
luyla merkez koordinatlarinin agisal kismina esit olacaktir. (Bunu “Orijin-merkez
151n1” olarak adlandirabiliriz). Konturun merkezi i¢in de asagidaki ifadeyi yazabili-

riz.
X, =1.c080,, y.=r1.sinb,, (xc+1ye) = rceief (3.90)

Bu da bizim simetrilerden faydalanabilmek amagli olarak 6; tanim bolgesini O; =
0 Orijin-merkez 1s1n1na karsilik gelecek bigimde [ —7t, 7t | araligi iizerinde alabilme-
mize olanak saglar. Bu da bir anlamda kompleks diizlem eksenlerinin 6, agis1 kadar
dondurulmesine karsilik gelir.

Herhangi bir kontur noktasinin kontur merkezine uzakliginin sabit kalmasi ge-

rekliligi nedeniyle yaricap: da soyle ifade edebiliriz.

(rccos()(:—xc)2+(rcsin6(;—yc)2 = r? (3.91)
Bu da asagidaki yazim bi¢cimine denk gelir.
r§+rf—2rcrc cos(@c) =r? (3.92)
rc igin ¢ozum ise soyledir
rC(QC):rccos(QC)+ \/rz—rgsin(ec)z (3.93)

Burada pozitif isaretin secilmesi O sifirlandiginda gergek ¢6ziimii verecek olma-

43



sindandir. Sifirlanma degeri kontur noktasini orijin merkez 1s1n1 tizerinde iki farkh
yerde olusturabilir ki biz bunlardan orijine uzak olani se¢iyoruz.
Simdi artik konturun agik yapisi elimizde mevcut olup kontur integrali gosteri-

limini asagidaki bicimde yazmamiz mumkundiir.

1 (" o1 (rc(0)e)
flx) = —— _nd[rC(QC)eQC]rC(QC)eiec_x
- % _ndQCK(QC)f(rC(GC)eiQC) (3.94)
Burada
K(07) = K1 (6¢) K2 (0c) K (6¢) (3.95)

Ki(0) = Kj1(0c)+isin(0:)K;2(0c), j=1,23  (3.96)
ve buna paralel olarak
SC’x(Qc,x) =17 (QC)2 + 2xr¢ (QC)COS(QC) +x? (3.97)

Bu da C ve x noktalari ile karakterize edilen noktalar aras1 mesafenin karesi olup

Ki1(6c) = rc(0c), Kio(0)= 7o)
K2,1 (9(;) = COS(Qc), K2’2 (Qc) = 1
Ks1(0c) = —(re(0c)eos(0c)-x)  Kaa(0c)= —f—7c(0c)

(3.98)

Kolayca farkedilebilecegi gibi sin (GC) carpaninin Otesinde tim sanal kisimlar

cos (GC) ifadesine baglidir. Ayni sey f fonksiyonunun sanal kismi i¢in de gegerlidir.
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Gergekten de integrandin f carpanini reel ve sanal kisimlarini ayirmak suretiyle

sOyle yazabiliriz.

f(rc (Gc)eiec) =fi (cos(@c)) + isin(@c)fz (cos(@c)) (3.99)

fi(cos(0¢)) = g[ f('rc(ec)ei96)+ f(re(0c)e%)],
fa(cos(0¢)) = 281;;96)[f (rc(6c)e™) - £ (rc(0c)e7%) ],

(3.100)

Bu ifadenin Sin(QC)’ya bagli olmadig: asikardir.Simdi (3.96) ve (3.97) ifadelerini

birlestirmek suretiyle asagidaki ifadeyi yazmamiz miumkundur

K(QC) =K (cos(@c)) - isin(@C)Kz(cos(QC)) (3.101)

yine burada

K1 (cos(@c)) = Ki; (Qc)Kz,l(Qc)Km_
(1 —cos(@c)z)[Ku(QC)KM(GC)KM (6c)

+Ku,1 (00) K1 (0c) K32 (6c) + K1 2 (6 ) Ko (02) Ks o (0 )|
(3.102)

2 (cos (6¢)) = Ku,1(6c)Ka,1 (6c)Ks2(6c) + K11 (6¢)Ka2(6c) K1 (6c)
+K15(0¢)Kz1 (62) K1 (67)

_(] —COS (Qc)z)KLZ (ec)KZ,z (9(;)1(3,2 (9(;)
(3.103)

45



Simdi (3.100) ve (3.101) bizi asagidaki tanima gotiirur.

K(Qc)f(rc (Gc)eiec) = X1 (cos(@c)) + isin(@c))(Z (cos(@c)) (3.104)

burada

X1 (cos(@c)) = K (cos(@c))fl (COS(GC))
_(1 —cos(@c)z)xz(cos(()c))ﬁ(cos(@c))

K1 (cos (QC))f2 (cos (95)) + K> (cos (QC))fl (COS(@C))
(3.105)

x2(cos(6c))

Tum bunlarin 15181nda asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

f(x)= % J-_z A0: x, (cos(()c)) + i sz Ao, sin(@c))g (cos(()c))
(3.106)

Burada cos (9(:) ifadesinin sifirdan farkli her tamsay1 tissii sin(@c) ile ¢arpilma-
sin1 takiben [—7t, 77] araliginda integre edildiginde sifir degerini vereceginden do-
lay1 ikinci integral sifirlanacaktir. Diger yandan X, (COS(GC)) fonksiyonu 60 'nin
bir deger aldig1 ve es ifadesinin zit isaretli degeri aldig1 durumlarin her birinde ayni

degeri uretecektir. Bu da bizim asagidaki ifadeyi yazmamiza imkan verir.

flx)= %Lndem (cos(6¢)) (3.107)

Burada koordinatlar1 degistirmek suretiyle kosiniis argimani yerine dogrudan in-

tegrasyon degiskenini tercih etmemiz de mumkundir.
yscos(@c) (3.108)

Bununla birlikte artik (3.107)’deki integral gosterilimine son seklini verebiliyor ola-
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cagiz.

1
fx) = f AW (1)1 (1) (3.109)

(3.110)

=
=
I

Kolayca gortlebilecegi gibi W (pu)gercek bir agirlik fonksiyonu olabilmenin tiim ko-
sullarinmi saglamaktadir ve bunun da 6tesinde W (p) nin [—1,1 | aralig1 tizerindeki
integrali bize 1 verecektir. Bu da daha sonraki ¢alismamizda uygulayacagimiz sen-
delenimsizlik yaklastirimini kolaylastirici bir faktor olacaktir.

Calismanin bu boliimiinde yaklastirim uygulanmak istenen fonksiyonun sende-
lenim yaklastirimina uygun bir bi¢imde kontur integrali gosterilimine adapte edil-
mesi hedeflenmistir. S0z konusu kontur, fonksiyonun tum tekilliklerini dislayacak
ve tum integrasyon araligini kapsayacak sekilde olusturulmustur. Agirhik benzeri
carpanlar i¢in karsimiza ¢ikabilecek umulmadik tekillikler de uygun dal kesimleri

kullanilmak suretiyle dislanabilecektir.

3.6.2 Olusturulan Dairesel Konturlar Uzerinde Sendelenimsizlik Yaklastirimi

Bir fonksiyonun veya argiimaninin matris gosteriliminin i¢ ¢arpimlar yoluyla ta-
nimlaniyor olmasi tanim kiimeleri izerinde analitik ve karesi integrallenebilir fonk-
siyonlarin Hilbert uzayinda ¢alismamizi gerektirmektedir. Bu ¢alismada ortaya ko-
nulan fark integralin Cauchy Kontur formunda ifade edilmesi ve bazi 6zelliklerin

oncekilerle kiyaslanmasidir.

3.6.3 Dairesel Kontur Integral Gosterilimi

Bir onceki alt baglikta ¢calismamizda dairesel kontur integrali gosterilimine sende-
lenimsizlik teoremini uygulayabilecegimiz son seklini vermistik.

Kolayca gorulebilecegi gibi W (p) gercek bir agirlik fonksiyonu olabilmenin tim
kosullarini saglamaktadir ve bunun da 6tesinde W(p) nin [—1,1] aralig1 tzerin-

deki integrali bize 1 verecektir. Bu da ¢alismanin devaminda uygulayacagimiz sen-
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delenimsizlik yaklastirimini kolaylastirici bir faktor olacaktir.

3.6.4 Sendelenimsizlik Yaklastiranlar:

(3.109) esitligindeki sag yan integrali [ -1, 1 | aralig1 izerinde y analitik fonksiyon-
larinin kullanimini akla getirmektedir. Bu fonksiyonlarin bir lineer vektor uzay:
olusturacaklar: kolayca gosterilebilir. Eger asagidaki agirlikli i¢ ¢arpimlar: tanimla-

yacak olursak bu uzay Hilbert uzay1 haline gelecektir.

1
g = | dr—s gl @ G et G

Burada H s6z konusu Hilbert uzayini gostermektedir. Tanimindan da ¢ikarilabile-
cegi gibi H, p'nin negatif olmayan tamsayi tslileri olarak tanimlanan dsli fonk-
siyonlar tarafindan ortilmektedir. Bu fonksiyonlar aralarinda ortogonal olmay1p,
analizimizde kolaylik saglamak amaciyla ortonormallestirilmeleri gerekmektedir.
Bunun igin ya Gram-Schmidt ya da Cholesky algoritmalar: kulanilabilir. Eger or-
tonormalizasyon azalan uslere gore yapilacak olursa, reel degerli bilesenlerin kare-
koklerini alma islemi sirasinda pozitif koklerin kullanilmasi sartiyla sonug tek turla

olacaktir. Bu ifadelerin a¢ik bi¢imi su formulde verilmektedir:

” (y)z{ b=t (3.112)
V2T, () jz2

Burada T;_1(p) Chebyshev fonksiyonunu temsil etmektedir ve j matris bilesenle-
rinin indislenme bi¢imi uyarinca 0’dan degil 1’den baslamaktadir. Bu formil bize

(3.109) ifadesini asagidaki gibi yazma imkan1 verir

1
flx) = L AW )1y (01 () 41 = (100, T 01) (3.113)
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Burada X7 operandini fonksiyon degeri x1(p) ile ¢arpan fonksiyon operatérudiir.

Dolayisi ile asagidaki ifadeyi yazabiliriz

X1 =x1 () (3.114)

Simdi artik verilen taban takimi {izerinde )X7’nin matris gosterilimini belirleye-

biliriz.

U= {u]-(,u)}j:1 (3.115)

ve devaminda da sunu yazmak mumkundir.
M(x1) = (w iu’) (3.116)
Burada

u= [ul(]/t) TR ]T (3.117)

(3.116) esitliginin sag yan1 bir dis ¢arpimin integrali olup matris yapisindadir. Ta-
ban takimi sonsuz sayida sayilabilir elemandan olustugundan matris gosterilimi
de sonsuz x sonsuz yapisindadir. Taban takiminin tamligini dikkate alacak olursak

sunu yazabiliriz.

M(x1) = x1 M (p). (3.118)
Bir tanim yapariz,
u=M(7) (3.119)
ve sunu elde ederiz
M (1) = x1(p) (3.120)
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Bu da U taban takimi tam oldugu miiddetce gecerli olacaktir. Aksi takdirde sifir-
lanmayan sendelenimler nedeniyle hatalar dogacaktir. g matrisi f fonksiyonundan
bagimsiz oldugundan evrensel bir matristir ve bagimsiz degiskenin matris gosterili-

midir. Tim bunlar bizi (3.113) ifadesini asagidaki bigimde tekrar yazmaya goturur.

f(x)=efM(X1)er =ef x1(p)e (3.121)

(3.120) ifadesindeki sonsuz boyutluluk, uygulama pratiginde bize bu gosteri-

limde kesme yapma zorunlulugu dogurur. Soyle yazabiliriz:

mT T

f=e” MO ()el ~ el xy (1)el (3.122)

Buradaki ust indis (#) ilgili birimin tizerinde kesme yapilmig taban takimi tizerin-
deki kesme mertebesini gostermektedir.

Y = {u-

]}j:” (3.123)

(3.121) ifadesinde yapilan yaklastirim daha once de tanimini yapmis oldugumuz
“Sendelenimsizlik Teoremi” adini alir.
X1 (pl(”)) matrisinin hesaplanmasi farkli yontemler kullanarak yapilabilir. Biz

bunlardan spektral gosterilimi tercih ediyoruz.
= ()=
—\n)\—(n
a(p)=) x (;4]- )y]- (3.124)
j=1

Burada ust ¢izgili terimler 6zdegerlere, uist ¢izgili hem koyu yazilmis olanlar da
ozvektorlere karsilik gelmektedir. Bu formul(3.122) ifadesinde kullanilacak olursa

asagidaki sonucu verecektir.

f~) x (ﬁﬁ"))(eﬁ”)Tﬁﬁ”))z. (3.125)

50



]4(”) matrisi ti¢ kosegencil bir yapidadir. Ozdegerler de birinci tiirden Chebys-
hev polinomlarinin sifirlarina karsilik gelmektedir. T,,(p) = cos (”QC)' Buradan su
ifadeyi yazabiliriz.

—(n) _ . 1\ = .
H; _cos[(] Z)n]’ j=12,..,n (3.126)

(3.125) esitliginin sag yanindaki toplam ifadesindeki karesi alinmis terim aslinda
j’inci normalize 6zvektorun birinci elemanindan ibarettir. Agik ifade i¢in bu ya-
p1y1 hesaplamamiz gerekmektedir. Bu amagla, birinci tiirden Chebyshev polinom-
lar1 arasindaki iligskilerden tretebilecegimiz ve asagida verilmis olan vektor esitli-

gini kullanabiliriz.
p ™ (1) = g™ () + V2T, ()" (3.127)

Burada analizi kolaylastirmak adina u(™ vektoriiniin u bagimlilig1 da gosterilmek-
tedir. Bu formil ]4(”) matrisinin j’inci 6zvektorinin ul™ (ﬁ?ﬂ ) vektorune orantili

oldugu anlamina gelmektedir. Dolayisi ile

1
ﬁ§”> — 2u<”>(p§.”)) (3.128)
ul™ (ﬁi”))
ve
T 2 1
(e(l”) ﬁ§”)) - . (3.129)

—(n)
ut (7")

Burada vec alt-indisi vektor normu anlamina kullanilmaktadir. Ifadeyi acik bicimde

vec

yazacak olursak,

2 n—1 2
u (ﬁﬁ“)) =1+2) T (ﬁ;”)) (3.130)
vec k:1
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Bu da bizi Birinci turden Chebyshev polinomlar: arasindaki rekirsif iliskiye odak-

lanmamaizi getirir.

Tieer (1) + Tir () = 2T (p), - k=1,2,... (3.131)

Bu da bize her iki tarafin da karesini aldigimizda asagidaki formilu verir.

Ter1 (W) + Teo1 (W) + 2Tk () Tio1 () = 47 Te(w)?, k=1,2,...(3.132)

Bu ifadedeki karma ¢arpim terimleri asagidaki formul kullanilmak suretiyle yok

edilebilir.

Te(p)? = Tt (Wi () = 1—p?,  pe[-1,1]. (3.133)

Bu yok etme islemi Chebyshev polinomlarinin kareleri arasindaki rekursif iliskiyi

uretir.

Toot ()7 + Tt ()7 + (2= 42 Te(w)? = 2(1- %), pe[-1,1](3.134)

ki bu da k'nin 1 ile n — 1 arasindaki degerleri i¢in her iki tarafin toplamini al-
digimizda ve elde edilen denklemi birinci tirden Chebyshev polinomlarinin 1 ila

n — 1’inci dereceler i¢in ¢ozdugiimiizde asagidaki formuli verir.

n-1 T, 2 _ T, 2 _
Y Telw? = fg _ﬂz)(”) " 2"4 > (3.135)
k=1
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Boylelikle (3.130) esitligini asagidaki bi¢imde yazabiliriz.

2 1(p -
u(”)(ﬁﬁ-n)) A Bl : 2n4 3
vec (1_ﬁ§”))
1 1 2
_ n——+—2Tn_1(ﬁ(~n))
2 o1 - ]
Hi
1 1 1\m1?
= n-——+— D{j—=]—1 (3.1
n 2+ cos[(n )( 2)11] (3.136)

2
2(1—ﬁ§”) )

Tum bunlar bizim (3.125) ifadesini asagidaki bicimde yazmamaizi saglar.

& . I\ 7
) _oinar{eos| (i3 (3:137)
7=1

Burada

2sin[(j-3)5]

2n=jsin(j= )5 ]+ cos[ (-1 (- 1) 5]
i=12,.,n n=1,23,.. (3.138)

Gj,n

(3.137) ifadesini daha acik bicimde sdyle yazabiliriz.
S R T (R
S22 ool 020

(3.139)

Burada tim k1, K, f1, f, fonksiyonlar1 x 'in degerine ve dairesel konturun seci-
mine bagl olarak degisebilir. Dort ayr1 durum gozlemlenebilir: (1) Ne merkezi ne

yarigap1 X’e bagli degildir. (2) Sadece merkez x’e baglidir, (3) Sadece yarigap x’e bag-
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lidir, (4) Hem merkez, hem de yarigap x’e baglidir. Birinci hari¢ tim bu durumlar
f1 ve f, degerlerinin x’e bagl degismesi sonucunu dogurur ve yukaridaki yaklasti-
rim f(x)’in degerini x’e bagli noktalarda hesaplanan bir takim bagka f degerlerine
baglar. Bu durumlar ilk bakista pek pratik yararhiliklar1 yokmus gibi gozikmekte-
dirler. Bununla birlikte ilk durum icin yukaridaki yaklastirim f(x) degerini x’lar
tzerinden X’in bazi fonksiyonlarinin lineer birlesimi olarak verir ve buradaki lineer
birlesim katsayilar1 x’ten bagimsiz bazi f degerlerine esittir. Bu yaklagtirim kuadra-
tur benzeri bir formil olup x’ten bagimsiz sonlu sayida fonksiyon degerine ihtiyag
duymaktadir. Aslinda reel eksen tizerindeki dugtmlerin degerleri dairesel dugum
degerlerine karsilik gelmektedir. Bu dugiimler bir cember tizerinde olup ardisik iki
dugum arasindaki a¢1 sabittir. Bir baska deyisle cember 271 adet dugiimden olusan

esit cember yaylarina bolinmustur.

3.6.5 Basit bir Agiklayic1 Ornek

Bu bolumde sendelenim teoreminin dogrudan orijinal integrale uygulanmasz ile bir
onceki ¢alismada bahsi gegen kontur integraline uygulanmas: kiyaslanacaktir. Ori-
jinal integralimizde sabitf (x) = 1 fonksiyonu kullanilmis olup integrasyon aralig
da 1 oldugundan sonug¢ da 1 olmaktadir ki bu da birim aralik iizerinde ve sabit
birim agirlik altinda olusturulacak polinom taban takiminin en kugiik dereceli te-
rimidir. Bu durumda eger islevi operandini fonksiyon degeri olan f(x) ilecarpmak
olan fonksiyon ¢arpim operatoru ]?’nin matris gosterilimini kullanacak olursak ev-
rensel X matrisinden yapilacak bir boyutlu bir kesme iglemi bize 1/2 verecektir ki
bu islem de bagimsiz degisken x’in operandi ile carpimindan ibaret olan X opera-

torunin matris gosteriliminden ibarettir.Dolayis1 ile en kaba yaklastirimimiz soyle

ifade edilebilir:

sz(%). (3.140)

Diger yandan integrallerde Z (k = 1,2, 3,4) olarak ifade edilen ve degeri ﬁ olan

agirlik fonksiyonu uzunlugu 27 olan [0, 27t | aralifinda ¢alisiyor olmamiz nede-
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niyle bir sabit fonksiyon olarak kabul edilebilir. Bunu vurgulamamizdaki amag,
agirlik fonksiyonunun w baglantili yapisal tanimindan kaynaklanabilecek karma-
say1 onlemektir. Bu durumda evrensel matris, islevi operandini bagimsiz degisken
olan 0O ile carpmak olan 50perat6rﬁnﬁn matris gosterilimi olacaktir. Bu matristen
yapilacak bir boyutlu kesme bize tek eleman1 O olan bir matris verecektir. Buradan
yola ¢ikarak, dairesel kontur integrasyonu kullanarak asagidaki yaklastirim formi-

liini yazabiliriz.

7 =~ rKy(0)—rK,(0)

= 1[@;e(0)fre(0) = @;;, (0) ] (3.141)

Burada

\/rc2 +2rx. + 12

w;0(0) =1n (3.142)
\/rc2,1 +2r(x.—1)+712
w;n(0) = arctan(xcyi r)
—arctan(L) (3.143)
Xc—1+r

Son g esitlik gostermektedir ki tek dugumlu sendelenimsizlik yaklastirimi ile elde
edilen integral yaklastirimi 7, X, ve Y, olmak lizere ti¢ parametreye baglidir. Bu du-
rum bize yaklastirim kalitesini iyilestirmek i¢in u¢ ayr1 esneklik vermektedir. Bu ti¢
parametreye bagli olarak yaklastirirmimiz bazi durumlarda kesin esitlik haline de
gelebilecektir. Ornegin f(x) = 1 oldugu durumu ele alalim. Bu kosulda Z integrali
de 1 olacaktir. 7’yi sonsuza gotiirecek olursak (3.141) yaklastirimi yine 1 verecek-
tir. Tim diger olasi durumlar farkh kalitede yaklasik degerler verecektir. Benzer
analizler farkli fonksiyonlar tizerinde de yapilabilir.

Numerik integrasyonda onemli problemlerden biri ile integre edilecek fonksi-
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yonun egri uzunlugunun buyudugu durumlarda karsilasiriz. Bu, ya egriligin arttig1
ya da salinimlarin artt1i§1 durumlarda gegerlidir. Boyle durumlarda integrale sende-
lenimsizlik teoremi uygulanmak suretiyle elde edilecek yaklastirim yararli olama-
yabilecektir, ¢inkti daha yuiksek mertebeden kesme yapmak gerekecektir. Kontur
integrasyonu esnek elemanlar olarak bazi parametreler urettiginden bu zorlugu as-
makta bize yardimc1 olabilir.

Bu calismada amag onceki bolimde elde edilmis olan kontur integrali gosteri-
liminin uzerine sendelenimsizlik yaklastiriminin uygulanmas: suretiyle iyilestiril-
mis bir yaklastirim elde etmekti. Burada ortaya koydugumuz metodun paramet-
releri bize tek diigum noktali sendelenimsizlik uygulandiginda bile yaklastirimin
iyi ¢alisacagi izlenimini gu¢lendirmektedir. Parametrelerin sayis1 tasarlanan kontu-
run bi¢cimine bagli olacaktir Ancak parametrelerin sayisinn arttirilmas: genel ola-
rak kontur integralinde de artan komplikasyonlara neden olacaktir. Bu ¢alismada
agirlik fonksiyonu olarak basit bir bicimde sabit fonksiyon kullanilmistir. Bu da w
fonksiyonundan kaynaklanan tiim olumsuzluklar: integranda tasimakta olup muh-
temel tekilliklere sebep olabilecektir. Dolayisi ile kontur integrasyonundan kaza-
nilan avantajlarin bir kismi bu nedenle kaybedilebilecektir. Yine de bu yolla elde

edilen yaklasim evrensel olma o6zelligine sahiptir.

3.7 Kontur integrasyonu ve CYUDCG Yoluyla Fonksiyon Yaklas-

tirimi

Bu ¢alisma Metin Demiralp tarafindan yaratilan CYCG kullanmak suretiyle bir li-
neer integral operatorunu tek degiskenli fonksiyonlara ayristiran“Cok Degiskenli-
ligi Yiikseltilmis ii¢ Kosegencil Dizey/Matris Carpimsal Gosterilimi (CYUDCG)[41-
43] ”yontemini kullanmaktadir. Burada kullanilan gosterilim genel anlamda CYCG
kullanmamakta, iki degiskenli CYCG’a dayanmaktadir. Bu ayristirrma CYUDCG
adin1 vermekteyiz. Bu metod ardisik olarak iki degiskenli CYCG metodunu kul-
lanmakta ve her adimda kalan terimi farkli destek fonksiyonlar: altinda tekrar iki

degiskenli CYCG ayristirimina tabii tutarak surmektedir. Tabi once fonksiyonu kon-
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tur integrali biciminde yazariz, sonrasinda CYUDCG’da kullanabilecegimiz iki de-
giskenli bigcime sokmak icin gereken doniistimler yapilir ve son olarak ta CYUDCG

uygulanir.

3.7.1 Iki Degiskenli Fonksiyonlar I¢in CYCG

Temel hedef matrisler oldugunda “Cok Degiskenliligi Yikseltilmis ti¢ Kosegencil
Dizey/Matris Carpimsal Gosterilimi (CYUDCG) ”adin1 verdigimiz metod gelisti-
rildi. Bir matrisin elemanlar1 pozitif tamsay1 degerleri alan ve diger indislerden ba-
gimsiz olan iki indis arasinda oldugundan bu bize matrisler tizerinde “Ayrik iki
degiskenli CYCG ”’yi insa etme sans1 verdi. Bu adimdan sonra yapacagimiz is bu
yapiy1 iki degiskenli bir fonksiyona nasil uygulayacagimizdi. Bu amagla da verilen

bir iki degiskenli f (x,y) fonksiyonu i¢in asagidaki esitligi yazdik.

f(69) = fou(x)v(y) + filx)v(v) + fo(v)u(x) + fi,2(x, ) (3.144)

Burada u# ve v destek fonksiyonlaridir. Bu insa sirasinda herbir bagimsiz degisken
icin [ 0, 1 ] birim araligin1 genellikten kaybetmeksizin kullanacagiz. Bunun 6tesinde

agirlik carpanlar1 asagidaki gibi tanimlidirlar.
Wi(x)=1, Wh(p)=1, x,y€[0,1]. (3.145)

Destek fonksiyonlarinin yukarida verilen araliklar tizerinde ve asagidaki agirliklar

altinda birim norma sahip olduklarini varsayacagiz

1 1
f dxu(x)? =1, J dyv (y)2 =1 (3.146)
0 0

Bu durum icin sifirlanma kosullar1 asagidaki ifadeye getirilen kisitlamalar olarak

alinmal f; (x), f (v) and, f1 2 (x, ). Bu kisitlar s6yle yazilabilir:
1
J dxfi(x)u(x) =0 (3.147)
0

57



1
fo dyFo()e(y) = 0
1
JO dxfi2(x,9)u(x) = 0

1
L dyfi2(x,y)v(y) =0

Bu denklemler bize CYCG terimlerini tek turlti yazma imkani verir.

fo = fol dxfo1 Ay f (6, 9)u (%) ()
1
fi(x) = jo Ay f (6,90 (9) ~ fou (x)

1
f(y) = fo dxcf (6,9 (x) — fov (v)

fia(xy) = f(xy)-fou(x)v(y)
~fi(xX)v(v) - fo(v)u(x).

(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

Bu dort denklem bize CYCG terimlerini ve CYCG’nin kendisini daha agik bir sekilde

yazma imkani verir. Bu amacla su integral operatorlerini tanimlayabiliriz. Bu integ-

ral operatorlerinin x’e ve y’ye bagli keyfi bir ¢ fonksiyonu tuizerine etki ettirilecek
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olursa sunu elde ederiz.

(3.155)

Bu da bize asagidaki esitlikleri yazma imkani verir.
fou(x)v(y) = PQf (x,y) (3.156a)
filxw(y) = (.- P)Qf (x,9) (3.156b)
fr@u(x) = P(I,- Q) f(xy) (3.156¢)
fiaxy) = (L~ P)(I,- Q) f(x,) (3.156d)

ve son olarak ta
f(xy) = PQf(x9)+(L-P)Qf (x,)+P(I,-Q)f(x)

+(L-P)(L,-Q)f(xp) (3.157)

Burada 7; ve 7; sirastyla x’e ve p’ye baglh tek degiskenli fonksiyonlar uzayindaki
birim operatorlerdir.

(3.157) ifadesinden CYCG hedef fonksiyonun ortogonal bir ayristirimi olarak
karsimiza ¢ikmaktadir. Dolayisi ile “CYCG, destek fonksiyonlari tarafindan gerilen
uzaylar ve onlarin timler uzaylar: tizerine bir izduiisumsel ayristirim olarak deger-

lendirilebilir.
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3.7.2 Kontur Integrasyonu

Bir f(x) fonksiyonu [0, 1] arali§1 tizerinde bir kontur integrali cinsinden ifade edi-
lebilir. Bu aralik da genellikten kaybetmeksizin herhangi bir sonlu [a, b] araligina

donusturilebilir.
_ 1 f(€)
f(X)—z—mécdég, xG[O,l] (3158)
0

C—>£:x+rei

r>0, 6€[0,2n)

Karsilik gelen integrasyon araligi olan [0, 27t] iki pargaya bolunebilir.

1 27

flx) = — | dof(x+re)

27 0

1 /8 . 1 21 o
— 1 1
= E . d@f(x+re )+§J;I d@f(x+re ) (3159)

Basit bir degisken donusiimu yardimiyla bu iki parcadan ikincisi birinci tirunden

yazilabilir. Boylelikle tiim ifade daha derli toplu yazilmis olur.

fx)= fzndef(x+ reie) g J;ndef(er re_ie) (3.160)

TC

f(x):—J;ndQ%[f(x+rei9)+f(x+re_i9)] (3.161)

TC

Iki farkli argiimana sahip fonksiyon reel ve sanal kisimlar1 ayr1 ayri gosterilmek

tzere asagidaki bicimde yazilabilir.

f(x+re"9):fg+if,5
flx+re™®)=fo-if; (3.162)

60



Boylece f, soyle yazilabilir

fgz%[f(x+rei9)+f(x+re_i9)] (3.163)

0 — 10 degisken dontisimini yapmak suretiyle asagidaki ifadeyi elde ederiz.

1
1 . ,
£(x) :J O~ [f (x+re™)+ f (x+re”™)] (3.164)
0 2
Simdi Heaviside basamak fonksiyonuna karsilik gelen tanimimizi yapalim

1 0<06<1
1= (3.165)

0 diger

Buna karsilik gelen asagidaki ifadeyi elde ederiz.
1
Zlf:JO dQK(Q,x)lf (3.166)
CYUDCG’de kullanilacak cekirdegin son hali asagidaki bicimde yazilabilir:
_1 i0 -
K(Q,x)_z[f(x+re )+f(x+re )] (3.167)

3.7.3 Yontem

Simdi artik f(x) fonksiyonu i¢in CYUDCG'da kullanilacak iki degiskenli yapiy1
olusturdugumuza gore bunu iki degiskenli CYCG’de kullanilacak sekle adapte et-

mek kaliyor.
K(6,x) = Kou(0)v(x) + K1 (0)v(x) + Ky(x)u(0) + Ky (0, x) (3.168)

Burada u ve v ilk adimda 1 olarak segilecek destek fonksiyonlaridir. 6 ve x ise
daha once de belirtildigi gibi birim aralik uzerinde alinmislardir. Ayni sey agirlik

fonksiyonlari i¢in de gegerli olacaktir. Simdi CYCG uygulamaya baslayacak olursak
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su ifadeyi elde ederiz.
Ki,(0,x)=K(60,x) - Kou(0)v(x)-Ky (0)v(x)-Ky(x)u(6). (3.169)

Bu asamada yine CYCG anlaminda tizerinde durmamiz gereken, iki degiskenli fonk-
siyon olacaktir. Bu dongu gerektigi kadar tekrarlanabilir ve her yeni adimda daha
iyi bir yaklastirim elde edilmesi hedeflenmektedir.

Iki degiskenli Kj 5 (6, x) fonksiyonuna yaklastirim yapmak igin yeterli sayida
iterasyon yapildiktan sonraki son asama son elde edilen ifadenin [0, 1] araliginda
integralinin alinarak orijinal fonksiyona yapilmasi amaclanan yaklastirimin elde

edilmesidir.

flx)= Ll dOK (0, x) (3.170)

Bir tek degiskenli fonksiyona (CYUDCG) [41-43] uygulamak suretiyle elde edi-
len ayristirim bize iki degiskenli cekirdek tizerinden iyi bir yaklastirim vermektedir.
Nihai olarak elde edilen ifadenin integralini birim aralikta alacak olursak orijinal

fonksiyona bir yaklastirim elde etmis oluruz.

3.8 Taylor Serisi Kalan Terimi Uzerinden Kontur integrali Yardi-

miyla CYUDCG Yaklastirimi

Bu ¢alisma Metin Demiralp tarafindan yaratilan CYCG kullanmak suretiyle bir li-
neer integral operatoriini tek degiskenli fonksiyonlara ayristiran CYUDCG yonte-
mini kullanmaktadir. Burada kullanilan gosterilim genel anlamda CYCG kullanma-
makta, iki degiskenli CYCG’ye dayanmaktadir. Bu ayrigtiirma CYUDCG adini ver-
mekteyiz. Bu metod ardisik olarak ¢ift degiskenli CYCG metodunu kullanmaktadir
ve bunu saglamak i¢in her adimda kalan terimi farkli destek fonksiyonlar1 altinda
tekrar ¢ift degiskenli CYCG ayristirimina tabi tutar. Once fonksiyonu kontur integ-
rali biciminde yazariz, sonrasinda CYUDCG’de kullanabilecegimiz iki degiskenli

bicime sokmak i¢in gereken dontisiimler yapilir ve son olarak ta CYUDCG uygu-
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lanir. Ancak bu genel akisi bu kez Taylor serisinin integral biciminde ifade edilmis
kalan terimine uygulamay1 amaglamaktayiz. Yani kontur integrali bi¢ciminde yazila-
cak fonksiyon bu kez Taylor’un kalan terimindeki fonksiyonun ¢ekirdek fonksiyonu

olacaktir.

3.8.1 Iki Degiskenli Fonksiyonlar i¢cin CYCG

Iki degiskenli fonksiyonlar i¢in CYCG ile ilgili detayl bilgilere 3.7.1 altbaghg: al-
tinda deginmistik.

CYCG hedef fonksiyonun ortogonal bir ayristirimi olarak karsimiza ¢ikmakta-
dir. Dolayisi ile “CYCG, destek fonksiyonlar: tarafindan gerilen uzaylar ve onlarin
timler uzaylar: tizerine bir izdustimsel ayristirim olarak degerlendirilebilir.

CYUDCG agilimi esasen iteratif olarak iki degiskenli CYCG agilimi yapmaya da-
yanmaktadir. Ancak tek farkla ki her adimda farkli destek fonksiyonlar: kullanil-

maktadir.

3.8.2 Kontur Integrasyonu

Bir fonksiyonun n’inci mertebeden tiirevi kontur integrali cinsinden soyle ifade edi-

lebilir.

F(x) = ik ggdé(fi (3.171)
C

_2_7”‘ é_x)n+1’

Burada bir degisken dontisumu yapacak olursak

E=x+re'?, d& =ire'%do (3.172)
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Boylelikle, integrasyon araliginin iki parcaya boliinmesini takiben fonksiyonun n’inci

turevi i¢in yeni bir gosterilim elde etmis oluruz.

inly 27 eief(x+rei6)

(n) -
f (x) Y 0 ph+lpi(nt+1)0
n! 2n . .
= : dGe‘mef(x+rele)
27tr
n (" : ; nlr (2" - .
= d@e"mef(x+rele)+ d@e "9 f (x+re19)
27tr't 2ner )
(3.173)
Integrallerin ikincisi i¢in bir degisken dontisimu daha yapacak olursak
0 —2n-0, de — —do (3.174)

ve buna ek olarak ta sabitleri ¢carpan olarak ¢ekip kalan terimleri yeniden diizenle-

yecek olursak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

fM(x) = 22; [Jn doe f (x + reie) + J
0

o —ind —'9]
; dge " f(x+rel )

_n! ndel in0 i0\ , —ind —i6 3.175
- J; E[e f(x+re )+e fx+re )] (3.175)

T’

Simdi 6 = 1t alinirsa bu da bize sunu verir

F(x) = n fl dQ% [ei”nef (x + reme) +e O (x + re‘ine)] (3.176)
0

rn

Devam edebilmek i¢in su fonksiyonu tanimlayalim

1 0<6<1
1= (3.177)

0 diger

64



Dolayzist ile ayn1 ifade soyle yazilabilir

1
f(”)(x)=n—!f dOK(0,x)1¢ (3.178)
0

Burada K (6, x) bize CYUDCG uygulamamiz igin gerekli olan iki degiskenli cekir-

dek fonksiyonudur.

K(6,x) = % [ei”"Qf (x + reine) + e‘innef (x + re_me)] (3.179)

3.8.3 Yontem

Asagidaki 0zdesligi ele alalim

f=rla)+ | dif't (3.180)

f(x) =f<a>—f d(x—1)f (1 (3.181)

ve kismi integrasyon yardimiyla
f(X)=f(a)+f'(a)(x—a)+f dt(x—1t)f"(t) (3.182)

Son olarak kismi integrasyonu tekrar tekrar uygulayacak olursak asagidaki ifadeyi

elde ederiz.

fR)=fla)+flax-a)+.. + 7 ©)(a)(x - a)*
+ % axdt(x—t)kﬂk“)(t) (3.183)
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Yukaridaki ifadenin sonundaki integral su bicimde de yazilabilir.

(x_a)k+1

X 1
J dt(x—t)kf(k”)(t):WJ; dt(k+1)(1 - t)k 5D ((x = a)t +a)
(3.184)

Simdi integrandi iki degiskenli formda yazdiktan sonra onu iki degiskenli CYCG
uygulamaya uygun bi¢ime getirmemiz gerekmektedir.

Bu asamada, yine bize CYCG anlaminda gereken iki degiskenli fonksiyon ola-
caktir. Bu iterasyon istendigi kadar tekrarlanabilir. Her yeni iterasyonda daha iyi
bir yaklastirim elde edilecektir

K (0, x) fonksiyonuna yaklastirim yapmak icin yeterince iterasyon yaptiktan sonra
nihai adim olarak elde ettigimiz ifadenin [0, 1] aralig1 iizerinde integre edilmesine
gelir sira. Boylelikle orijinal integrand olan f(k+1)(x) ifadesine bir yaklastirim elde
edilmis olur.

Tum bu adimlar atildiktan sonra elde edilen integrandi da tekrar [0, 1] aralig:

uzerinde integre edecek olursak nihai yaklastirimimizi elde etmis oluruz.

3.9 Euler Genisletmesi ve Yuksek Mertebeli Taylor Metodlar:

Sendelenimsizlik yaklastiriminin Taylor agiliminin integral bi¢ciminde yazilan kalan
terimine uygulanmasi suretiyle gerek fonksiyon yaklastirimi gerekse sayisal integ-
ral yaklastirimi nasil elde edecegimizi onceki bolimlerde incelemistik. Simdi once
Taylor teriminin kalan terimi tizerine bu uygulamay1 yapacak ve sonrasinda da dife-
ransiyel denklemlerin sayisal ¢ozuimlerine esas teskil eden metodlardan olan Euler
ve yuksek mertebeli Taylor metodlarini[48] ele alarak bu metodlar1 Taylor kalan
terimiyle birlikte ele almak suretiyle farkl: bir yaklastirim elde etme tizerine ¢alisa-

cagiz.
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3.9.1 Baslangi¢c Deger Problemleri i¢cin Euler Yontemi

Her ne kadar Euler yontemi pratikte ¢ok kullanilan bir yontem olmasa da, turetil-
mesindeki kolaylik,daha karmasik tekniklerin anlasilmasi i¢in temel teskil etmek-
tedir. Euler yonteminin amaci iyi-tanimli bir baslangi¢ deger problemine bir yak-

lastirim elde etmektir.

d
d—llf:f(t,y), a<t<b, yla)=a (3.185)

Bu yontem yardimiyla ayrik ve ag dugumleri olarak adlandirilabilecek nokta-
larda yaklastirimlar elde edilmekte ve bunlarin disindaki noktalardaki degerler
ise interpolasyon yardimiyla bulunmaktadir. Bu dugum noktalar: islem kolaylig:

amagli olarak esit aralikli olarak secilmektedir.
ti=a+ih, i=0,1,2,..,N. (3.186)

h=(b-a)/N = t;;1 —t; adim boyudur. Euler yontemi Taylor agilimi1 kullanilarak
turetilen bir yontemdir. (3.185) denkleminin yegane ¢oziimu olan y(f)'nin [a, ]
tizerinde i = 0,1,2,..., N — 1 olacak bicimde iki adet sturekli tiirevinin mevcut ol-

dugunu varsayalim.

(ti+1 - ti)z 7

Y(tir) = y(t) + (i = 1)y (1) + ————" (&) (3.187)
& € (tj, tip1).- h =t; 1 —t; olduguna gore
/) hz V4
Y(tiv1) = y(ti) + hy (t) + —y7(&) (3.188)
ve yine Y(t) (3.185) denklemini sagladigina gore
h2 7/
Y(tivn) = p(t) + f (1 y(8)) + =7 (&) (3.189)

Euler yontemi her i = 1, 2,..., N icin w; = y(t;) seklinde ve kalan terim ortadan
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kaldirilarak insa edilir.

Wy = «

Wiy1 = w;+ hf(ti,wl-), 1=0,1,.,N-1 (3190)

(3.190) denklemi Euler yontemine iligskin fark denklemi olarak adlandirilir ve
Taylor a¢ilimindan alacacagimiz her fazladan terim i¢in bir tist mertebeden Taylor

yontemini elde ederiz.

3.9.2 Sendelenimsizlik Teoreminin Euler Yontemine Uyarlanmasi

Simdi Euler 6zyineli formuluntn son halini (3.190), a Taylor'un a¢ilim noktas1 ol-
mak Uzere ve t;’yi a, t;,1’yi ise a + h olarak almak suretiyle farkli bir formatta ya-

zalim

fla) = «a
fla+h) = f(a)+hf'(a) (3.191)

Simdi de kalan terimini sendelenimsizlik bilesenleri cinsinden ifade edelim.

fla) = a
fla+h) = f(a)+hf'(a)+

hk+1
(k+1)!

"9
= i+ aj, flap) (e]'t:)
i=1
(3.192)

Burada j iterasyon adimi olarak alinmigtir.

Burada onemli bazi saptamalar yapmak zorundayiz: Her iterasyon i¢in Taylor
agilim noktasi /1 kadar saga kaymaktadir. Dolayisiyla Hilbert uzayindaki kesme bo-
yutu onemini kismen yitirmektedir. Ayrica her ne kadar Euler kalan teriminden
yola ¢ikt1 isek de karsilastirmalarin ikinci mertebeden Taylor yontemi ile yapilmas:

gerekmektedir, cuinki kullandigimiz kalan teriminde fonksiyonun ikinci tiurevi ele
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alinmaktadar.

3.9.3 Sayisal Uygulamalar

Bu bolumde dort ayr1 baslangi¢ deger problemini ele alarak bunlarin sonuglarini bir
tablo olusturarak Euler ve ikinci mertebe Taylor metodundan elde edilen sonuglarla
karsilastirdik. Daha sonra ise yontemimizin goreli hatasi ve diger yontemlerin goreli

hatasini birer grafik tizerinde karsilastirdik.

j Gergek Degerler | Yontem | Taylor Metodu
1 2.21551 2.21517 2.21000
2 2.46421 2.46343 2.45255
3 2.74958 2.74825 2.73107
4 3.07547 3.07349 3.04933
5 3.44616 3.44337 3.41151
6 3.86636 3.86259 3.82222
7 4.34126 4.33633 4.28655
8 4.87662 4.87031 4.81014
9 5.47881 5.47086 5.39920
10 6.15485 6.14496 6.06062

Tablo1: 9" =x+9,0 <x <1,9(0) =2, k = 1,n = 2 Gergek degerler, Yontem ¢iktilar: ve
Taylor metodu ¢iktilar:

vl

0.015

0.010 -

0.005 -

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil1: ' =x+9,0<x<1,9(0)=2,k=1,n=2

Tablo 1’de " = x + 9,0 < x < 1,9(0) = 2 denklemi ele alinmis ve kesme

mertebesi de n = 2 olarak tercih edilmistir. Iterasyon sayis1 10 ve adim boyu da

h = 0.17dir.
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j | Gergek Degerler | Yontem | Taylor Metodu
1 1.00004 1.00004 1.00000
2 1.00033 1.00033 1.00025
3 1.00113 1.00113 1.00100
4 1.00267 1.00267 1.00250
5 1.00522 1.00522 1.00501
6 1.00904 1.00904 1.00878
7 1.01439 1.01439 1.01409
8 1.02156 1.02156 1.02121
9 1.03084 1.03083 1.03043
10 1.04255 1.04253 1.04208
11 1.05702 1.05701 1.05649
12 1.07466 1.07463 1.07404
13 1.09586 1.09582 1.09516
14 1.12113 1.12107 1.12032
15 1.15099 1.15091 1.15006
16 1.18610 1.18599 1.18502
17 1.22717 1.22702 1.22592
18 1.27507 1.27487 1.27361
19 1.33082 1.33055 1.32910
20 1.39561 1.39526 1.39358

Tablo 2: y’ = yt2,0 < t < 1,9(0) = 1, k = 1,n = 200 Gergek degerler, Yontem ¢iktilari

ve Taylor metodu ¢iktilar:

Tablo 2’de vy’ = t2,0 < t < 1,1(0) = 1 denklemi ele alinmis ve kesme mer-

tebesi de n = 200 olarak tercih edilmistir. Iterasyon sayis1 20 ve adim boyu da

h = 0.05dir.
j | Gergek Degerler | Yontem | Taylor Metodu
1 2.20961 2.20930 2.21000
2 2.43645 2.43587 2.43747
3 2.67675 2.67593 2.67860
4 2.92605 2.92506 2.92885
5 3.17973 3.17862 3.18351
6 3.43345 3.43228 3.43819
7 3.68354 3.68234 3.68915
8 3.92705 3.92586 3.93342
9 4.16186 4.16069 4.16889
10 4.38656 4.38542 4.39413

Tablo 3: v’ = y/(1 + xz),O <x<1y(0) =2,k =1n =2 Gergek degerler, Yontem

ciktilar ve Taylor metodu

ciktilar
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0.0014
0.0012
0.0010
0.0008 -
0.0006 -

0.0004 -

0.0002 - M_(‘//
- . L

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2: y’ = ytz,O <t<1y0)=1,k=1n=200 i¢in yontem ¢iktilarinin goreli
hatasinin ikinci mertebe Taylor metodunun goreli hatasi ile kiyaslanmas:

vl

0.0015 -
0.0010 -

0.0005 -

//"—'s\\\\ﬂ

L L L L Lt
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 3: y’ = p/(1 +x2),0 <x < 1,9(0) = 2, k = 1,n = 2 igin yontem ¢iktilarinin goreli
hatasinin ikinci mertebe Taylor metodunun goreli hatasi ile kiyaslanmas:

Tablo 3’de y’ = /(1 + x?),0 < x < 1,9(0) = 2 denklemi ele alinmis ve kesme
mertebesi de n = 2 olarak tercih edilmistir. Iterasyon sayis1 10 ve adim boyu da
h = 0.1"dir.

Tablo 4’de y” = —x/y,0 < x < 1,9(0) = 5 denklemi ele alinmis ve kesme merte-

besi de n = 1000 olarak tercih edilmistir. Iterasyon sayis1 45 ve h = 0.1’dir.
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0.0005 -~

0.0004 -

0.0003 -

0.0002 -

0.0001 -

L L t
1 2 2 4

Sekil 4: y' = —x/y,0 <x < 1,9(0) =5, k = 1,n = 1000 i¢in yontem ¢iktilarinin goreli
hatasinin ikinci mertebe Taylor metodunun goreli hatasi ile kiyaslanmas:
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j Gergek Degerler | Yontem | Taylor Metodu
0.1 4.99900 4.99900 4.99900
0.2 4.99600 4.99600 4.99600
0.3 4.99099 4.99099 4.99099
0.4 4.98397 4.98398 4.98398
0.5 4.97494 4.97494 4.97494
0.6 4.96387 4.96387 4.96388
0.7 4.95076 4.95076 4.95077
0.8 4.93559 4.93559 4.93560
0.9 4.91833 491834 4.91835
1.0 4.89898 4.89899 4.89900
1.1 4.87750 4.87751 4.87752
1.2 4.85386 4.85388 4.85389
1.3 4.82804 4.82806 4.82808
1.4 4.80000 4.80002 4.80004
1.5 4.76970 4.76971 4.76975
1.6 4.73709 4.73711 4.73715
1.7 4.70213 4.70215 4.70219
1.8 4.66476 4.66479 4.66484
1.9 4.62493 4.62497 4.62502
2.0 4.58258 4.58261 4.58268
2.1 4.53762 4.53767 4.53773
2.2 4.48999 4.49004 4.49012
2.3 4.43959 4.43965 4.43974
2.4 4.38634 4.38641 4.38651
2.5 4.33013 4.33021 4.33031
2.6 4.27083 4.27092 4.27104
2.7 4.20833 4.20843 4.20856
2.8 4.14246 4.14258 4.14273
2.9 4.07308 4.07322 4.07338
3.0 4.00000 4.00016 4.00034
3.1 3.92301 3.92319 3.92339
3.2 3.84187 3.84209 3.84231
3.3 3.75633 3.75658 3.75682
3.4 3.66606 3.66635 3.66662
3.5 3.57071 3.57106 3.57136
3.6 3.46987 3.47028 3.47061
3.7 3.36303 3.36352 3.36389
3.8 3.24962 3.25020 3.25062
3.9 3.12890 3.12960 3.13008
4.0 3.00000 3.00087 3.00140
4.1 2.86182 2.86289 2.86351
4.2 2.71293 2.71430 2.71500
4.3 2.55147 2.55324 2.55406
4.4 2.37487 2.37722 2.37819
4.5 2.17945 2.18272 2.18387

Tablo 4: v’ = —x/y,0<x<1,9(0)=5,k=1,n=1000
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4 SONUCLAR

Bu bolimde tez boyunca elde edilen sonuglar verilecektir. Bunlar1 asagidaki gibi

siralayabiliriz.

Sonug 4.1 3.1, 3.2 ve 3.3 basliklar1 altinda yaptigimiz incelemede daha ziyade
ikincil bulgular elde edilmistir. Bunlar: soyle ifade edebiliriz: Bunlardan ilki
taban takiminin ortonormalizasyonu ile ilgili olandi. Ortogonallestirme igin
klasik Gram-Schmidt yontemini kullanmak yerine Jacobi polinomlarinin ozel
bir durumunu kullanmis olduk. Ikinci ve daha vakit kaybettirici olan unsur ise
operatorlerin matris gosterilimini olusturmakti. Bunun da ii¢ terimli ozyine-
leme bagintist sayesinde iistesinden gelmis olduk. Dolayist ile olduk¢a biiyiik
oranda islem yiikiinden kurtulmug olduk. Genel olarak sonuglarla ilgili dikkate
deger nokta ise (3.1) ifadesindeki mutlak esitligin sendelenim terimlerinin et-

kisinden arindirilms bicimde sonlu aralikta saglanmasidir.

Sonug 4.2 3.4 baghg1 altinda polinom taban takimi disinda trigonometrik bir
taban takimi kullanilmis ve coklu-indis notasyonu ile calismanin getirecegi zor-
lugu ve islem karmagasini yenmek amaciyla kullanilacak fonksiyondan bagim-

s1z olan T(Zn)

matrislerini hesaplayarak arsivlemek ve daha sonra bu matrislerin
ozdeger ve ozvektorlerini hesaplayarak bulunan degerleri, istenen yaklastirimi
verecek bigimde formiilde yerine koymak yoluyla bu zorluk asilmistir. Sendele-
nimsizlik teoreminin fonksiyonun analitik oldugu bélgelerde gegerli oldugunu
dikkate alarak yaklastirilacak fonksiyonun analitik olmadig1 bolgelerden uzak
duracak bigimde secim yapmak akillica olacagr gozlemlenmistir. Incelenecek ta-
nim bolgesinde analitikligi bozan bir unsur olmasa bile analitikligi bozan nok-

talarin yakinlarinda da yaklastirimin zayiflayacagint unutmamak gerekecektir.

Sonug 4.3 3.5 bashigr altinda CYCG kalan terimi Cauchy integral formunda

yazilmis Taylor kalan terimine uygulanmis ve asagidaki yaklastirim ifadesi elde

n+1 n+1
2w J 9SdCC T”+2 -7
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Bu asamada aymi parametreleme igleminin bir benzerini yapmak suretiyle
t’nin yerine C koyarak iki bagimsiz degiskenli bir ifade elde ederiz ve artik bu
ifadenin a ve x seklinde iki bagimsiz degiskeni olduguna gore uygun destek
islevleri secimi altinda CYCG ye agilmaya hazir hale gelmistir.

Ashinda Taylor agilimi, CYCG ve sendelenimsizlik yaklastirimi gibi ii¢ ayri
metodun bir arada kullanilmasi ilk bakista hata birikimi endisesine yol agmakla
birlikte, fonksiyonun ¢ok degiskenlilig¢i hangi metod altinda olursa olsun ele
alinmas sikintili olacagindan bu endise yersiz olacaktir. Destek fonksiyonu op-

timizasyonunun bu zorlugu asmada yardimci olacagr kanisina varilmagtr.

Sonug 4.4 3.6 bashigr altinda dairesel konturlar iizerinde yapilan kontur in-
tegrasyonu tarafindan desteklenen sendelenimsizlik yaklastirimi iizerinde du-
rulmustur. Elde edilen tiim ki, k, f1, f» fonksiyonlarinmin x 'in degerine ve
dairesel konturun segcimine bagli olarak degisebildigi goriilmiistiir. Dort ayri
durum gozlemlenebilir: (1) Ne merkezi ne yarigapi x’e baghdir. (2) Sadece mer-
kez x’e baglidur, (3) Sadece yarigap x’e baghdir, (4) Hem merkez, hem de yaricap
x’e baglhdir. Birinci hari¢ tiim bu durumlar f; ve f, degerlerinin x’e bagli de-
Sismesi sonucunu dogurur ve yukaridaki yaklastirim f(x)’in degerini x’e bagl
noktalarda hesaplanan bir takim baska f degerlerine baglar. Bu durumlar ilk
bakista pek pratik yararliliklar: yokmus gibi goziikmektedirler. Bununla bir-
likte ilk durum igin yukaridaki yaklastirim f(x) degerini «’lar tizerinden x’in
bazi fonksiyonlarinin lineer birlesimi olarak verir ve buradaki lineer birlesim
katsayilari x’ten bagimsiz bazi f degerlerine esittir. Bu yaklastirim kuadratiir
benzeri bir formiil olup x’ten bagimsiz sonlu sayida fonksiyon degerine ihtiyag
duymaktadir. Aslinda reel eksen iizerindeki diigiimlerin degerleri dairesel dii-
giim degerlerine karsilik gelmektedir. Bu diigtimler bir cember tizerinde olup
ardisik iki diigiim arasindaki aci sabittir. Bir baska deyisle cember 2n adet dii-
giimden olusan esit cember yaylarina boliinmiistiir.

Bu ¢alismada daha once elde edilmis olan kontur integrali gosterilimin iize-
rine sendelenimsizlik yaklagtiriminin uygulanmas: suretiyle iyilestirilmis bir
yaklastirim elde etmekti. Burada ortaya koydugumuz metodun parametreleri

bize tek diigiim noktali sendelenimsizlik uygulandiginda bile yaklastirimin et-
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kin ¢alismasini saglamaktadir. Parametrelerin sayist tasarlanan konturun bi-
cimine bagl olacaktir Ancak parametrelerin sayisinn arttirilmas: genel olarak
kontur integralinde de artan komplikasyonlara neden olacaktir. Bu ¢alismada
agirlik fonksiyonu olarak basit bir bigimde sabit fonksiyon kullanilmistir. Bu
da w fonksiyonundan kaynaklanan tiim olumsuzluklar: integranda tasimakta
olup muhtemel tekilliklere sebep olabilecektir. Dolayst ile kontur integrasyo-
nundan kazanilan avantajlarin bir kismi bu nedenle kaybedilebilecektir. Yine

de bu yolla elde edilen yaklasim evrensel olma ozelligine sahiptir.

Sonug 4.5 3.7 bashg altinda CYUDCG yaklastirimz iizerinde durulmus ve bu
yaklastirim ile kontur integrasyonun bagdastirilmas: sonucunda su ifade elde

edilmigtir.
K1,2(6,x) = K(6,x) - Kou (0) v (x) - Ky () v (x) — Kz (x) u (6).

Bu asamada yine CYCG anlaminda tizerinde durmamiz gereken, iki degiskenli
fonksiyon olacaktir. Bu dongii gerektigi kadar tekrarlanabilir ve her yeni adimda
daha iyi bir yaklastirim elde edilmesi umulmaktadar.

Iki degiskenli K 5(0,x) fonksiyonuna yaklagtirim yapmak icin yeterli sa-
yida iterasyon yapildiktan sonraki son asama son elde edilen ifadenin [0,1]
araliginda integralinin alinarak orijinal fonksiyona yapilmas: amaglanan yak-

lastirimin elde edilmesidir.

1
fx) :JO dOK (0, x)

Bir tek degiskenli fonksiyona (CYUDCG) uygulamak suretiyle elde edilen
ayristirim bize iki deiskenli cekirdek iizerinden iyi bir yaklastirim vermesi on-
goriilmektedir. Nihai olarak elde edilen ifadenin integralini birim aralikta ala-

rak orijinal fonksiyona bir yaklastirim elde edilebilecektir.

Sonug 4.6 3.8 basligr altinda ise 3.7'de yapti§imiz uygulamayr kalan terimi

Cauchy kontur formunda yazilan Taylor agilimina uygulayarak su ifadeye ulag-
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tik:

(x_ a)k+1

X 1
J dt(x—t)kf(k“)(t):ﬁj; dt(k+1)(1 =) F**D ((x = a)t + a)

Simdi integrand iki degiskenli formda yazdiktan sonra onu iki degiskenli
CYCG uygulamaya uygun bigime getirmemiz gerekmektedir.

Bu asamada, yine bize CYCG anlaminda gereken iki degiskenli fonksiyon
olacaktir. Bu iterasyon istendigi kadar tekrarlanabilir. Her yeni iterasyonda
daha iyi bir yaklastirim elde edilecektir

K(6, x) fonksiyonuna yaklastirim yapmak igin yeterince iterasyon yaptiktan
sonra nihai adim olarak elde ettigimiz ifadenin [0,1] aralig1 iizerinde integre
edilmesine gelir sira. Boylelikle orijinal integrand olan f%+1)(x) ifadesine bir
yaklastirim elde edilmis olur.

Tiim bu adimlar atildiktan sonra elde edilen integrandi da tekrar [0,1] ara-

l1g1 tizerinde integre edecek olursak nihai yaklastirimimizi elde etmis oluruz.

Sonug 4.7 3.9 baslhigr altinda bagslangic deger problemleri igin literatiirde ol-
dukga onemli bir temel olusturan Euler ve yiiksek mertebeli Taylor yontemlerine
deginilmis, kalan terimi integral formunda yazilmis Taylor acilimi kullanilmak
suretiyle yaklastirimda oldukga etkin bir iyilestirme saglanmustir. Burada elde

edilen yaklastirim ifadesi asagidaki bicimdedir.

fa) = a
flath) = fla)+hf'(a)+

hk+1
(k+1)!

n

2 f i+ aj, fla) (el
i=1
j iterasyon adimi olarak alinmigstr.

Burada onemli bazi saptamalar yapmak zorundayiz: Her iterasyon igin Tay-
lor acilim noktas1 h kadar saga kaymaktadir. Dolayisiyla Hilbert uzayindaki
kesme boyutu 6nemini kismen yitirmektedir. Ayrica her ne kadar Euler kalan te-
riminden yola ¢ikt1 isek de karsilastirmalarin ikinci mertebeden Taylor yontemi
ile yapilmasi gerekmektedir, ¢ctinkii kullandigimiz kalan teriminde fonksiyonun

ikinci tiirevi ele alinmaktadir.

77



Kaynakca

[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

Ercan Gurvit and N. A. Baykara, "Fluctuationlessness Approximation and Its
Applications on the Remainder Term of Taylor Expansion: From Scratch to
Present Status", Mathematics in Engineering, Science and Aerospace (MESA) -
www.journalmesa.com, Vol. 9, No.2, pp. 189-203, 2018 CSP - Cambridge, UK;
IS - Florida, USA, 2018

Ercan Gurvit, N. A. Baykara, and Metin Demiralp, "Taylor Formula with Re-
mainder Term Evaluated Under a Weight Factor at Fluctuationlessness

Limit", ICNAAM 2011, AIP Conference Proceedings 1389, pp. 1180-1183

M. Demiralp, "Fluctuationlessness Theorem to Approximate Univariate
Functions” Matrix Representations”, WSEAS Transactions on Mathematics,

Issue 6, Volume 8, June 2009, pp. 258-267

M. Demiralp, "No Fluctuation Approximation in any Desired Precision for

Univariate Matrix Representations”, J. Math. Chem.,In print.

M. Demiralp, "A Fluctuation Expansion Method for the Evaluation of a
Function’s Expectation Value”, Int. Conf. on Numer. Anal. and Appl. Math.,
Wiley, Rhodes, Greece, Sept. 16 — 20, 2005, pp. 711-714

K G Dyall, I P Grant and S Wilson, "Matrix Representation of Operator Pro-
ducts”,]. Phys. B: At. Mol. Phys. 17 (1984) 493-503. Printed in Great Britain

Peter Balazs, "Matrix Representation of Operators Using Frames", eprint

arXiv:math/0510146

78



(8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

N. A. Baykara, Ercan Giirvit and Metin Demiralp, "A Hybridized Finite Tay-
lor Formula by Fluctuation Free Remainder Term for Univariate Function

Approximation”, AIP Conf. Proc. 1048, 87(2008)

N. A. Baykara, Ercan Giirvit and Metin Demiralp, "A Hybridized Finite Tay-
lor Formula by Fluctuation Free Remainder Term for Multivariable Func-

tion Approximation”, AIP Conf. Proc. 1148, 21(2009)

Ercan Gurvit, N. A. Baykara, and Metin Demiralp, "Evaluation of Multiva-
riate Integrals via Fluctuationlessness Theorem and Taylor’s Remainder”,

AIP Conf. Proc. 1148, 128 (2009)

B. Tunga and M. Demiralp, "Fluctuationlessness Approximation Based Mul-
tivariate Integration in Hybrid High Dimensional Model Representation”,

AIP Conf. Proc. 1048,562 (2008)

S. Tuna, B. Tunga, N.A. Baykara and M. Demiralp, "Fluctuation Free Mat-
rix Representation Based Univariate Integration in Hybrid High Dimensi-
onal Model Representation (HHDMR) Over Plain and Factorized HDMR",
WSEAS Transactions on Mathematics, Issue 6, Volume 8, April (2009), 226-230

S. Uskiipli and M. Demiralp, "Univariate Integration via Space Extension

Based Fluctuation Approximation”, AIP Conf. Proc. 1048, 566 (2008)

Andreas Asheim, "A combined Filon/asymptotic quadrature met-
hod for highly oscillatory problems”, Preprint Numerics no. 9/2007.
http://www.math.ntnu.no/preprint/numerics/2007

/N9-2007.pdf

Sheehan Olver. "Moment-free numerical integration of highly oscillatory

functions”. j-IMAJ-NUMER-ANAL, 26(2):213-227, apr 2006.

79



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

A.Okan, N.A. Baykara M. Demiralp, "Weight optimization in enhanced mul-
tivariate product representation (EMPR) for given supports at the fluc-
tuation free integration limit", Proceeding AICT’11 Proceedings of the 2nd
international conference on Applied informatics and computing theory, pp 52-

57

Ercan Gurvit, N. A. Baykara, and Metin Demiralp, "Numerical Integration of
Bivariate Functions over a Non Rectangular Area by Using Fluctuation-
lessness Theorem"”, WSEAS Transactions on Mathematics, Issue 5, Volume 8,

April (2009), pp. 193-198

M. Demiralp, "Fluctuationlessness theorem to approximate univariate
functions’ matrix representations”, WSEAS Trans. on Math., Vol. 8, pp. 258-
267, 2009.

N. Altay and M. Demiralp, "Fluctuationlessness theorem and its application
to boundary value problems of ODEs”, WSEAS Trans. on Math., Vol 8, pp.
199-204, 2009.

C. Gozikirmizi and M. Demiralp, "The application of the fluctuation ex-
pansion with extended basis set to numerical integration”, WSEAS Trans.

on Math., Vol. 8, pp. 205-212, 2009.

M. Demiralp, "No Fluctuation Approximation in Any Desired Precision
for Univariate Matrix Representations”, J. Math. Chem., Vol. 47, pp. 99-110,
2010.

N. Altay and M. Demiralp, "Numerical Solution of Ordinary Differential
Equations by Fluctuationlessness Theorem”, J. Math. Chem., Vol 47, pp.
1323-1344, 2010.

M. Demiralp, "Data Production For a Multivariate Function On an Ortho-
gonal Hyperprismatic Grid Via Fluctuation Free Matrix Representation:

Completely Filled Grid Case"”, IJEECE, Vol 1, pp. 61-76, 2010.

80



[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

M. Demiralp, "Convergence issues in the Gaussian weighted multidimen-
sional fluctuation expansion for the univariate numerical integration”,

WSEAS Trans. on Math., Vol. 4, pp. 486-492, 2005.

O. F Alis and H. Rabitz: "General Foundations of High Dimensional Model
Representation”, Journal of Mathematical Chemistry, 25, pp.197-233, (1999).

B. Tunga and M. Demiralp, "The Influence of the Support Functions on
the Quality of Enhanced Multivariance Product Representation” Journal

of Mathematical Chemistry, Volume 48, Issue 3, pp 827-840, 2010.

M. Demiralp, "High Dimensional Model Representation and Its Applica-
tion Varieties”, The Fourth International Conference on Tools for Mathemati-

cal Modelling, St. Petersburg, Russia, June 23-28, (2003).

M. Demiralp and E. Demiralp, "An Orthonormal Decomposition Method
for Multidimensional Matrices"”, AIP Proceedings for the International Con-
ference of Numerical Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM 2009),
vol. 1168, Rethymno, Crete, Greece, 18-22 September 2009, pp. 424-427,
doi:http://dx.doi.org/10.1063/1.3241487, (2009).

M. Demiralp and E. Demiralp, "Dimensionality Reduction and Approxi-
mation via Space Extension and Multilinear Array Decomposition”,AIP
Proceedings for the International Conference of Computational Methods in
Science and Engineering (ICCMSE 2009), Mini Symposium on Recent Deve-
lopments in Numerical Schemes for Hilbert Space Related Issues in Science
and Engineering, Rhodes, Greece, 29 September-4 October 2009, pp. 837- 840,
doi:http://dx.doi.org/10.1063/1.4771824, (2009).

B. Tunga and M. Demiralp, "An Iterative Scheme for Enhanced Multiva-
riance Product Representation Method”, Proceedings for the 1st IEEEAM
Conference on Applied Computer Science (ACS), Malta, pp. 247-255, (2010).

81



[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

M. Demiralp, "New Generation HDMR Based Multiway Array Decompo-
sers: Enhanced Multivariance Products Representation (EMPR)" Proce-
edings for the 1st IEEEAM Conference on Applied Computer Science (ACS),
ser. ISBN: 978-960-474-225-7, Malta, pp. 16, keynote Speech, (2010).

E. Demiralp and M. Demiralp, "Reductive Multilinear Array Decomposi-
tion Based Support Functions in Enhanced Multivariance Products Repre-
sentation (EMPR)", Proceedings for the 1st IEEEAM Conference on Applied
Computer Science (ACS), Malta, pp. 448-454, (2010).

C. Gozukirmizi and M. Demiralp, "Numerical Studies on the Use of
Enhanced Multivariance Product Representation as a Multiway Ar-
ray Decomposer”, AIP Proceedings for the International Conference of
Numerical Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM 2010), Sympo-
sium 112, Recent Developments in Hilbert Space Tools and Methodo-
logy for Scientific Computing, vol. 1281, Rhodes, Greece, pp. 1922-1925,
doi:http://dx.doi.org/10.1063/1.3498300, (2010).

L. Divanyan and M. Demiralp, "Weighted Reductive Multilinear Array De-
Composition " AIP Proceedings for the 9th International Conference on Nume-
rical Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM?2011), vol. 1389, Halkidiki,
Greece, pp. 1156-1159, doi:http://dx.doi.org/10.1063/1.3637820, (2011).

S. Tuna, N. A. Baykara, and M. Demiralp, "Weighted Singular Value Decom-
position for Folded Matrices”, Proceedings of the 2nd Inter- national Con-
ference on Applied Informatics and Computing Theory (AICT’11), IEEEAM,
ser. ISBN: 978-1-61804-034-3, N. Mastorakis, M. Demiralp, and N. A. Baykara,
Eds., Prague, Czech Republic, pp. 70-75, (2011).

82



[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

M. Demiralp, "Decomposing Functions, Arrays, Function Arrays”, Lec-
ture Talk based on the symposium 48’s preface, AIP Proceedings for the
9th International Conference on Numerical Analysis and Applied Mat-
hematics (ICNAAM2011), vol. 1389, Halkidiki, Greece, pp. 1138-1138,
doi:http://dx.doi.org/10.1063/1.3637815, (2011).

M. Ayvaz and M. Demiralp, "Towards a New Multiway Array Decompo-
sition Algorithm: Elementwise Multiway Array High Dimensional Model
Representation (EMAHDMR)", Proceedings of the 2nd International Con-
ference on Applied Informatics and Computing Theory (AICT’11), IEEEAM,
ser. ISBN: 978-1-61804-034-3, N. Mastorakis, M. Demiralp, and N. A. Baykara,
Eds., Prague, Czech Republic, pp. 76-81, (2011).

E. K. Ozay, "A New Multi-way Array Decomposition via Enhanced Mul-
tivariance Product Representation”, AIP Proceedings for the 10th Internati-
onal Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM),
Kos, Greece, pp. 2015-2018,Volume 1479, (2012)

E. K. Ozay and M. Demiralp, "A New Multi-way Array Decomposition”,
2012 SIAM Conference on Applied Linear Algebra, Valencia, Spain, pp. 78—
78, (2012)

A. Okan, N.A. Baykara and M. Demiralp, "Weight Optimization in Enhan-
ced Multivariance Product Representation (EMPR) Method", Int. Conf. on
Numer. Anal. and Appl. Math., AIP Conference Proceedings, Volume 1281, pp.
1935-1938,Rhodes, Greece, 2010.

A. Okan and M. Demiralp, "Tridiagonal Kernel Enhanced Multivariance
Products Representation (TKEMPR) for Univariate Integral Operator Ker-
nels”,The 2014 International Conference Mathematics and Computers in Sci-
ences and Industry (MCSI 2014), 2014 International Conference,13-15 Sept.,
Varna, Bulgaria, pp. 195-200, doi: 10.1109/MCSI.2014.26, print ISBN: 978-1-
4799-4744-7

83



[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

48]

A. Okan and M. Demiralp, "Tridiagonal Kernel Enhanced Multivariance
Products Representation (TKEMPR) for Outer Product Sums: Arrowhe-
ading EMPR for Kernel (AEMPRK)", The 12th International Conference of
Numerical Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM 2014), 22-28 Sep-
tember 2014, Rhodes, Greece.

A. Okan and M. Demiralp, "Numerical Implementations for Tridiagonal
Kernel Enhanced Multivariance Products Representation (TKEMPR) Met-
hod: Bivariate Case"”, The Proceedings of International Journal of Signal Pro-

cessing, ISSN: 2367-8984, pages 102 - 107, Volume 1, 2016

[. Yaman and M. Demiralp, "An Integration Free Universal Approximation
Method Based on Orthogonal Polynomials”, Int. Conf. on Numer. Anal. and
Appl. Math., AIP, Kos, Greece, Sept. 15 — 20, 2008, pp. 601-604

N. A. Baykara, Ercan Gurvit, and Metin Demiralp, "Fluctuationless Univari-
atelntegration Through Taylor Expansion with Remainder by Using Os-
cillatory Function Basis Sets"”, AIP Conf. Proc. 1168, pp. 428-431 (2009).

Ercan Gurvit, N. A. Baykara, and Metin Demiralp, "Evaluation of Univari-
ate Integrals via Fluctuationlessness Theorem”, AIP Conf. Proc. 1048, 239

(2008), DOI:10.1063/1.2990901

P. Natalini and P.E. Ricci, "Newton Sum Rules of Polynomials Defined by a
Three-Term Recurrence Relation”, Computers and Mathematics with Appli-

cations, 42,(2001), pp. 767-771

Mohazzabi, P. and L. Becker, J., "Numerical Solution of Differential Equati-
ons by Direct Taylor Expansion.”, (2017) , Journal of Applied Mathematics
and Physics, 5, 623-630. doi: 10.4236/jamp.2017.53053.

84



[49]

[50]

[51]

E. Gurvit ,N.A. Baykara, and M. Demiralp, "Enhanced Multivariate Product
Representation Applied to the Remainder Term of a Multivariate Taylor
Expansion Expressed as a Cauchy Integral Form", Proceedings of the 12th
WSEAS International Conference on Systems Theory and Scientific Computa-

tion (ISTASC12), ISBN: 978-1-61804-115-9, pp. 250-255, (2012)

E. Gurvit, N. A. Baykara, and M. Demiralp, "Fluctuation Studies on the Fi-
nite Interval Matrix Representations of Operator Products and Their De-
compositions”, AIP Conf. Proc. Symposium 11. AIP Conference Proceedings

1504, 812 (2012); http://doi.org/10.1063/1.4771818

N. A. Baykara, E. Gurvit, and M. Demiralp, "Fluctuation Studies in the Infi-
nite Interval Matrix Representations of Operator Products and Their De-
Compositions " AIP Conf. Proc. Symposium 11, AIP Conference Proceedings

1504, 808(2012); http://doi.org/10.1063/1.4771817

85



OZGECMI$

Ercan GURVIT 1962 yilinda Istanbul’da dogdu. 1981 yilinda Ozel Saint-Joseph Fran-
s1z Erkek lisesinden, 1989 yilinda Bogazici Universitesi Idari BilimlerFakiiltesi Is-
letme Bolimii On Lisans programindan mezun oldu. Devaminda 2007 yi1linda Mar-
mara Universitesi Fen-Edebiyat Fakiltesi Matematik Bolumi'nden ve 2009 yilinda
da Marmara Universitesi Fen-Bilimleri Enstitiisit Matematik Anabilim Dal Uygula-
mal1 Matematik programindan Yuksek Lisans mezuniyetini aldi. 2009 yilindan iti-
baren Marmara Universitesi Fen-Bilimleri Enstitisit Matematik Anabilim Dali Uy-
gulamali Matematik programinda doktora egitimini surdirmektedir.

Ercan GURVIT

86



	TESEKKÜR
	ÖZET
	ABSTRACT
	YENILIK BEYANI
	KISALTMALAR
	SEKIL LISTESI
	TABLO LISTESI
	GIRIS
	MATERYAL ve YÖNTEM
	Sendelenimsizlik Yaklastırımı
	Sendelenimsizlik Teoreminin Taylor Açılımına Uygulanması
	Taylor Açılımının Yapısal Dönüstürülümü
	Sendelenimsizlik Varsayımı Altında Yaklastırım

	Çok Degiskenliligi Yükseltilmis Çarpımsal Gösterilim (ÇYÇG)

	BULGULAR ve TARTISMA
	Operatör Çarpımları ve Ayrıstırımlarının Sonlu Aralıktaki Matris Gösterilimlerinde Sendelenim Incelemeleri
	Teorik Altyapı
	Taban Takımı
	Üç Terimli Özyineleme Bagıntısı Yoluyla Matris Gösterilimi

	Operatör Çarpımları ve Ayrıstırımlarının Sonsuz Aralıktaki Matris Gösterilimlerinde Sendelenim Incelemeleri
	Teorik Altyapı

	Üç Terimli Özyineleme Bagıntısı Yoluyla Matris Gösterilimi
	Yüksek Salınımlı Çok Degiskenli Fonksiyonların, Trigonometrik Taban Fonksiyonları Esliginde Sendelenimsizlik Teoremi Yardımıyla Nümerik Yaklastırımı
	Çok Degiskenli Fonksiyonlar için Taylor Formülü
	Taylor Kalan Terimine Yaklastırım
	Taban Fonksiyonları
	Sendelenimsiz Integrasyon

	Çok Degiskenliligi Yükseltilmis Çarpımsal Gösterilimin Cauchy Integral Formunda Ifade Edilmis çok Degiskenli Taylor Açılımına Uygulanması
	Üçü Birarada: Taylor Açılımı

	Sendelenimsizlik Yaklastırımının Kontur Integrasyonu ile Desteklenmesi: Dairesel Konturlar
	Dairesel Kontur Integral Gösterilimi
	Olusturulan Dairesel Konturlar Üzerinde Sendelenimsizlik Yaklastırımı
	Dairesel Kontur Integral Gösterilimi
	Sendelenimsizlik Yaklastıranları
	Basit bir Açıklayıcı Örnek

	Kontur Integrasyonu ve ÇYÜDÇG Yoluyla Fonksiyon Yaklastırımı
	Iki Degiskenli Fonksiyonlar Için ÇYÇG
	Kontur Integrasyonu
	Yöntem

	Taylor Serisi Kalan Terimi Üzerinden Kontur Integrali Yardımıyla ÇYÜDÇG Yaklastırımı
	Iki Degiskenli Fonksiyonlar için ÇYÇG
	Kontur Integrasyonu
	Yöntem

	Euler Genisletmesi ve Yüksek Mertebeli Taylor Metodları
	Baslangıç Deger Problemleri için Euler Yöntemi
	Sendelenimsizlik Teoreminin Euler Yöntemine Uyarlanması
	Sayısal Uygulamalar


	SONUÇLAR
	KAYNAKÇA
	ÖZGEÇMIS

