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ANALIZ VE SENTEZ SEYREKLIK iCIN SOZLUK OGRENME
ALGORITMALARI VE GORUNTU iISLEMEDE UYGULAMALARI

OZET

Isaret isleme alaninda ses, video, metin ya da goriintii isaretinin gdzlemlerini
kullanarak isareti geri ¢atma problemi oldukg¢a sik karsilasilan 6nemli bir problemdir.
Bir x isareti ve y gozlemlerine ait, dogrusal bilgi edinme modeli Ax =y seklinde
gosterilebilir. Bilindigi lizere, bir isareti gézlemlerinden kayipsiz bir sekilde geri elde
edebilmek i¢in en az isaret boyutu kadar gozlem bilgisine sahip olmak gereklidir. Bu
klasik bilgiye gore isaret boyutundan daha az gézlem verisi ile isareti geri elde etmek
imkansiz gibi goriinmektedir. Ancak bazi varsayimlar altinda isaret boyutundan daha
az sayida gozlem ile isareti geri elde etmek miimkiin hale gelmektedir. Bu
varsayimlardan biri isaretlerin ‘seyrek’ oldugu varsayimidir.

Seyrek gosterilim ile bir isaret kendi boyutundan daha az sayida katsay1 kullanilarak
ifade edilebilmektedir. Bu 6zellik sebebiyle isaretlerin seyrek gosterilimi, igaret isleme
alanindaki geri catma, sikistirma, goriintii ayristirma, giiriiltii azaltma, Oznitelik
¢ikarma ve siiflandirma gibi birgok problemin ¢6ziimiinde kullanilmaktadir.

Isaretlerin seyrek gosteriliminde temel olarak sentez ve analiz model olmak iizere iki
model vardir. Sentez modelde isaret bir sozlik ve bir seyrek katsayr vektori
kullanilarak ifade edilir. Burada kullanilan sozliik asir1 tam bir sozliiktiir ve bu
sOzliiglin, seyrek katsayr vektoriiniin sifir olmayan elemanlarina denk diisen
siitunlarinin dogrusal kombinasyonu ile isaret seyrek bir sekilde gosterilmektedir.
[saretin seyrek gosterilimi icin kullanilan sézliik siitunu sayisi isaretin boyutundan
oldukga diisiiktlir. Analiz modelde ise isaretin seyrek gosterilimi, bir operatdr ile
seyrek gosterilimi aranan isareti carpmak suretiyle elde edilir. Ancak son yillarda bu
modellerin yani sira analiz modelin genellestirilmis hali olan seyreklestirici donilisiim
modeli de olduk¢a verimli bir model olarak karsimiza ¢gikmaktadir. Bu modelde analiz
modeldekine benzer operatorler daha az hesapsal karmasiklik ile elde
edilebilmektedir.

Bu yiiksek lisans tez ¢aligmasinda isaretlerin seyrek gosteriliminde kullanilan modeller
ve ozellikle bu modellerdeki temel problemler olan s6zliik 6grenme, operator 6grenme
ve seyreklestirici doniisiim 6grenme problemleri incelenmistir. Bu problemlerin
¢Ozlimii i¢in sunulan ¢esitli algoritmalar MATLAB ortaminda ger¢eklenmistir. Ayrica
analiz modelinin ve seyreklestirici doniisiim modelinin avantajlarini bir araya getiren
yeni bir seyreklestirici donilislim operatdrii 6grenme algoritmasi tanitilmistir. Bu
tanitilan algoritma ile analiz modelinin en yaygin bilinen algoritmas1 goriintii
girtltisii giderme uygulamasi ile karsilastirilmistir. Bu karsilagtirmaya iliskin
sonuglar da tez ¢alismasinda verilmistir.
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DICTIONARY LEARNING ALGORITHMS FOR ANALYSIS AND
SYNTHESIS SPARSITY AND APPLICATIONS IN IMAGE PROCESSING

SUMMARY

In the research area of signal processing, reconstruction of any audio,video or image
signal from its measured data is a commonly encountered problem. The linear
information acquisition process can be shown as Ax =y for the measured data y and
the signal x. According to the classical information, the amount of the measured data
must be at least as large as the signal length to reconstruct the signal x from its
measured data y, by solving the linear system of equations. For this reason, without
any additional information, it is impossible to recover the signal from the measured
data which is smaller than the signal length N. However, under some certain
assumption, it becomes possible to recover a signal when the amount of measurements,
m, is smaller than the signal length N.

The ‘sparsity’ assumption of signals makes this case possible. Via the sparse
representation, many signals can be defined with a few number of coefficients, which
are much less than the length of the signal.

The sparse representation of signals is used in signal and image processing area for
many problems such as signal reconstruction, compression, image decomposition,
denoising, feature extraction and classification.

There are two basic models for sparse representation of signals which are named
“synthesis” and “analysis” sparsity models. In synthesis sparsity model, a signal is
defined as the outcome of the multiplication of a dictionary and a sparse coefficient
vector. This used dictionary is an overcomplete dictionary and the signal is represented
as a linear combination of few columns from this dictionary which correspond to the
nonzero elements of the sparse coefficients vector. Here the number of used atoms is
less than the length of the signal. In the analysis sparsity model the sparse
representation of a signal is obtained by multiplication of the signal and an operator.
In recent years sparsifying transform model which is more general form of the analysis
model has been considered as a quite efficient approach. In this transform model, the
operators which are similar to the analysis operators are learned with less
computational complexity.

In this master thesis, the models which are used in sparse representation of signals are
studied. Moreover the dictionary learning, operator learning and sparsifying transform
learning problems which are the essential problems of the mentioned models are
handled. Therefore various algorithms are implemented with MATLAB for solving
these problems. Additionally Transform K-SVD, a new transform operator learning
algorithm is proposed which brings the transform learning and the K-SVD based
analysis dictionary learning approaches together. Finally this novel algorithm is
compared with the commonly known analysis model’s algorithm in an image
denoising experiment. The results are presented with some tables and images within
this thesis.
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1. GIRIS

Isaret isleme alaninda, bir isareti gozlemlerinden geri ¢atma problemi siklikla
karsilagilan bir problemdir. Klasik bilgilere gore bir isareti, 6rneklerinden kayipsiz bir
sekilde geri elde edebilmek igin en az, isaret uzunlugu olan K kadar gézlem verisi
olmasi gereklidir [1, 2]. Bu temel ilke, analog-dijital ¢eviriciler, medikal goriintiileme,
radar ve mobil haberlesme gibi bir¢ok teknolojik cihazda esas alinmistir. Gozlem
(veri) vektorii y € RM ve gozlemlerden geri elde edilecek olan isaret x € RX olmak
tizere, M < K olmasi durumunda klasik dogrusal cebir bilgilerine gore Ax =y gozlem
modeli diisik tanimli bir dogrusal denklem sistemidir ve ¢ok fazla sayida ¢oziimii
vardir. Bagka bir deyisle herhangi bir ek bilgi olmaksizin x igaretini y verisinden elde
etmek miimkiin degildir [1, 2]. Bu durumda bazi varsayimlar altinda, isaret boyutu K’
dan daha az gozlem ile x isaretini geri elde edebilme diisiincesi olduk¢a dikkat
¢ekicidir. Tim bu imkansizlik durumlarmi ortadan kaldiracak olan muhtemel
varsayimlardan biri  ‘seyreklik’ varsayimidir. Bu varsayimin temelini olusturdugu
aragtirma alani sikistiritlmis algilama (Compressed Sensing-CS) olarak adlandirilir
[1, 2].

Bir igaretin farkli doniisiim yontemleri kullanilarak gosterilimi problemi verim, hiz vs.
acisindan kazang saglamasi sebebiyle isaret isleme alanindaki bir¢ok calismanin
onemli bir aragtirma konusu olmustur. Bu doniisiim yontemlerinden en 6nemlileri
“Dalgacik Doniisiimii (Wavelet Transform)”, “Fourier Doniisimii”, “Ayrik Kosiniis
Doniisiimii (Discrete Cosine Transform)” seklinde orneklendirilebilir. Ancak son
yillarda isaretlerin bu doniislim metodlarin yan1 sira, ‘seyreklik’ varsayimi altinda,
bir sozliik ya da operatdr vasitasi ile gosterilimleri konusundaki ¢aligmalar da gittikce
artmaktadir. Bu gosterilim metodu isaretlerin seyrek gosterilimi olarak bilinir. Burada
bahsedilen seyrek gosterilimden kasit, isaretin gosteriliminde kullanilacak olan miithim
katsayilarin isaret boyutuna gore daha az segilerek gosterilimin seyrek sekilde
yapilmasidir. Isaretin seyrek gosterilimi sirasinda kullanilan doniisiim matrisinin isaret
boyutuyla ayni boyutta olmast durumunda bu doniisiime tam (complete) veya kare

doniisiim denir. Bu tam doniisiim metodlarmin en iyi 6rnekleri olarak “Ayrik Kosiniis



Doniistimii (Discrete Cosine Transform-DCT)” ve “Dalgacik Doniisiimii (Wavelet
Transform)” verilebilir. Bu doniisiim matrislerinin siitunlart (baz vektorleri)
kullanilarak isaretler yaklasik ya da tam olarak seyrek gosterilebilir. Ancak bu tam
donilisim metodlarinin yani sira seyrekligin daha iyi uygulanabildigi asir1 tam
(overcomplete) dontigiimler de vardir. Bu doniisiimlerde kullanilan doniisiim
matrislerinin siitunlar1 kullanilarak seyrek gosterilim saglanir. Bu asir1 tam doniisiim
metodunda kullanilan doniisiim matrisleri isaret uzayindan daha fazla sayida siitun ya
da satir icerdiginden bu matrislere gereksizlik (redundancy) igeren matrisler denir ve
0zel olarak sozliik (dictionary) ya da operator (operator) seklinde isimlendirilir. Bu

sOzliik ya da operator matrislerinin siitunlarina ya da satirlarina atom denir.

Seyrek gosterilim genel olarak sentez seyreklik modeli ve analiz seyreklik modeli

seklinde iki basliga ayrilabilir.

Sentez seyreklik modelinde, ele alinan isaret, siitunlarinda atomlar igeren bir sozliikk
matrisi ve az sayida sifir olmayan elemanlardan olusan bir seyrek katsay1 vektoriiniin
carpimu seklinde modellenir [3]. Burada sozliikk matrisi D € RM*X ve seyrek katsayi
vektorii x € RX seklinde gosterilirse, bir y € RM isareti y = Dx seklinde ifade edilir.
Bu gosterilime y isaretinin seyrek gosterilimi denir. Bu ¢arpim islemi ile y isareti
sOzliik matrisinin az sayidaki atomlarinin dogrusal kombinasyonundan elde edilmis
olur. Sentez seyreklik modelinde hedef, isareti seyrek bir sekilde gosterebilecegimiz
bir sozliik matrisi ve bir seyrek katsayr vektorii bulmaktir. Bu iglemler iki agamada
yapilir ki bu asamalar sirasiyla seyrek katsayr vektoriiniin bulunmasi asamasi ve
bulunan bu seyrek katsayr vektoriiniin kullanimiyla s6zlilk matrisinin giincellenmesi
asamasidir. Seyrek katsayr vektoriiniin bulunmasi sirasinda seyrek gosterilimi
bulunmaya caligilan isaretin kendisi ve analitik yolla (DCT, dalgacik vs.) 6grenilmis
olan herhangi bir sozliik matrisi kullanilir. Ikinci asamada ise ilk asamada bulunan
seyrek katsay1 vektorii ve yine isaretin kendisi kullanilarak sozlitk matrisi giincellenir.
Ik asamada seyrek katsayr vektdriiniin bulunmasinda vektdr secim algoritmalari
kullanilir. Bunlardan bazilart “Eslesme Takip Algoritmasi (Matching Pursuit-MP)”
[4], “Dik Eslesme Takip Algoritmasi (Orthogonal Matching Pursuit-OMP)” [5],
“Temel Takip Algoritmasi (Basis Pursuit-BP)” [6] ve “Odaksal Diistik-Taniml1 Sistem
Coziimi  (Focal Under-determined System Solver-FOCUSS)” [7] seklinde
orneklendirilebilir. Ikinci asamada sdzlik matrisinin giincellenmesi sirasinda

kullanilan algoritmalara 6rnek olarak “Optimal Yonler Metodu (Method of Optimal



Directions-MOD)” [8, 9, 10], “En Biiyiik Sonsal (Maximum A Posteriori- MAP)” [11,
12, 13], “K adet Tekil Deger Ayristirmast (K-Singular VValue Decomposition — K-
SVD)” [2, 13, 14] verilebilir.

Bu alandaki arastirmacilarin sentez seyreklik modeline nazaran daha sonralari
dikkatini ¢eken bir diger model de analiz seyreklik modelidir. Bu model de temel
olarak sentez seyreklik modeli ile benzerdir. Analiz modelde seyrek gosterilimi
yapilmak istenen isaret bir operatdr araciligiyla seyrek oldugu varsayilan basgka bir
doniistim uzayma tasinir. Tez c¢alismasinda her iKi isimlendirme de kullanilmustir.
Analiz modelde hedef, operatdr Q € RX*M ve seyrek gosterilmek istenen isaret y €
RM olmak iizere, Oy € RX analiz gosterilim vektoriiniin seyrek olmasini saglayan bir
Q operatorii bulmaktir [3]. Sentez seyrek gosterilimde sozlilk matrisinin siitunlarina
‘atom’ denirken benzer sekilde analiz seyrek gosterilimde de operatdriin satirlari
‘atom’ olarak isimlendirilir. Operatoriin ya da sozliiglin kare ve tersi alinabilir (tekil
olmayan - nonsingular) olmasi durumunda bu modellerin birbirlerinin ¢ifti (dual)
oldugu soylenebilir, ancak bu durum gereksizlik eklenmis (redundant-kare olmayan)
operator ya da sozliikler i¢cin gegerli degildir. Bu durum ikinci boliimde daha detayl

bir sekilde incelenecektir.

Seyrek gosterilim ana baslik olarak sentez ve analiz seyreklik modeli seklinde ikiye
ayrilir. Ancak son yillarda analiz seyreklik modelinin genellestirilmis bir hali olan
‘seyreklestirici doniistim modeli (doniisiim model)’ de aragtirmacilarin ¢alisma konusu

olmustur [15, 16].

Bu yiiksek lisans tez ¢caligmasinda isaretlerin seyrek gosterilimi i¢in kullanilan sentez
seyreklik modeli, analiz seyreklik modeli, seyreklestirici dontisiim modeli tizerinde
calisilmig, bu modellerdeki en 6nemli problemler olan sozliikk 6grenme, analiz sozliik
o0grenme ve seyreklestirici doniisiim 6grenme problemlerinin ¢dziimii i¢in sunulan
algoritmalardan bir kismi1 detayli bir sekilde incelenmis ve MATLAB ortaminda
gergeklenmistir. Ayrica bu modellerdeki en yaygin algoritmalara ek olarak yeni bir
seyreklestirici donilisiim operatérii 6grenme metodu olan “Dontisim  K-SVD
(Transform K-SVD)” algoritmasi tanitilmis ve gergeklenmistir. Tez ¢alismasinin
sonunda, bu yeni doniisiim K-SVD metodu ile analiz K-SVD metoduna ait goriintii

giiriiltiisii giderme uygulamasinin karsilastirmali sonuglarina da yer verilmistir.



Tez calismast yedi ana bdliimden olusmaktadir. Girig boliimiinde isaretlerin seyrek
gosterilimi ve bu gosterilime iliskin modeller genel bir ¢ercevede agiklanmistir. Ikinci
bolimde bu seyrek gosterilim modelleri daha detayli bilgiler ile sunulmustur.
Calismanin tigiincii boliimiinde seyrek gosterilimin en 6nemli asamasi olan sozliigiin,
operatoriin ya da seyreklestirici donilisiimiin 6grenilmesi asamasi detayl bir sekilde
incelenmigtir.  Dordiincii boliimde sozliik, operator ve seyreklestirici doniistim
Ogrenme algoritmalarinin en 6nemli 6rnekleri olan K-SVD [13], Analiz K-SVD [3] ve

Seyreklestirici doniisiim 6grenme [15, 16] algoritmalar: incelenmistir.

Besinci boliimde, yeni bir yontem olarak onerilen seyreklestirici doniisiim operatorii
O0grenme algoritmast detayli bir sekilde agiklanmistir. Altinct bolimde ise Onerilen
yeni yontem kullanilarak daha az hesapsal karmasiklikla 6grenilen seyreklestirici
donilisim operatoriiniin, analiz K-SVD algoritmas1 kullanilarak &grenilmis bir
operatdre nazaran genel olarak daha iyi performansa sahip oldugu MATLAB
ortamindaki benzetimler ile birlikte sunulmustur. Tez ¢aligmasinin son boliimiinde ise

calismanin sonucunda elde edilen bilgiler sunularak ¢calisma tamamlanmistir.



2. SEYREK ISARET ISLEME

Giris boliimiinde de bahsedildigi tizere bir isaret, asir1 tam bir sozliikk matrisinin ya da
operator matrisinin az sayidaki atomlarinin dogrusal birlesimi ile seyrek bir sekilde
gosterilebilir. Bu gosterilim sentez seyreklik modeli ve analiz seyreklik modeli ile
yapilabilir.  Tez c¢alismasinin bu bolimiinde bu seyrek gosterilim modelleri

incelenecektir.

2.1 Sentez Seyreklik Modeli

Bu modelde ele alman isaret y € R, asir1 tam bir sdzliik matrisi D € RM*X ve az
sayida sifir olmayan eleman iceren bir seyrek katsayr vektdriiniin x € RX carpimi

seklinde modellenir. Sekil 2.1° de bu model goriilmektedir.

a : N

1<

- /

1>

Sekil 2.1 : Sentez seyreklik modeli.

Burada asir1 tam s6zI{igiin atomlar1 {df};{ﬂ seklinde gosterilir bu ifadeden gorildiigi

tizere D sozliikk matrisi K adet M boyutlu atomlardan olusur. Agirlik vektorii olarak da
isimlendirilen x seyrek katsay1 vektorii, gosterilimi yapilan isaret olan y isaretine ait
katsayilar1 gdstermektedir. Isaretin gdsterilimi sirasinda seyrek katsayr vektoriiniin
sifir olmayan elemanlarina kars1 diisen sozliik atomlar1 kullanildigindan dolayr bu

vektoriin az sayida sifirdan farkli elemana sahip olmasi y isaretinin seyrek



gosterilimini saglar. y isaretinin seyrek gosterilimi y = Dx seklinde ya da ||y —

Dx||, < € kosulunu saglamak iizere yaklasik bir ifadeyle y ~ Dx seklinde yapilabilir.

Burada gériilen [|:||,, notasyonu norm ismini alir. x seyrek katsayr vektoriine ait [P
1

normu [Ixl, = (Xi=1|xk|?)? seklinde ifade edilir.

Sentez seyrek gosterilim icin seyrek katsayr vektoriinlin ve sdzliik matrisinin
bulunmasi gereklidir. Bu probleme sozliik 6grenme problemi denir ve bu problemin
¢Ozlimii iki asamada gerceklestirilir. Bu asamalar1 tanitmadan 6nce bir isaretin seyrek
gosterilim problemini tanimlamak gereklidir. Bir isaretin az sayida sifir olmayan
katsay1 kullanarak gosterilimi problemi seyrek gosterilim problemidir ve denklem

(2.1) “deki gibi verilir [13].

min||x[lo , y = Dx (2.1)

Burada ||x||o, x vektoriintin sifir normunu ifade etmektedir ve basit bir deyisle sifir
normu x vektoriiniin sifirdan fakli elemanlarinin sayisin1 vermektedir. Seyrek
gosterilim i¢in [|X||q < K olmalidir. Sonug olarak (2.1) problemi, y isaretinin, az
sayida sozliik atomlarinin birlesimi ile seyrek gosterilimini saglayacak olan x seyrek
katsay1 vektorlerinden en az sayida sifirdan farkli eleman igerenini aramaktadir

seklinde agiklanabilir. S6zliikk 6grenme problemi (2.2) denkleminde goriilmektedir.
min|[Y = DXIIz , IXillo <5 Vi (2.2)

Burada X; , X € RE*N matrisinin siitunlaridir. Y € RM*N  matrisi ise siitunlarinda

seyrek gosterilimi aranan isaretleri igeren bir matristir. Bu denklemde ||-||» Frobenius
normunu gostermektedir. Bir Z vektoriine iligkin frobenius normu, ||Z||z = /Zi ; Zl-zj

seklinde verilir.

(2.2) denkleminde goriilen sozliik 6grenme problemin ¢dziimiiniin ilk asamasi seyrek
katsayr vektoriiniin bulunmasi asamasidir. Bu asama literatiirde giiriiltiilii seyrek

kodlama seklinde isimlendirilir ve bu problem su sekilde verilir [13]:
mxin”Yi —DX;llF L IXillo<s Vi (2.3)
Bu ifadede s arzu edilen seyreklik seviyesini gostermektedir. (2.3) denklemi, belli bir

seyreklik seviyesine sahip X; seyrek katsayr vektorlerinden biri ile D matrisinin

carpilmasiyla elde edilen seyrek gosterilimin (DX;) veri ile (Y; isareti) arasindaki



karesel hatay1 en az yapacak olanini se¢gme problemini gostermektedir. Bu problem
her i i¢in ¢oziilir ve X matrisi bulunur. Seyrek kodlama probleminin yaklasik
¢Ozliimiinii bulan ¢esitli algoritmalar vardir. Bunlardan baslicalart MP [4], OMP [5],
BP [6] ve FOCUSS [7] olarak verilebilir.

Sozlik 6grenme probleminin ikinci asamasi sozlik giincelleme asamasidir. Bu
asamada ilk asamada bulunan X matrisi kullanilarak D s6zliik matrisi giincellenir.

Problem su sekilde gosterilebilir:
mDinllY — DX||% (2.4)

Diger seyreklik modellerinde de sentez modelinin sozlik 6grenme probleminin
benzeri olan operator 6grenme ve doniisiim 6grenme problemleri vardir. Bu doniigiim
O0grenme probleminin ¢6ziimii i¢in [17] ve [18] calismalari, operatér 6grenme
probleminin ¢oziimii i¢in de [19,20,21] c¢alismalar1 6rnek olarak verilebilir. Bu

calismalardan bazilar gelecek boliimlerde incelenecektir.

Sozliikk 6grenme problemine tekrar donmek gerekirse, bu problem NP-zor olan bir
problemdir. Bazi problemlerin ¢oziimii igin, ¢alisma siiresi, girilen verinin
biiyiikliigiine bir polinom cinsinden bagli olan algoritmalar bulunmaktadir. Bu tiir
problemler P (polynomial - polinomsal) kategorisinde olan problemlerdir. Ancak bazi
problemler icin girilen verinin biiyiikliigline polinom mertebesinde bagimli bir siirede
cevap verecek bir algoritma bulunmamaktadir. Bunun yerine, bir sekilde cevabi
tahmin edebiliyorsak tahminimizin dogrulugunu sinamak ic¢in veri biiylikliigline
polinom mertebesinde bagimli siirelerde calisacak algoritmalar vardir. Bu tiir
problemler de NP (non-deterministic polynomial — deterministik olmayan polinomsal)
kategorisini olustururlar. NP kategorisinde bulunan problemler zorluk derecelerine
gore NP-zor (NP-hard) ve NP-tam (NP-complete) gibi siniflara ayrilirlar. En az her bir
NP problem kadar zor olan problemlerin olusturdugu sinif NP-zor siifidir. Hem NP
olup, hem de NP-zor olan problemlerin olusturdugu smif ise NP-tam sinifidir. NP
kategorisindeki en zor problemler NP-tam problemlerdir [22]. (2.2) denklemindeki
NP-zor olan sozliik 6grenme probleminin ¢ézliimii i¢in de MAP [11, 12], MOD [9], K-
SVD [13] gibi ¢esitli algoritmalar sunulmustur. S6zliikk 6grenme probleminin detayli

incelemesi ti¢ilincii boliimde yapilmustir.



2.2 Analiz Seyreklik Modeli

Bir¢ok ¢aligmaya konu olan sentez seyreklik modelinin yanisira bu modele benzer bir
sekilde seyrek gosterilimde kullanilabilecek olan bir model de analiz seyreklik
modelidir. Sentez modeline gore arastirmacilarin daha sonralar1 dikkatini ¢eken bu
model satirlar1 atomlardan olusan ve operator (analiz sozliik) olarak isimlendirilen bir
Q € RE*M matrisine dayamir. Analiz modelde bir isaretin seyrek gosterilimi, Q
operatorii ile carpilmak suretiyle elde edilir. Sekil 2.2° de analiz seyreklik modeline

iligkin matematiksel model goriilmektedir.

SR

A

| < CCEEEEEEEEEEE
]

Y

Sekil 2.2 : Analiz seyreklik modeli.

Bu modelde hedef, verilen veriden bir analiz operatorii 6grenmektir. Ele alinan biry €
RM igareti igin bu modelde en 6nemli beklenti Qy € RX analiz gosterilimin seyrek
olmasidir. Analiz seyreklik vektoriiniin sifir olan elemanlari isaretin dik oldugu alt
uzay1 belirlerken bu uzayin disinda kalan uzay da isaretin ait oldugu alt uzay: temsil
eder. Qy analiz seyreklik vektoriiniin sifirlarinin  sayis1 es-seyreklik olarak
isimlendirilir. Isaretin ait oldugu alt uzayin boyutu r ve isaret boyutu M olmak iizere;
r &K M oldugu varsayilir [3]. Bir y isaretine ait es-seyreklik degeri o isaretin ()
operatdriine gore elde edilen es-destek kiimesinin niceligi (biiylikligii) olarak verilir.
Es-destek, Qy vektoriiniin sifir degerini aldigi indislerin kiimesi seklinde
tanimlanabilir: A ={m: {Qy},, =0,vm =1,...,M}. [17]. Burada es-seyreklik
degeri [ olarak alinirsa [ = |A| yazilabilir. Operatoriin her bir atomunun boyutu M
olarak alinirsa, isaretin dik oldugu alt uzayin boyutu [ ve isaretin ait oldugu alt uzayin

boyutu da r = M — [ olarak bulunur.



Analiz modelinde temel amag, Qy vektoriiniin seyrek olmasini saglayan bir ()
operatorii 6grenmektir. Burada belirtilmelidir ki, Q operatoriiniin kare ve tekil olmayan
(tersi alinabilir) bir matris olmas1 halinde analiz ve sentez modeli Q~! = D bagmtisiyla

gosterildigi gibi birbirine es hale gelirler.

Verilen bir x isaretinin analiz gosterilim katsayilar1 0x hesabi ile bulunabilir ve bu
gosterilimin niceligi kestirilebilir. Ancak ele alinan isaret toplanir giiriiltii altinda
gbzlemlenmigse analiz gosterilim (1x’ in bulunmasi daha zorlu olacaktir. Gézlemlenen
isaretin y ve sifir ortalamali toplanir beyaz gauss giiriiltiisiiniin v olmas1 durumunda
y = X + v yazilabilir. Bu durumda analiz seyreklik modelinde (2.5) denkleminde
goriilen operator 6grenme probleminin ¢6ziimiinde, sentez seyreklik modelindeki
sOzliik 6grenme probleminin ¢éziimiinde oldugu gibi yapilan islemler iki asamaya
boliiniir.

{ﬁ,’x, {T\i}il} = min, [X-Yl};Qx =0VI<i<N,

QX A3,

Rank(Q,,) =d -7 VI<i<N, |wl,=1 vi<j<K (2.5
Burada goriilen operator 6grenme problemi denklem (2.6)° daki gibi de ifade edilebilir.

minllY = XIIF; | @ llo <K —1 Vi=12,..,N (2.6)
X

Burada Y = [y; y; ...yn] € RM*N her biri M boyutlu olan N adet gézlem vektoriinii
(veri vektoril) gosterir. X = [x; X, ... Xy| matrisi de bu gézlem matrisindeki her bir
vektoriin giiriiltiisiiz hali olan N adet M boyutlu vektorlerden olusur. Bu problemin
¢Ozlimiiniin iki agamasindan ilki literatiirde analiz seyrek kodlama ya da es-seyrek
kodlama seklinde isimlendirilir. x orijinal isaretinin, giriltili goézlem olan y

isaretinden elde edilmesi problemi su sekilde gosterilebilir:

{)’Z, /A\} = n)g'iAnIIX —vll2; Qax = 0,rank(Qy) =M —r (2.7)

(2.7) denklemi ile tanimlanan problem su sekilde de tanimlanabilir:

minly = xII3 ; [} Qx llo < K — 1 (2.8)

Bu problem analiz seyrek kodlama problemidir. Literatiirde bu problemin ¢6ziimii i¢in
sunulan ¢esitli algoritmalar vardir. Bunlardan biri maliyet fonksiyonundaki [,
normunu l; normu ile degistirerek problemi konveks olarak hafifletir. Bu yaklasim

sentez seyreklik modelindeki temel-takip algoritmasina benzer bir yaklagimdir. Bunun



yani sira sentez seyreklik modelindekine benzer bir sekilde analiz modelinde de bu
problemin ¢6ziimii igin ¢esitli aggdzlii algoritmalar sunulmustur. Bunlardan ilki sentez
modelindeki OMP algoritmasinin bir benzeri olan ve Qx’ in sifir olmayan elemanlarini
kullanarak ¢6ziim arayan “Ac¢g6zlii Analiz Takip (Greedy Analysis Pursuit-GAP)”
algoritmasidir [23]. Bu algoritmanin gelistirilmesi ile bulunan “Geriye Dogru A¢gozlii
(Backward Greedy- BG)” algoritmasinda da Qx’ in sifir olan elemanlar1 yani es-
destegi kullanilarak ¢6ziim aranir. BG algoritmasinin gelistirilmesi ile elde edilen “En
iyilenmis Geriye Dogru A¢gdzlii (Optimized Backward Greedy — OBG)” algoritmasi
da analiz seyrek kodlama probleminin ¢dziimii i¢in kullanilan algoritmalara 6rnek

olarak verilebilir [3].

Analiz sozlik 6grenme probleminin ikinci asamasi analiz sozliik glincelleme ya da

diger bir deyisle operatdr glincelleme asamasidir. Bu problem de su sekilde verilir :
{0} = minlX = YII}; Qax; =0V1<i<N,
Rank(Qp) =d -7 Vi<i<N,|wi, =1 vi<j<Kk (2.9

Denklem (2.9) ile verilen operator gilincelleme problemi, satirlari normalize edilmis

bir Q operatorii i¢in, su sekilde de verilebilir:

minllY = XI2; | Qx; o S K —1 Vi=12,..,N (2.10)

Sentez modelinde oldugu gibi analiz modelinde de operatér 6grenme problemi NP-
zor bir problemdir ve yine bu problemin ¢oziimii igin sunulan degisik bulussal
algoritmalar vardir. Problem ¢oziimiinde bulugsal (sezgisel) bir yaklasimin
kullanildig1 algoritmalara bulugsal algoritmalar denir. Bu algoritmalar bir problemin
¢Ozlimii i¢in klasik metodlarin yavas kaldig1 durumlarda probleme daha hizli ¢6ziim
bulmak i¢in ya da klasik metodlarin tam ¢6zlimii bulmada yetersiz kaldig1 durumlarda
yaklagik ¢6ziimii bulmak icin kullanilirlar. Bulussal algoritmalar en iyi sonucu
bulmaktan ziyade genellikle makul bir siire igerisinde yaklasik bir ¢dzlim elde ederler
[24]. Analiz s6zliik 6grenme problemine yaklasik bir ¢6ziim sunan bu algoritmalara
ornek olarak Analiz K-SVD (Analysis K-SVD) [3], kisitli agir1 tam analiz operator
ogrenme (Constrained overcomplete Analysis Operator Learning - CAOL) [19] ,
Sirali En az Ozdegerler (Sequential Minimal Eigenvalues) [20] algoritmalart
verilebilir. Ilerleyen béliimde sentez ve analiz modelinin zorlu asamalari olan sozliik

O0grenme ve operatdor 6grenme problemleri daha detayli bir sekilde incelenecektir.
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Bunlarin yani sira analiz modelinin genellestirilmis bir sekli olan doniisiim modelinin
diger modellerdeki sozliik, operatdr 6grenme problemine esdeger olan seyreklestirici

doniisiim 6grenme problemi de incelenecektir.

2.3 Seyreklik Tabanh Gériintii isleme Uygulamalar

Gorlintii isleme alaninda seyreklik modelinin kullanildigr simiflandirma, giiriltii
giderme, goriintii sikistirma, goriintii ayrigtirma, goriintii geri ¢catma, yiiz tanima, i¢
boyama, manyetik rezonans goriintiilleme gibi bir¢ok uygulama bulunmaktadir. Bu
boliimde seyreklik modelinin kullanildigi bu goriintii isleme uygulamalarindan

bazilarina deginelecektir.

2.3.1 Seyreklik tabanh siniflandirma

Seyreklik tabanli siniflandirma uygulamalarinda genel olarak siniflandirma-yonelimli
sozliikler kullanilmaktadir. Bu uygulamalarda arastirmacilar tarafindan ilk olarak
sentez seyreklik tabanli s6zliik 6grenmeye dayali metodlar ¢alisilmistir. Bu metodlar
genel olarak ayirt edicilik (smiflandirici) 6zelligini dogrudan sozliige katan ya da
sozliige bu ayirt edicilik 6zelligini seyrek katsayilara katmak suretiyle kazandiran
metodlar olmak {izere ikiye ayrilirlar [25]. Bu smiflandirma-yonelimli sozliikler
vasitastyla gosterilim hatasini esas alarak ya da seyrek katsayilar ilgili goriintliiniin

oznitelikleri gibi kullanarak siniflandirma yapilmaktadir.

Yang ve dig. [26] ¢alismasinda her bir simif igin ayri bir sozlikk 6grenilmis ve test
asamasinda bu sozliiklerin birlestirilmesinden olusan biitiin bir sézliikk kullanilmistir.

Bu ¢aligmada esas alinan problem denklem (2.11)’ de goriilmektedir.

D; = min|[X; - DA 2+ AlA L ; ||d;i||2 <1,vj=12,..,K (2.11)

Burada X; € R%*Ni matrisi , siitunlarinda i. sinifa ait egitim goriintiilerini igerir. d]‘: i.
siifa ait alt sozliik olan D; = [di ,db ..., dk] € RK sgzIiigiiniin j. siitununu gosterir.

— Al Al i KxN; i ; : 5 Taring
A; = [ay,ay, ... ,ay,] € R™™ matrisi de i. smifa ait seyrek katsayr vektorlerini
belirtir. Alt sozliiklerin birlestirilmesi ile olusan biitiin sézlik D = [D4, D5, ... ,D¢]

seklinde gosterilebilir.

Zhang ve Li [27] ayirdedici K-SVD c¢alismasinda ise her sinif i¢in ayr1 bir sozliikk

O0grenip bunlan birlestirip biitiin bir sozliik kullanmaktansa, problemi tanimladig:
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maliyet fonksiyonuna bazi eklemeler yaparak biitiin bir ayirt edici sdzlikk 6grenir. Bu

durumda ele alinan maliyet fonksiyonu denklem (2.12)’ deki gibi gosterilir.

(D,W,4) = min]|X — DAIIZ + A,]IH — WAIZ + 2,lAll, + A, IWIE  (2.12)
Burada H = [hy, hy, ... ,hy] € RN egitim goriintiilerinin etiketlerini gosterir. W
smiflandiriciya ait parametredir. 44, 1,, A5 ise sabitlerdir. Bu maliyet fonksiyonunda

tic farkli degiskenin optimizasyonu vardir. Bu optimizasyon islemi su asamalarda

gerceklestirilir [27] :
1. K-SVD algoritmasindan elde edilen D ve A matrisleri baslangi¢ olarak atanir.
2. Sabit D ve A i¢in W bulunur.
3. Sabit D ve W i¢in A giincellenir.
4. Sabit A ve W igin D giincellenir.
5. Bir durma kriteri saglanana kadar 2.,3., ve 4. adimlar tekrarlanir.

Bu metodlar siniflandirma, yiiz tanima gibi uygulama alanlarinda kullanilmaktadir.

2.3.2 Seyreklik tabanh goriintii ayristirma

Gozlemlenen bir y goriintiisiiniin, y; Ve y, gibi iki farkl: alt sinyallerden olustugu (y =
y1 +y2) durumda, y; goriintiisii ayri bir seyrek gosterilimle, y, goriintiisii ayri bir
seyrek gosterilimle ifade edilebilir yani gozlemlenen goriintii bu iki goriintiiye
ayristirilabilir [1]. Bu isleme goriintii ayristirma denir. Bu islem igin su problem

¢oziilmeye calisilir:
minflxallo + Ixzllo 5 1ly = Axy — Agxa I3 < € + €3 (2.13)
1,42
Bulunan x; ve x, seyrek katsayilar ile §; = A x; Ve ¥, = A X, seklinde ayrigtirlir.
Bu ¢oziim yaklasimi ilk olarak, kaynak ayristirma problemi ile oldukga sik karsilasilan
bir alan olan akustik isaret isleme alaninda kullanilmistir. Daha sonra goriintii isleme

alaninda kullanilmaya baglanmistir [1]. Goriintii ayristirma uygulamasinda ele alinan

denklem (2.14)’ deki problem de bu yaklasimla ¢oziilmeye galisilir.

minlixgllo 5 lly — Aaxqllz < 6 (2.14)

Burada x, = [x] ,x] matrisini , A, = [A;,A,] matrisini gosterir. A; sozliigii ¥,

goriintiistinii  olustururken kullanilan atomlari, A, so6zligii ise §, gOriintiisiini
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olustururken kullanilan atomlar1 i¢eren sozliiktiir. Sekil 2.3 te bir karikatiir goriintiisti
ve bir dokuma desenli goriintiiden olusan bir test goriintiisii goriilmektedir. Sekil 2.4’

te ise bu goriintiiniin toplanir beyaz gauss giiriiltiisii altinda gézlemlenmesi durumunda

bu iki alt goriintiiye ve giiriiltii bilesenine ayristirilmis hali goriilmektedir [1].

(@) (b) (©)

(d)

Sekil 2.4 : Goriintii ayrigtirma 6rnegi. (a) Glriiltiili test goriintiisii.
(b) Ayristirilmis dokuma desenli goriintii. (¢) Ayristirilmig
karikatiir gortintiisii. (d) Ayristirilmig giiriiltii bileseni [1].
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Bu ayristirma isleminde karikatiir goriintiisii icin egricik sozliigii, dokuma desenli
gorlintli icin ayrik kosiniis doniisiimii (DCT) sozligii kullanilmistir. Burada
gorlntiilerin iyi bir sekilde ayristirilabilmesi igin, dikkat edilmesi gereken nokta
kullanilacak olan sozliiklerin diger goriintiiyli ifade edebilecek atomlar1 icermemesi ya

da oldukea az icermesidir [1].

2.3.3 Seyreklik tabanh i¢ boyama

Bir x, seyrek katsay1 vektorii ile y, = Ax, seklinde seyrek gosterilime sahip bir y,
sinyali varsayilsin. Bu isaretin bir M maskeleme operatorii ile bazi Ornekleri
kaybedilmis (maskelenmis) bir y = My, gézlemini ele alirsak, y, sinyalini elde etme
problemi denklem (2.15) teki gibi verilir [1].

II;I(in”XOHO , Y= MAXO (2. 15)
0

Buradan bulunan %, ile §, = A%, elde edilebilir. Bu sonug soyle agiklanabilir: Eger y,
isaretine iliskin k, adet sifir olmayan elemana sahip x, seyrek katsayr vektorii en
seyrek durumda ise, gézlemledigimiz y isaretine iligskin seyrek katsay1 vektoriiniin sifir
olmayan eleman sayis1 bu k, degerinden yiiksek olamayacaktir. Bundan dolay1
maskeleme igleminden sonra kaybedilmis 6rnekleri tekrar elde edebilmek miimkiin

olmaktadir [1].

Sekil 2.5° te ¢ = 20 standart sapma degerine sahip bir beyaz gauss giiriiltiisii ile
maskelenmis ve belli sayida pikseli kaybedilmis goriintiiler ve bu goriintiilerin i¢
boyama ile elde edilmis goriintiileri bulunmaktadir. i¢ boyama islemi ile, maskelenmis
olan pikseller uygun bir sekilde doldurularak daha diizgiin goriintiiler elde edilmistir
[1].

Sekil 2.5 ile sonucu verilen deneyde i¢ boyama islemi Ortiisme olmadan
gerceklestirilmistir. Bir baska deneyde ise ayni goriintli yine ayni standart sapma
degerine sahip beyaz gauss giiriiltiisii ile maskelenmis ve bu goriintiiler bu sefer tam
ortiisme yapilmak suretiyle i¢ boyama islemine tabi tutulmustur [1]. Bu deneye ait, i¢
boyama isleminden elde edilen sonuglar da Sekil 2.6’ da goériilmektedir. Bu sekilden
de anlagilmaktadir ki tam Ortiisme ile gergeklestirilen i¢ boyama Ortiisme olmadan

gerceklestirlen i¢ boyamaya gore daha iyi sonuglar vermektedir [1].
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Sekil 2.5 : (a) %25, (b) %50, () %75 pikseli maskelenmis goriintiiler. i boyama ile
elde edilmis goriintiiler: (d) RMSE:14.55, (¢) RMSE:19.61, (f) RMSE:29.7

(@) (b) (©)

Sekil 2.6 : Tam ortiisme yapilarak gerceklestirilen i¢ boyamayla elde edilmis
goriintiiler. (a) RMSE: 9.0, (b) RMSE : 11.55, (¢) RMSE: 18.18
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3. ANALIZ VE SENTEZ SEYREKLIK iCiN SOZLUK OGRENME

Calismanin bu boliimiinde seyrek gosterilim modellerinin 6nemli asamalari olan

sozliik, operator ve seyreklestirici doniisiim 6grenme problemleri ele alinacaktir.

3.1 Sentez Seyreklik Modelinde Sézliik Ogrenme

Ikinci béliimde sdylendigi iizere, bir isaret, bir sdzliik ve bir seyrek katsayr vektorii
vasitasi ile sentez seyreklik modeli kullanilarak gosterilebilir. Bu modelde s6zii edilen
sozlik matrisi, atom olarak isimlendirilen siitun vektorlerinin birlesiminden
olusmustur. Ikinci boliimdeki denklem (2.1)’ de verilen seyrek gosterilimi saglayacak
sekilde bu atomlarin birkaginin dogrusal birlesimi ile seyrek gosterilimi aranan igaret

yaklagik bir sekilde gosterilmis olur.

Ele alinan igsaret y € RM seklinde gosterilen M boyutlu bir vektdr ise ve asir1 tam bir
sozliik matrisi D € RM*X ve az sayida sifir olmayan elemanlar igeren bir seyrek
katsay1 vektorii de x € RX seklinde gosterilirse sentez seyreklik modeline gore bu

isaretin y = Dx seklinde ya da ||y — Dx||,, < € kosulunu saglamak iizere yaklasik bir
ifadeyle y = Dx seklinde seyrek gosterilimi vardir. {dj};{:l asirt tam sozligiin

atomlarini gostermek iizere bu seyrek gosterilim ifadesi denklem (3.1)” deki gibi de

gosterilebilir.
¥ = Yke1x(k)dj =Dx (3.1)

Burada ¥ isareti sozliik ve seyrek katsayr vektorii kullanilarak elde edilen seyrek
gosterilimi temsil etmektedir. Ayrica x(k) degeri de sozliigiin k. atomuna karsilik
gelen katsayr degerini gostermektedir. Daha 6nce de bahsedildigi lizere isaretin az
sayida atomun dogrusal birlesimi ile ifade edilebilmesi agisindan bu seyrek katsayi
vektoriinlin az sayida elemanmnin (6rnegin s << K) sifirdan farkli olmasi
istenmektedir. Seyrek gosterilimi aranan orijinal isaret y ve seyrek gosterilim ile elde
edilen ¥ isareti arasindaki fark ‘gosterilim hatasi® olarak isimlendirilir ve denklem
(3.2)’ deki gibi ifade edilir.
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r=y—y=y—Dx (3.2)

Sentez seyreklik modelinde uygun sozlik ve seyrek gosterilim vektorii bulma
problemi sozlilk 6grenme olarak adlandirilir ve gesitli algoritmalar kullanilarak iki
asama da c¢Oziilir. Bunlardan ilki seyrek kodlama digeri ise sozliikk giincelleme
asamasidir. Bu boliimde sozliikk 6grenme problemi genel olarak ele alinacak ve bu

problemin ¢éziimii i¢in sunulan K-SVD algoritmast dérdiincii boliimde anlatilacaktir.

Sozliik 6grenme problemi denklem (2.2)’deki gibi genel bir sekilde ifade edilebilir. Bu

denklemi tekrar yazmak gerekirse;

min|[Y —=DX|Iz , [IXillo <s Vi (3.3)

Burada Y € RM*N matrisi siitunlarinda seyrek gosterilimi aranan M uzunluklu N adet
isaretleri iceren bir matristir ve egitim kiimesi olarak da isimlendirilir. X € RE*N
matrisi bu kiimedeki her bir isarete karsilik gelen seyrek katsay1 vektorlerinden olusan

bir matristir. Ele alinan problemi yorumlamak gerekirse, rgi)?llY — DX|% kism1 D

sozligl ve X seyrek katsayr matrisi kullanilarak bulunacak olan seyrek gosterilimin
elimizdeki Y gozlemine olabildigince sadik kalmasii saglayacak olan kismi ifade
eder. [|X;llo < s, Vikismiise her bir isareti gostermek lizere kullanilacak olan seyrek
katsay1 vektorlerinin en fazla s elemaninin sifirdan farkli olmasini saglayan yani

seyrekligin zorlandig1 kisimdir.

(3.3) denkleminden goriildiigli lizere sozliikk 6grenme igin verilen bu optimizasyon
probleminde iki adet degisken vardir. Bunlar sozliik matrisi D ve seyrek katsayir matrisi
X’ tir. Bu iki degigkenin ayn1 anda gilincellenmesi zorlu bir problem olacagindan bir
¢ok algoritmada bu problemin iki asamaya ayrilarak ¢oziilmesi sunulmustur. Bu iki

asama;
e D sozliikk matrisinin sabit tutulup, X katsay1 matrisinin bulunmasi,

e X katsaylr matrisinin sabit tutulup, D so6zlik matrisinin bulunmasi/

giincellenmesi
seklinde gosterilebilir.

[k asamada genelde analitik bir yontem ile elde edilmis D sozliik matrisi kullanilarak
cesitli vektor secim algoritmalari ile bir X Katsayr matrisi bulunur. Ikinci asamada ise

bulunan bu X matrisi kullanilarak yeni bir D s6zlilk matrisi bulunur ya da baska bir
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deyisle sozliik matrisi giincellenir. Literatiirdeki algoritmalarin bir¢ogu ikinci asama
olan sozliik matrisinin glincellenmesi asamasinda gesitlilik gosterir. S6zliik 6grenmede
kullanilan en ¢ok bilinen algoritmalar ‘Optimal Yo6nler Metodu (MOD)’, ‘En Biiyiik
Sonsal (MAP)’ ve ‘K-adet Tekil Deger Ayristirma (K-SVD)’ seklinde
orneklendirilebilir. MOD algoritmasinda sozliik glincellenmesi sirasinda en az kareler
¢Ozlimii kullanilmaktadir. MAP algoritmasinda ise D sozliik matrisi olusturulurken
olasiliksal hesaplamalar kullanilmaktadir. Bu algoritmalarin arasinda en yaygin olarak
kullanilan K-SVD algoritmasinin agiklamasi daha detayli bir sekilde doérdiincii

bolimde anlatilacaktir.

3.2 Analiz Seyreklik Modelinde Sozliik Ogrenme

3.2.1 Operator 6grenme

Bir 6nceki boliimde kisaca deginildigi iizere analiz modeli sentez modeline gore daha
sonralar1 arastirilmaya baslanmis bir modeldir. Sentez modelde isaret bir sozliik ve bir
seyrek vektor ile sentezlenmeye ¢alisilirken, analiz modelde isaret bir operator (analiz
sozliik) ile ¢arpilarak seyrek oldugu varsayilan bir vektor uzayina taginir. Bu seyrek
vektoriin sifir olan elemanlart igaretin dik oldugu alt uzayi temsil ederken bu uzayin
disinda kalan uzay da isaretin ait oldugu alt uzayi temsil eder. Analiz modelinde amag
isareti seyrek bir sekilde gosterebilecek bir operator 6grenmektir. Bu problem ikinci
bolimde (2.6) denklemi ile verildigi lizere Qve x degiskenleri iizerinden bir

optimizasyon problemi igerir. (2.6) denklemini burada tekrar gostermek gerekirse :

minllY = X|IF; | @ lo <K ~1  Vi=12,.,N (3.4)
X

Bu problemi iki degisken iizerinden ¢6zmeye ¢alismak zorlu bir yaklasim olacagindan
caligmalarin bir ¢ogunda bu asama degiskenlerden birinin sabit tutulup digerinin
giincellenmesi yaklagimi ile kolaylastirilmistir. Boylece operatdr 6grenme problemi
de sozlilk 6grenme problemi gibi iki agsamaya boliiniir. Analiz modelinde operator
o0grenme probleminin ilk asamasi sentez modelde oldugu gibi analiz seyrek kodlama
asamasidir. Verilen bir baglangi¢ operatorii ile bir takip algoritmasi kullanilarak bu

problem ¢dziiliir. Ikinci asama ise operatdr giincelleme asamasidir.

Operator 6grenme problemi sozliikk 6grenme problemi gibi NP-zor bir problemdir ve
bu problemin ¢oziimii i¢in sunulan degisik algoritmalar vardir. Bu algoritmalarda

problem ya [, normu kullanilarak ¢oziilmeye ¢alisilmis ya da konveks olarak
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hafifletmis hale getirmek icin [, normu yerine [; normu kullanilmistir. Ophir ve dig.
[20] calismasinda [, normunu kullanirken bir diger ¢alismada ise Yaghoobi ve dig.
[19] ¢alismasinda, operatoér 6grenme problemini konveks olarak hafifletip QX in [;
normunu en aza indirmeye ¢alismislardir. Ancak burada vurgulanmasi gereken 6nemli
bir nokta vardir ki ¢6ziimiin tamamen sifirlardan olusmus bir operatér (2 = 0) olmasi
da muhtemeldir. Ancak bu ¢b6zliim faydasiz, siradan bir ¢oziimdiir. Arastirmacilar
calismalarin bir gogunda bu gibi faydasiz ¢oziimleri elemek amaciyla operatorlerin bir
kiimeye ait olmasi i¢in zorlanmasi gerektigini 6nermislerdir. Degisik ¢alismalarda bu
kiimenin sahip olmasi gerektigi disiiniilen 6zellikler de degisiklik gostermistir.
Ormegin Yaghoobi ve dig. [19] ¢alismasinda operatdr 6grenme problemini (3.5) ‘teki
gibi tanimlayip, operatoriin ait olmasi gereken kiimenin de (3.6) ‘da goriildigi gibi

olmasi gerektigini 6nermislerdir.

y)
. _ 2
frlrelg;(zllY X[l + 12X |l; (3.5)
C={Q: QTa=1 ve |wgll, =1,Vk} (3.6)

Burada w,, , Q operatoriiniin k. satirindaki atomu temsil eder. Bu kiime ‘Diizgiin
Normalize Edilmis Siki1 Cergeve (Uniformly Normalized Tight Frame-UNTF) ° olarak
isimlendirilmektedir. Bulunan operatoriin bu kiimeye dahil olmasina zorlanmasi

halinde yukaridaki gibi faydasiz ¢oziimler elenmis olacaktir.

Benzer olarak bir diger ¢alisma olan Elad ve dig. [3] ¢alismasinda ise seyreklik 6l¢iisii
olarak I, normu kullanilmis ve operatér 6grenme igin analiz alt uzayinin boyutunu
tahmin eden es-rank 6lglimiine dayali bir metod onerilmistir. Bu ¢alismada sunulan
Analiz K-SVD algoritmasi hesapsal adimlar agisindan sentez modelde ki K-SVD
algoritmasina paraleldir. Ayrica operatér 6grenme siireci Yaghoobi ve dig. [19]
calismasindaki gibi kisith bir optimizasyon probleminin ¢oziimii seklinde
diistiniilmiistiir. Yine [19] ¢alismasindaki gibi Analiz K-SVD c¢alismasinda da ¢6ziim
olarak kabul edilebilecek operatorler bir kiimeye ait olacak sekilde gosterilebilir. Bu
calismada da faydasiz ¢oziimlerin elenmesini saglayacak sekilde tanimlanan kiime

(3.7) “deki gibi gosterilebilir [17].

C= {Q : rank(QAn) =M—-r ve |wgll,= 1,Vk} (3.7)
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Operator 6grenme algoritmalar1 arasinda en yaygin olarak bilinen Analiz K-SVD

algoritmasi dordiincii bélimde incelenecektir.

3.2.2 Seyreklestirici doniisiim 6grenme

Arastirmacilarin sentez ve analiz seyreklik modeline gore daha sonralar1 dikkatini
¢eken ve seyrek gosterilimde kullanilan bir bagka model de seyreklestirici doniisiim
modelidir. Analiz modelinin genellestirilmis hali olan bu model, isaretlerin doniisiim

bolgesinde yaklasik olarak seyrek gosterilebilecegini onerir [15].

Seyreklestirici doniisim modelinde seyrek gosterilim hatasi olarak isimlendirilen
model hatasinin orijinal isaret domeninde degil de doniisiim ya da analiz domeninde
gosterildigi bir maliyet fonksiyonu en aza indirilmeye ¢alisilir. Dontisiim 6grenmede
problemi tanimlarken kullanilan bu kii¢iik fark analiz operatér 6grenme gergevesiyle
karsilastirildiginda bazi1 6nemli avantajlar saglar. Bu avantajlardan en 6nemlisi, yaygin
bilinen analiz operatdr 6grenme algoritmalarinin hesapsal olarak yiikii agir olan analiz
seyrek kodlama agamasinin karmasikligini yliksek oranda azaltan bir esikleme agamasi
ile degistirilmesidir.

Ravishankar ve Bresler’ in [15] ¢alismasinda tam (kare) doniisiim 6grenme problemi
ele alinmigtur. Daha sonra ise [16] ¢alismasinda yine Ravishankar ve Bresler asir1 tam

doniisiim 6grenme probleminin ¢éziimii igin bir algoritma 6nermislerdir.

Verilen bir Y € RM*N veri matrisi i¢in tam (kare) seyreklestirici doniisiim 6grenme
problemi denklem (3.8) deki gibi verilir [15].

min[|WY — X||I7 — Alogdet(W) + ullWIIZ,  IIXillo <'s (3.8)

Seyreklestirici doniisiim Ogrenme i¢in tanimlanan (3.8) denkleminde goriilen
optimizasyon problemi seyrek gosterilim hatasinin en aza indirilmesini saglayan ana
kisim ile bazi faydasiz ¢oziimlerin elenmesini ve bazi kisitlamalarin zorlanmasini

saglayan kisimlardan olusmustur. Bu problemde min||WY — X||% kismi daha 6nce
WX

sentez ve analiz modellerindeki 6grenme problemlerinde oldugu gibi seyrek gosterilim
hatasin1 gosterir. Bu seyrek gosterilim hatas1 W ve X degiskenleri iizerinden en aza
indirilmeye ¢alisilir. Ancak olasi ¢oziimler arasinda W = 0 ve X = 0 gibi faydasiz
¢oziimler de vardir. Ele aliman optimizasyon problemindeki log det(W) kismu W
doniisiimiiniin tekil olmayan (tersi alinabilir) bir matris olmasinin zorlandig: kisimdir

ve bu kissm W doniisiimiiniin tiim sifir satirlardan olusmasi ya da tekrarlayan
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satirlardan olugmasi gibi faydasiz ¢oziimlerin elenmesini saglayan kisimdir. Bu
kisitlama ile ayn1 zamanda tam ranklik da saglanmis olur [15]. Ancak maliyet
fonksiyonuna sadece bu kisitlamanin eklenmesi yeterli derecede iyilestirmenin
yapildigini géstermez. W donlisiimiiniin bir satirin1 biiyiik degerde bir olgekle diger
satirlarin1 daha diisiik degerde bir 6lgekle 6l¢ekledigimizi diisiinelim. Bu sekilde elde
edilen doniisiim tam ranktir ve seyrek gosterilim hatasi olabildigince sifira yakindir
ancak bu doniistim kotii kosullandirilmis bir doniistimdiir. Ayrica sadece biiyiik 6l¢ekli
tek bir satir kadar (diger satirlar 6l¢ek olarak daha az oldugundan) iyi bilgi iiretir.
Satirlar arasindaki bu 6lgek belirsizligini gidermek ve daha fazla bilgi iiretebilecek,
daha iyi kosullandirilmis bir doniisiim elde edebilmek i¢in maliyet fonksiyonuna

u||WJ|% kismi1 eklenmistir.

Siitunlar1 y, € RM ,n = 1,2, ..., N isaret vektdrlerinden olusan Y € RM*N veri matrisi
i¢in, agir1 tam bir W € R¥*M (K > M) seyreklestirici doniisiim 6grenme problemi
(3.9)’ daki gibi gosterilebilir [16].

%iQIIWY — X||2 — Alog det(WTW) + nZ|(wj,wk)|p )
' k#j

Ixpllo < s Vn,|lwgll, = 1VEk 3.9)

Denklem (3.9)’ de gériilen x,, € RK, n =1,2,..., N vektdrleri ele alian isaretlerin
doniisiim domenindeki seyrek gosterilimlerine karsihk diiserler ve X € RK*VN
matrisinin siitunlarin1 olustururlar. Asir1 tam seyreklestirici doniisim 6grenme

problemindeki r‘glvi)rgHWY — X||2 kismu seyrek gosterilim hatasini temsil etmektedir.

Problemin kalan kismindaki log det(WTW) kismu tam rank kosulunu saglamak icin,

N ke j|(wk,w j)|p kism1 da W doniisiimiiniin satirlarinin yani atomlariin birbiriyle
ayni olmasmi engellemek i¢in eklenmistir. Bu kisimlarin ana optimizasyon

problemine eklenmesinin sebebi daha once de bahsedildigi gibi faydasiz ¢oziimleri

elemektir [16].

Seyreklestirici donilisim modelinde de diger modellerde oldugu gibi doniisiim
O6grenme problemi iki degiskenin optimizasyonu seklinde ¢oziilmeye caligilir. Ancak
bu ¢oziim yontemi zorlu oldugundan sozlik ©Ogrenme ve operatdr Ogrenme
problemlerinde oldugu gibi degiskenlerden birinin sabit tutulup digerinin

bulunmasiyla ya da ilerki adimlar i¢in giincellenmesiyle problem basitlestirilmis olur.
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Dordiincii  bolimde kare seyreklestirici doniisiim algoritmast ve asirt tam

seyreklestirici doniisiim algoritmasi incelenecektir.
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4. SOZLUK OGRENME ALGORITMALARI

Onceki boliimlerde isaretlerin seyrek gosteriliminde kullanilan sozliik, operatdr ve
seyreklestirici donilisim O6grenme problemlerinden bahsedilmisti. Bu boliimde ise
bahsedilen problemlerin ¢6ziimii igin 6nerilmis, yaygin olarak bilinen algoritmalar

detayl bir sekilde incelenecektir.

4.1 K adet - Tekil Deger Ayristirma (K-Singular Value Decomposition- K-SVD)

K adet - tekil deger ayristirma algoritmasi isaretlerin sentez seyreklik modeline gore
seyrek gosteriliminin yapilabilmesi i¢in gerekli olan s6zlikk matrisinin 6grenilmesinde
kullanilan bilinen en yaygin algoritmalardan biridir. Bu algoritma literatiirdeki K —
ortalamalar metodunun genellestirilmis hali olarak disiiniilebilir [14]. Daha 6nce
sozlik 6grenme problemini bir optmizasyon problemi seklinde denklem (4.1)” deki
gibi gostermistik. Bu problem, Y 6rnekler kiimesinin seyrek gosterilimini saglayacak

olan en iyi sozliik matrisi D’ yi aramaktadir.

min{[[Y = DXIIz} ,  IIXillo < To, Vi (4.1)

K-SVD algoritmasinda denklem (4.1)’ deki ifade yinelemeli bir sekilde en aza
indirilmeye ¢aligilir. Sekil 4.1 de bu yinelemeli yapiy: basit¢e gosteren bir sematik
goriilmektedir. Sozlilk 6grenme problemini anlatirken de bahsedildigi gibi ilk olarak

D sozliik matrisi sabit tutulup en uygun X seyrek katsay1 matrisi bulunur.

Sozliik Giincelleme
D’ ye ilk Seyrek Kodlama

— L (SVD metodu kullanilir,
(Herhangi bir takip her siitun igin tekrarlanir)

deger atanir.

algoritmasi kullanilir)

Sekil 4.1 : K-SVD algoritmasinin basit semas.
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Tam olarak en uygun seyrek katsayr matrisini bulmak miimkiin olmadigindan bu
asamada yaklasik olarak ¢oziimii veren takip algoritmalar1 kullanilir. Daha 6nce de
sOylendigi gibi bu asama ‘seyrek kodlama’ agamasi olarak isimlendirilir. Bu asamadan
sonra ikinci asama X seyrek katsayr matrisinin sabit tutulup, daha iyi bir D s6zliigliniin
aranmasi asamasidir. Bu yiizden ikinci asama sozliik matrisini giincelleme asamasi
olarak isimlendirilir. Sozlik matrisinin  giincellenmesi asamasinda, D so6zliik
matrisinin k. siitunu d; hari¢ diger siitunlart sabit tutulur ve her bir adimda bu d,
slitunu yani atomu giincellenir. Bu atoma iliskin katsay1 da denklem (4.1)’ de ki hatay1
en aza indirecek olan yeni bir deger ile degistirilir. Katsayilar da yapilan bu degisiklik
yoniinden K-SVD algoritmasi, K-ortalamalar algoritmasina gore dnemli derecede
faklilik gosterir. K-ortalamalar algoritmasinda ve diger algoritmalarda so6zliik
matrisinin giincellenmesi asamasinda X seyrek katsayr matrisi tamamiyla sabit tutulur.
K-SVD algoritmasinda her bir adimda bir sozliik atomu giincellenirken bir taraftan da
ilgili katsayilarin degismesine izin verilir. Bu degisim daha sonraki atomlarin
giincellemelerini  daha iliskili katsayilara dayandiracagindan dolayr yakinsamay1
hizlandirir. K-SVD algoritmasini daha detayl incelemek iizere denklem (4.1)” deki
fark ifadesini asagidaki gibi gosterebiliriz:

N
IY = DXII = ) lly; - Dxill3
i=1

Ele alinan optimizasyon problemi N adet ayri probleme doniistiiriiliirse denklem (4.2)

elde edilir:

min{[ly; — Dxll3} , Ixllo<To, i=12,..,N. (4.2)

Denklem (4.2)’ de goriilen problem herhangi bir takip algoritmasi kullanilarak
¢coziimlenebilir. Coziimiin ideal ¢dziime olabildigince yakin olmasi i¢in T, esik

degerinin yeterince kii¢iik olmas1 gerekmektedir [14].

Ikinci asama sozliik matrisinin giincellenmesi ve sifirdan farkli katsayilarin yeniden
hesaplanmas1 asamasidir. Bu asamada D sozliik matrisi ve X katsayl matrisi sabit
tutulur ve sozliik matrisinin k. siitunu dy, ile bu slituna denk gelen katsay1 matrisinin
k. satirr x% ile ilgilenilir. Denklem (4.1)’ deki fark ifadesini K adet vektoriin

carpimlariin toplami olarak ifade edersek denklem (4.3)’ ii elde ederiz.
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K 2
Iy =xi = Iy = > dixd|| = [|{ Y= djxd | - dyk
=1 . JET

= ||Ex — de'f‘”i (4.3)

Burada E, matrisi k. atom haric kalan N Ornege ait hatayr gosterir. K-SVD
algoritmasinda  giincellenmis d, ve xX% wvektorleri SVD (Singular Value
Decomposition - Tekil Deger Ayristirma) yontemi ile bulunur ve bu islem K adet
sozliikk atomu icin tekrarlandigindan algoritma ismi K-SVD olarak anmilir. SVD
yontemi ile E, matrisine yakinsayan d, ve xX vektorleri bulunacagindan (4.3)
denklemi ile verilen hata da en aza indirilmis olur. Ancak burada d; atomu
giincellenirken seyreklik ile ilgili herhangi bir kisitlama zorlanmadig igin x% vektorii
rastgele bulunmus olur. Bundan dolay1 bu asamada bazi hatalar olabilir. Bu problem
icin ¢ok kolay ve sezgisel bir ¢6ziim Onerilir. Bu ¢éziime gore, d; atomunu kullanan
{y;} orneklerini gosteren yani x%(i) katsayilarmin sifir olmayanlarinm indislerini

iceren bir wy, vektorii tanimlanir.
we={il1<i<K,xk({@)=#0} (4.4)

Daha sonra N X |wy| boyutunda (wy(i),i) girislerinde bir degerini igeren, diger
yerlerde sifir degerini igeren bir (), matrisi tanimlansin. Bu matris ile x% satir vektorii
carpildiginda  Q matrisinin sifir olan girislerinden dolay1 x¥ ‘min kiiciiltiilmiis hali
olan |wy| uzunluklu x¥ vektorii elde edilir. Ayni1 sekilde Q, matrisi ile Y 6rnekler
kiimesi carpildiginda bir alt 6rnek kiimesi YR olusur. Bu durumun aynis1 £, matrisi E;,
matrisi ile carpildiginda da olusur ve sonug olarak sadece d; atomunu kullanan
orneklere iliskin hatayr gosteren ER sikistirilmuis matrisi elde edilir. (4.3) ifadesi
orijinal x% ile aym yerlerde sifir olmayan elemanlara sahip olan x§ ¢oziimiiniin

arandi81 yeni bir ifade ile gosterilirse:

seklinde bir denklem elde edilir. Bu durumda direkt olarak SVD uygulanir. SVD
yontemi ile EX matrisi ER = UAVT seklinde ii¢ ayr1 matrise ayristirilir. Bu ayristirma
islemi yapildiktan sonra U matrisinin ilk siitunu giincellenmis olan d, atomu olarak ve
V matrisinin ilk siitununun A(1,1) ile ¢arpilmis hali de giincellenmis olan x¥ katsay

vektori olarak alinir [13]. Bu ¢oziimler yapilirken s6zliik matrisi D’ nin siitunlarinin
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normalize edildigi ve tiim gosterimlerdeki sifir olmayan eleman sayisinin ya ayni
sayida kaldigi ya da miimkiin oldugu kadar distrildigi g6z Oniinde

bulundurulmalidir.

Giincellenmis olan d,, atomu ve x£ katsay: vektorii, SVD yontemine alternatif olarak,
denklem (4.6)’ da verilen ifadelerin birkag kere yinelenmesi ve ardindan iki vektoriin

olceklenerek dj, atomunun normalize edilmesi ile de bulunabilir [14].

i ERxk’ dTER re
k — x kT »XR = aT a ( . )

Sozliik 6grenme problemine bir ¢oziim olarak oOnerilen K-SVD metoduna iliskin

algoritma Sekil 4.2 ¢ de goriilmektedir.

Problem : nDan{IIY— DX||2} , Vi, lIxillo < Tp -

Giris - Siitunlart normalize edilmis bir D(® sozliik matrisi. J=1.
Durma Kriteri saglanana kadar seyrek kodlama asamasimi ve sozlikk
glincelleme agamasini tekrar et:

e Seyrek kodlama :
n}}ﬂ“)’i -Dx;ll3} L lxillo £To,i=12,..,N

problemini her y; 6rnegi i¢in bir x; katsay1 vektorii bulmak iizere bir takip
algoritmasi kullanarak ¢6z.

o Sozliik Giincelleme: DY~V sozliigiiniin k = 1,2,, ..., K olmak
iizere her bir siitunu i¢in,

- Wy vektorilinli tanimla.

- Ey hatamatrisini Ex =Y — X de]T. denklemini
kullanarak hesapla.

- Ex matrisinden yalnizca wjy vektoriinde tanimlanan
siitunlar1 segerek EF sikistirilmis hata matrisini elde et.

- ER matrisine SVD uygulayarak UAVT c¢arpimina ayristir. U
matrisinin ilk siitununu d, atomu olarak sec. x} katsay
vektorlini V matrisinin ilk siitununun A(1,1) ile ¢arpilmis
hali olacak sekilde giincelle.

o J=J+1.
Cikis : D sozliik matrisi.

Sekil 4.2 : K-SVD algoritmasi [13].
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4.2 Analiz K-SVD

4.1 bolimiinde anlatildigi gibi K-SVD algoritmasi isaretlerin sentez seyreklik modeli
kullanilarak gosteriliminin yapilmasinda gerekli olan sozliik matrisinin 6grenilmesi
i¢cin sunulan bir algoritmadir. Analiz K-SVD algoritmasi da sentez seyreklik modelinin
paraleli olan analiz seyreklik modelinde kullanilan operatoriin 6grenilmesi igin
sunulan ve hesapsal adimlar acisindan K-SVD algoritmasinin paraleli olan bir
algoritmadir. Analiz K-SVD algoritmasina iliskin basit sematik Sekil 4.3° de

gorilmektedir.

Analiz Seyrek Kodlama Operator Giincelleme

(Herhangi bir acgozli ____ (SVD metodu kullanilir,
algaritma kullanihir) her satir icin tekrarlanir)

Q' yailk
deger atanir.

Sekil 4.3 : Analiz K-SVD algoritmasinin basit semasi.

Analiz modelinde, verilen bir Y = [yq, y,, ..., yn] € RM*N 6rnekler kiimesinde her bir
ornegin, () operatoriiniin [ adet satirina dik olan bir igaretin giiriiltiili hali oldugu kabul
edilir. Burada, v; sifir ortalamali toplanir beyaz gauss giiriiltiisii ve x; ||[Qx;|lo = K — [
seyreklik sartin1 saglayan isaret vektorii olmak iizere y; = x; + v; oldugu belirtilebilir.
Analiz sozliikk 6grenme probleminde de sentez sozliik 6grenme probleminde oldugu
gibi baslica iki asamanin oldugu 6nceki boliimlerde sdylenmisti. Bu asamalardan ilki
olan analiz seyrek kodlama asamast GAP, BG ve OBG gibi a¢gdzlii algoritmalardan
biri kullanilarak ¢oziiliir. ikinci asama olan operatdr giincelleme asamasi gesitli
metodlar kullanilarak ¢d6ziilebilir. Operatdr O6grenme probleminin ¢dézlimiinde
kullanilan, bilinen en yaygin algoritmalardan biri analiz K-SVD algoritmasidir.
Onceki boliimlerde operatér ogrenme denklem (2.6) ya da (2.7)° deki gibi
tanimlanmistt. Rubinstein ve dig. [21] calismasinda operatér 6grenme problemi,

benzer sekilde denklem (4.7)” deki gibi tanimlanmustir.
{Q.,X} = rgi)?llx—Yll,% 19X lo<K—-1 VI<i<N,

lwil, =1 vi<j<k (4.7)
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Burada, x; giiriiltiisiiz isaretin kestirimini géstermektedir ve X matrisinin stitunlarini
olusturmaktadir. w; vektorleri de  operatoriiniin satirlarini olusturmaktadir. (4.7)
denklemi ile verilen operator 6grenme problemi sentez seyreklik modelindeki sozliik
O0grenme problemi ile ayni yapiya sahiptir [3,21]. Bu yilizden analiz K-SVD
algoritmasi, sentez modelin yaygin bilinen ve bir 6nceki boliimde incelenen K-SVD
algoritmasina benzerlik gosteren yinelemeli bir yapiya sahiptir. Bu algoritmada da K-
SVD algoritmasinin sozliik 6grenme probleminde oldugu gibi operatér 6grenme
problemi iki asamali bir yaklasim ile ¢oziilmeye calisilir. ilk asamada baslangigta
verilen sabit bir Q operatorii kullanilarak X matrisi bulunur. Ikinci asamada ise ilk
asamada bulunan X matrisi kullanilarak Q operatorii giincellenir. Belli bir durma kriteri

saglanana kadar siire¢ bu sekilde devam eder.

[k asama olan analiz seyrek kodlama asamasinda, y; isaretinin giiriiltiisiiz hali olan ve
X matrisinin siitunlarini olusturan her bir x; vektorii ayri ayri bulunur. Aslinda analiz
seyrek kodlama asamasi, ) operatoriine en ¢ok dik olan [ adet satir1 bulma isleminden
ibarettir denebilir [21]. Analiz seyrek kodlama asamasinda ele alinan problem denklem
(4.8)’ deki gibi gosterilir.

% = minlly; —xI} ; Qxllo <K -1 Vi (4.8)

Denklem (4.8) ile verilen problem daha 6nce bahsedilen herhangi bir takip algoritmasi

kullanilarak ¢oziilebilir.

X matrisi bulunduktan sonra ikinci asama olan operator giincelleme asamasina gegilir.
Bu asamada da analiz seyrek kodlama asamasinda oldugu gibi operatdriin her bir
siitunu ayr1 ayr1 giincellenir. Sentez modeldeki K-SVD algoritmasina benzer sekilde X
matrisinin w; vektoriine dik olan siitunlarmin indislerini igeren bir ] kiimesi tanimlanur.
Daha sonra Y matrisinin ] kiimesinde indislenen siitunlarini igeren bir Y; alt matrisi
tanimlanir. w; vektoriiniin glincellenmesinde ele alinan problem denklem (4.9)* daki
gibi verilir.

W

j = min||wY[|, 5 fiwll; =1 (4.9)

(4.9) denklemi ile verilen problemde aranan ¢dziim, Y; matrisine SVD uygulayarak
elde edilebilecek olan Y; matrisinin en kiigiik tekil vektdriine karsi diisen tekil

vektordiir. Analiz K-SVD algoritmasinda operatdr giincelleme sirasinda yapilan ek bir

islem daha vardir. Bu islem ile operatoriin her bir satirinin, kendisi hari¢ kalan diger
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satirlar ile arasindaki benzerlik 6l¢iilmektedir. Eger bu benzerlik mutlak deger olarak

1 — 6 degerinden biiyiikse, rastgele iiretilen bir satir ile degistirilmektedir.

Analiz K-SVD algoritmasi sentez modelde bahsedilen K-SVD algoritmasina oldukca
benzerdir. Bu iki algoritma arasindaki ana fark analiz K-SVD algoritmasinda en biiyiik
0zdegere karsilik diisen tekil vektoriin degil de en kiiglik 6zdegere karsilik diisen tekil
vektoriin kullanilmasidir. Operatdr 6grenme problemine bir ¢dziim bulan Analiz K-

SVD metoduna iligskin algoritma Sekil 4.4’te goriilmektedir.

Problem : n;lni)?llx Y|z 0% lo<K—-1 VI<i<N,

[will, =1 vi<j<K

Giris : Y € RM*N |, € RE*M [: istenen seyreklik seviyesi , k: iterasyon sayisi.
- Q=0
- forn=1,..,k
e Analiz seyrek kodlama
- mXinllyl- —x|13 ; 19x|lo < K — 1, Vi problemini, her y; igin,
acgozli algoritmalardan birini kullanarak ¢oz.
- forj=1,..,K
- J=X'in w; vektortine dik olan stitunlarinin indisleri)
e Operator giincelleme
- min|lw"Y;[|, ; [Iwll; = 1 problemini SVD
kullanarak ¢oz.
- Q@.satir) = wf
- end for
- end for
Cikis : Q operatdrii.

Sekil 4.4 : Analiz K-SVD algoritmasi [3].

4.3 Seyreklestirici Doniisiim Ogrenme Algoritmasi

Sentez ve analiz modeline alternatif olarak Onerilen bir baska modelin de
seyreklestirici doniisiim modeli oldugu 6nceki boliimlerde s6ylenmisti. Bu model ile
ilgili genel ve detayl bilgiler ikinci ve tiglincii boliimde verilmisti. Bu bdliimde ise
seyreklestirici donlisim modelinin en zorlu problemi olan seyreklestirici doniistim
O6grenme probleminin ¢6ziimii olarak sunulan Ravishankar ve dig. [15] ve [16]

calismalarindaki algoritma incelenecektir.
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Seyreklestirici doniisiim modelinde verilen bir Y € RM*N veri matrisi icin tam
seyreklestirici donlisiim 6grenme problemi daha 6nce denklem (4.10)” daki gibi ifade
edilmisti.

minlWY — X|I — 2logdet(W) + pllWIIZ,  lixillo <'s (4.10)

Asirt tam seyreklestirici doniisiim 6grenme problemi de, deklem (4.10) *da goriilen

problemde kiiciik degisiklikler yapilmasiyla denklem (4.11)’deki gibi elde edilmisti.

rvr\lli)r(1||WY —X||2 — 2logdet(WTW) + nZ|(wk,wj)|p )
' k%)

Ixnllo < s Y, [lwell, = 1Vk (4.11)

Verilen her iki problem de sézlik 6grenme ve operatér 6grenme problemlerinde
oldugu gibi iki asama da ¢oOziilmeye c¢alisilir. Bu asamalardan ilki, baslangicta
tanimlanan bir W matrisi kullanilarak X matrisinin arandigi seyrek kodlama
asamasidir. Hem tam doniisiim hem de asir1 tam doniisiim 6grenmede ayni problem

ele alinir ve ayni ¢6ziim yolu Onerilir. Bu problem denklem (4.12)” deki gibi gosterilir.

mXin||WY =Xz ; lIxillo < s Vi (4.12)

Bu problemin kesin ¢oziimii, WY matrisinin her bir siitununun en biiyiik s elemaninin
tutulmasini saglayacak bir esikleme islemi ile bulunur. Bu esikleme islemi, diger
seyreklik modellerinde OMP, BG gibi yiiksek karmasikliktaki algoritmalarin
kullanildigr  seyrek kodlama asamasin1i hesapsal yilk ac¢isindan oldukca
basitlestirmistir. Eger denklem (4.13)” te gortildiigii gibi [, normu yerine [; normu
kullanilan bir optimizasyon problemi ele alinmig olsaydi bu durumda ¢6ziim yumusak

esikleme ile bulunacakti.

N
min|WY = X[ +1 ) lIxill (4.13)

i=1

Bu probleme iligkin yumusak esikleme ¢oziimii su sekilde verilir:

n n
WY)ij =5, (WY); 25
X = n n 4.14
Y WY+, (WY <=5 (4.14)
k 0, diger durumlar

32



Ikinci asamada, ilk asamada bulunan X matrisi sabit tutularak seyreklestirici doniisiim
giincellenmeye calisilir. Beklendigi tizere, bu asamada tam doniisiim ve asir1 tam
doniisiim i¢in ele alinan problemler faklilik gdsterir. Bu problemler sirastyla denklem

(4.15)’ te ve denklem (4.16)’ da goriilmektedir.

mv\i,r1||WY —X||2 — Alogdet(W) + u||W||2 (4.15)

mvivnnwy —X|I2 — Alogdet(WTW) + nZ|<wj,wk>|” lwgll, = 1Vk  (4.16)
k%)
Her iki problemin ¢6ziimii i¢in [15] ve [16] ¢calismalarinda eslenik gradyan (Conjugate
Gradient-CG) metodu onerilmistir. Tam ve asir1 tam doniisiim 6grenme problemi igin
verilen maliyet fonksiyonlarindaki her bir kismin gradyanlari sirasiyla denklem (4.17)
ve denklem (4.18)’ de verilmistir.
Vi logdetW = w7

VwllWIIE = 2W (4.17)
Vi lWY — X||2 = 2WYY” — 2XY”

Vi logdet(WTW) = 2wW(WTw)1
Vi WY = X||2 = 2WYY” — 2XY”

VWZ|<W-,WR)|p — 2p(ZW — B)
k=)

(4.18)

Her iki denklemde de logaritma fonksiyonunun siirekliliginin saglanmasi i¢in detW >
0 ve det(WTW) > 0 olacak sekilde kabul edilmistir. (4.18) denkleminde Z € RX*K
ve B € R“M matrisleri z;; = (w;, w; )P~ ve b;; = z;;w;; olacak sekilde verilir.
Kolaylik agisindan p ¢ift dogal say1 olarak alinir. [15] ve [16] ¢alismalarinda sunulan
tam ve asir1 tam seyreklestirici doniisim 6grenme metodlarina ait algoritmalar
sirasiyla Sekil 4.5 te ve Sekil 4.6’ da verilmistir. Algoritmalardan da anlasilacagi

tizere aralarindaki ana fark doniisiimiin glincellendigi asamadadir.
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Problem :

Giris : Y € RM*N w, € R"M

Cikis : W tam doniisiim operatorii.

min|[[WY — X|IF — Alogdet(W) + ullWIIE,  lIxllo <s

e Seyrek Kodlama : mXin||WY— X||1Z2 ; |Ixllo < s Vi problemini Wy

matrisinin her bir siitununun en biiyilk s elemanimin tutulmasin
saglayacak bir esikleme islemi ile ¢0z.

o Doniistim Giincelleme -
mv\i,r1||WY — X||2 — Alogdet(W) + u||W|| problemini gradyanlar;

Vi logdetW = w7
VwllWIIZ = 2w
Vi [IWY — X||2 = 2WYYT — 2XYT
alarak eslenik gradyan metodunu kullanarak ¢6z.

Sekil 4.5 : Tam doniisiim 6grenme algoritmasi [15].

Problem :

min|[WY - XII3 = 2log det(W™W) +1 Z|(w-,wk)|p lwell, = 1 vk
k%)

Giris : Y € RM*N w, e R"MM

Seyrek Kodlama : mXinIIWY—XIIE ; Ixillo < s Vi problemini WY

matrisinin her bir siitununun en biiyiik s elemaninin tutulmasin saglayacak bir
esikleme iglemi ile ¢oz.

Doniisiim Giincelleme
min|[WY = XI[F — Alog det(W™ W) + 1 T |y, wio) | 5 Iwillo = 1 vk

problemini gradyanlart ;

Vi log det(WTW) = 2w(WTw)~1
Vi WY — X||2 = 2WYY” — 2XY”

Vi ) [ wi)|” = 2p(ZW — B)

k%)
alarak eslenik gradyan metodunu kullanarak ¢6z.

Sekil 4.6 : Asir1 tam doniisim 6grenme algoritmasi [16].
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5. YENI YONTEM: SEYREKLESTIRiCI DONUSUM OPERATORU
OGRENME

Analiz modelin genellestirilmis hali olan seyreklestirici doniisiim modelinde,
seyreklestirme hatasi olarak isimlendirilen model hatasinin orijinal isaretin bulundugu
domende degil de doniisiim ya da analiz domeninde hesaplandigi ve bu sayede analiz
modele gore bazi avantajlar elde edildigi 6nceki boliimlerde anlatilmisti. Bu boliimde
analiz K-SVD algoritmasinin ve doniisim modelinin avantajlarin1 bir araya getiren
seyreklestirici  dOniisiim operatorii  6grenme algoritmasi “Doniisim  K-SVD”
anlatilacaktir. Bu algoritma ile analiz K-SVD algoritmasina benzer yapida ve benzer
performansta operatorler daha az hesapsal yiik ile elde edilmektedir [18]. Doniistim K-

SVD algoritmasina iligskin basit sematik Sekil 5.1° de goriilmektedir.

Donusum operatoru

glincelleme
(SVD metodu kullanilir,
her satir igin tekrarlanir)

Wya ilk Seyrek Kodlama

— (Esikleme islemi ile

deger atanir. cziiliir)

Sekil 5.1 : Donilisiim K-SVD algoritmasinin basit semasi.

Ravishankar ve Bresler’in [16] calismasinda asir1 tam doniisiim 6grenme problemi

denklem (5.1)’ de goriildiigii gibi ifade edilmisti.

rglvi)r(lHWY —X||2 — 2logdet(WTW) + 7 Z|(wk,wj)|p,
' k%)

Ixpllo <5 Vn,|lwgll, = 1VEk (5.1)

Burada Y € RM*N veri matrisini, W € RK*M agir1 tam déniisiim matrisini ve X €
RE*N < de isaretlerin doniisiim domenindeki seyrek gosterilimlerini ifade etmektedir.
s << K sabiti doniisim domenindeki seyreklik seviyesini goOsteren doniisiim

katsayilarinin sayisini temsil etmektedir.
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Dontisiim K-SVD algoritmasinda ele alinan maliyet fonkisyonu (5.1) denklemindeki
probleme nazaran daha basit bir problemdir. Bu problem denklem (5.2)’ de

gorilmektedir.
minllWY = XII2 ; lixlly < 5 vm, lIwill, = 1 ¥k,

(W7} = r,r(li‘]XkaWJ'Tl <1-§ (5.2)

Denklem (5.2)’ de verilen ||w||, = 1 birim norm kisitlamasi ile faydasiz tiim sifir
¢oziimlerin olas1 ¢dziimler arasindan elenmesi saglanmaktadir. u{W7*} ile verilen
karsilikli uyum kisitlamasi da satirlar arasindaki benzerligi ya da tekrarlamayi
engellemek icin ana probleme eklenmistir. Bu karsilikli uyum kisiti, doniisiim
operatorlii 6grenme algoritmasinin doniisiim operatorii giincelleme asamasinda satir
degisimi yapmak sureti ile gerceklestirilmektedir. Bu yaklasim analiz K-SVD

algoritmasinda uygulanan yaklasim ile aynidir [18].

Denklem (5.2)" de verilen seyreklestirici doniisim operatdrii 6grenme probleminin
¢Oziimii i¢in doniisim K-SVD algoritmasinda, sozlilk 6grenme ve analiz operator
ogrenme algoritmalarinda da yaygin sekilde kullanilan iki asamali yinelemeli
yaklagim kullanilmaktadir. Bu yiizden ele alinan problem W ve X degiskenleri
tizerinden ayr1 ayr1 en aza indirilmeye ¢alisilmistir. (5.3) denklemi ile ifade edilen
problem, ilk agamadaki i. iterasyonda X degiskeni {izerinden yapilan en aza indirme

islemini gostermektedir.
, . 2
X0 = mXin||W0-1>Y — x||F s lxalle < s Vn (5.3)

Bu asama diger algoritmalardaki seyrek kodlama asamasmin esdegeridir. Seyrek
kodlama asamasi diger metodlara nazaran oldukga kolay olan bir esikleme islemi ile
¢oziiliir. Bu sert esikleme islemi ile WY ‘nin siitunlarinin en yiiksek s adet eleman
kalacak sekilde tam ¢6ziim saglanmaktadir. Bu esikleme islemi, kullanildigi

algoritmalarda hesapsal yiikiin yiiksek oranda azalmasini saglar [18].

Ikinci asamada ele alinan seyreklestirici doniisiim operatdrii giincelleme problemi
denklem (5.4)’ te goriildiigii gibi verilir. Bu problem de W iizerinden optimizasyon

yapilarak en aza indirilmektedir.

WO = min[|wY = XO|” ; llwll, = 1 vk (5.4
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Burada (5.2) denklemi ile verilen problemdeki p{WT} karsilikli uyum kisitlamasi goz
ontine alinmamistir. Bu kisitlama (5.4) problemi ¢oziiliirken yapilacak olan satir
degisimi islemi ile gerceklestirilecektir. (5.4) denklemi ile verilen doniisiim operatorii
giincelleme probleminin bir ¢6ziimii en az kareler yontemidir ancak doniisiim K-SVD
algoritmasinda analiz K-SVD algoritmasindaki gibi bir yaklasim kullanilmistir.
Dolayisiyla problem W doniisiim operatoriiniin her bir satir1 i¢in ayr1 ayri en aza

indirilerek ¢Ozlilmiistiir.

Sentez ve analiz K-SVD algoritmalarinda oldugu gibi burada da wj satirmin
giincellenmesi sirasinda yalnizca, Y veri matrisindeki bu satira dik oldugu bulunmus
situnlar kullanilmaktadir. Y veri matrisinin w,, satirina dik olan satirlar, x
vektoriiniin sifir olan elemanlar1 ile bulunmaktadir. (5.4) denklemi bu durumu goz

Oniine alarak diizenlenirse;
O _ ||?
W), =m1n||ka ” ;o lwll, =1 (5.5)
w 2

denklemi elde edilir. Bu denklemde goriilen Y, matrisi Y matrisinin ilgili siitunlarini
iceren alt matrisidir. Denklem (5.5) ile elde edilen problem, analiz K-SVD
algoritmasinda operatdr giincelleme asamasinda ele alinan problem ile aynidir. Burada
belirtilmelidir ki; analiz K-SVD algoritmasinda kolaylik saglamasi ag¢isindan ele
alinan problem denklem (5.5)’ tekine benzer bir hale indirgenirken, burada problemin
kesin ve dogal ¢6ziimii olarak denklem (5.5) elde edilmistir. Sonug olarak burada Ki
problem ile analiz K-SVD* deki problem ayni oldugundan doniisiim operatoriiniin

giincellenmesi agsamasinda ¢oziim olarak analiz K-SVD algoritmasindaki yaklagim

kullanilmistir. Problemin kesin ¢oziimii Y,Ei) matrisinin en kiigiik 6zdegerine karsi
diisen sol tekil vektoriidiir. Bu ¢oziimii bulmak i¢in analiz K-SVD algoritmasina
benzer bir sekilde SVD metodu kullanilir. K adet atom oldugundan K adet SVD islemi
yapilir bu ylizden algoritma doéniisiim K-SVD olarak isimlendirilmistir. Doniisiim K-
SVD algoritmas1 doniisiim modelindeki 6grenme yaklasiminin avantaji ile analiz K-
SVD algoritmasinin avantajini bir araya getirmektedir. Bu avantajlardan ilki seyrek
kodlama agamasinin analiz K-SVD algoritmasindakine gore oldukga basitlestirilmis
olmasidir. Diger avantaj ise analiz K-SVD algoritmasinin satir bazli operator
giincelleme islemi ile her bir satirin birbirinden ayr1 sekilde diizenlenmesine ve
giincellenmesine olanak saglamasidir. Yine analiz K-SVD algoritmasindakine benzer

sekilde, doniisiim operatoriiniin glincellenmesi asamasinda bir satir giincellendikten
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sonra, karsilikli uyum kisitlamasinin uygulanmasi igin ek bir adimin hesaplanmasi
gerekmektedir. Eger 68renilen wy, satirina iliskin herhangi bir j < k icin |WijT| >
1 — & ise bu satir rastgele iiretilen bir satirla degistirilir. Bu satir degisikligi isleminin
de probleme eklenmesi ile son olarak elde edilen seyreklestirici doniisiim operatorii

giincelleme problemi denklem (5.6) ile verilmektedir.

: 2
wie = minllwYell3 +7 ) [1€ 0 4] (ww™) 5 llwll, = 1 (5.6)
k#j
Burada I; ve I; sirasiyla, es-desteklerinde k. ve j. satirlari igeren veri vektorlerinin
indislerini iceren kiimelerdir. Denklem (5.6)’ da goriilen ve ana optimizasyon

. 2 ) .
problemine eklenen Zk¢j|1,f N Ijl (WjWT) kisitlamasi olas1 ¢6ztimlerin es-destekleri

arasinda daha iyi bir ayrim yapabilmeyi saglar. Boylece problemin ¢éziimiinde daha

kararli bir iyilestirme saglanms olur [18].

Doniisiim K-SVD metoduna iliskin algoritma Sekil 5.2° deki gibi verilmektedir.

Problem : n\Alli)rgIIWY —X|IZ ;5 llxpllo < s YV, llwill, = 1 VK,
, Ty — T < _
u{Ww+} r;?fjxlwkwf |_ 1-6
Giris : Y € RM*N W, € R¥*M jstenilen seyreklik seviyesi s , yineleme sayisi t , & .
- WO =w,
- fori=1,2,..,t
e Seyrek kodlama

- X®O = mXin||W("‘1)Y - X”; i 1%l < s Vn problemini WDy
‘ye siitun bazl esikleme yaparak ¢oz.

- fork=12,..,K

- Y,Ei): (X,((i) ‘ nin sifir olan elemanlarina kars1 diisen Y stitunlar)
e Doniistim operatorii giincelleme

(@ OllE .
W), =min||ka ” ; |lwl], = 1 problemini SVD
w 2
metodunu kullanarak ¢oz.
i T

- Eger herhangi bir j < k igin |w,((l)wj(‘) | >1-—6ise

W,((i) ¢ yi degistir.
- end for

- end for
Cikis : W seyreklestirici donilisiim operatdrii

Sekil 5.2 : Dontisiim K-SVD algoritmasi [18].
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6. BENZETIM SONUCLARI

Bu boliimde seyrek isaret isleme alanindaki bir¢ok uygulamadan biri olan goriintii
giirtiltiisii giderme uygulamasi gergeklestirilmistir. Analiz K-SVD algoritmasi ve
besinci boliimde detayli bir sekilde anlatilan dontisiim K-SVD algoritmasi kulanilarak
Ogrenilen operatdrler ve ayrica analitik bir metod olan Sonlu Fark (Finite Difference -
FD) kullanilarak bulunan operatorlerin dogal goriintillerdeki giiriiltii  giiderme
performanslari karsilastirilmistir. Giirtiltiic giderme asamasinda kullanilan prosediir,
yazarlarinin internet sayfasindan erisilebilen analiz K-SVD c¢aligmasindan adapte

edilmistir.

Benzetimler bu alandaki en iyi sonuglar1 vermekten ziyade analiz K-SVD ve dontisiim

K-SVD algoritmalar1 arasinda bir karsilastirma yapacak sekilde gerceklestirilmistir.

Benzetimler 2.4 GHz’ lik Intel Core 17 islemcisine, 12 GB’ lik bellege ve 64 bitlik
Windows 8 isletim sistemine sahip bir bilgisayarda MATLAB programinda
gerceklestirilmistir.

Her bir goriintiiden 8 X 8’ lik yamalarin ortiismeleri ile elde edilmis N = 20000
ornek c¢ikarilmistir. Bu 6rnekler ile her iki algoritmada da kullanilacak olan Y egitim
veri matrisi olusturulmustur. Her iki algoritmada da &grenilen operatorler 128 X 64

boyutlarina sahiptirler. Benzetimlerde yineleme sayisi 20 olarak alinmustir.

Ogrenilen operatorler, giiriiltiilii goriintiiden elde edilmis her bir yamanm
giiriiltiistiniin giderilmesinde kullanilmistir. Giiriiltlisii giderilmis yamalar bir araya
getirilerek glirtiltiisti giderilmis goriintiiniin  biitiinii elde edilmistir.  Her iki
algoritmada da operator giincelleme asamasinda (5.6) denkleminde goriilen problem,
y = 1000 ve § = 0.05 alinarak ¢oziilmeye ¢alisilmistir. Operatoér 6grenme problemi
icin analiz K-SVD algoritmasinda isaretlerin alt uzaylarmin boyutu r = 7 alinarak
OBG metodu kullanilirken, doniisiim K-SVD algoritmasinda s = 30 alinarak sert
esikleme metodu kullanilmistir. Giiriiltiili gériintiileri olustururken kullanilan toplanir

beyaz gauss giiriiltiisiiniin standart sapma degerleri ¢ = 5, 0 = 10 ve o = 20 olarak
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degismektedir ve bu giiriiltli seviyeleri icin PSNR degerleri sirastyla 34.1, 28.1, 22.1

olarak bulunmustur.

Cizelge 6.1° de sik¢a kullanilan bes farkli goriintiiye ait giiriiltii giderme sonuglari
gosterilmistir. Bu ¢izelgede doniistim K-SVD algoritmas1 D. K-SVD , analiz K-SVD
algoritmas1 A. K-SVD seklinde kisaltilmistir. Doniisiim K-SVD algoritmasinin s =
7 ve s = 30 olmak iizere iki farkli seyreklik degeri i¢in sonuglar1 vermistir. s = 7 igin

elde edilen sonuglar diger sonuglara nazaran oldukga yiiksektir.

Cizelge 6.1 : Bes farkli goriintiiye ait giiriiltii giderme sonuglari.

c Operatdr Lena Barbara | Peppers | Boats House
D.K-SVD (s=7) | 38.14 37.46 3756 | 36.67 | 38.34
S5 | D.K-SVD (s=30) | 37.63 37.04 36.90 36.62 38.27
A.K-SVD 37.33 37.02 36.94 36.70 38.18
FD 36.38 34.69 35.93 35.13 36.96
D.K-SVD (s=7) 34.81 33.17 33.70 32.96 34.71
10 | D.K-SVD (s=30) | 33.61 32.28 32.46 32.30 34.16
A.K-SVD 33.34 32.09 32.27 32.06 33.91
FD 33.01 30.47 32.17 31.65 33.55
D.K-SVD (s=7) 31.81 28.95 29.92 29.66 31.79
20 | D.K-SVD (s=30) | 31.27 28.53 29.42 29.32 30.83
A.K-SVD 29.48 27.58 27.87 27.95 29.66
FD 30.07 26.81 28.86 28.42 30.28

Doéniistiim K-SVD algoritmasi kullanilarak 6grenilen operatdrler genel olarak analiz
K-SVD kullanilarak 6grenilen operatorlerden ve analitik FD metoduyla bulunan
operatdrden daha iyi sonuglar vermistir. Ayrica artan giiriiltii seviyeleri i¢in de
donitisim K-SVD ile analiz K-SVD’ nin performanslari arasindaki farkin daha da

yiikseldigi gozlenmistir.

Sekil 6.1’ de ‘lena’ goriintiisiine ait giiriiltiilii gdriintli ve sirastyla doniisiim K-SVD,
analiz K-SVD ve FD algoritmalar1 kullanilarak giiriiltiisii giderilmis olan goriintiiler
verilmistir. Glriiltii giderme performansi agisindan her bir algoritma, giiriiltiisii

giderilmis goriintiilerin PSNR degerleri ile karsilastirilabilir.
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(© (d)
Sekil 6.1 : Giirtiltiisii giderilmis goriintiiler (6 = 10) (a) Glirtiltiilii goriintii
(PSNR=28.11 dB) (b) Déniisiim K-SVD (PSNR=33.61 dB)
(c) Analiz K-SVD (PSNR=33.34 dB) (d) FD (PSNR=33.01 dB).

Sekil 6.2° de doniisiim K-SVD ve analiz K-SVD algoritmalari kullanilarak giiriiltiilii
‘barbara’ ve ‘lena’ goriintiilerinden d6grenilen operatorler goriilmektedir. Doniistim K-
SVD ve analiz K-SVD algoritmalarinda, baslangigta problemi her ne kadar farkli
formiilize etmis olsalar da, ¢6zlim olarak sunulan yaklasimlarin birbiri ile iligkili
oldugu, operatdrlerin birbirlerine benzer yapilara sahip olmasindan da anlagilmaktadir.
Sekil 6.2’ nin agiklama kisminda her bir operatoriin, p karsilikli uyum degeri

verilmigtir.
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(© (d)
Sekil 6.2 : o = 10 igin 6grenilmis operatorler () Analiz K-SVD, ‘Barbara © (1=0.94)
(b) Doniistim K-SVD ,‘Barbara © (4=0.946) (c) Analiz K-SVD, ‘Lena
(1=0.918) (d) Doniisiim K-SVD , ‘Lena’ (u=0.942).

Sekil 6.3, Sekil 6.4, Sekil 6.5 ve Sekil 6.6 sirasiyla ‘barbara’, ‘house’, ‘peppers’ ve
‘boats’ goriintiilerine ait giiriiltiilii goriintiileri ve ii¢ algoritma kullanilarak elde
edilmig giiriiltiisii giderilmis goriintiileri gostermektedir. Her bir algoritmaya iligkin
giiriiltii giderme sonuglari, sekillerin altinda belirtilmis olan, dB birimli PSNR

degerleri kullanilarak karsilastirilabilir.
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(© (d)
Sekil 6.3 : Giiriiltiisii giderilmis goriintiiler (6 = 10) (a) Giirtltiili goriinti
(PSNR=28.11 dB) (b) Déniisiim K-SVD (PSNR=32.28 dB)
(c) Analiz K-SVD (PSNR=32.09 dB) (d) FD (PSNR=30.47 dB).
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(@ (b)

(c) (d)
Sekil 6.4 : Giiriiltiisii giderilmis goriintiiler (o = 10) (a) Giirtltiili goriinti
(PSNR=28.11 dB) (b) Déniisiim K-SVD (PSNR=34.16 dB)
(c) Analiz K-SVD (PSNR=33.91 dB) (d) FD (PSNR=33.55 dB).
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(© (d)
Sekil 6.5 : Giiriiltiisii giderilmis goriintiiler (o = 10) (a) Glirtltiili goriinti
(PSNR=28.11 dB) (b) Doniisiim K-SVD (PSNR=32.46 dB)
(c) Analiz K-SVD (PSNR=32.27 dB) (d) FD (PSNR=32.17 dB)
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(© (d)
Sekil 6.6 : Giiriiltiisii giderilmis gorilintiiler (o = 10) (a) Giirtltiili goriinti
(PSNR=28.11 dB) (b) Déniisiim K-SVD (PSNR=32.30 dB)
(c) Analiz K-SVD (PSNR=32.06 dB) (d) FD (PSNR=31.65 dB)
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Cizelge 6.2’ de ise farkli N veri boyutlar1 i¢in analiz K-SVD algoritmasinin ve
doniisim K-SVD algoritmasimnin operatdr 6grenme siireleri Sn. birimi cinsinden
karsilagtirilmistir. Bu siireler her iki algoritmanin tek bir yineleme ile operator

o0grenmeleri i¢in gerekli olan siirelerdir.

Ilgili isleme iliskin sonuglar 20 gerceklemenin ortalamas1 alinarak bulunmustur. Bu
tablodan da goriilmektedir ki; doniisiim K-SVD algoritmasi operatdr 6grenme agamasi
icin gerekli olan stireyi, seyrek kodlama agamasini basit bir esikleme islemi ile

degistirmek suretiyle 6nemli derecede azaltmistir.

Cizelge 6.2 : Farkli N veri boyutlar1 i¢in operator 6grenme siireleri (sn).

N 1000 2000 4000 8000 16000 20000
D.K-SVD 2.4 2.8 3.2 4 5.2 5.8
AK-SVD | 51.4 100.0 202.1 396.6 793.0 963.6
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7. SONUCLAR

Bu tez galigmasinda, isaretlerin seyrek gosteriliminde kullanilan sentez model, analiz
model ve donilisim modeli konular1 detayli bir sekilde incelenmistir. Bu modellerin
ele aldiklar1 sozliik 6grenme, operatér 6grenme ve doniisiim 6grenme problemleri

aciklanmis ve bu problemlere ¢ozlimler sunan ¢esitli algoritmalar incelenmistir.

Isaretlerin seyrek gosterilimi icin kullanilan bu modellerden sentez modelde en yaygin
bilinen K-SVD algoritmasi [13], analiz modelde K-SVD algoritmasinin benzeri olan
analiz K-SVD algoritmasi [3] ve doniisim modelde de Ravishankar ve Bresler’in
[15,16] c¢alismasinda anlatilan seyreklestirici doniisim G6grenme  algoritmasi
anlatilmistir. Bu algoritmalarin yani sira doniisiim modelinin ve analiz K-SVD
algoritmasimin avantajlarini bir araya getiren donisiim K-SVD [18] algoritmasi da

detayl bir sekilde agiklanmistir.

Ayrica MATLAB ortaminda analiz K-SVD algoritmast ve doniisim K-SVD
algoritmasi ile 6grenilen operatorler yine MATLAB ortaminda gergeklenen goriintii

giiriiltiisii giderme uygulamasi ile karsilagtirilmistir.

Dontigiim K-SVD algoritmasinin seyrek kodlama asamasinda, doniisiim modelinin
avantajli yaklasimlarindan biri olan esikleme islemi kulanilmistir. Bu esikleme
isleminin sayesinde yapilan islemlerin hesapsal karmasikliklar1 yiiksek oranda
azalmigtir. Ayrica doniisim K-SVD algoritmasi ve analiz K-SVD algoritmasi ile
Ogrenilen doniisiimler/operatorler gorsel sekilde karsilagtirildiginda dontisiim K-SVD
algoritmas1 ile Ogrenilen doniisiimlerin analiz K-SVD algoritmas: ile 6grenilen
operatorlere yapisal olarak benzedigi goriilmiistiir. Analiz K-SVD algoritmasina gore
daha az hesapsal karmagikliga sahip olan doniigiim K-SVD algoritmasi ile 6grenilen
dontistimler, genel olarak analiz K-SVD ile 6grenilen operatorlere yakin hatta zaman

zaman daha 1yi giiriiltii giderme performansi gostermistir.

Bu tez calismasinda ele alinan isaretlerin seyrek gosterilimi konusu ve bu konu
kapsaminda kullanilan matematiksel modeller oldukca giincel olmakla birlikte bu
modellere yonelik ¢aligmalarin arastirmacilar tarafindan uzun stire ilgi gormeye devam

edeecegi soylenebilir.
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