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Danmisman: Dog. Dr. Merve ILKHAN KARA
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Bu tez calismasinda amag yeni tipte pozitif lineer operator dizileri i¢cin Korovkin tipli
yaklasim teoremlerinin cesitli yakinsaklik tiirlerine uygulanabilirligini arastirmaktir.
S-istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet toplanabilme metodu kavramlari kullanilmaktadir.

Anahtar sozciikler: Istatistiksel Yakinsaklik, Korovkin Teoremi, Pozitif Lineer
Operatorler, Yaklasim Teorisi.
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THEORY

Tugba DEGIRMENCI
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Master Thesis
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Merve ILKHAN KARA
July 2023, 23 pages

The aim of this thesis is to investigate the applicability of Korovkin-type approximation
theorems to various types of convergence for new types of positive linear operator

sequences. The concepts of S-statistical convergence and power summability method
are used.

Keywords: Approximation Theory, Korovkin Theorem, Positive Linear Operators,
Statistical Convergence.
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1. GIRIS

Yaklagim teorisi alaninda giderek artan hizli gelismeler, son 70 yildir goriilmektedir.
Yaklagim teorisinde bir fonksiyona yaklagimi saglayan en pratik yontem pozitif lineer
operatorler yardimiyla verilebildiginden bu operatorlerin 6nemi ve kullanim1 artmistir.
Ayrica pozitif operatorlerin monotonluk 6zelligi bir¢cok Snemli 6zelligi ispat etmede
yardimeci olur. Belirli bir fonksiyona en iyi yakinsamanin nasil bulunacagi sorusuna yanit
vermek icin literatiirde 6nemli sayida calisma yayinlandi. Bu ¢aligmalar, yaklastiran
fonksiyonlarin ingasina bir dizi yontem sunar. Korovkin ve Bohman literatiirde
Bohman-Korovkin’in yaklasim teoremi olarak bilinen yaklagim teorisindeki en énemli
teoremlerden birini tanitti [1-2]. Bu teorem, (L, ) pozitif lineer operatorler dizisinin Cla, b]
uzayinin diizgiin normuna gore birim operatore yakinsayip yakinsamadigini, yani bir
yaklagim islemini temsil edip etmedigini kontrol etmek icin bir yontem sunar. Ayrica bu
teorem, pozitif lineer operatorler hakkindaki caligmalara 151k tutmaktadir ve literatiirde
bir¢ok yeni yaklagim operatorii yapisi tanitilmigtir. Korovkin Bohman’in ele almis oldugu
problemi gelistirerek Cla,b] uzayinda tanimh (L,) pozitif lineer operatorler dizisi i¢in
g € Cla,b] ve her u € Rigin |g(u)| < m(g) iken {L,(g,u)} dizisinin g fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
L,(l,u) =1

Ly(t,u) 2 u

L(t?,u) = u?

sartlarinin saglanmasi gerektigini ispat etmistir. Yaklagim teorisinde amac herhangi bir
fonksiyonun tiireve sahip, integrali alinabilen, polinom tipinde gibi daha basit ve kullanish
fonksiyonlar cinsinden gosterimini elde etmektedir. Weierstrass [a, b] lizerinde siirekli bir
fonksiyona polinomlar vasitasiyla yaklasabilecegini ispat etmesine ragmen polinomun

nasil bir polinom oldugu hakkinda bir bilgi vermemistir. ilk olarak Berstein bu polinomlari



belirlemistir [3]. g € C[0, 1] igin n. Berstein operatdrii
" k. (n _
g = ¥, o)} )1+
i—o n\K

seklinde tanimlanmistir. Berstein operatorleri Korovkin teoreminin sartlarini sagladigi icin

[0, 1] tizerinde B, (g, u) dizisi g fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

Bohman-Korovkin teoreminin ifade ve ispat edilmesinin ardindan pozitif lineer operatorler
dizisi olarak Berstein operatorii genellestirilip yeni tip operatorlerin yaklasim 6zelllikleri
calistlmigtir.  Bu operator dizilerinin bazilarina g € C[0,e0) igin 1957 de tanimlanan
Baskakov operatorii, g € C[0, 1] i¢in 1960 da tanimlanan Meyerkonig-Zeller operatorii,
g € L1[0, 1] igin 1967 tanimlanan Durrmeyer operatorii, g € C[0, 1] icin 1969 da tanimlanan
Stancu operatorii, g € C[0, o) i¢in 1980 de tanimlanan Bleimann-Butzee-Hahn operatorii
olarak verilebilir. Bunlarin yan1 sira bir¢ok matematik¢i bu operatorleri cesitli yollarla
genellestirerek yeni pozitif lineer operatorler tanimlamis ve yaklasim teorisine kayda deger

katkilar saglamistir. Tiim bu ¢alismalar i¢in bkz. [4-9]

Alisilmis yakinsama kavramindan daha zayif bir 6zellik olarak istatiksel yakinsaklik
kavramindan ilk defa 1949 yilinda Steinhaus tarafindan Polonya da bir seminerde
bahsedilmigtir [10]. Daha sonra bu kavram 1951 yilinda Fast tarafindan gelistirilerek
caligtlmigtir [11]. 2000 yilina gelindiginde [12] nolu ¢alismada A-istatiksel yakinsaklik
kavramu ortaya atilmustir. Istatiksel yakinsaklik Toplanabilme Teorisi , Olcii Teorisi, Fourier
Analizi, Olasilik, Istatistik, Optimizasyon Teorisi ve Yaklasim Teorisi gibi matematigin
bircok alaninda kullanilan bir kavram oldugu icin yillardir matematikg¢ilerin tizerinde
calistig1 onemli bir konu olmustur ve giiniimiizde bu konu iizerinde yapilan ¢aligsmalar
artmaktadir. Bu ¢alismalardan bazilari icin bkz [13-19]. Toplanabilme teoremleri Korovkin
yaklagim teorisinde ilk kez 1979 yilinda Swetits tarafindan calisilmistir. Gadjiev ve
Orhan tarafindan Korovkin teoreminde pozitif lineer operatorler dizisinin birim operatore
diizgiin yakinsamamasi halinde istatiksel yakinsaklik kavrami ele alinmis ve bu kavram
ile Korovkin yaklagim teoremi genellestirilmistir [20]. Son yillarda Osama ve arkadaglari
tarafindan A-istatiksel yakinsakliktan yararlanilarak genellestirismis istatiksel yakinsaklik

kavramu ile Korovkin tipi yaklagim sonuglari ifade ve ispat edilmistir [21].



Korovkin tipli teoremler teorisi ve uygulamasi cesitli sekillerde ¢aligilmistir ve ayrintilar

[22-26] nolu referanslarda bulunabilir.

Bu tez calismasinda amag¢ Korovkin tipi yaklasim teoremlerinin ¢esitli yakinsaklik tiirlerine
uygulanabilirligini arastirmaktir. Bu amacla modifiye edilmis Bernstein operatorleri i¢in

S-istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet toplanabilme metodu kullanilmustir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1. U bostan farkli bir kiime F reel sayilar veya kompleks sayilar cismi olsun.

+:UxU—=U

- FxU—=U

ikili iglemleri i¢in agagidaki 6zellikler saglantyorsa U kiimesine F cismi iizerinde bir lineer

uzay ad verilir.

Her u,v,w € U i¢in

Lhu+veU,

L2)u+ (v+w)=(u+v)+w,

L3) u+ € = €+ u = u olacak sekilde € € U vardr,
L4) u+ (—u) = (—u) +u = € olacak sekilde —u € U vardur,
LS u+v=v—+u,

Her u,v € U ve her B,y € Fi¢in

K1) BueU,

K2) B(u+v) = Bu+Pv,

K3) (B +v)u= Bu+yu,

K4) B(yu) = (By)u,

KS)iu=u,1 €F[27].



Tanmm 2.2. U bir lineer uzay, u,v € U ve B € F olmak iizere
N1) [|ul| > 0,
N2) ||u|| =0 <= u=c¢,

N3) [|Bul| = [B|[lull,
NA4) [Ju+vl[ < fJul| + [V

sartlar1 saglaniyorsa || - || fonksiyonuna U tizerinde bir norm ve (U, || -||) ikilisine bir normlu

uzay denir [27].

Ornek 2.3. [a,b] kapali araliginda tamimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzay1 Cla, b]

ile gosterilir. g1,g> € Cla,b] ve B € R olmak iizere

(81 +82)(1) = g1(t) +£2(1)

ve

(Bg1)(t) = Bgi(?)

islemleri ile C|a, b] bir lineer uzaydir. g € Cla,b] i¢in

181l = sup [g1(2)]
t€la,b]

ile tanmiml fonksiyon Cla, b] uzayi iizerinde bir normdur [27].

Tanimm 2.4. A kiimesi R reel sayilar kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesi, g : A — R bir
fonksiyon ve ug € A olsun. Verilen € > 0 sayisina karsilik |u —ug| < 8 olan her u € A
icin |g(u) — g(up)| < € olacak sekilde € sayisina bagh bir 6 = §(&) > 0 sayis1 varsa g

fonksiyonu ug noktasinda siireklidir denir [28].

Tanim 2.5. A C R,g: A — R bir fonksiyon olsun. Eger Vu € A i¢in |g(u)| < M olacak

sekilde M > O reel sayis1 varsa, g fonksiyonu A tizerinde sinirlidir denir [28].



Tanim 2.6. A C R, g,g,: A — R fonksiyonlar olsun. Verilen € > 0 sayisina karsilik her
n > ng ve her u € A igin |g,(u) — g(u)| < € olacak sekilde bir ny dogal sayis1 varsa (g,)

dizisi g fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve g, = g ile gosterilir [28].

Tammm 2.7. U ve V iki fonksiyon uzay1 olsun. L kural1 U uzayindan alinan herhangi bir
g fonksiyonuna V uzayinda bir i fonksiyonu karsilik getirsin. Boylece h(u) = L(g,u)
seklinde U uzayinda bir operatdor tanimlanmistir. g; ve g», U uzayinda herhangi iki

fonksiyon, 1, B, € F olmak iizere

L(Big1 + Brga,u) = B1L(g1,u) + PoL(g2,u) (2.1)

oluyorsa L operatdriine lineer operator denir [8].

Tanmm 2.8. U ve V reel degerli fonksiyonlar uzayi, L ise U uzayini V uzayina doniistiiren
bir lineer operator olsun. g > 0 olmak iizere her g € U fonksiyonu i¢in L(g) > 0 oluyorsa

L operatoriine pozitif lineer operator denir.
Pozitif lineer operatorler

D g1 < g = L(g1,u) < L(g2,u)

2) |L(g;u)| = L(|gl,u)

sartlarini saglar [8].

Onerme 2.9. Lineer pozitif operatdrler monoton artandir. Yani, g > g5 icin L(gy,u) >

L(go,u) olur [8].

Ispat. gy > g olsun. Bu durumda g; — g > 0 olur. L operatérii pozitif oldugundan
L(g1 — g2,u) > 0 olur. Ayrica L operatérii lineer oldugundan L(g;,u) — L(g2,u) > 0 olur.

O halde g; > g7 i¢in L(gy,u) > L(g»,u) dir. Yani L operatorii monoton artandir. O
2.1. BERNSTEIN OPERATORU-KOROVKIN TEOREMI

Toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin [0, 1] kapali aralifinda siirekli bir
fonksiyonuna yaklasim problemi Bohman tarafindan arastirilmigtir. Ardindan Korovkin

tarafindan bu problemin kosullarinin genel halde de gecerli oldugu ispat edilmistir.



Teorem 2.10. (Korovkin Teoremi) g € C[a,b] ve R iizerinde
|g(u)] < Mg

olacak sekilde g fonksiyonu verilsin. Eger L, pozitif lineer operatorler dizisi i¢in |a, b]

tizerinde n — oo iken

L,(1;u) =1
L,(t;u) =S u
La(t%;u) = u?
oluyorsa bu durumda L, (g(t),u) = g(u) dir.

Bagka bir deyisle

1L (8) — &llctap) — O

olur.

1912 yilinda Sergei Bernstein tarafindan Bernstein operatorii taniltildi. [0, 1] kapal

araliginda taniml siirekli bir fonksiyona yakinsayan B, (g, u) polinomu 0 < u < 1 i¢in

Ba(g,u) = kfog<§> (Z) (1 =y (22)

seklinde tamimlanmistir. Bernstein polinomu Korovkin teoreminin kogullarin1 saglar.

Gercekten

Bu(1,u) = i (n>uk(1—u)”_k:(1—u+u)":1 (2.3)
(=0 \K
v K n! ki1, \n—k
Bultw)= L i )



- (n=1! —k
_ 1 —u)"
u,;l(k—l)!(n—k)'u (1-u)
v (-l
— l— I’l*k*lz
ukzok‘(n—k—l)‘u< u) u
Bo(2.u) = LK ! k(1 n—k
(1) kg;)?k!(n—k)!”( “)

ko (n—1)! k—1 —k

— z 1—u)
uk;ln(k—l)!(n—k)' (1-u)
“k—1  (n—1)! 1 kU (n—1)!
= 1—u) z
“k_Zz n =it +nk§(k—1)!(n—k)v
n—1 ¢ -2t ;o ik U (n=1)!

=u w c(1—u)""4—

n kz’z(k—Z)!(n—k)' n = kl(n—k—1)!

-1 (n=2)L n—k—2

= 1

n kZZk'(n—k—Z)‘u( ) +n
:u2+u—u2

n

oldugundan n — oo icin

|Bn(1,u) = 1|l — 0
|Bn(1?,u) —1*]]oc = 0

olur. Korovkin teoremine gére g € C[0, 1] igin
1Bn(8,u) — glle = 0

elde edilir.

(2.4)

2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

2.9

Bernstein polinomlar1 yardimiyla bir¢ok yeni pozitif lineer operatorler tantmlanmistir.

Korovkin teoreminin sartlarin1 saglayan bu tiir operator dizileri Bernstein polinomlarinin

bulunma yontemleriyle elde edilmistir.



2.2. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK-TOPLANABILME

Tanmmm 2.11. S = (s;;) sonsuz bir matris olsun. Her i € N i¢in

(Su)i = Y siju;
7

so={ (g}

dizisine u dizisinin S-doniisiim dizisi denir. Eger Su dizisi bir / sayisina yakinsak ise u

serisi yakinsak ise

dizisi / sayisina S- toplanabilirdir denir ve S — limu = [ ile gosterilir.

Eger her u € U igin v = {(Su);} doniisiim dizisi mevcut ve v € V ise S = (s;;) matirisi
U uzayindan V uzayina bir matris doniisiimii tanimlar. U uzayindan V uzayina biitiin
matrislerin sinifi (U,V) ile gosterilir. Toplami ya da limiti koruyan matrislerin sinifi
(U,V;p) ile gosterilir. ¢ yakinsak dizilerin uzay1 olmak iizere S € (c,c) ise S matrisine

konservatif matris, S € (¢,c; p) ise bu durumda S matrisine regiiler matris denir [29].

Teorem 2.12. a) S € (c,c) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
D) (S]] = sup; X7y [sij] < oo

i1) Her bir j icin lim; 0 8;j = §;

1i1) 1im;_yeo Z;f’:l Sij=$§

kosullarinin gerceklenmesidir.

b) S € (¢, c; p) olmast igin gerek ve yeter kosul

D) [IS]| = sup; X7y [sij] <o

ii) Her bir j i¢in lim; ;e 5;; =0

1) im0 Y57 515 = 1

kosullarinin gerceklenmesidir [29].



Regiiler matrislere drnek olarak aritmetik ortalama yani Cesaro matrisini verebiliriz. C; =

(cij) Cesaro matrisi
Lagj<i
¢ = | (2.10)

seklinde tanimlanir [29].

A| kiilmenin kardinal sayisini (eleman sayisint) gostersin. A, := {k <

Tamm 2.13. A C N,
n:keA} =An{l1,2,3,...,n} olsun. Eger

O0(A):= limM

n n

limiti mevcut ise bu limit degerine A kiimesinin dogal yogunlugu denir.

xa(k) degeri k € Aise 1, k ¢ A ise 0 olmak iizere )4 fonksiyonu A kiimesinin karakteristik

fonksiyonunudur. A kiimesinin dogal yogunlugu
1
5(4) =lim—~ " 14 (k)
= |
seklinde de tanimlanir [30].
Tamim 2.14. u = (uy) bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in
.1
im-{k<n:|luy—1I1>¢€}|=0
non

oluyorsa u = (uy) dizisi [ sayisina istatiksel yakinsaktir denir. st — limu = [ ile gosterilir

Eger | = 0 ise u = (u;) dizisine istatiksel sifir dizisi denir [31].

Ornek 2.15. u = () dizisi

1, k=m?,(mcN)

Uy =
0, k # m?

seklinde tanimlansin. Her € > 0 i¢in

{k<n:|lup—0|>¢e} C{k<n:u#0}

10



kapsama bagintisindan
Hk<n:|luy|>e} <|[{k<n:u#0} <Vn
elde edilir. Boylece
1i}ln%|{k <n:lu|>e} < li,gn%\{k <n:iuy#0} < lilgng =0
bulunur. Yani u = (uy) istatiksel sifir dizisidir.
Ornek 2.16. u = (u;) dizisi

Vk, k=m? (meN)

Uy =
2, k#m?

seklinde tanimlansin. st — limu = 2 oldugu agiktir.

Teorem 2.17. L, : C[a,b] — Bla, b pozitif lineer operatorler dizisi olsun.
st —lim||L,(1,u) —1|| =0

st —lim|L,(t,u) —ul| =0
st —lim || L, (¢%,u) —u?|| = 0

oluyorsa g € Cla, | fonksiyonu igin

st — liml|Ly (g (1), u) — g(u)|| = O

olur [20].

Tamim 2.18. S = (s,;) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi ve u = () bir dizi

olsun. Her € > 0 i¢in

lim ) s,;=0

" Jiluj—al>e
oluyorsa u dizisi a reel sayisina S-istatistiksel yakinsaktir denir. stg —limu = a ile gosterilir

[32].

11



S-istatistiksel yakinsaklik kavramu istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir genellemesidir (

[33] nolu calismada bir drnekle gosterilmistir).

Bu tez calismasinda kullanilan ikinci toplanabilme metodu kuvvet toplanabilme metodudur.

Tamim 2.19. o > 0 ve a1, 0, 03, ... > 0 olmak iizere (¢t;) reel terimli bir dizi ve 0 < R < o0
olmak iizere R yakinsaklik yaricapina sahip kuvvet serisi ot(v) = Yoo jvj olsun. Eger
her v € (0,R) igin

1 & -
lim — Y w0’/ =L
v—R— OC(V) j;) I

oluyorsa u = (u;) dizisi kuvvet toplanabilme metodu anlaminda yakinsaktir denir [34,35].

Kuvvet toplanabilme metodu Abel ve Borel gibi bir¢ok bilinen toplanabilme metodunu
kapsar. Bu metodun klasik yakinsamadan daha etkili oldugu [36] nolu ¢alismada verilen
bir 6rnekle gosterilmistir. Ayrica kuvvet toplanabilme metodunun regiiler olmasi icin gerek
ve yeter sart her bir j € {0,1,2,3,...} i¢in

oo
lim —Z

=0
v—R~ OC(V)

olmasidir [37].

Bu calisma boyunca kuvvet toplanabilme metodunun regiiler oldugu kabul edilecektir.

12



3. TEMEL SONUCLAR

Yakin zamanda yapilan bir calismada Usta [38] tarafindan sabit ve diger Korovkin
test fonksiyonlarin1 koruyan Bernstein operatorlerinin yeni bir modifikasyonu iizerine

caligilmistir.

g € C(0,1) i¢cin bu yeni modifikasyon

Bits) = 3 () mut 1 G

k=0 .

seklinde verilmistir.

Bu operatoriin pozitif ve lineer oldugu gbézlemlenmistir. Temel sonuclarin ispat edilmesi

icin agsagidaki yardimei teoreme ihtiya¢ duyulmaktadir.

Yardimar Teorem 3.1. i = 0,1,2 igin ¢; = ¢’ olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler

saglanir:
B;';(eo,u) =1
B ) n—2 +1
er,u) = u+—
nieh n n
2
. n“—1Tn+6 , 5n—6 1
B, (ex,u) = " u-+ Ut
[38]

Calisma boyunca

Cp[0,00) = {f|f : [0,00) — R siirekli ve smnirl1}

uzay1 kastedilmektedir.
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S = (sj,) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun ve
lim Z s]n = (3.2)

sart1 saglansin.

(3.1) ile verilen operatoriin bir modifikasyonu olarak yeni bir operator asagidaki gibi

tanimlanmugtir:

B** g7 Zsjl’l

IIk olarak asagidaki yaklasim sonucu elde edilmistir.

Teorem 3.2. Her g € Cp,[0,0) igin [0, o0) kapali araliginin kompakt her alt kiimesi iizerinde

diizgiin olarak

lim B} (g,u) = g(u)

J—e

olur.

Ispat.

S = (sjn) matrisi regiiler oldugundan j — oo igin

‘B** €o,u ‘ = Z Sjn —
bulunur.
2 1 2 1
B vl = |2t o] <2
n n n n

esitsizligi, S = (s;,) matrisinin regiilerligi ve (3.2) sart1 kullanilarak j — oo i¢in

‘B}f*(el,u)—el(u)}: ZSJ” (er,u) —ei(u)

= Zsjn 61, —61 Zsjl’lel —61 )
= ZSJ” (er,u) —er(u)]+er(u [Zsjn—ll

14



Sin = Sjn i
=2u) —+) —+u Sin—1] —0
n=1 nzl n nzl
elde edilir.
Benzer sekilde
6 6 1
B 2 _|_t2,. Y 2 o 1
|Bjy(e2,u) —u”| = ‘ U U U= Ut
7, 6 , 6 1
S oW tGU Ut st g

esitsizligi, S = (s;,) matrisinin regiilerligi ve (3.2) sart1 kullanilarak j — oo icin

‘B;‘-*(ez,u)—ez(u)‘ = ZSJ” (e2,u) —ex(u)

:Zs],, (e2,u) —ea(u)] +ex(u [ZS]n ]
2|y s
n=1

<Y sjnlBy(ea,u) —ex(u)| +u
=1

elde edilir.

Korovkin Teoremi kullanilarak istenen ispat edilmis olur.

Teorem 3.3. S = (s,;) regiiler toplanabilme matrisi ve i = 0, 1,2 i¢in

Stg —limHB;';ei — ei|| =0
n

15




olsun. Bu durumda her g € C[0, 1] i¢in

sts —lim||B,g —g[| =0
n

olur.
Ispat.
2
N n“—Tn+6 Sn—6 1
|Bex —e2]] < sup { 5 u? S—u —2—u2 }
u€0,1] n n n
n+6 5n+6 1
yazilabilir.
M ={n:|Be>—es| > €},
n+6 _ &€
M, = =
1 { 1’12 =3 } )
Sn+6 _ €
M, = > —
2 { I’l2 =3 } )
Me — 1 S €
37 n? =3
denirse M C M UM, U Ms olur. Buradan
Stg — lim ||B:;e2 — €2|| =0
bulunur. []

Korovkin teoremi kuvvet toplanabilme metodu kullanilarak modifiye edilmis

Bernstein—operatorii i¢in ispat edilecektir.

B;, operatorler dizisi yardimiyla Y, B (g, u)o;,v" kuvvet serisi tanimlansin. Her v € (0, R)

i¢cin
(oo}

li B n 3.3
lim a(V)n;o *(g,u) oV (3.3)

limiti mevcutsa B;, operatorler dizisi kuvvet serisi anlaminda yakinsaktir denir.
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Teorem 3.4. B} operatorler dizisi C[0, 1] uzaymdan B[0, 1] uzayma tanimlansin. Her

g € C[0,R] i¢in
li oV =0 3.4
Jim o) Z Byg —8)0v (34)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul i =0, 1,2 i¢in
li (B, oV =0 3.5
| B ()

olmasidir.

Ispat. (3.4) esitliginden (3.5) esitligi elde edilir.

Yeter sart1 ispat etmek i¢in (3.5) esitliginin saglandig1 kabul edilsin. g € C|0, 1] alinsin. Her
v € [0,1] i¢in |g(v)| < M olacak sekilde M > 0 reel sayis1 vardir. Dolayisiyla v,u € [0, 1]
icin

lg(v) —g(u)] <2M (3.6)

olur. g siirekli oldugundan her € > 0 i¢in |v —u| < § iken
g(v) —gu)| < e (3.7
olacak sekilde & > 0 sayis1 bulunur. ¥(v,u) = (v — u)? olmak iizere |v —u| > & iken
(v) — g(a)| < 5 ¥(s0) G8)
yazilabilir. (3.6)-(3.8) esitsizliklerinden
6v) — (0] < &+ B0, (39
elde edilir. Buradan

—£— 2—M‘P(V u)<glv)—gu) <e+

52 — Y(vu) (3.10)
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yazilir. B};(1,u) monoton ve lineer oldugundan

B (1,u) (—e _ 2,5—A;I‘P(v,u)) < BE(1,1) (g(v) — g(u)) < B(1,ux) (e + 25—1‘24\1'@, u))

(3.11)
ve boylece
2M 2M
—€B,(1,u) = 3B, (¥(v),u) < By (g,u) — g(u)B,(1,u) < €B,(1,u) + =B, (¥(v),u)
(3.12)
elde edilir.
B, (g,u) —g(u) = B, (g,u) — g(u)B,(1,u) +g(u) (B,(1,u) — 1) (3.13)
esitliginden yararlanarak (3.12) esitsizliginden
By(g,) — g(u) < €By(1Lu) + S By(P (), u) +8() (By(Luw) = 1) (3.14)
bulunur.
B (¥(v),u) = B, ((v—u)*,u) = By((u® = 2uv+v*),u)
= u*B(1,u) — 2uB} (v,u) + B:(v?,u) (3.15)

esitliginden ve (3.14) esitsizliginden

B2 (g,u) — g(u) < 25—1‘24 (62 (B (1,0) — 1) — 2u (B (va) — ) + (B2 (1) — 1)}
+&B,(1,u) +g(u) (B,(1,u) — 1)
=e+e(B,(1,u)—1)+g(u) (B,(1,u) - 1)
ZM{u Bi(1,u) — 1) — 2u (B} (v,u) —u) + (B (v*,u) —u?) }

(3.16)

elde edilir. Buradan

. oMY am oM
B3 )~ g0 < e+ (o400 50 ) B30 = 11+ G 1B1 0w~ + 5 B3 0200 i

(3.17)
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yazilir. Bu son esitsizlik ve B;(g,u) operatoriiniin lineerligi kullanilarak

(o)

Z(B,’;(l,u) —Day"

[}

Y (Bjy(g,u) — g(u))om"

2MN 1
<et|e+M+— | ——

a(v) || =, 6% ) a@) || &
+ %ﬁ ;(Bfl(v, u) —u)oV"
+25i;[$ ’;(Bfl(v2,u) —u?) o))" (3.18)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmus olur.
]
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Polinomlar yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklasilabilecegi diisiincesiyle literatiirde var
olan pozitif lineer operatorlerin modifikasyonlar1 kullanilarak daha iyi yaklagim sonuglari

elde edilmektedir.

Son yillarda popiiler bir ¢alisma alan1 olan p-calculus ve p,q-calculus de benzer sonuglarin
elde edilip edilemeyecegi arastirilabilir. Bu alanlarda benzer pozitif lineer operatorlerin

yaklasim 6zelliklerinin tahmin edilmesi iizerine ¢alisilabilir.
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