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OZET

ARALIK DEGERLI BULANIK GRAFIKLER
Elif MUDAN
Yiksek Lisans, Matematik Anabilim Dal1
Tez Danismant: Prof. Dr. Naim CAGMAN
Ekim 2022, 92 sayfa

Bu tezde, aralik degerli bulanik grafikler konusu arastirilarak bir derlemesi yapilacaktir.
Once konunun temelini olusturan bulanik mantik, bulanik kiimeler, bulanik baginti
kavramlarin ve temel 6zellikleri verilecektir. Sonra aralik degerli bulanik bagint1 ve
aralik degerli bulanik kiime islemleri tanitilacak. Daha sonra tezin amaci olan aralik
degerli bulanik grafikler ve temel 6zelliklerini incelenecektir. Son olarak aralik degerli

bulanik grafiklerin izomorfizmalar: tanitarak temel 6zellikleri ¢alisilacaktir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik Mantik, Bulanik Baginti, Aralik Degerli Bulanik
Kiimeler, Aralik Degerli Bulanik Kiimeler, Aralik Degerli Bulanik Grafikler



ABSTRACT

INTERVAL VALUED FUZZY GRAPH
Elif MUDAN
Master's Thesis, Department of Mathematics
Thesis Advisor: Prof. Dr. Naim CAGMAN

October 2022, 92 pages

In this thesis, the subject of interval value fuzzy graphs will be investigated and a
compilation will be made. For this topic, firstly, fuzzy logic, fuzzy sets, fuzzy relation
concepts and their basic properties will be given. Then, interval-valued fuzzy relation
and interval-valued fuzzy set operations will be introduced. Then, the main match of the
thesis, fuzzy graphs with interval values and their basic properties will be examined.
Finally, the basic properties of interval value fuzzy graphs will be studied by

introducing isomorphisms.

Keywords: Fuzzy Logic, Fuzzy Relation, Interval Valued Fuzzy Sets, Interval Valued

Fuzzy Relation, Interval Valued Fuzzy Graphs.
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1. GIRIS

Uygulamada gosterdigi biiyiik ilerlemeler sayesinde son zamanlarda iizerinde ¢okcga
calisilan bulanik kiimeler, belirsiz kavramlart ve onlar1 matematiksel olarak
modellememizi saglamaktadir. Uygulama alanlarinin genisligi ve olusturdugu sonuglarin
etkisi bakimindan bulanik kiimeler son zamanlarda yapilan bilimsel ¢alismalarda 6nemli
bir yere sahiptir. Bulanik mantik, makinelere belirsiz kavramlari anlama ve buna yanit
verme olanag1 sagladigindan dolayr mantik¢ilarin en 6nemli hedeflerinden biri bulanik

mantig1 kullanarak makinelerin insan gibi diisiinmesini saglamaktir.

Aristo’nun iki degerli mantigina sistematik anlamda ilk alternatif mantik Lukasiewicz
tarafindan onerildi. Lukasiewicz 1920’ lerde {i¢ degerli mantigin temelini att1. 1930’larin
sonlarma dogru kuantum fizik¢isi olan Max Black, ¢oklu degerli mantigi kiimelere
uyguladi. Bu bilimin bulanik kiimeler ve tyelik fonksiyonlartyla tanigmasi demekti.
Yaklasik 30 y1l kadar sonra 1965 yilinda Zadeh (Zadeh, 1965) bulanik kiimeler konusunu

ortaya atarak matematikte yeni bir ¢ag baslatt1.

Bulanik mantigin dayandigi ana fikir ise mantigin dogru ve yanlistan olusmadig1 baska
bir deyisle klasik mantikta oldugu gibi diinyanin sadece siyah veya beyazdan ibaret
olmadig siyah veya beyazin yani sira grinin tonlarinin oldugu ve beraberinde diger biitiin
renklerin mevcut oldugu ilkesine dayanir. Bu 0Ozelligiyle bulanik mantik insan
diistincesine dayali birtakim sistemlerde klasik mantiktan ¢ok farkli olarak daha rahat
kullanim imkani saglar. Giinliik hayatta “bugiin hava ¢ok soguk*, “ Ali’nin boyu uzun ”
gibi birtakim yorumlarda bulunuruz. Bu ifadeler, kisiden kisiye degisebilir. Kimine gore
hava soguk olmayabilir, kimine gore de uzun denilen uzun olmayabilir. Bu yiizden
kisiden kisiye degiskenlik gosteren belirisiz durumlari modellemede bulanik mantik
devreye girmektedir. Kisaca bulanik kiime teorisi belirsizligi modellemek igin

giiniimiizde kullanilan en yaygin teorilerden birisidir.

1975 yilinda Zadeh (Zadeh, 1975) aralik degerli bulanik kiimeler kavramini ilk defa
ortaya atti. Aralik degerli bulanik kiimelerde, iiyelik derecelerinin degerlerini [0,1]
araligindaki reel sayilar yerine ayni alifin alt araliklarin1 alarak bulanik kiimelerin bir

genellemesi olarak tanimladi. Aralik degerli bulanik modeller, bulanik modellere kiyasla



sisteme daha fazla hassasiyet, esneklik ve uyumluluk saglar. Bulanik kontrol gibi
uygulamalarda aralik degerli bulanik kiimeler kullanilir. Aralikli degerli bulanik
kiimelerin ilk eksigi tipik bir bulanik kiime ile karsilastirildiginda tyelik fonksiyonu

aralikli olmasi nedeniyle fazla hesaplama gerektirmektedir.

Grafikler (gizelgeler), koselerden ve koseleri birlestiren kenarlardan olusan yapilardir.
Klasik grafik teorisinin bir genellemesi olarak bulanik grafik teorisi ilk kez
Rosenfeld(1975) tarafindan tanimlanmistir. Aralik degerli bulanik kiimelerin grafiklerini
ve temel 6zelliklerini verecegiz. Aralik degerli bulanik grafikler Akram ve Dudek (2011)

tarafindan calisilmustir.

Bu tezde 6nce calisilacak konunun temelini olusturan bulanik mantik, bulanik kiimeler,
bulanik baginti, aralik degerli bulanik kiime kavramlari ve temel 6zellikleri verilecektir.
Bu konularla ilgi bolimler, (Baykal ve Beyan, 2004), (Dubois ve Prade,1980), (Klir ve
Folger,1988), (Tanaka,1966) ve (Zimmermann, 1991) kaynaklarindan derlenmistir. Sonra
aralik degerli bulanik bagint1 ve aralik degerli bulanik kiime islemleri tanitilacaktir. Daha
sonra tezin amaci olan aralik degerli bulanik grafikler ve temel 6zellikleri incelenecektir.
Bu tezin amaci, aralik degerli bulanik grafikleri ve temel 6zelliklerini inceleyerek aralik

degerli bulanik grafiklerin izomorfizmalarinin bir derlemesini yapmaktir.



2. BULANIK KUMELER

Bu bélimde, 1965 yilinda Zadeh tarafindan tanimlanan bulanik kiimeler (fuzzy set) ile
ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu bolim, (Baykal ve Beyan, 2004),
(Duboisand Prade, 1980), (Klirand Folger, 1988), (Tanaka,1966) ve (Zimmermann, 1991)

kaynaklarindan derlenmistir.

Tamm 2.0.1. Bir U evrensel kiimesi verilsin. Her X € U igin

e U—[0,1]

fonksiyonu ile verilen

F= {#:Ex):x € U}

kiimesine U iizerinde taniml1 bir bulanik kiime denir. Burada pr fonksiyonuna F bulanik
kiimesinin tiyelik fonksiyonu ve ur(x) degerine x elemanimin F bulanik kiimesine aitlik
derecesi denir. Aitlik derecesi sifir olan elemanlar kiimeye ait olmadiklarinda bulanik
kiimede gosterilmezler. Bulanik kiimeler genellikle F, G, H, ... gibi harflerle ve bunlarin

tiyelik fonksiyonlari sirastyla yp, tg, Mg, ... seklinde gosterilir.
Ornek 2.0.1. U ={-2,-1,0,1,2,3,4,5,6} evreninde 1’¢ yakin gercel sayilar bulanik kiimesi

A_{—2—1012 3 4 5 6}
- 10.7°0.8°0.9°1°0.9°0.8°0.7°0.6" 0.5

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.0.2. Uzun boylu olma durumunu inceleyecek olursak; 2 metre uzunlugundaki
birisi herkes tarafindan uzun boylu olarak nitelendirilebilir, ancak 180 cm boyundaki
birine uzun demek kisiye, yere, zamana ve bakis agilarina gore degisebilir. Bunun nedeni
uzun boylu olma sinirimin belirsiz olmasidir. Bu ylizden uzun boylu olma kiimesini klasik
kiimelerle ifade etmek gii¢ olabilir. Ornegin uzun boylu olmay: klasik kiimelerle su
tanimla ifade edebiliriz; “185 cm ve lizeri boyu olanlar uzundur.” Bu tanima gore 185 cm

ve lizerindekilerin uzun boylular kiimesine ait oldugu séylenir. F uzun boylular kiimesi



F—{’ x =185
10, x < 185

seklinde gosterilir. Burada tanimlanmis evrende, bir kisinin uzun boylular kiimesine ait
olmasi ile ait olmamasi arasindaki gecis keskin ve kesindir. Yani bu tanimla 185 cm

boyundaki birine “uzun” derken ondan sadece bir milimetre kisa 184,9 cm uzunlugundaki

birine “uzun degil” denilmis olur.

S

Uyelik degerleri

0 185 Boy-uzunlugu (ecm)

Sekil 2.1. Bulanik kiime gdsteriminin grafikle gosterimi
Bulanik kiimelerde ise bu gegis kademeli olarak tanimlanir, bahsedilen kiime sozel olarak

“yaklagik 185 cm ve iizeri olanlar uzun boyludur” seklinde ifade edilir. Bu ifadenin

bulanik kiimelerle gosterimi,

1, x = 185
up(x) =4 =2, 175 < x < 180
0 x < 175

)

seklinde olacaktir. Sekil 2.1. deki gibi de gosterilebilir. Bu ifadeye gore 184 cm
boyundaki birinin bulanik kiimeye iyeligi uz(184)=0,9 ve 176 cm boyundaki birinin
bulanik kiimeye ug(176)=0,1 tiyeligi olur.



Tamm 2.0.2. U iizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. Derecesi 0’dan biiyiik
olan elemanlarin kiimesine F bulanik kiimesinin destek (support) kiimesi denir ve
asagidaki gibi yazilir.

supp(F) = {x € U : ug(x)> 0}

Tamm 2.0.3. U iizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. Varsa iiyelik derecesi 1
olan elemanlarin kiimesine F bulanik kiimesinin ¢ekirdegi (core) denir ve asagidaki gibi

yazilir.

core(F) ={x e U : up(x) =1}

Tammm 2.0.4. U iizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. En yiiksek iiyelik

derecesine F bulanik kiimesinin yiiksekligi denir ve asagidaki gibi yazilir.

h(F) = max{uz(x): x € U}

Tamm 2.0.5. U iizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. Cekirdegi olan bulanik
kiimelere normal bulanik kiime denir. Yani en az bir x € U igin up(x)= 1 oluyorsa F
bulanik kiimesi normaldir. Aksine cekirdegi bos kiime olan bulanik kiimelere normal
olmayan bulanik kiime denir. Yani, Sekil 2.2°deki gibi ug(x) = 1 olacak sekilde higbir

X€ U yok ise F bulanik kiimesi normal degildir.

Sekil 2.2 Normal olmayan bir bulanik kiime

Normal olmayan bir bulanik kiime, iiyelik fonksiyonunun her degerinin yiiksekligine

boliinmesiyle bir normal bulanik kiimeye doniisiir.



Ornek 2.0.3. U = {x;, x,, X3, X4, X5, Xs } lizerinde taniml1

X1 Xz X3 X5 Xg
F: N Aa’nNrE’? 4 A’ 4
{0.3 0.5°1°0.2 1}

bulanik kiimeleri verilsin. Burada,

supp(F) = {x1, x2, X3, x5, X6}, SUPP(G) = {xy, X2, x3, x5} Ve core(F) = {x4, xc}

oldugu i¢in F normal bulanik kiimedir, fakat core(G) = @ oldugu i¢in G normal olmayan
bir bulanik kiimedir. h(F) = 1 ve h(G) = 0.8 olur. G bulanik kiimesinin {iiyelik

fonksiyonunun biitlin degeri 0.8 yiikseklik degerine boliiniirse

_ (X1 X X3 Xs
Ca {0.37'0.87’ 1 '0.62}

seklinde normal bir bulanik kiimeye doniisiir.
Tanmm 2.0.6. U flizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. Her x;,x, € U ve
a € [0, 1] icin
pr Loy + (1 = axp)] = min(up (x1), pr(x2))
oluyorsa F bulanik kiimesinin konveks (dis biikey) ve

pr [oxy + (1 = oxz)] < max(up(x1), pur(x2))

oluyorsa F bulanik kiimesinin konkav (i¢ biikey) denir.



0 . 0 . 0 .

{a) Konveks (b)) Konkav (¢} Ne konveks ne konkav

Sekil 2.3 Konveks ve konkav liyelik fonksiyonlari

Tamm 2.0.7. U iizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. Eger her x € U i¢in

tr(x) = 0 oluyorsa, F bulanik kiimesine bos bulanik kiime denir ve @ ile gosterilir.

Ornek 2.0.4. U = {x;,%,,X3,X4,Xs,Xg} tzerinde bir F bulamk kiimesinin iiyelik
fonksiyonlar: degerleri pp(x1) = pup(x2) = up(x3) = pp(xs) = pe(xs) = pp(xe) = 0 ise
F = @ bos bulanik kiimedir.

Tamm 2.0.8. U iizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. Eger her x € U igin

Ur(x) =1 oluyorsa, F bulanik kiimesine evrensel bulanik kiime denir ve U ile gosterilir.
Ornek 2.05. U = {x;,%,,X3,X4,Xs,Xg} tizerinde bir F bulamk kiimesinin iyelik
fonksiyonlart degerleri up(x1) = pp(x2) = pr(x3) = up(xs) = pr(xs) = pp(xe) = 1 ise
F = U evrensel bulanik kiimedir.

Not 2.0.1. Her klasik kiime her elemaninin iiyelik degerleri 1 olan bir bulanik kiimedir.

Tamm 2.0.9. F ve G, U fiizerinde taniml1 birer bulanik kiime olsun. Eger her x € U i¢in
Ur(x) = ug(x) oluyorsa, F ve G bulanik kiimelerine esit bulanik kiimeler denir ve F = G

ile gosterilir.

Ornek 2.0.6. U = {x4, x5, X3, X4, X5, Xg } lizerinde

"= 505 1) 0= G5as 1)

bulanik kiimeleri verilsin. Burada,



pr(x) = ug(x) =0, up(xz) = pe(x2) =05,  pp(x3) = pg(x3) = 0.8,
tr(xs) = pfg(x4) =0,  pp(xs) = pg(xs) =1, tr(x6) = pg(xe) =0,

oldugu i¢in F = G olur.

Tanim 2.0.10. U tizerinde taniml: bir F bulanik kiimesi verilsin.

Fl= > we)

xeU

degerine F bulanik kiimesinin biiyiikliigii denir. Bulanik kiime klasik kiime ise biiyiikliik

eleman sayisi olur.
Tanim 2.0.11. U iizerinde tanimli bir F bulanik kiimesi verilsin. Her x;,x, € U ve
a € [0,1] igin

Fo={x€U: pp(x) =2 o}
kiimesine F bulanik kiimesinin a— kesimi ve

Fo={x€U: up(x) > a}
kiimesine de F bulanik kiimesinin gii¢lii a— kesimi denir.

a(A) = {a: x € U,up(x) = a}

kiimesine F bulanik kiimesinin a—seviyeler kiimesi denir.
Tamm 2.0.12. F ve G, U iizerinde taniml1 birer bulanik kiime olsun. Eger her x € U i¢in

Ur(x) < pug(x)oluyorsa, F bulanik kiimesi G bulanik kiimesinin bir alt kiimesi olur ve

F € G ile gosterilir.



Ornek 2.0.7. U = {x;, x5, X3, X4, X5, X¢ } lizerinde

X X X X X X X
F= {0t 05057 = 050505 05)

bulanik kiimeleri verilsin. Burada,

pr(x) =0 < ug(xy) =03, pp(xz) =0.5 < ug(xz) =0.7, pp(x3) = 0.8 < pg(x3) = 0.9,
tr(xs) = 0.7 < ug(xs) = 0.7, pr(x6) =0 < pg(xs) =0,

oldugundan F € G olur.
2.1. Bulanik Kiimelerde islemler

Burada bulanik kiime islemlerini ve temel 6zelliklerini verecegiz.

Tanmm 2.1.1. U izerinde tanimli F ve G bulanik kiimeleri verilsin. F ve G bulanik

kiimelerinin birlesimi

FUG= Kumi(x)) e U}

sekilde tanimlanir ve burada

true (x) = max(up(x), ug(x))

Ornek 2.1.1. U = {xy, X,, X3, X4, Xs, X Hizerinde

P {x1 Xy X3 Xsg xa}

ve

:{x1 Xy X3 X4 Xg xa}
0.1’0.6°0.1°0.9°0.5°0.1

bulanik kiimeleri verilsin. Bu durumda,



~ X
rUes {max(up<x>,ua(x>) e U} =163'0607°05°0.6'0.1

Teorem 2.1.1. F, U tizerinde taniml1 bir bulanik kiime olsun.

)FOF=F
i)FU@=F
i) FOU=U

Ispat: U iizerinde bir

bulanik kiimesi verilsin.

'FUF—{ 4 : EU}—{ o EU}—F
Y T max(ur 0 @) S @

- ~ ~_ x . —3 x —
ii)F U Q_{max(,up(x),O)'XEU}_{y—F(x) xEU} F

ﬁDFOU={ xe@={§meu}=u

max(ur (x), 1)

Teorem 2.1.2. F, G ve H, U lizerinde taniml1 birer bulanik kiime olsun.
)FUG=GUF
ilFUGUH)=(FUG)UH

Ispat: U iizerinde tanimli

F={M:zx):er} ,Gz{#:zx):xEU} VeHz{yHJEx):XEU}

bulanik kiimeleri verilsin.

DFUGz{ a mEU}z{ a mEU}zGUF
max (g (x), ug(x)) max (g (x), p (x))

10



.s ~ ~ _ X .
) FUGUH) = {max(uF(x>, max(ae GO 1n0)) € U}

X ~ ~
= .xeU,=(FUG) UH

max ((max(u (), 16 (), 1y ()

Tanmmm 2.1.2. U izerinde tanimli F ve G bulanik kiimeleri verilsin. F ve G bulanik

kiimelerinin kesisimi

- x
FnGz{

'X E U}
UaRB

sekilde tanimlanir ve burada
trag(x) = min(up (%), ug (x))
Ornek 2.1.2. U = {x;, x5, X3, X4, X5, Xs } lizerinde

P {xl X2 X3 Xsg xe}

ve

G= {ﬁ X2 X3 X4 X5 &}
0.1'0.6°0.1°0.9°0.5’0.1

bulanik kiimeleri seklinde tanimlansin. Bu durumda,

~ X X1 X2 X3 X5 Xg
FNG= xe Uy = _———,—,—
{min(,up(x),,ua(x)) } {0.1 0.4°0.1°0.5 0.1}

Teorem 2.1.3. F, U tizerinde taniml1 bir bulanik kiime olsun.
)FAF=F

iNFAD =0

ii)FAU=F
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Ispat: U iizerinde bir

= {,u:zx) 'X € U}

bulanik kiimesi verilsin.

i)FﬁF—{ a : eU}—{L- EU}—F
~ min(ur (), 1r @) RPN Ml i

X

ii)FﬁaS:{m

X € U}={}= ?

iii)FﬁU:{ :er}=F

X X
S
min(up(x), 1) e (x)
Teorem 2.1.4. F, G ve H, U tizerinde taniml1 birer bulanik kiime olsun.

)FAG=GAF
iVFAGAH) =(FAG AH

Ispat: U iizerinde tanimli

:XEU}VEH={ :xEU}

B {/'[F)Ex) e U} 0= {MG)EX) #szx)

bulanik kiimeleri verilsin.

DYFNAG= e U
DEO MWM@M@D }

{
g )

ln(uc(x) @)

12



X
HFAGAH) = {mm(ﬂF(X) mln(,uG(x) .UH(x))) U}

X
n (min(ur (), 16 (0) , 1y ()
=(FAG)AH

:x e U

Teorem 2.1.5. F, G ve H, U tizerinde taniml1 birer bulanik kiime olsun.
NFU(GNAH)=(FUG) N (FUH)
ii)FU(GAH)=(FNANG) U (FNAH)

Ispat: U iizerinde tanimli

F={'u:zx):er} ,G={#G)Ex):xEU} VeH={uH)Ex):x€U}

bulanik kiimeleri verilsin.

. ~ ~ _ X .
RO Sgit) = {max(up(x),min(u(;(x),uH(x))) L © U}

X
= . U
{min(max(ﬂp(x),ﬂa (%)), max(pp (x), uy (x))) * e }
=(FUG) N (FUH)

.n ~ ~ _ X .
WFUGNH) = {min(uF<x),max(ua<x>,uH<x>)) € U}

X
e . U
{max(min(uF<x).uG<x)) (e G, ) }
=(FANG)U (FAH)

Tanmm 2.1.3. U izerinde tanimhi bir F bulanik kiimesi verilsin. F bulanik kiimesinin

tiimleyeni

FC = {ch(x):x € U}

sekilde tanimlanir ve burada ppc(x) = 1 — pug(x) dir.

13



Ornek 2.1.3. U = {x;, x5, X3, X4, X5, Xs } lizerinde

X1 X2 X3 X5 Xg
F: N Aa’m A’ A
{0.3 0.4°0.7 0.6 0.1}

bulanik kiimesi seklinde tanimlansin. Bu durumda,

X{ X, X3 Xt X
FC = {_1_2_3_5_6}
0.7 0.6 0.3°0.4°0.9

olur.

Not 2.1.1. F, U iizerinde taniml1 bir bulanik kiime olsun.
NFUOF¢#U
i)FAFC =@

Bu notumuzun 6zelliklerini asagidaki Ornek 2.1.4. iizerinden gdstermis olalim.

Ornek 2.1.4. U = {xy, x5, X3, X4, X5, Xg } lizerinde

X1 X2 X3 X5 Xg
F = ) ) ) )
{0.3 0.4°0.7° 0.6 1}

bulanik kiimesi seklinde tanimlansin. Bu durumda,

C:{xl X2 X3 Xg xe}
0.7°0.6"0.3'04" 0

olur. Bu durumda

ad 'X € U}
max (e (x), 1 — pp(x))

i)FUFcz{

:{x1 Xy X3 Xg xs}
0.7°06’0.7°0.6" 1

U

14



B S EC X :
WFAF = {min(uF(xm—uF(x))'X y U}

Teorem 2.1.7. F ve G, U iizerinde taniml1 birer bulanik kiime olsun.

) (FUGC=F“AGt
i) (FAG*=Fc UGt

Ispat: U iizerinde tamml

X X
= :xEU}veG={ :xEU}
{#F(x) e (x)
bulanik kiimeleri verilsin.
C
i)(FUG)C={ ad X € U}
max (pp (), ug (x))

= { X 1Xx € U}
1 — max(pp(x), ue (%))

= { : ad 1x € U}
min(1— ur (0, 1 — o (@)

=FC¢ A GC

c
s F N G C — U
ii)(FN G) {mm(ﬂF(x) .Uc(x)) ) }

{ m(up(x) () U}
s

X € U}
ax(l liF(x) 1- HG(X))
=F¢T Gt
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3. BULANIK BAGINTI

Bulanik bagint1 iki kiime elemanlarinin belli bir iiyelik degeriyle eslesmesiyle tanimlanir.
Bu boéliimde bulanik bagint1 ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu boliimdeki
tanim ve teoremler, bu tez ¢alismanin sembol gosterimleri dikkate alinarak ve igerigine
uygun olarak (Baykal ve Beyan, 2004), (Dubois ve Prade,1980), (Klir ve Folger,1988),
(Tanaka,1987) ve (Zimmermann, 1991) kaynaklarindan derlenmistir.

Tanim 3.0.1. U ve V iki evrensel kiime olsun. UxV kiumesi Gizerinde tanimli

R={ (. y)

. (x,y) € U x v} olmak iizere ug : UxV - [0,1]
,UR(X, y) Y i

bulanik kiimesine UxV {izerinde bir bulanik bagint: denir. Bulanik bagntilar genelde
R,S,T... gibi harflerle gosterilir. Burada U = V olabilir ve 0 zaman R bulanik

bagmtisina UxV yerine U? kullanilir ve kisaca U iizerinde tamiml1 denir.

Bulanik bagintiyr genellestirebiliriz. Uy xU2 x ... xUj kartezyen ¢arpiminin tizerinde

tanimhii = 1,2, ...,n i¢in

X1, X9, .« X
R:{(l 2 n) :xiEUi}
MR(xll X2y veey xn)

bulanik kiimesine Ui xUj x..xU, izerinde bir n-li bulanik bagmti denir.
Ornek 3.0.1. U = {x;, x5, x3} ve V = {y1, V5, V3, V4 } ise

(1, ¥1) (x1,¥3) (x1,y4) (x2,¥1) (x2,¥2) (x2,¥3)
03 > 07 " 05 " 08 ' 02 ' 04

Ry ={ }

kiimesi U xV iizerinde tanimli bir bulanik bagintidir ve

R ={(x1,x1) (x1,%2) (x1,%3) (X2,%3) (x3,%3) (x3,x2)}
2 06 03 ' 07 09 ° 1 ' 05
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kiimesi U iizerinde tanimli bir bulanik bagmtidir.

Ornek 3.0.2. U = {1,2,3} iizerinde tamml R = {% (x,y) € Ux U} bulanik
R\AXA,

bagintisinin iiyelik fonksiyonu

1 xX=y
”R = UZ - [0,1], .UR(x,}’) = {014 x < y
0, y<x

seklinde verilmis ise kendisi agagidaki gibi yazilir.

L (AD 12 12 @) @3) 63
1’04’04 1 04 1
Not 3.0.1. Bulanik bagmtiytr Tanim 3.0.1°de iki klasik kiimenin Kartezyen carpimiyla
tanimladik. Bulanik baginti, iki bulanik kiime veya biri bulanik digeri klasik kiimelerin
kartezyen carpimiyla da tanimlanabilir. F ve G bulanik kiimeleri sirasiyla U ve V

uzerinde tanimli1 olsun.

(x,¥)
UR (X, y)

R=FxG-= { : (x,y) €U X V} olmak tizere ug(x,y) < min(,uF(x),uG(x))

kartezyen carpimi U xV {izerinde bir bulanik bagintidir. Burada eger

ur () = min(up(x), ug (x))

olursa R bulanik bagmtisina giiclii bulanik baginti denir. Her klasik kiime, elemanlarinin
iyelik degeri 1 olan bir bulanik kiime oldugundan bir klasik kiime ile bir bulanik
kiimenin bulanik kartezyen ¢arpimindan da bulanik bagint1 yazilabilir. A klasik kiimesi U

ve F bulanik kiimesi V lizerinde tanimli olsun.

(x,¥)
us(x,y)

S=A><F={ :(x,y)EUXV},ﬂs(x»:V)SHF(Y)

17



kartezyen ¢arpimi U xV iizerinde bir bulanik bagintidir. Benzer sekilde eger
Us(x,y) = pugp(y) ise S bulanik bagintisi giiglii bir bulanik bagintidir. Burada

Vx €A, us(x) =1

elde edilir.

Ornek 3.0.3. U = {x;, x5, x3} ve V = {y1, V5, V3, Va} ise

(Y1) (1, y3) (X1,94) (X2, ¥1) (x2,¥2) (x2,¥3)

=003 ""07 " 05 08 ' o0z ' 04
kiimesi ve
G:{(x1:3’1) (x1,¥3) (x1,¥1) (x2,¥1) (%2,¥2) (xz'Y3)}
0.6 ' 03 ° 07 " 09 ° 1 ' 05

kiimesi U xV iizerinde taniml1 bir bulanik baginti olsun.

(x1,¥1) (x1,¥3) (x1,¥a) (x2,¥1) (x2,¥2) (x2,¥3)
03 ° 03 " 05 " 08 ' 02 ' 04

FXG={ }

olsun. Not 3.0.1. geregi

xy)
ur(x,y)

R=FxG = ) €UxV] ey = min(p (1), 16 ()

saglayip saglamadigina bakacagiz.

pr (x, ¥) = min(pp (1), 1 (1))

((x1:J’1) (x1’}’1))’((x1’y3) (xl,y3))’<(x1,y4) (x1:3’4)>,

— min 03 ' 0.6 0.7 ' 0.3 05 ~ 0.7
((xzf}ﬁ) (xz')’1)> ((xz')’2) (xz')’2)> <(x2,y3) (xZ;Y3)>
0.8 ' 09 ’ 0.2 ’ 1 ’ 04 ' 05
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z{(xp}ﬁ) (x1,y3) (X1,¥1) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'}’3)}
03 " 03 ' 05 " 08 ' 02 ' 04

=F X G
Oldugundan R = F X G bulanik bagintisina gii¢lii bulanik bagintisi olur.

Ornek 3.0.4. U= {x;,x;, %3, %, ve V. = {y1,v,,¥3, ¥4} A Kklasik kiimesi ve F bulanik

kiimesi U xV {izerinde taniml1 olsun. R bagintisi

R ={(x1,¥3), (x2,¥2), (x3,¥2), (x4, ¥1) }
olsun.

A= (1, ¥3) (X2,¥2) (x3,¥2) (x4, 1)
D & 4 4

Her klasik kiime, elemanlarinin iiyelik degeri 1 olan bir bulanik kiime oldugundan bir
klasik kiime ile bir bulanik kiimenin bulanik kartezyen ¢arpimindan da bulanik baginti

yazilabilir oldugundan tiim tiyelik degerleri 1 dir.

Tamm 3.0.2. Her n, m €N i¢in U = {x4, Xy, ..., X} V& V = {y4, V5, ..., ¥m} Olsun. U xVV
lizerinde bir R bulanik bagintisinda 1 <i<n,1<j<m olmak izere pg(x;y;)

degerlerinin asagidaki Sekil 3.1°daki gibi gosterilmesine R bulanik bagintinin tablosu

denir.
R Vi Y2 Ym
Xy Hr(x1, 1) pr(x1,¥2) e (X1 Ym)
Xq pg(x2,v1)  pg(xz,¥2) tg (X3, Vin)
Ay Hr(Xn Y1) Ha(Xn, V2) KR (Xns Vi)

Tablo 3.1. R Bulanik Bagmtisinin Tablosu

R bulanik bagintinin tablosundan elde edilen
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ur(xy,y1)  ur(x1,Y2) e (X1, Ym)
[Rlpxm = Hr(X2,¥1)  Mr(X2,¥2) - Hr(X2, Ym)

UR(Xny V1)  HR(Xn, Y2) UR(Xn, Ym)

matrise R bulanik bagintisinin bulanik matrisi denir. Bundan sonra bir karigikliga neden
olmayacaksa [R],..m Yerine [R] yazilir.

Ornek 3.0.5. U = {x;,x,,x3} ve V = {y1, V5, V3, ya} ise UxV iizerinde tanimli

R={(x1»J’1) (x1,¥3) (X1,¥s) (x2,¥1) (X2,¥2) (X2,¥3) (x3,y2)}
03 " 07 ' 05 ' 08 ' 02 ' 1 " 0.4

bulanik bagintinin tablosu Sekil 3.1. deki gibi olsun. Bulanik matrisini yazalim.

R Vi V2 V3 Va4

x; (03 0 0.7 05
x, |08 02 1 0

xz |0 04 0 0

Sekil 3. 1. R Bulanik Bagintisinin Tablosu

[RI=]08 02 1 0

0O 04 0 O

03 0 0.7 0.5]

Tanim 3.0.3. U xV {izerinde taniml1 R bulanik bagintis1 verilsin.

Ry = {

_— X, = max X,
HRU(X,)/) :u'RU( }’) yev :uR( y)}

U tizerindeki bulanik kiimesine R bagintisinin U tizerine izdiisiimii ve
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X
Ry ={———: (x,v) = max ug(x, }
v {uRV(x, 5y Hrw (6 Y) = maxpg )

U tizerindeki bulanik kiimesine R bagmtisinin V tizerine izdiistimii denir.
Ornek 3.0.6. U = {x;,x,, x3} ve V = {y1, V5, V3, ya} ise UxV iizerinde taniml

(x1,y1) (x1,¥3) (X1,¥a) (x2,¥1) (x2,¥2) (%2,¥3) (x3»)’2)}
03 ° 07 > 05 " 08 " 02 ' 1 ' 04

R={

[Rl =108 0.2 1 0

0 040 0

03 0 07 0.5]

bulanik bagintinin U ve V {izerindeki izdiistimlerini bulalim.

R _{ X1 X2 X3 }
U™ lmax(0.3,0,0.7,0.5) " max(0.8,0.2,1,0) " max(0,0.4,0,0)

_ { V1 Y2 Y3 Va }
V'™ lmax(0.3,0.8,0) " max(0,0.2,0.4) ' max(0.7,1,0)  max(0.5,0,0)

elde edilir ve buradan istenilenler agagidaki gibi elde edilir.

Ro= {5 T 00 R =ls0a1 08

Tanmm 3.0.4. U, V ve W evrensel kiimeleri olsun. U tizerinde bir F bulanik kiimesi

verilsin. U xV tizerinde tanimli

(x,y)
pr(x)

c(R)={ :(x,y)EUXV}

bulanik bagintisina F bulanik kiimesinin UxV {izerindeki silindirik genislemesi denir.
Bulanik bagintinin da silindirik geniglemesi olur. U=V xW {izerinde tanimli bir R bulanik

bagmtisinin. U xV xW tizerindeki silindirik genislemesi asagidaki gibi tanimlanir.
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¢(R) = {(x, y,7)

(x,y,z EUxVxW}
uR(x,y)( y.2)

Benzer sekilde silindirik genisleme genellestirilebilir.

Ornek 3.0.7. Swasiyla U= {x;,x,,x3}veV ={y;,y,} evrensel kiimeleri iizerinde

tanimli

o 2 A

iki bulanik kimesi verilsin. Bu iki bulanik kiimenin U xV tzerindeki silindirik

genislemesi olan c(F) ve ¢(G) bulanik bagintilarin1 bulalim.

03 ° 03 ° 07 " 07 " 05 " 05

_{(x1»3’1) (1, ¥2) (x2,¥1) (%2, ¥2) (x3,91) (x3,y2)}
c(F) =

_{(xl:%) (x1,¥2) (x2, 1) (x2,¥2) (x3,¥1) (x3,y2)}
c(G) =

04 ' 08 ° 04 ' 08 ' 04 ' 038

Ornek 3.0.8. U = {x,x,,x3} ve V = {y;,y,} ise U xV iizerinde taniml

R = (e, 1) (0, y2) (2 y1) (x2,92) (x3,91) (x3,52)
1 03’ 07’ 05 ' 08 ' 02 ' 1

bulanik bagintist olsun ve W = {z;} evrensel kiimesi olsun. F = {5—1} olsun. Bu iki

bulanik kiimenin U xV xW iizerindeki silindirik genislemesi olan c(R) ve c(F) bulanik

bagintilarin1 bulalim.

c(R) :{(x1»Y1'Z1) (x1,¥2,21) (x2,¥1,21) (%2,¥2,21) (X3,¥1,21) (x3'}’2»Z1)}

03 ° 07 * o5 ' 08 * 02 ' 1

04 ' 04 ' 04 '~ 04 ° 04 ' 04

o(F) ={(X1J’1,Z1) (x1,}’2;Z1) (xz,}’1,Z1) (xz,yz'zﬂ (x3.Y1»Z1) (x3,y2,21)}
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Tamim 3.0.5. UXV iizerinde tanimli R ve S bulanik bagintilar1 verilsin.

RUS = {% trus(x, y) = max(pg (x, ), us(x, y))}

o y) o
RNS = {—#Rns(X» ) Hras(x,y) = min(ug (x, ), ps(x, }’))}
() —1_
R _{uRf(x,y)' prr(x,y) =1 MR(x.y)}

bulanik bagmtilarina sirasiyla R ve S bulanik bagmtilariin birlesimi, kesigimi ve

tiimleyeni denir.

Ornek 3.0.9. U = {x;, x5, x3} ve V = {y1, V5, V3, Va} is€

R:{(xp)ﬁ) (x1,y3) (X1,¥1) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'}’3)}
03 ' 07 > 05 " 08 ' 02 ' 04

kiimesi ve

S={(x1»J’1) (x1,¥3) (X1,¥1) (X2, y1) (X2,¥2) (x2;3’3)}
06 * 03 " 07 ' 09’ 1 " 0.5

kiimesi U xV {izerinde tanimli bir bulanik bagint1 olsun. Bu bagintilarin birlesimini,

kesisimini ve tlimleyenini bulalim.

_( xy _
RuUS= {m :uRUS(x’ y) = max(uR(X, y):MS(xl :V))}

tanimini kullanarak

RUS={(x1'y1) (x1,y3) (xX1,¥s) (x2,¥1) (X2,¥2) (xZ»}’3)}
06 ° 07 ' 07 ' 09 °’ 1 " 0.5
elde edilir.
RNS= {ﬂ tras (%, y) = min(ug (x, ¥), us(x, y))}
Urns (X, ¥)

23



tanimini kullanarak

RnS={(x1'y1) (x1,¥3) (X1,¥4) (x2,¥1) (X2,¥2) (er3’3)}
03 > 03 ' 05 " 08 ' 02 ' 04
elde edilir.
(x,y)
R’={—= (x,y)=1-— X, }
e (6y) g (x,y) pr(x,y)

tanimini kullanarak

R,={(X1J’1) (x1,¥3) (Xx1,¥s) (x2,51) (x2,¥2) (xZ»)’s)}
07 * 03 * 05 " 02 ' 08 ' 0.6

ve

N :{(x1,3’1) (x1,¥3) (X1,¥1) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'Y3)}
04 ' 07 ° 03 " 01 " 0 ' 05

elde edilmis olur.
Not 3.0.2. Bulanik bagmtilarda birer bulanik kiime oldugu i¢in bulanik kiimelerde gegerli
olan kesisim, birlesim ve tiimleyen islemleriyle ilgili biitliin teoremler bulanik bagintilar
icin de gecerli oldugu i¢in onlar1 burada tekrar vermeyecegiz.
Tamm 3.0.6. U X V {izerinde taniml1 R ve S bulanik bagintilar1 verilsin. Eger

Vi, y) eUxV,  up(xy) = us(x,y)
ise R ve S bulanik bagintilarina esit bulanik bagintilar denir ve R = S yazilir. Eger

V(x,y) eUXYV, ur(x,y) < us(x,y)

ise R bulanik bagintist S bulanik bagintisinin alt bulanik bagintisidir denir ve R € S

yazilir.

Ornek 3.0.10. U = {x;, x5, x3} ve V. = {y1, V5, V3, Va} ise

Rz{(xb%) (x1,¥3) (Xx1,¥s) (x2,y1) (X2,¥2) (xz»Y3)}
03 " 07 ~ 05 " 08 ' 02 ' 04

kiimesi ve
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S:{(xl'yl) (x1,y3) (x1,¥1) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'J’3)}
03 > 07 ' 05 " 08 ' 02 ' 04

kiimesi U xV f{izerinde tanimli bir bulamik baginti olsun. Tanim 3.0.6 ya gore
Ur(x,y) = ug(x,y) oldugundan R ve S bulanik bagmtilarina esit bulanik bagintilar

denir.

Ornek 3.011.U = {xl, X3, X3} veV = {yli ¥2,¥3, y4,} ise

R:{(xp}ﬁ) (x1,¥3) (X1,¥2) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'Y3)}
03 " 07 ' 05 " 08 ' 02 ' 04

kiimesi ve

S:{(xph) (x1,y3) (X1,¥1) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'Y3)}
04 ' 08 > 08 " 1 ' 05 ' 06

kiimesi U xV {izerinde taniml1 bir bulanik baginti olsun. Tanim 3.0.6’ ya gore

pr(x,y) < us(x,y)

oldugundan R bulanik bagintis1 S bulanik bagintisinin alt bulanik bagintisidir. Burada
R c S dir.

Tamm 3.0.7. U X V {izerine tanimli bir R bulanik bagintilar1 verilsin. Eger
Vix,y) eEUXV,  pp(x,y)=1

ise R bulanik bagintisina evrensel bulanik baginti denir ve U ile gosterilir. Eger
V(x,y) EUXV,  up(x,y)=0

ise R bulanik bagintisina bos bulanik bagint: denir ve @ ile gosterilir.
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Ornek 3.0.12. U = {x, x,, x3} ve V = {y,,y,} ise UxV iizerinde tanimli

R:{(xl'yl) (x1,y2) (x2,¥1) (x2,¥2) (x3,¥1) (xs')’z)}
1’ 1’ 1’ 1 ’ 1’ 1

bulanik bagintis1 olsun. Tanim 3.0.7 ye gore ug(x,y) = 1 ise R bulanik bagintisina

evrensel bulanik baginti denir.

Ornek 3.0.13. U = {xy, x,, x3} ve V = {y;,y,} ise U xV iizerinde tanimli

R={(x1:J’1) (x1,¥2) (X2,¥1) (X2,¥2) (x3,¥1) (x3,y2)}
0o '’ 0o '’ 0o '’ 0 / 0o '’ 0

bulanik bagintisi olsun. Tanim 3.0.7 ye gore uz(x,y) = 0 ise R bulanik bagintisina bos

bulanik bagint1 denir.

Teorem 3.0.1. U X V iizerinde taniml1 bir R bulanik bagintilar1 verilsin.

hRUP=R

i)RUS=S
ii)RN® =0
iV)RNS =R

Ispat. i) Tanim 3.0.5 a gore

_( y) _
RuUS = {m :uRUS(x’ y) = max(uR(X, y):MS(xl :V))}

S kiimesi de Tanim 3.0.7 ye gore ug(x,y) = 0 ise S bulanik bagintis1 bos bulanik baginti

oldugundan birlesim tanimina gére R U @ = R elde edilmis olur.

il) U X V {izerine taniml1 bir R bulanik bagintis1 ve S kiimesi de bir klasik baginti olsun.
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RUS = {ﬂ taus ) = max(pn (e, 3), us(x, y))} = usC0y) = 1

.uRUS(x’ J’) .

oldugundan pg(x,y) = 1 her zaman biiyiik ya da esit olur. Bulanik bagintilarda birlesim

tanimina goére de R U S = S elde edilmis olur.
iii) Tanim 3.0.5 e gore

(Y — mi
RnNnS= {m MRnS(X, y) = mln(,uR(x, Y): ,US(X, y))}

S kiimesi de Tanim 3.0.7 ye gore ug(x,y) = 0 ise S bulanik bagintisina bos bulanik
baginti oldugundan bulanik bagintilarda kesisim tanimina gére RN @ = @ elde edilmis

olur.
iv) U X V iizerine taniml1 bir R bulanik bagintis1 ve S kiimesi de bir klasik bagintisi olsun.

_f ey) 4 _ _
RNS = {m Urns (X, V) = mln(,uR(X. ¥), us(x, 3’))} =us(x,y) =1

oldugundan ug(x,y) = 1 her zaman biiyiik ya da esit olur. Bulanik bagntilarda kesisim

tanimina gore de R N’ S = R elde edilmis olur.

Tanim 3.0.8. U X V iizerinde taniml1 bir R bulanik bagintisi verilsin. Buna gore,

R1= {W(_f’—(;)@:uw(y, x) = pr(x, y)}

ile tantml1 R~ bulanik bagintisina ters bulanik bagint: denir.

Ornek 3.0.14. U = {x, x5, x3} ve V = {y,,y,} ise U xV iizerinde taniml

R:{(xp}ﬁ) (x1,y2) (x2,¥1) (x2,¥2) (x3,¥1) (x3,y2)}
05 > 03 ' 07 ° 1 0.6 ' 04
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bulanik bagintist olsun. Tanim 3.0.8 e gore

R-1 :{(Y1»x1) V2, x1) (V1,%2) (V2,%2) (V1,%3) ()’2:353)}
05 " 03 " 07 ° 1 ' 06 ' 04

R bulanik bagmtisinin tersidir.

Teorem 3.0.2. U X V iizerinde tanimli R ve S bulanik bagintilar1 verilsin.
i) R"H1=R

i) R7TH = R)™

ijRESe© R 1TcS?

iv) [R™1] = [R]T (T:Transpozu)

Ispat: i) U x V iizerinde taniml1 bir R bulanik bagintis1 verilsin.

R_l =3 {,LLR(X, y) = .uR_l(y' X)}
R = {11, %) = pr(x,9)}
(R"1)~1=R

elde edilir.

ii) U x V iizerinde taniml1 bir R bulanik bagintis: verilsin.

R = {ur(x,y) = up1(y,x)}

e | ) _1_
= _{u<R-1)c(y,x)' by ) = 1= R‘l(y'x)}

R = { (x,y)

m’ pre(x,y) =1 — #R(x'}’)}
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7, x)

—_— U c—1( ,x)=1—ll _1( ,X)}
o 1) HEITY i

(RC)—l — {

(1) = (2) oldugundan (R™1)¢ = (R®)"1 dir.
iii) U x V {izerinde taniml1 R ve S bulanik bagintilari verilsin.

RS S=>V(x,y) eUXV,ug(x,y) < uslx,y)
R™Y = {up(x, y) = pg-1(y, )}
S7t = {us(x, y) = us-1(y, x)}
pr-1(6y) < pg-1(x, y)
R1cs?

elde edilir. Tersini de gosterelim.

RS ST = pp-1(x,y) < ps-1(x, )
R™ = {ur(x, ) = pip-1(y, x)}
7= {us(x,y) = us-1(y, %)}

tr(x,y) < pus(x,y)
RCS

elde edilir. DolayisiylaR € S < R~ € S~ elde edilir.
iv) U X V tizerinde taniml1 bir R bulanik bagintis1 verilsin.

[R™11=[R]T (T : Transpozu)

R A /2 BN
R _{MR_i(y,x)'“R (v, x) uR(x,y)}

R =[] = RI"
[R™]= [R]"

elde edilir.
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Ornek 3.0.15. U = {x;, x,, x3} ve V = {y;,y,} ise U xV iizerinde tanimli

R:{(xl’yl) (x1,y2) (x2,¥1) (x2,¥2) (x3,¥1) (xs'YZ)}
05 > 03 ' 07 ° 1 0.6 ' 04

bulanik bagintis1 olsun. Tanim 3.0.8 e gore

R-1 ={(y1,x1) V2, x1) (V1,%2) (V2,%2) (V1,%3) (yZ'XS)}
05 " 03 " 07 " 1 ' 06 ' 04

Tanim 3.0.8 e gore R™1 in tersini alalim.

(x5, Y1) (x1,y2) (x2,y1) (X2,¥2) (X3,¥1) (x3,y2)}
05 > 03 ' 07 ' 1 0.6 ' 04

(R1)~1 = {

(R =R

elde edilir.

Ornek 3.0.16. U = {x, x5, x5} ve V = {y;,y,} ise U xV iizerinde tanimli

R:{(xp)ﬁ) (x1,y2) (x2,¥1) (x2,¥2) (x3,¥1) (%J’z)}
05 " 03 " 07 > 1 ’ 06 ' 04

bulanik bagintisi olsun. Tanim 3.0.8 e gore

R-1 :{()’1»751) 2, %1) (V1,x2) (Y2, %2) (Y1, x3) (3’2'953)}
05 > 03 " 07 ° 1 ' 06 ' 04

elde edilir. Tanim 3.0.5 e gore

V1 x1) V2x1) ux2) V2, x2) (V1,X3) (}’2;x3)} 1)
05 > 07 ° 03’ 0 ' 04 ' 06

R =

elde edilir.

U = {xy,x5,x3}ve V= {y;,y,} ise U xV fizerinde tanimli
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Rz{(xp}ﬁ) (x1,y2) (x2,¥1) (x2,¥2) (x3,¥1) (xs'YZ)}
05 > 03 ' 07 ° 1 0.6 ' 04

bulanik bagintis1 olsun. Tanim 3.0.5 e gore

(Rc)z{(xb)ﬁ) (x1,¥2) (xX2,¥1) (x2,¥2) (X3,¥1) (xs'J’z)}
05 " 07 03 " 0 ' 04 ' 06
elde edilir. Tanim 3.0.8 e gore

-1 _ (y1.x1) Vo, x1) Y, x2) V2, %2) (Y1, x3) (Y2, x3)
(R 1"{ 05 > 07 ~ 03 0 ' 04 ' 06 } 2)

(1)=(2) oldugundan (R™1)¢ = (R%)"! elde edilir.

Ornek 3.0.17. U = {x;, x5, x3} ve V = {y1, V5, V3, Ya} ise

R={(x1:J’1) (x1,¥3) (X1,¥s) (x2,51) (X2,¥2) (xz'Y3)}
03 " 07 ' 05 " 08 ' 02 ' 04

kiimesi ve

S={(x1»J’1) (x1,¥3) (X1,¥s) (X2, y1) (X2,¥2) (x2;3’3)}
04 ' 08 ' 08 ' 1 > 05 ' 06

kiimesi U xV iizerinde tanimli bir bulanik baginti olsun. Tanim 3.0.6 ya gore

tr(x,y) < pus(x,y)

oldugundan R bulanik bagmtis1 S bulanik bagintisinin alt bulanik bagintisidir ve RE S

yazilir. R ve S bulanik bagintilarin Tanim 3.0.8 e gore

R-1 :{(J’pxﬂ 3 %1) Varx1) V1, x2) (V2. %2) (3’3'952)}
03 " 07 ~ 05 " 08 ' 02 ' 04

ve

g-1 ={(J’1:X1) V3, %1) Varx1) V1,%2) (V2,%2) (3’3:952)}
04 ' 08 " 08 " 1 7 05 ' 06
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elde edilir. Tanim 3.0.6 ya gore pug-1(x,y) < us-1(x,y) oldugundan R bulanik bagintisi

S bulanik bagintismin alt bulanik bagintisidir denir ve R™1 € S™1yazilir. Dolayisiyla

RcS=>R1cs?

elde edilir. Tersi de ayn1 sekilde yapildiktan sonra

RcS©R1cs?

elde edilir.

Ornek 3.0.18. U = {x;, x5, x3} ve V = {y,,y,} ise UxV iizerinde taniml1

R={(X1JJ’1) (x1,¥2) (X2,¥1) (x2,¥2) (x3,¥1) (x3,y2)}
05 > 03 ' 07 ° 1 06 ' 04

bulanik bagintis1 olsun. Tanim 3.0.8 e gore

R-1 ={(3’1;X1) 2, %1) V1,x2) (V2,%2) (Y1, %3) (Yz'x3)}
05 > 03 " 07 7 1 ' 06 ' 04

R bagintisinin tersinin matrisini olugturalim.

0.5 03
[Rl=]07 1
0.6 04
Simdi de bu matrisin transpozunu bulalim.
0.5 0.7

[R]T:[os 1 8}61] (1)

elde edilir. Simdi de R bagintisinin tersinin matrisini bulalim.
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_ 05 0.7 06
[R 1]:[0.3 1 0.4] (2)

(1) = (2) oldugundan [R™*] = [R]" elde edilir.
Teorem 3.0.3. U X V iizerinde tanimli R ve S bulanik bagintilar1 verilsin.
Hh(RuS)™t=R1tus?

i)(RNS)"t=R1ns?

Ispat. i) U x V iizerinde tanimli R ve S bulanik bagintilar1 verilsin.

(RuUS)™! = { & x) ) FUrus)-1 (7, X) = prus(x, y)}

H(rus)-1 (yr

bulanik bagintilarin tersi tanimindan sonra Tanim 3.0.5. geregi,

1 (yv,x) _
(RUS)™t = {m Hrusy-r (¥, %) = max(pg-1(y, x), us-1(y, x))} (D
R = {W(_f’—(;)x):uw(y, x) = pug(x, y)}
S = {%:#5‘1(% x) = ps(x, y)}
R1us™t= {% Hp-1ys-1 (¥, %) = max(pg-1(y, %), ps-1(y, x))} (2)

(1) = (2) esitligi saglanmis oldu. Yani (R U S)™* = R~ u S~ elde edilir.
i1) U X V {izerinde taniml1 R ve S bulanik bagintilar1 verilsin.

7, x)

RNS™ = {H(Rns)-l v, x)

FUrns)~t (7, %) = pras(x, y)}
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bulanik bagintilarin tersi tanimindan sonra Tanim 3.0.5. geregi

-1 _ (x’ y) . 1 — 1 -1 }
(RNS)™ = {—#(Rns)_l Gy Harnsy (v, %) = max(pg-1(y, %), us-1(y, %)) ¢ (1)
Rl = {M(_}:'—(;C})x):u,;—l(y, x) = pg(x, }’)}

S_l = {%iﬂs-l(%@ = I’LS(fo)}
_ 1 vx) _
R™ns™ = {,uR—lnS—l(y; x) Hr-1ns-1 (7, X) = maX('“R'l(y' x), ps=1 (¥, x))} @

(1) = (2) esitligi sagland1. Yani (RN S)~t = R~ n S~ elde edilir.

Ornek 3.19. U = {x;, x5, x3} ve V. = {y1, 5, V3, V4} ise

R:{(xp)ﬁ) (x1,y3) (x1,¥1) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'}’3)}
03 " 07 > 05 " 08 ' 02 ' 04

kiimesi ve

S={(x1»J’1) (x1,¥3) (X1,¥1) (X2, y1) (X2,¥2) (x2;3’3)}
04 ' 08 ' 08 ' 1 > 05 ' 06

kiimesi U xV {izerinde taniml1 bir bulanik bagint1 olsun.

_ ¥, x)
(RuS)™ = {mi rusy-1 (¥, %) = max(pg-1(y, %), ps-1(y, X))
usS)™ )
tanimindan
RUS={(x1'y1) (x1,¥3) (x1,¥4) (x2,y1) (x2,¥2) (x2:3’3)}
04 ' 08 ' 08 ' 1 ' 05 ° 0.6
1x1) (V3:%1) Vax1) V1,%2) (V2 X2) (Y3»x2)}
(RUS) { 04 ° 08 ' 08 ° 1 > 05 ' 06 @
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R-1 2{(3’1»951) V3, %1) (Vo x1) (Y1, %2) (V2,%2) (Y3'x2)}
03 " 07 " 05 ° 08 ' 02 ' 04

g-1 :{(3’1’951) V3, x1) Vo, x1) V1, %2) (V2,%2) (y3,x2)}
04 ' 08 " 08 1 ' 05 ' 06

1 x1) 3x1) Yarx1) ux2) V2, x2) (V3. X2)
04 ' 08 08 " 1 ' 05 ' 06

R1us?t= { } (2)

(1) = (2) esitligi saglandi. Yani (RUS)™?=R1uUS™! esitligi 6rnek iizerinden

gosterilmis oldu.

Ornek 3.0.21. U = {xy, x5, x3} ve V. = {y,, V5, V3, Y4} ise

R={(X1JJ’1) (x1,¥3) (Xx1,¥a) (x2,y1) (X2,¥2) (xz'Y3)}
03 " 07 ' 05 * 08 ' 02 ' 04

kiimesi ve

S:{(xp}ﬁ) (x1,¥3) (X1,¥1) (x2,¥1) (X2,¥2) (xz'}’s)}
04 ' 08 ° 08 " 1 ’~ 05 ’ 06

kiimesi U xV {izerinde taniml1 bir bulanik bagint1 olsun.

RNS) = {L Hegnsy-1 (v, %) = min(ug-1 (v, %), 51 x))}
.U(RnS)‘l(y:x)
tanimindan
RnS={(x1'y1) (x1,¥3) (x1,¥4) (x2,51) (x2,¥2) (x2:3’3)}
03 " 07 05 " 08 ' 02 ' 04

1 (ux1) ax1) Varx1) (Vi x2) (V2,x2) (3,%2)
(RNS) _{ 03 ' 07 ' 05 ' 08 ' 02 ' 04 } (1)
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R-1 2{()’1:951) 3, %1) YVarx1) V1, %2) (V2,%2) (y3,x2)}
03 7 07 " 05 ° 08 ' 02 ' 04

g-1 :{(3’1’951) V3, x1) Vo, x1) V1, x2) (V2,%2) (y3,x2)}
04 ' 08 " 08 1 " 05 ' 06

V1 x1) V3,x%1) Yarx1) (V1,x2) (Y2, X2) ()’3'952)} )
03 " 07 ' 05 " 08 ' 02 ' 04

RIns? ={

(1) = (2) esitligi saglandi. Yani (RN S)™! = R™1 N S~ esitligi elde edilir.

3.1. Bulanik Bileskeler

Bu boliimde bulanik bagintilarin bileskesini ve temel Ozelliklerini verecegiz. Burada
bileskeyi bulanik kiime ile bulanik baginti ve iki bulanik baginti arasinda olmak tizere iki

tiirlii tanimlayacagiz.

Tamm 3.1.1. U ve V evrensel kiimeler olsun. U iizerinde bir F bulanik kiimesi ve U X V

iizerinde bir R bulanik bagintis1 verilsin.
FoR = {——: ipon (») = max(min (e (), i (3, )}
tror (¥) x€U

bulanik bagmtistna F bulanik kiimesiyle R bulanik bagintinin  bileskesi veya

max-min bileske denir.
Ornek 3.1.1. U = {x, x5, x3} ve V = {y1, y5, V3, y4} ise U iizerinde taniml

F={2,2, 22} = [Fl;s = [0.60.9,01]
~ 10.6°09°0.1 lag L

bulanik kiimesi ve U X V lizerinde tanimli

03 0 07 05
[Rlsxa =08 02 1 0
0 04 0 0
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bulanik bagintisi verilsin. F o R = S olacak sekilde max - min bileskesi alinirsa

[Slixa = [Flixs 0 [R]3x4
03 0 0.7 0.5]

=[0.6,0.9,0.1]o[0.8 02 1 0
0 04 0 O

= [max(min(0.6,0.3), min(0.9,0.8), min(0.1,0.0)),
max(min(0.6,0.0), min(0.9,0.2), min(0.1,0.4)),
max(min(0.6,0.7), min(0.9,1.0), min(0.1,0.0)),
max(min(0.6,0.5), min(0.9,0.0), min(0.1,0.0))]

= [max(0.3,0.8,0.0), max(0.0,0.2,0.1), max(0.6,0.9,0.0), max(0.5,0.0,0.0)]
=[0.8,0.2, 0.9, 0.5]

Buradan

N

s= {05 52/0505)

o

elde edilir.

Not 3.3. Dikkat edilirse buradaki matris bileske islemi eger “ min * yerine ¢arpma

ve “ max “ yerine toplama islemi koyarsaniz matris ¢arpimi gibidir.

Tanmm 3.1.2. U, V ve W evrensel kiimeler olsun. R bulanik bagintis1t U xV {izerinde

ve S bulanik bagintis1 V X W iizerinde tanimli ise

(x,2)

S inos(,2) = max(min (o, ), 150, 2))|

RoS={

bulanik bagintisina R ve S bulanik bagintisinin bileskesi veya max — min bileskesi denir.
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Ornek 3.1.2. U = {x;, x5, %3}, V = {y1, V5, V3, Va} ve W = {z,, z,} olsun. Sirastyla

U X Vve V X W tlizerinde tanimli

03 06 09 0.0 8; gg
[Rlsxs =04 0.7 0.0 0.1f, [Slaxz = 03 02
05 08 0.1 0.2 05 o4

bulanik bagintilar1 verilsin. R o S = T olacak sekilde max-min bileskesini bulalim.

[Tlsx2 = [Rlsxa 0 [Rlaxz

03 0.6 09 0.0 gé 8'2
=04 07 00 01]o[33 02
05 08 o1 o2l [J5 04

= [max(min(0.3,0.1), min(0.6,0.3), min(0.9,0.5), min(0.0,0.7)),
max(min(0.3,0.0), min(0.6,0.2), min(0.9,0.4), min(0.0,0.6))],
[max(min(0.4,0.1), min(0.7,0.3), min(0.0,0.5), min(0.1,0.7)),
max(min(0.4,0.0), min(0.7,0.2), min(0.0,0.4), min(0.1,0.6))]
[max(min(0.5,0.1), min(0.8,0.3), min(0.1,0.5), min(0.2,0.7)),
max(min(0.5,0.0), min(0.8,0.2), min(0.1,0.4), min(0.2,0.6))]

max(0.1,0.3,0.5,0.0) max(0.0,0.2,0.4,0.0)
= |max(0.1,0.3,0.0,0.1) max(0.0,0.2,0.0,0.1)
max(0.1,0.3,0.1,0.2) max(0.0,0.2,0.1,0.2)

0.5 0.4
=10.3 0.2
0.3 0.2
elde edilir.
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Tamm 3.1.3. U iizerinde tanimli bir R bulanik bagintis1 verilsin. Eger

X =Y,

1,
e ={y a7

ise R bulanik bagintisina U tizerinde bulanik birim baginti denir ve Iy ile gosterilir. U =

{x1, %5, ..., x,,} ise U lizerindeki birim bagintinin matrisi asagidaki gibi olur.

1 0 ..0
[IU]nxn = O 1 O
0 0.. 1

Teorem 3.1.1. U iizerinde taniml1 bir R bulanik bagintis1 verilsin.
|) Ro IU - IU oR
ii)Ro@=0oR

Ispat: i) U iizerinde tanimli bir R bulamik bagimtis1 verilsin ve U iizerinde bulanik birim

bagint1 var olsun.

Roly = {% HHRo 1y (X, 2) = max (min (uR e, ¥), (v, Z)))}

lyoR = {% o (%, 2) = max (min (.uR ¥,y (s Z)))}

Tanim 3.1.3. geregi Iy bulanik birim baginti oldugundan sonuglar her ikisinde de

ug(x,y)’e esittir. Dolayisiyla R o Iy = I o R saglanmuis olur.

il) U tizerinde taniml1 bir R bulanik bagintis1 verilsin ve U iizerinde bulanik birim baginti

var olsun.

Ro@ = {%:MROQ(L z) = max (min(ﬂR(x» ¥, thg (Y, Z)))}
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GoR = {% HHg o r(%, 2) = max (min(uq;(x, ¥), ur (Y, Z)))}

oldugunda tiyelik fonksiyonu sifir oldugu i¢in her ikisinde de sonug sifir1 verecek yani

sonug bos kiime olacaktir. Dolayistyla R o @ = @ o R saglanmis olur.

Teorem 3.1.2. F ve G bulanik kiimeleri U iizerinde ve R, S bulanik bagintilart U X V
iizerinde tanimli olsun.

)(FUG)oR=(FoR)U(GoR)

i) (FNG)oR c (FoR)N(GoR)

iii)Fo(RUS) =(FoR)U (FoS)

iV )Fo(RNS)c (FoR)Nn(FoS)

Ispat. i) F ve G bulanik kiimeleri U iizerinde ve R bulanik bagmtilar1 U X V iizerinde

tanimli olsun.
FUG= max(,up(x, ), e (x, y))

(FUG) oR = pEycr(xy)

= max (min (.H(FUG)O R(X), e (x, y)))

xeU

= max (min (max(pr (), 16 () , 1z (x,)))

xeU

= max (min(ur (), ur(x,)) V min(ug (x), e (x,)))
= max (min(uF (), 1r (x, y)) V max(min (g (), g (x, y))))

FoR = I}(le%x(min(ﬂF(x)' ‘LLR(X, y)))' GoR= r)rilea&((min(u(; (X), .uR(x' y)))

oldugundan veya ifadesinin de birlesim islemine denk geldiginden
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(FUG)oR=(FoR)U(GoR)

saglanmis olur.

i) F ve G bulanik kiimeleri U tizerinde ve R bulanik bagintilart U X V iizerinde tanimli

olsun.

F N G = min(ur(x, y), g (x,5))
(FNG) o R = p(rngyo r(x, ¥) = max (min (H(FnG)o r (), ur(x, y)))
= max(min(min(ur (x), 16 (1)), e (x, )
= max(min(pur (%), 1r (% y)) A min(ug (), 1 (x,3)))
= max (min(MF(X), pr(x,y)) A max (min(uc (), ur(x, Y))))

Fo R = max(min(uy (x), ur(x,))) , G o R = max(min(ug(x), ur(x,)))
oldugundan ve ifadesinin de kesisim islemine denk geldiginden

(FNGoR c(FoR)N(GoR)

saglanmis olur.

i) F bulanik kiimesi U tizerinde ve R, S bulanik bagintilar1 U X V iizerinde tanimliolsun.
RUS = max(ur(y,2), us(y, 2))

Fo(RUS) = g, (RUS) (x,z) = r)?eagi (min (/JF(X: }’)»H(Rus) o, Z)))

= max (min (.UF (x, ), I)T(leag((“R v, 2), s (y, Z))))
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= max(min(ur (x, ), 1z (y,2)) V min(ur(x,y), 45(y,2)))
= max (min(ur G, ), 12 (v, 2)) 'V max(min(ur Cx, ), 15, 2))))

FoR = max(min(ur(x, ), 4z (y,2))),  Fo$ = max(min(u(x,3), sy, 2)))
oldugundan veya ifadesinin de birlesim islemine denk geldiginden
Fo(RUS)=(FoR)U(FoS)
elde edilir.

iv) F bulanik kiimesi U iizerinde ve R, S bulanik bagintilar1 U X V {izerinde tanimli olsun.
RN S = min(uz(y,2), us(,2))
Fo (RN S) = pro(rns) (x,2) = max(min(ur (x, ), rns (¥, 2)))

= max(min (e (x, ¥), min(uz (v, 2), 15 (3, 2))))

 max(min(up(x, ), 4z (v, 2)) Amin(up (x,y), us(y, 2)))
= max (min(pr (x, ), 2 (3, 2)) A max(min(u(x, ), s (v, 2))))

FoR = max (min(uF(x, ), ur(y, Z))), FoS = max (min(up(x, ¥), us(y, Z)))
oldugundan ve ifadesinin de kesisim islemine denk geldigini diistiniirsek

Fo(RNS)c (FoR)N(FoS)

saglanmis olur.
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Teorem 3.1.3. R bulanik bagintist UxV {izerinde S, Si, Sz bulanik bagintilar1 VW

iizerinde ve T bulanik bagitis1t WxX iizerinde tanimli olsun.
i) (RoS)™t=S"1R?

i)(RoS)oT=Ro(SoT)

iii) Ro (Sl N Sz) = (ROSl) N (ROSZ)

“l) Sl c SZ = (ROSl) c (ROSZ)

Ispat. i) R bulanik bagintist UxV iizerinde S bulanik bagintist VxW iizerinde tanimli

olsun.

(RoS)™! = { %) ) LR 051 (0 X) = Ur o 5)(X, y)}

HRos)1 (yl

(Ro $)7* = max(min(ug (x, ), #s(, 2))) (1)

| 00 _
. {ﬂ(srl(y. 0 H 0% = nes (%, 3’)}

o) @9 _
s {H(R)—l(y. X H @1 x) = pry (x, y)}

S7 oR™ = max(min(uz (x,y), us(y, 2))) (2)
(1) = (2) oldugundan (RoS)™! = S~1 o R~ elde edilir.

ii) R bulanik bagintis1t UxV fizerinde S, bulanik bagintisi VxW {izerinde ve T bulanik

bagintist WxX {izerinde tanimli olsun.
(RoS) 0T = {Hros0r(62) = max(min (ke o511 (7,2)) )}

RoS= {.URos(x; z) = TE%X(min(HR(x' ), us(y, Z)))}
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(RoS)oT= max (min (/,L(R 05)(x,2), ur(z, t)))

= max (min (r}r(le%x (min(uR (x, ), us(y, Z)))) , Ur(z, t))

xeU

= max (min (,uR (x,y), r)r(leag(min(us v, 2), ur(z, t)))))

b (S
=Ro(SoT)
(RoS)oT=Ro(SoT) elde edilir.
iii) R bulanik bagintis1 UxV tizerinde S1, Sz bulanik bagmtilart VW iizerinde tanimli
olsun.
S1 NS, = min (Hsl 7, 2), us, (v, Z))
Ro (S1NS2) = Hpo (syns,) (%, 2) = max (min (uR (X, ¥), t(synsy) () Z)))
= max (min (uR (x,y), min (.Usl v, 2), us, (v, Z))))
= max [min (MR (x, ), us, (v, Z))] A max [min (uR (X, ¥), s, (y, Z))]
(RoS;) = max | min (1 (x, ), 45,3, 2) )| A R 0'S,)
= max [min (.uR (x, ), us, (v, Z))]

oldugundan ve ifadesinin de kesisim islemine denk geldiginden

= max (min (x e, )15, ,2)) ) 0 ma (min (ke G ), 5, 0,2))

Ro(S;NS;) =(RoS;)N(RoS,) elde edilir.
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Iv) R bulanik bagntis1 UxV fizerinde S1, Sz bulanik bagintilar1 VW {izerinde tanimli

olsun.

Sl c SZ ise p-Sl(y'Z) < Hsz(y'z)

r)?eagi (”51 W, Z)) < TQE%X(HSZ 7))

max (min (uR(x, ¥), ks, (v, Z))) < max (min (MR(x, ¥), ks, (¥, Z)))

(RoS;) € (RoSy) yaniS; € S, = (RoS;) € (RoS,) elde edilir.
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4. ARALIK DEGERLI BULANIK KUMELER

Zadeh (1975), aralik degerli bulanik kiimeler kavramini bulanik kiimelerin bir uzantisi
olarak tanimladi. Aralik degerli bulanik kiimeler, iiyelik degeri [0, 1] araligindan bir reel
say1 yerine [0,1] reel say1 araliginin bir alt kiimesidir. Aralik degerli bulanik kiime,
bulanik kiime kavraminin genellestirilmis halidir. Aralik degerli bulanik kiimeler, bulanik
kiimelere kiyasla sisteme daha fazla hassasiyet, esneklik ve uyumluluk saglar. Bulanik

kontrol gibi uygulamalarda aralik degerli bulanik kiimeler kullanilir.

Tamm 4.0.1. U bir evrensel kiime ve a, b € [0, 1] olmak iizere

P([0,1])={[a,b]: 0<a<b<1}
olsun. Her bir x € U i¢in

Ha U —P([0, 11), pta(x) = [uz (), wi (x)]
fonksiyonu ile verilen

X
Y {[u;(xm(x)] o U}

kiimesine U iizerinde tamimli bir aralik degerli bulanmik kiime denir. Burada py,
fonksiyonuna A aralik degerli bulanik kiimesinin liyelik fonksiyonu denir. Aralik degerli
bulanik kiimeler genellikle A, B, C, ... gibi harflerle ve bunlarin iyelik fonksiyonlari

sirasiyla py,Ug, Ue... seklinde gosterilir.

NOT 4.0.1. U evrensel kiimesi her eleman1 aralik degeri [1,1] = 1 olan bir aralik degerli

bulanik kiimedir.

Ornek 4.0.1. U = {x, x,, X3, X4, X5, X } lizerinde taniml1

A—{ X X, X3 Xs Xg }
~ 170.3,0.7]°10.1,0.5] [0.6,0.7] ’ [0.3,0.5] " [0.8,0.9]

bir aralik degerli bulanik kiimedir.
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Tamm 4.0.2. U iizerinde taniml bir A aralik degerli bulanik kiimesi verilsin. Eger her
X € U igin uy(X) = [0,0] = 0 oluyorsa, A aralik degerli bulanik kiimesine bos aralik

degerli bulanik kiime denir ve @y ile gosterilir.

Ornek 4.0.2. U = {x;, x5, X3, X4, X5, X¢ } iizerinde bir A aralik degerli bulanik kiimesinin

iiyelik fonksiyonlar1 degerleri
ta(y) = pa(xz) = pa(xz) = pua(xs) = ualxs) = ualxg) =0
ise A = @y bos aralik degerli bulanik kiimedir.
Tamm 4.0.3. U lizerinde tanimli bir A aralik degerli bulanik kiimesi verilsin. Her x € U
icin py(X) = [0, 1] oluyorsa, A bulanik kiimesine evrensel aralik degerli bulanik kiime

denir ve U ile gosterilir.

Ornek 4.0.3. U = {x;, X5, X3, X4, X5, Xz } lizerinde bir A aralik degerli bulanik kiimesinin

iyelik fonksiyonlar1 degerleri
pa(x1) = pa(xz) = ualxs) = ualxs) = ualxs) = palxg) = [0,1]
ise A = U evrensel aralik degerli bulanik kiimedir.
Tamm 4.0.4. A ve B, U lizerinde taniml birer aralik degerli bulanik kiime olsun. Eger
her x € U igin puy(X) = ug(X) oluyorsa, A ve B aralik degerli bulanik kiimelerine egit

aralik degerli bulanik kiimeler denir ve A = B ile gosterilir.

Ornek 4.0.4. U = {x;, x,, x3 } iizerinde

A:{ X1 Xy X3 }VeBz{ X1 X5 X3 }
[0.1,0.7][0.3,0.5] ’ [0.2,0.8] [0.1,0.7]’0.3,0.5] ' [0.2,0.8]

aralik degerli bulanik kiimeleri verilsin. Burada,

ta(x1) = pug(xy) =[0.1,0.7],
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ta(xz) = up(xz) = [0.3,0.5],
ta(x3) = up(x3) = [0.2,0.8],
oldugu i¢in A = B olur.

Not 4.0.2. Bir U iizerinde taniml1 her F = {(x, ug(x) : X € U} bulanik kiimesi her x € U
icin up(x) = pp (x) = pjt (x) olarak segilmis bir aralik degerli bulanik kiimedir.

Tamm 4.0.5. A ve B, U iizerinde tanimh birer aralik degerli bulanik kiime olsun. Eger
her x € U i¢in puy(X) € ug(x) oluyorsa, A aralik degerli bulanik kiimesi A aralik degerli

bulanik kiimesinin bir alt aralik degerli bulanik kiimesi olur ve A € B ile gosterilir.

Ornek 4.0.5. U = {x;, x,, x3} iizerinde

A—{ X1 X2 X3 } B—{ X1 X2 X3 }
~1[0.2,0.7]'10.3,0.5]’[0.2,08] '~ ~ 1]0.3,0.8]'[0.5,1]’[0.7,0.9]

aralik degerli bulanik kiimeleri verilsin. Burada,
[0.2,0.7]1 €[0.3,0.8] = us(xq) S ug(xy)
[03,05] € [0.5,1] = us(xz) € pip(x2)
[0.3,0.8] € [0.7, 0.9] = pu(x3) € up(xs3)

oldugundan A € B olur.

4.1. Arahk Degerli Bulamk Kiime Islemleri

Burada aralik degerli bulanik kiime islemlerini ve temel 6zelliklerini verecegiz.

Tanim 4.1.1. U {izerinde taniml1 A ve B aralik degerli bulanik kiimeleri verilsin. A ve B

aralik degerli bulanik kiimelerinin birlesimi

AUB={ :XEU}

Haup (X)

sekilde tanimlanir ve burada
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Haup (x) = [uzup(X) '/’LZUB ()]
ve burada

taup(x) = max{uz (x),uz (0)} , uaup(x) = max{uz (x).uz(x)}
seklindedir.

Ornek 4.1.1. U = {x;, x,, x3}’da

A—{ X1 X3 X3 } B—{ X1 X2 X3 }
~1[0.2,0.71'10.3,0.5]’[0.2,08]) *¢° ~ 1[0.3,0.4]'[0.2,0.3]’[0.1,0.9]

aralik degerli bulanik kiimeleri verilsin. Bu durumda

X
AUB:{M@A@#LA@TXEU}

X
= . U
hmﬂ@ﬂ@#ﬂ@)mM@ﬂ@#ﬂﬂﬂxe }

_ X1 X2 X3
B {[0.3,0.7] ’[0.3,0.5]" [0.2,0.9]}

Teorem 4.1.1. A, U iizerinde taniml bir aralik degerli bulanik kiime olsun.

HAUA=A
i)AUD=A
ii)AuU=U

Ispat. U iizerinde tanimli A aralik degerli bulanik kiimeleri verilsin.

X
[a0a (), iua (O] * € U}

AUA={
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X
= . U
hmw@ﬂ@mﬂ@)mw@ﬂ@mﬂﬂﬂxe }

X
:{MH@JJ@HJEU}:A

i)
AU = { ad 1x € U}

- (200 GO, 3,6 (O]
-| " xeuf
~ Imax(iz @), 13 @), max{u; @ g )]
—{ x -e@—A
RIrAGEHO

ii)

X
AUUZ{M@J@#&&@TXE@

x
= {[max(yg(x),,u{] (x)),max ('u;\L (x)'#fj(x))] :x €U

X
‘{mamJ%un“EU}‘U

Teorem 4.1.2. A, B ve C, U iizerinde tanimli birer aralik degerli bulanik kiime olsun.
)AUB=BUA

ii)AuU(BuC)=(AuB)uC

ispat. A, B ve C, U iizerinde tanimli birer aralik degerli bulanik kiime olsun.

= _ x .
DAUB = {[ﬂZUB (x)»liZUB(x)] xE U}
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X
: U
hmw@ﬂ@wﬂ@)m%@ﬂ@wﬂﬂﬂxe }

X
_&m%@H@#ﬂ@)m%@H@#H@HWEU}

X
- {[M;UA<x>,u;UA<x>J € U} —BuA

X
-m A B C = : U
i) AUBUC) {[.UZU(BUC) (x), ﬂZu(BuC) (x)] a }

X
: U
[max(pg (%), pguc(x)), max(ph (x), phoc ()] e }

X
f— . U
{[max(uz(x),ug(x),ug(x)),max(u,:(x).u;(x).ué(x))] o }

X
: U
[max(as () 1z (0, max(Ria G 1E ()] }

X
- : Ui=(AUuB)UC
{['LL(_AUB)UC(X), ’uE-AUB)Uc(X)] X € } ( V) ) V)

Tamm 4.1.2. U iizerinde tanimhi A ve B aralik degerli bulanik kiimeleri verilsin. A ve B

aralik degerli bulanik kiimelerinin kesigimi

ANB={

Hanp (x) €Ul

sekilde tanimlanir ve burada

Pang (x) =[uzns (X)), :u:l-nB ()]
ve burada

Hans(x) = min(u; (%), u5 (X)), hnp(x) = min(uf (x), uf (x))
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Ornek 412.U= {xl, X7, X3}’da

A—{ X1 X2 X3 } B—{ X1 X2 X3 }
~1[0.2,0.7]'10.3,05]’0.2,08] '~ ~ 1]0.3,0.4]’0.2,0.3]'[0.1,0.9]

aralik degerli bulanik kiimeleri verilsin. Bu durumda

X
AnB= {[u;ng @i~ € U}

X
= . U
{[min(uz(x),ug(x)),min(uZ(x),ME(x))] *e }

" X1 Xy X3
B {[0.2,0.4] ’[0.2,0.3]° [0.1,0.8]}

Teorem 4.1.3. A, U iizerinde tanimli bir aralik degerli bulanik kiime olsun.
NANA=A

mNANG =0

ii)AnU=A

Ispat. A, U iizerinde tamiml1 bir aralik degerli bulanik kiime olsun.
i)

X
(204 (), 1ina (0] e U}

AnA={

X
- {[min(u;<x>,u;<x)).min(uz )] U}

X
= {[u;(x) o] € U} =4

52



X
A = : U
ne {[llZn(z)(x)'HZn@(x)] * € }

X
= :x €U

[min (,u; (%), ug (x)) , min (ll;{ (), ug (x))]

X
- {[ua(x) e U} =0
i)
X
Ao GO i 001+ € U}

AnU={

X
i {[min(ug(X),ua @) min (1EGE)] U}

X
= {[u;(x) VRO U} -4

Teorem 4.1.4. A, B ve C, U iizerinde tanimli birer aralik degerli bulanik kiime olsun.
J)ANB=BnNA
i)An(BNC)=(AnB)NC

Ispat. A, B ve C, U iizerinde taniml1 birer aralik degerli bulanik kiime olsun.

X
ANB= {[HZnB(x),ﬂ:{nB (x)] Hx € U}

X
- {[min(u;<x>,u;<x)).min(uz )] U}
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X
— : U
{[min(u,;(x),u;(x)),min(u;(x>,uz<x))] * € }

X
= {[u;m(xmgm(x)] X € U} =BnA

i)

X
An(BNC) = : U
) ( ) ) {[:u;n(BnC) (x)':u:l-n(snc) (x)] *E }

X
= N U
(Er e e e ]

X
— . U
{[min(uZ(x),ME(X),uE(x)),min(uZ(X),uE(x),uE(x))] e }

X
— . U
{[max(ﬂZnB (x), uc (x)) , maX(.“ZnB (x), ﬂg (x))] - }

X
- = Ur=(AnB)NnC
{[ﬂ(_AnB)nc(x),ug“AnB)nC(x)] x € } (AnB)n

Tamm 4.1.3. U iizerinde tanimli A aralik degerli bulanik kiimesi verilsin. A aralik degerli

bulanik kiimelerinin tiimleyeni

AC={ :er}

fac(x)
sekilde tanimlanir ve burada
fac () = [ (), wye ()]
burada da
() =1 — pu (x), wic(x) = 1 — pj(x)
seklindedir.
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Ornek 413. U= {xl, X7, X3}’da

A—{ X1 X2 X3 }
~[0.2,0.7]°[0.3,0.5] " [0.2,0.8]

aralik degerli bulanik kiimesi verilsin. Bu durumda

Acz{ ad :er}
[”ZC (), .UZC (x)]

X
B [1—u;(x),1—uz(x)]'XEU}

AC:{ X1 X2 X3 }
[0.8,0.3]'[0.7,0.5]'[0.8,0.2]

Not 4.1.1. A, U iizerinde taniml1 bir aralik degerli bulanik kiime olsun.
NDAUAC#U
i) AN AC = ¢

Ornegin, yukaridaki rmekten U = {x;, x,, x3 } iizerinde

A—{ X1 X2 X3 }
~1[0.2,0.7]°[0.3,0.5][0.2,0.8]

[0.8,0.3]"[0.7,0.5] " [0.8,0.2]

oldugunu biliyoruz. Bu durumda

X1 X, X3
[0.8,0.7]’[0.7,0.5] " [0.8,0.8]

AuAC={ }¢U

X1 X2 X3
[0.2,0.3]°[0.3,0.5]'[0.2,0.2]

AnAcz{ };tq)
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5. ARALIK DEGERLI BULANIK BAGINTI

Aralik degerli bulanik baginti iki kiime elemanlarmin belli bir iyelik degeriyle
eslesmesiyle tanimlanir. Aralik degerli bulanik baginti kavrami Roy ve Biswas (1992)
tarafindan calisilmistir. Bu boliimde aralik degerli bulanik baginti ile ilgili temel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tamm 5.0.1. V bir kiime ve bu kiimenin elemanlarindan olusan E bir bagintist olsun.

E = {Xy : X,y € V} seklinde tanimlansin. E iizerinde tanimli

Xy

B = {— 1 Xy € E},
[up-, up+]

bagintisina aralik degerli bulanik baginti denir.

Ornek 5.0.1. V = {a, b, ¢} bulanik kiimesi E = {ab, ac, bc} bagintis1 olsun.

p a b c
B {[0.5,0.7] ’10.2,0.5]" [0.4,0.6]}

A,V kiimesinin aralik degerli bulanik kiimesi ve

B—{ ab ac bc }
~ 1[0.5,0.7]"[0.2,0.5] ' [0.4,0.6]

B kiimesi E {izerinde taniml1 bir aralik degerli bulanik bagintidir.

Tamm 5.0.2. R ve S aralik degerli bulanik kiimeleri sirasiyla U ve V iizerinde taniml

olsun.

F=R><s={ () ]=(x,y) EUxV}, ue(x,y) < min(pg (x), us(x))

[1Rr-, Ug+

UxV iizerinde bir aralik degerli bulanik bagintinin kartezyen ¢arpimi denir.
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Ornek 5.0.2. U = {xl, X3, X3} veV = {yli ¥V2,¥3, y4,} ISE

R :{ X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2Y1 X2Y2 X2, Y3 }
[0.3,0.7][0.2,0.6] " [0.1,0.5] ' [0.2,0.7] " [0.2,0.5] ' [0.4,0.9]

kiimesi ve

S :{ X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2Y1 X2Y2 X2,¥3 }
[0.2,0.6]°[0.1,0.5]"[0.3,0.6][0.3,0.7] " [0.1,1] ' [0.3,0.7]

kiimesi U xV {izerinde taniml1 bir bulanik bagint1 olsun.

x x x x x X,
RxS = { 1Y1 1Y3 1Y4 2V1 2Y2 2 Y3 }

[0.2,0.6] " [0.1,0.5]°[0.1,0.5] " [0.2,0.7] " [0.1,0.5] ' [0.3,0.7]
elde edilir.

Tanmm 5.0.3. R ve S aralik degerli bulanik kiimeleri sirasiyla U ve V iizerinde tanimli

olsun.

xy
RUS =
[/’[(RUS)_' HRrus)+

]: trus(x,y) = maX(ll(Rus)‘ (x, 3’):.“(Rus)+ (x, Y))}

Xy
[ll(RnS)—' Hrns)*

RnNS = { ]5 Urns(x,y) = min(ll(Rns)‘(x: Y)»M(Rns)’f(x; 3’))}

Xy

R = {[#R’___’ ok urr () = [(1 = pp-(x, ), (1 = pge (x, y))]}

aralik degerli bulanik bagmtilarina sirasiyla R ve S aralik degerli bulanik bagintilarinin

birlesimi, kesigimi ve tiimleyeni denir.

Ornek 5.0.3. U = {x;, x,, x5} ve V. = {y1, V5, V3, Va} ise

R 2{ X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2V1 X322 X2,Y3 }
[0.3,0.7]°10.2,0.6] ' [0.1,0.5] ' [0.2,0.7] ' [0.2,0.5] ' [0.4,0.9]

kiimesi ve
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S :{ X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2Y1 X2Y2 X2,¥3 }
[0.2,0.6]°[0.1,0.5]"[0.3,0.6][0.3,0.7] " [0.1,1] ' [0.3,0.7]

kiimesi U xV {izerinde tanimli aralik degerli bir bulanik baginti olsun. Bu aralik degerli

bulanik bagintilarin birlesimini, kesisimini ve tiimleyenini bulunuz.

Xy
RuUuS =
[4(rus)-) rus)*]

t ttrus (%, ) = max(pegus)- (%, ¥), Hgus)* (%, y))}

tanimini kullanarak

X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2Y1 X2¥Y2  X2,¥3 }
[0.3,0.7]°10.2,0.6] ' [0.3,0.6] ' [0.3,0.7] ' [0.2,1] ' [0.4,0.9]

Rus
elde edilir.

xy
RNS =
[M(Rng)-; .U(RnS)+]

: Hras(x,y) = min(u(Rns)—(x, YD) Urns)+ (X, }’))}

tanimini kullanarak

x X X X X X,
RAS = { 11 1Y3 14 2V1 2Y2 2 Y3 }

[0.2,0.6]°0.1,0.5]’[0.1,0.5]’ [0.2,0.7]* [0.1,0.5] * [0.3,0.7]

elde edilir.
Yy (1 — L
R = {[HR,_’HRH]. prrGey) = [(1 = pg-(x, 1)), (1 — pg (x'y))]}

tanimini kullanarak

R ={ X1)1 X1Y3 X1Ya X2¥V1 X2Y2 X2,Y3 }
[0.7,0.3]°[0.8,0.4]"[0.9,0.5] " [0.8,0.3] ' [0.8,0.5] " [0.6,0.1]

ve
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g = { X1Y1 X1Y3 X1Ya X211 X2Y2  X2,)3 }
[0.8,0.4]'[0.9,0.5]"[0.7,0.4]'[0.7,0.3] ' [0.9,0] " [0.7,0.3]

elde edilmis olur.

Not 5.0.1. Bulanik bagintilarda gecerli olan kesisim, birlesim ve tiimleyen islemleriyle
ilgili biitiin teoremler aralik degerli bulanik bagintilar i¢in de gegerli oldugu i¢in onlar1
burada tekrar vermeyecegiz.

Tamm 5.0.4. U X V iizerinde tanimli R ve S bulanik bagintilar1 verilsin. Eger

V(x,y) EUXV,  pup(xy) = us(xy)

ise R ve S bulanik bagintilarina esit aralik degerli bulanik bagintilar denir ve R = S ile

gosterilir. Eger

V(ix,y) EUXV,  pup(xy) < us(xy)

ise R bulanik bagintis1 S bulanik bagmtisinin aralik degerli alt bulanik bagintisidir denir

ve RC S ile gosterilir.

Ornek 5.0.4. U = {x;, x5, x3} ve V = {y1, V5, V3, Va} ise

R ={ X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2V1 X322 X2,Y3 }
[0.3,0.7]°10.2,0.6] ' [0.1,0.5] ' [0.2,0.7] ' [0.2,0.5] ' [0.4,0.9]

kiimesi ve

S :{ X1Y1 X1Y3 X1Ya X2Y1 X322 X2, Y3 }
[0.3,0.7]°[0.2,0.6] " [0.1,0.5] " [0.2,0.7] ' [0.2,0.5] " [0.4,0.9]

kiimesi U xV iizerinde tanimh bir aralik degerli bulanik bagint1 olsun. Tanim 5.0.4 e
gore pugp(xy) = us(xy) oldugundan R ve S aralik degerli bulanik bagintilarina esit

bulanik bagintilar denir.
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Ornek 5.0.5. U = {x;, x,, x5} ve V. = {y1, ¥, V3, Va} ise

R :{ X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2Y1 X2Y2 X2,Y3 }
[0.2,0.5]°[0,0.3]"[0.1,0.5]"[0.2,0.7] ' [0.2,0.5] " [0.2,0.5]

kiimesi ve

S :{ X1Y1 X1Y3 X1Y4 X2Y1 X2Y2 X2,¥3 }
[0.2,0.6]°[0.1,0.5]"[0.3,0.6][0.3,0.7] ' [0.3,1] ' [0.3,0.7]

kiimesi U XV {izerinde tanimli bir aralik degerli bulanik bagint1 olsun. Tanim 5.0.4 ya
gore

pr(xy) < us(xy)

oldugundan R bulanik bagintisi S bulanik bagmtisinin alt aralik degerli bulanik

bagintisidir denir ve RS S ile gosterilir.
Tamm 5.0.5. U X V iizerine tanimli bir R bulanik bagintilar1 verilsin. Eger

V(x,y) EUXYV, pr(xy) = [1,1]

ise R bulanik bagintisina aralik degerli evrensel bulanik baginti denir ve U ile gosterilir.

Eger
V(x,y) EUxV,  pug(x,y)=1[0,0]

ise R aralik degerli bulanik bagintisina aralik degerli bos bulanik baginti denir ve @ ile

gosterilir.

Ornek 5.0.6. U = {x;,x,,x3} ve V = {y1, V5, V3, Va} ise

R:{x1}’1 X1Y3 X1Ya X2Y1 X2Y2 xz'}’3}
[1,1]'[1,1]"[1,1]"[1,1]"[1,1]" [1,1]

kiimesi aralik degerli bulanik bagintist olsun. Tanim 5.0.5 ye gore

60



V(x,y) EUXV,  up(xy) =[1,1]

ise R bulanik bagintisina aralik degerli evrensel bulanik baginti1 denir.

Ornek 5.0.7. U = {x;, x5, x3} ve V.= {y;,V,, V3, V4} ise

R:{x13’1 X1Y3 X1Ysa X2Y1 X2Y> x2:3’3}
[0,0]"[0,0]"[0,0]"[0,0] [0,0]" [0,0]

kiimesi aralik degerli bulanik bagintis1 olsun. Tanim 5.0.5 ye goére

V(x,y) € UX Vigin pgp(xy) = [0,0]

ise R bulanik bagintisina aralik degerli bos bulanik bagint1 denir.

Tamim 5.0.6. U X V {izerinde tanimli bir R aralik degerli bulanik bagintis1 verilsin. Buna

gore,

R-1 = {[ (yx)

PR tug-1(yx) = pr(x, y)}

U x V iizerinde tanimli R™? bulanik bagintisina aralik degerli ters bulanik baginti denir.

Ornek 5.0.8. U = {x, x5, x3} ve V = {y;,y,} ise U xV iizerinde taniml

Rz{ X1Y1 X1Y2 X2Y1 X2Y2 X3Y1 X3Y> }
[0.1,0.5][0.3,0.7]"[0.2,0.7]"[0.2,0.6] " [0.3,0.5] ' [0.4,0.8]

aralik degerli bulanik bagintisi olsun. Tanim 5.0.6 ya gore

R-1 :{ YiX1 Ya2X1 Y1X2 YVa2X2 V1X3 YVa2X3 }
[0.1,0.5]°[0.3,0.7]"[0.2,0.7]"[0.2,0.6] ' [0.3,0.5] ' [0.4,0.8]

oldugundan R aralik degerli bulanik bagintisinin tersini bulduk.
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6. ARALIK DEGERLI BULANIK GRAFIiKLER

Grafikler (gizelgeler), koselerden ve koseleri birlestiren kenarlardan olusan yapilardir. Bu
boliimde, aralik degerli bulanik kiimelerin grafiklerini ve temel ozelliklerini verecegiz.
Klasik grafik teorisinin bir genellemesi olarak bulanik grafik teorisi ilk kez Rosenfeld
(1975) tarafindan tanmimlanmistir. Aralik degerli bulanik grafikler ilk olarak Akram ve
Dudek (2011) tarafindan calisilmistir. Burada verecegimiz aralik degerli bulanik
grafiklerin lizerinde yapacagimiz c¢alismalar, (Akrama ve Dudek, 2011), (Rosenfeld
1975), (Rashmanlou ve Pal, 2013), (Borzooei ve Rashmanlou, 2016) ve (Talebi ve ark.,
2016) kaynaklarindan derlenmistir.

Tanmm 6.0.1. V bostan farkli koseler yani diiglimler kiimesi ve E kdoseleri birlestiren
kenarlar kiimesi olmak iizere V ve E kiimelerinden olusan c¢izelgeye bir klasik grafik
denir ve asagidaki gibi yazilir.

M =(V, E)

Ornek 6.0.1. Koseleri V = {(x,y)} ve kenarlar1 E = {xy}olan basit M = (V,E) klasik
grafigi asagidaki Sekil 6.0.1°deki gibi ¢izilir.

O——0O

Sekil 6.0.1. Bir Klasik Grafik Ornegi

Not: Burada ve bundan sonraki grafiklerde kose noktalarini gosterirken biraz abartarak

cember seklinde gosterecegiz. Noktalar ile ilgili bilgileri de cemberin i¢ine yazacagiz.
Tanmim 6.0.2. M = (V,E) klasik grafigi verilsin. V {izerinde bir F bulanik kiimesi ve E
iizerinde bir R bulanik bagintis1 tanimlansin. F bulanik kiimesiyle R bulanik bagintisinin

olusturdugu ¢izelgeye M klasik grafiginin bulanik grafigi denir ve asagidaki gibi yazilir.

K= (FR)
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Ornek 6.0.2. Koseleri V = {(x,y)} ve kenarlar1 E = {xy}olan basit bir M = (V,E) klasik

grafigi verilsin. Burada V iizerinde

P~ {5203 *= {53

F bulanik kiimesi ve E iizerinde bulanik bagintis1 tanimlanmis ise K = (F,R) bulanik
grafigi asagidaki Sekil 6.0.2°deki gibi ¢izilir.
X y

Xy
0.2 0.3
J 0.2 O

Sekil 6.2. Bir Bulanik Grafik Ornegi

6.1.Aralik Degerli Bulamk Grafikler ve Islemleri

Bu boliimde, M Klasik grafik ve G aralik degerli bir bulanik grafik olarak alinacaktir.

Tamm 6.1.1. M = (V,E) klasik grafigi verilsin. V iizerinde bir A = [uy, uX], aralik degerli
bulanik kiimesi ve E ilizerinde bir B = [up,uz] aralik degerli bulanik bagintisi
tanimlansin. A aralik degerli bulanik kiimesiyle B aralik degerli bulanik bagntisinin
olusturdugu ¢izelgeye M klasik grafiginin aralik degerli bulamik grafigi denir ve
asagidaki gibi yazilir.

G =(AB)

Ornek 6.1.1. Burada iki 6rnek verecegiz.
a) Ilk olarak Ornek 6.0.1°de verilen basit klasik grafik ve Ornek 6.0.2°de verilen bulanik
grafik ile karsilastirmak i¢in ayni grafiklerin aralik degerli bulanik grafiklerini 6rnek

olarak verelim.

Koseleri V = {(x,y)} ve kenarlar1 E = {xy}olan basit bir M = (V,E) klasik grafigi verilsin.

Burada V iizerinde

A= {[0.23,60.7] ’ [0.3},]0.8]}
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aralik degerli bulanik kiimesi ve E iizerinde

= {207

aralik degerli bulanik bagintis1 tanimlanmis ise G = (A,B) bulanik grafigi asagidaki Sekil
6.3 deki gibi ¢izilir.

y

[0.2,0.7] nd 10.2,0.8]

[0.2,0.7]

Sekil 6.3. Bir Aralik Degerli Bulanik Grafik Ornegi

b)V={x,v, z}, E = {xy, yz, zx} seklinde bir M = (V, E) grafigi diisiiniin. A, aralik
degerli bir bulanik V kiimesi olsun ve B ile tanimlanan aralik degerli bir E € V x V

kiimesi olsun.

A

X y z
{[0.3,0.5] ’[0.4,0.6]" [0.5,0.8]}

{ Xy vz zZx }
[0.3,0.5]" [0.4,0.6] " [0,3,0.5]

Grafigimizde de Sekil 6.4 deki gibi gosterilmis olur.

Sekil 6.4. Aralik Degerli Bulanik Grafik Ornegi
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Tamm 6.1.2. G*1 = (V1, E1) ve G* = (V2, E2) grafiklerinin iki aralik degerli bulanik
grafiginin G1 = (A1, B1) ve G2 = (A2, B2) kartezyen garpimi G1xG2 bir ¢ift olarak
tanimlanir (A1 X Az, B1 x B2) dyle ki V (x4, x,) € Vigin

o Ma, X Mg, (x1,X;) = min (/121 (x1), Ha, (xz))
l

ﬂZl X .“Zz (%1, x2) = min (#21-1 (xl)uujl-z (xz))

Vx €V, vex,y, €E, i¢in

(i g, X ug, ((x,x3), (x,¥,) = min (/121 (), g, (xzyz))
L
1z, X ug, ((x,x2), (x,y,) = min (uZl (x), ug, (xzyz))

Vz €V, vex;y; €E; igin

N CA AT b (5, Gy, 112, @)
L
g, X ug,((x1,2)(¥1,2)) = min (Hgl (e1y1), 14, (Z))

Ornek 6.1.2. M; = (V1, E1) ve M, = (V2, E2), V1 = {a, b}, V2 = {c, d}, E1 = {ab} ve
E> = {cd} olacak sekilde grafikler olsun. Iki aralik degerli bulanik grafigi Gi1 = (A1, B1)
ve G2 = (A2, B2) seklinde verilsin.

Ay = {[0.36,10.5]'[0.51,90.7]} A2 = {[0.;0.5]’ [0-4(.10-7]}

B, = {[O_]C_l’l())_g]} B2 = {[0.;,0(1).4]}

(u, X uz,)((a,0)(a,d)) = 0.2, (up, X uz,)((a, (b)) = 0.1
(45, X 5,) ((@ (b, D) = 0.1, (u5, * pz,)((b,)(b,d)) = 0.2
(uh, xup,) (@ 0)(a,d) =04, (uf, xut,)((a, c)(b,c)) =03
(g, x ug,)((a,d)(b,d)) = 0.3, (uh, x uh,)((b,c)(b,d)) = 0.4

seklinde yazilir. Simdi de Sekil 6.5. deki grafik olarak gosterelim.
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(a,c) (a.d)

(b,c) (b,d)

Sekil 6.5. Aralik Degerli iki Bulanik Grafigin Kartezyen Carpim Ornegi

Onerme 6.1.1. G+ = (V1, E1) ve G2 = (V2, E2) grafiklerinin iki aralik degerli bulanik
grafiginin G1 = (A1, B1) ve G2 = (A2, B2) kartezyen carpimi Gi x Gz bir ¢ift olarak
tanimlayalim. G1 ve G grafiklerinin aralik degerli iki bulanik grafiginin Kartezyen

carpimi G1 X G2 = (A1 X Az, B1 x Bz), G*1 x G*2'nin aralik degerli bulanik grafigidir.

Ispat: A; x A; icin kosullar Tamim 3.0.3 iin (i) maddesinden dolayr A1xA; nin aralik
degerli bulanik grafigidir. Bu yiizden de yalnizca B1xB2 kosullarin1 dogrulamamiz yeterli

olacaktir. X€ V1, X2y2 € E> olsun. O halde

(3, % 15,) (6, 22) (x,v2)) = min (7, (), 15, ()
min (,u (x), min (,qu (%), ta, (3’2)))
min (min (7, (), 1z, (x2) ) min (7, (0, w7, (v2) ) )

min (( 2, X M) (%, x5), (1a, X pg,) (%, yz))

(e, % 13,) (06 x2) (6, v2)) = min (uh, (), (i, Gezy) ) )
< min (uzl (x), min (MZZ (), uz, (yz)))
= min (min (s}, (), 13, (x2) ), min (e, G), 1, (v2) ) )

in ((uh, % 1, )G x2), (i, X k) (6, 72))
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Benzer sekilde z€ V2 ve x;y; € E1 icin elimizde

(3, % #5,)((e1,2) (1, 2)) = min (3, Gery2), 13, (2))

< min (min (7, (e, 47, 0) 117, ()

min (min (,u;l (), Uz, (Z)) , min (M,Zl (1), uz, (Z)))

min(((uz, X ua,) 01, 2) (ua, X ua,) ¥1,2)),

(, % 13,)(Ger, D)1, 2)) = min (g, Geayn), 1k, (2) )
< min (min (uf, Cep), 5, ). 18, ()

= min (min (5, (), 1%, (2) ), min (f, 0n), 1%, (2)))

= min(((u}, x ui,) (1, 2) (i, X uk) (01, 2)),
Tanmim 6.1.3. G*1 ve G*; grafiklerinin aralik degerli iki bulanik grafigi G1 ve G2'nin
G1[G2] = (A1 0 A2, B10B))
bilesimi asagidaki gibi tanimlanir.

V (x1,x,) € Vigin

Ha,otg, (X1,¥1) = min (uzl (x1), 1z, (xz))
pi opa, (x1,y1) = min (ML (1), Uz, (xz))

vV x € V; ve (x,y,) € E; igin

iy | (maone) (G x) (0 2)) = min (2,60, 13, () |
(13, o1, ) (e, %) (x,v2)) = min (1, (), 1, ()
Vx € V, ve (x;y;) € E; igin

iy {05042, 2) = i (43, Cery), 1z, (2)) |
(1, o) (G0, 2) (v0, 29) = min (p1f, Ceayn), 15, (2))
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V(x1,%2)(¥1,¥2) € E igin
i (ﬂ§10ﬂ§2)((xl, xz)(yl, yz)) = min ('LLZZ (xz)“u;z (yz)’ MEl (xlyl))
(i, omt,) (Cr1, %2) (1, ¥2)) = min (uh, (x2), 1, 02, 1, Geayn) )

Ornek 6.1.3. M; = (Vi, E1) ve M, = (V2, E2), V1 = {a, b}, V2 = {c, d}, E1 = {ab} ve
E> = {cd} olacak sekilde grafikler olsun. Iki aralik degerli bulanik grafigi Gi1 = (A1, B1)
ve G2 = (Az, B2) seklinde verilsin.

Ay = {[0.26,10.6]'[0.4?0.7]} B2 = {[0.1(,:0.4]' [0-36,10-6]}

i g {[0.36:,1()).7]} Bz = {[0.52.5]}

olsun. Gz o G2 gosterelim.

(uz, o uz,)((@ )@ d) =02,  (uf, ouz,)((a,c)(a,d) =05
(uz, 0 uz,)((b,)(b,d)) = 0.2, (up, oup,)((b,c)(b,d)) = 0.5
(uz, 0 u5)((@,0)(b,0)) = 0.1, (uf, o) ((a,c)(b,c)) = 0.4
(43, 0 u5,)((@, d)(b,d)) = 0.3,  (uf, ouf,)((a,d)(b,d)) = 0.6
(uz, 0 13,)((@, ) (b, d)) = 0.1, (ug, oup,)((a,c)(b,d)) = 0.3
(45, 0 5,)((b,0) (@, d)) = 0.1,  (uf, oput)((b,c)(a,d)) = 0.4

G1 o G2 grafigimiz asagidaki Sekil 6.6. da gosterilmistir.
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[}

[0.2,0.6]

(a,c) :
—

[0.3,0.6]

[0.3,0.7]
(‘If i (b ) (b.d)
" 2 enen

Sekil 6.6. Aralik Degerli iki Bulanik Grafigin Bileske islemi Ornegi

Onerme 6.1.2. G*1 ve G*'nin aralik degerli bulamk grafikleri G1 ve Gz'nin Gi1 [G7]

bilesimi, Gi [G3] 'nin aralik degerli bir bulanik grafigidir.

Ispat. Onceki ispatta oldugu gibi, sadece B1 o B, kosullarii dogrulariz. X€ V1, X2y2€ Ez

durumunda, (ii) 'ye gore elde ederiz.

(5, 07,) (%, %2) (x, ¥2)) = min (7, (), 15, (272))
min (.U (), min (.“A2 (x2), pa, (}’2)))

= min (min (p17, (), 17, (x2) ), min (7, (), 1z, (v2) ) )

min (( O.qu)(x X2), (.“Alo .qu)(x }’2))

(1, 0118, ) (6, 22) (x, ¥2)) = min (, (), 1, (x292))
min (pf, (), min (pf, (), 15, 02)))

min (min (2}, (), 14, (x2) ) min (g2, (), 1, (02) ) )

min ((HA10 .qu)(x X2), (#Alo .UAZ)(X 3’2))
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Z€ V2, x1y1€ E1 durumunda ispat benzerdir.(x1, x2) (y1, y2) € E durumunda, X1y1€ E:1 ve

X2 # y2' ye sahibiz, ki bu (iv) 'e gore

(B, 01p,) (1, %2) (¥1,¥2)) = min (u;z (x2), a, (¥2), g, (xlyl))
< min (i, (x,), 7, (v2), min( ez, (o), 1z, (1) )

min (m (llAl (x1), Ua, (xz)) min (#Zl ()’1):#22 (Y2)))

min ((,u;lo ,u;z)(xl, X2), (M,Zlo ,UZZ)(YL Y2))

(ﬂBloﬂBZ)((xpxz)(Yl:Yz)) = min (:qu (x2), #A2 (v2), .UB1 (X1Y1))
min (g2, (ez), 1, (v2), min( g, Geo), 15, ()

in (min (u}, (er), 1k, () ), min (k. (1), 15, (7))
n(

I/\

(k0 14, ) ey x5), (1,0 13,) (1, 92))

Tamm 6.1.4. G+ ve G* grafiklerinin aralik degerli iki bulanik grafigi

G1 ve G2'nin G1 U G2 = (A1 U Az, B1 U By) birlesimi agagidaki gibi tanimlanir:

(,u;l U ,u;z)(x) =y, (x) isex € Vivex € V,
(1, Upg,)(x) = py, (x) isex € V,vex & V

i)
(1, U z,) (@) = max (115, (), 1z, () ) ise x € V; NV,
(h uph ) =pf (x) isex € Vyvex & V,
i) (h vps ) =pf (x)isex € Vavex & V

(kU ph )(x) = max (uX1 (x), ui, (x)) isex € V; NV,

(45, U H5,)(xy) = 15, (xy) isexy € Eyvexy & E,
(15, U ug,)(xy) = up,(xy) isexy € E;vexy ¢ E,

iif)
(5, U up,)(xy) = max (u§1 (%), ug, (xy)) isexy € E; NE,
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( (ug, vug,)xy) = ug (xy) isexy € E;vexy & E,
iv) (g, U ug,)(xy) = up,(xy) isexy € E,vexy & E,
\(u3, U uz,)(xy) = max (uE1 (xy), ug, (xy)) isexy € E; NE,

Ornek 6.1.4. Gi =(Vy, E1)) ve G =(V2, E2), Vi={a, b, c,d, e},
Ei= {ab, bc, be, ce, ad, ed}, V2 ={a, b, ¢, d, f} ve E> = {ab, bc, cf, bf, bd} olacak sekilde

grafikler olsun.

A _{ a b c d e }
1= [0.3,0.5]°[0.5,0.6]"[0.2,0.8]"[0.4,0.7] ' [0.3,0.7]

Py, a b c d f
N {[0.3,0.5] ’10.2,0.6][0.3,0.7]°[0.2,0.5]" [0.4,0.7]}

B _{ ab bc ce be ad de }
1= [0.2,0.5]°[0.3,0.4]'[0.2,0.6] ' [0.1,0.5] " [0.2,0.5] " [0.1,0.4]

B. — ab bc cf bf bd
2 {[0.1,0.3] "10.3,0.4][0.1,0.5] " [0.2,0.4]" [0.3,0.6]}

ile tanimlanan aralik degerli iki bulanik grafik G1 = (A1, B1) ve G2 = (A2, B) diisiinelim

ve ardindan ,

(Ma, Ypg,)(@) =03,  (ug, Upg,)(b) =05 (uy, Uug,)(c) =03
(ha, Upg,)(d) =04,  (ug, Upy,)(e) =03,  (uz, Yuy,)(f) =04
(i, Vpi,)(@ =05, (uz, Upi,)(b) =06,  (uz Upz,)() =08
(Ui, Vg )(@) =07,  (ui vui)(e) =07, (ui Vui)(f) =07
(up, U up,)(ab) = 0.2,  (up, Upg,)(bc) =03,  (up, Uug,)(ce) =0.2
(u, U up,)(be) =0.1,  (up, Uug,)(ad) =02,  (up, Uug,)(de) =0.1
(4p, U, )(bd) = 0.3,  (up, Upp,)(bf) =02,  (up, Uug,)(cf) =01
(ug, Uug,)(ab) =05,  (ug, Upg,)(bc) =04,  (uf, Upg,)(ce) =0.6
(Mg, Upg,)(be) =05,  (ug, Upg)(ad) =05 (ug, Upg,)(de) =04
(uE, Upg)(bd) =06,  (ug, Upug)(Bf) =04,  (uz, Uug,)(cf) =05
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G1 U G2 = (A1 U Az, B1 U By), G] U G grafiginin aralik degerli bir bulanik grafigi
Sekil 6.7. deki gibi gosterilmistir.

G, UG,

Sekil 6.7. Aralik Degerli Iki Bulanik Grafigin Birlesim Islemi Ornegi
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Onerme 6.1.3. iki aralik degerli bulanik grafigin birlesimi, aralik degerli bir bulanik
grafiktir.

Ispat. G1 = (A1, B1) ve Gz = (A2, By) sirastyla G} ve G 'nin aralik degerli bulamk
grafikleri olsun. G1 U G2 = (A1 U Az, B1 U By) 'nin, G U G} grafiginin aralik degerli bir
bulanik grafigi oldugunu ispatliyoruz. A1 U A; i¢in tiim kosullar karsilandigindan,
yalnizca B1 U B; kosullarin1 dogrulariz. Ilk énce xy € E1 N Ez oldugu durumu ele

altyoruz. Daha sonra

(13, U pz,)(xy) = max (u;l (xy), uz, (xy))
< max (min (/ul (%), i, (y)) ,min (uzz (%), 1, (y)))
= min (max (,ug1 (x), Uz, (x)) , max (.UZI ), Uz, (}’)))

= min((uz, Y pa,) (), (ka, U #2,) )

(. U ph ) (xy) = max (uEl (xy), ui, (xy))
max (min (f, (), 1, () ), min (1, (), 1, )
min (max (,u};l (), Uz, (x)) , max (HL (), uz, (}’)))

min ((,uj{l U ,uZz)(x), (,MIZ1 U #2;2)(3’))

IA

Xy € E1 ve xy € E; ise, 0 zaman

(15, U g, ) Cry) < min ((uz, U iz, ) (), (z, U z,)30)),

(u, U, ) Cey) < min ((uh, 0 h,) @), (u, U ) 0))

XY€ E2 ve xy¢ Ej ise, 0 zaman
(13, U u3,)(xy) < min ((uz, U ez, ) @), (17, U z,)0))

(i, U ) Cey) < min ((uh, e, )00, (e, U e, ) )
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Bu ispat1 tamamlamis oluruz.

Tanim 6.15. G; ve G5 grafiklerinin aralik degerli iki bulanik grafigi
Give G2'nin G1 + G2 = (A1 + Az, By + B») birlesimi asagidaki gibi tanimlanir:

X € V1 V) VZ 1(;1n

) {(uzl +up, ) () = (g, U py,)(x)
(k4 uk)) ) = (uh, g ) (x)

X € El n EZ 1(;1n

0 {(u§1 +up,)(xy) = (up, Y up,) (xy)
(b, + u)Cey) = (i, U ug) ()

Xy € E ise burada E, V; ve V, koselerini birlestiren tiim kenarlarin kiimesidir.

i (5, + 5,)Cev) = min (w3, (0,13, )
Lt
(uf, + ) Cey) = min (pf, (), 1k, )

Onerme 6.1.4. Aralik degerli bulanik grafiklerin birlesimi, aralik degerli bir bulanik
grafiktir.

Ispat. G1 = (A1, B1) ve G, = (A2, By) sirasiyla G} ve G} © nin aralik degerli bulanik
grafikleri olsun. Gi1 + G2 = (A1 + A2, B1 + Bp) 'nin, G] + G5 grafiginin aralik degerli bir
bulanik grafigi oldugunu ispatliyoruz. Onerme 6.1.3 e gore, xy € E’ oldugunda durumu

dogrulamak i¢in yeterlidir. Bu durumda sahip oldugumuz

(3, + z,) (xy) = min (7, (0, 17, )
< min ((uz, U z,) @), (i3, U 17,) )

= min ((,u;1 + HZZ)(JC)' (ﬂgl + 'L‘Zz)(y))’

(u, + ut, ) Cey) = min (e, (), 1k, )

74



< min ((uj{l V) HZZ)(X)' (‘u:l-l U ”Zz)(y))

= min ((uj{l + ﬂZz)(x)' (‘ujl-l + ”Zz)(y))’

Onerme 6.1.5. G} = (V1, E1) ve G = (V2, E2) ViNV2 = @ olan aralik degerli bulanik
grafikler olsun. A1, A2, B1 ve By, sirasiyla Vi, V2, E1 ve Ez'nin aralik degerli bulanik alt
kiimeleri olsun. O halde G1 U G2 = (A1 U Az, B1 U B2), G U G5 'nin aralik degerli bir
bulanik grafigidir ancak ve ancak G1 = (A1, B1) ve G2 = (A2, B») sirasiyla G] ve G5 'nin
aralik degerli bulanik grafikleridir.

Ispat: G1 U G2 = (A1 U Az, B1U B2) 'nin, G} U G ' nin aralik degerli bir bulanik grafigi

oldugunu varsayalim. xy € Ei1 olsun. Sonraxy & E> ve X € V1 ,y € V2. Boylece

g, (xy) = (up, U pp,) (xy)
< min ((uz1 U g, ) (), (pa, U uzz)(y))

= min (7, (), 17, 0))

g, (xy) = (ug, U us,) (xy)
< min ((u, U k) @), (1, v ut,) )

= min (uf, (), 15, ),
Bu, G1 = (A, By) 'in aralik degerli bir bulanik grafik oldugunu gosterir. Benzer sekilde,

ts, (xy) = (Up, U tg,)(xy)
< min ((,u;1 U i, ) (), (ua, U IJZZ)(}’))

= min (uz, (), 17,))

g, (xy) = (ug, Y us,) (xy)
< min ((u, U k) @), (1, v t,) )

= min (uf, (), 1k, ),
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G2 = (A2, B2) 'nin aralik degerli bir bulanik grafiktir.

Onerme 6.1.6. G} = (V1, E1) ve G = (V2, E2) V1iNV2 = @ olan aralik degerli bulanik
grafikler olsun. A1, A2, B1 ve By, sirasiyla Vi, V2, E1 ve Ez'nin aralik degerli bulanik alt
kiimeleri olsun. O halde G1 + G2 = (A1 + Az, B1 + B2), G#'nin aralik degerli bir bulanik
grafigidir ancak ve ancak G1 = (A1, B1) ve G2 = (A2, B») sirasiyla G*1 ve G*2'nin aralik
degerli bulanik grafikleridir.

Ispat. G1 + G2 = (A1 + Az, B1 + B) 'nin, G} + G3 'nin aralik degerli bir bulanik grafigi

oldugunu varsayalim. xy€ E1 olsun. Sonra xy¢ E> ve x € V1 , y € V2 Boylece

ug, (xy) = (up, + up,)(xy)
< min ((uz, + 1z,) 00, (a, + 1z,) )

= min (uz, (), 17, 0))

g, (ey) = (ug, + ug,)(xy)
< min ((MZ1 +up )0, (i, + uL)(y))

= min (uf, (), 15, ),
Bu, G:1 = (A, By) 'in aralik degerli bir bulanik grafik oldugunu gosterir. Benzer sekilde,

up,(xy) = (up, + up,)(xy)
< min ((ug1 + ) (), (ua, + /‘Zz)(”)

= min (3, (), 13,(»)),

ug, (xy) = (ug, + ug,)(xy)
< min ((uf, + 1) GO, (i, +15,) )

= min (i}, (), 1}, ),
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G2 = (A2, B2) 'nin aralik degerli bir bulanik grafiktir.

6.2. Arahik Degerli Bulanik Grafiklerin izomorfizmalar

Bu boliimde, aralik degerli bulanik grafiklerin izomorfizmalar verilecektir.

Tamim 6.2.1. G1 = (Ag, B1) ve G2 = (A2, B) aralik degerli iki bulanik grafik olsun. A bir

homomorfizma f: V1 — V2 eslemesidir, dyle ki

D) pa, (1) < pg, (f(x0) ua, (1) < i, (f (x0), Vx, €Vy

i) pp, Cerys) < pp, (F () f ), w, (aaya) < ps, (F ) f (1), Vaay €V

ozelligi ile birebir ve drten homomorfizma

i) pa, (1) = pa, (f Ce1)), pa, (1) = pa, (f (x1)),
zay1f bir izomorfizm olarak adlandirilir.

Birebir ve 6rten homomorfizma, f: G1 — Gg, dyle ki

iv) pp, C1y1) = up, (F ) f 1)), wp, (ay) = ws, F(xDf 1), Yy €Vy

bir es-izomorfizma olarak adlandirilir.

f: G1 — G2 tglincii ve dordiincti maddeleri saglayan birebir ve 6rten grafik izomorfizma

olarak adlandirilir.

Ornek 6.21. V,={a,b}, V, ={x,y}, E; = {ab}veE, = {xy} olacak sekilde
Gi = (V1, E1) ve G} = (V2, E2) grafiklerini diisiiniin A1, A, B1 ve By,

Ay = {[0_36,10_6]'[0_21,)0.8]} ve Az = {[0.2),60.8] ’ [0.3},]0.6]}

B, = {%} ve B, = {ﬁ}

tarafindan tanimlanan aralik degerli bulanik alt kiimeler olsun.
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O halde, goriilmesi kolay oldugu gibi, G1 = (A1, B1) ve G2 = (A2, B2) sirasiyla
Gi ve Gi' nin aralik degerli bulanik grafikleridir. Tanim 6.2.1. dolay1 f (a) =y ve

f (b) = x ile tanimlanan f: V1 — V3 zayif bir izomorfizmdir ancak bir izomorfizm degildir.

Ornek 6.2.1. Gi ve G, onceki ornekteki gibi olsun ve Ai, Az, Bi ve B: tarafindan

tanimlanan aralik degerli bulanik alt kiimeler olsun.

A= {[0.36,10.5] : [0.5{)0.7]} ve e = {[0.5),60.7]'[0-3),]0.5]}

O halde G1 = (A1, B1) ve G2 = (A2, B») sirasiyla G; ve G3' nin aralik degerli bulanik
grafikleridir. f (a) = y ve f (b) = x ile tamimlanan f: V1 — V2 zayif bir izomorfizmdir

ancak bir es izomorfizm degildir.
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7. SONUC

Bu tezde, oncelikle calisilacak konunun temelini olusturan bulamik mantik, bulanik
kiimeler, bulanik bagint1 kavramlar1 ve temel 6zellikleri verilmistir. Sonra aralik degerli
bulanik baginti ve aralik degerli bulanik kiime islemleri tanitilmistir. Daha sonra tezin

amaci olan aralik degerli bulanik grafikler ve temel 6zelliklerini incelenmistir.
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