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TESEKKUR

"Evvel Refik Bade’l-Tarik" der eskiler. “Once yoldas, sonra yol” anlamina gelen bu soz,
yola ¢ikacagin insanin kiymetine binaen s0ylenmistir. Doktora 6grenimimi ve bu tezin
hazirlanmasini uzun bir yol olarak goriirsek, bana ¢iktigim bu yolda rehber olan kiymetli
hocam Do¢. Dr. Hiiseyin BUDAK’a goniilden tesekkiir ederim. Sadece hocalifiyla
degil, beni bir evladi gibi goriip insanligiyla, karakteriyle, hayata bakisiyla bana bir baba
gibi ornek olmustur. Kendisinden 68rendigim ‘“cehdetmek™ ve “nasip olmasi i¢in yolda
olmak gerek” siartyla ¢abanin insan1 nerelere getirdigini en kalbi duygularimla hissettigim

hocama tesekkiir eder, saygilarimi sunarim.

Tirnaklariyla kaziyarak beni bugiinlere getiren, verdikleri emek ve miicadele ile maddi
manevi desteklerini esirgemeyen annem Giilizar KARA ve babam Salih KARA’ya en icten
tesekkiirlerimi sunarim. Evlatlar1 olmaktan gurur duydugum bir kiiltiirle beni yetistirdikleri
ve her zaman yanimda olduklar i¢in minnettarim. Egitim hayatim boyunca desteklerini
esirgemeyen evimizin ¢inar agaci babaanem Saide KARA’ya ve gururla adim tasidigim
merhum dedem Hasan KARA’ya tesekkiir ederim. Ailemizin bir evladi olan, doktora
O0grenimim boyunca beni hep motive eden, destegini her zaman hissettigim Menekse

CAVDAR’a goniilden tesekkiirlerimi sunarim.

Girecegim sinavlarda heyecanimi ve stresimi yenmemde biiyiik emegi olan, ¢alismalarima
yaptig1 deste8i ve hosgoriisii ile, varligini her zaman hissettigim agabeyim Dog. Dr. Fatih
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TUNC hocama, konusmalar1 ve davraniglariyla bana ilham olan, daima motive eden, her
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YILDIZ a, destegi, hosgoriisii ve yapici tutumuyla hocam Dog. Dr. Nejla OZMEN’e,
kullandigim yazilimla ilgili problemlerimde yardimci olan hocam Dog. Dr. Zakir DENIZ’e

goniilden tesekkiir ederim.

Tiim bu siirec boyunca bana kapilarin1 her zaman acan, destek ve motivasyonlariyla
sofralarinda yer veren ablam Ozlem BUDAK ’a, ablam Elif HEZENCI’ye ve Dilif TUNC
teyzeme c¢ok tesekkiir ederim. Bu siirecte yanimda olan herkese, ilkokul yillarimdan bu
yana derslerime girmis tiim hocalarima ve her zaman yanimda olan arkadaglarima tesekkiir

ederim.

Doktora egitimim boyunca, 2211/A Yurt i¢i Doktora Burs Program kapsaminda sagladig:
destekten dolayr TUBITAK Bilim insani Destekleme Daire Baskanligi’na, bilime ve bilim

insanina 6nem veren TUBITAK kurumuna tesekkiir ederim.

12 Eyliil 2024 Hasan KARA



ICINDEKILER

Sayfa No

SEKIL LISTESI ......ovteteteteteeeeeeeeeteteresesesesssesesesesesessssassssesesesesens viii
SIMGELER .......ouuiietemineeienseaseaesessesstassessessessessssessessenssssssesscsens ix
OZET ...ttt asess e ssass st st sssasssesssssssassees X
ABSTRACT ....iiiiiiiiiiiiiiiinininssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssssss xi
EXTENDED ABSTRACT .......oriiiieeeeeeeeeeevtenneeceseeeeeeeeeeesssssnsnnnnnnnns xii
Lo GIRIS oottt stes et sesesesesese e anns 1
2. GENEL BILGILER .......cccetiiitieninieeernensiseeesessenseseessessesens 10
2.1. REEL DEGERLI FONKSIYONLAR .......ccecverueeeereeeenseenesseesuesseennens 10
2.1.1. Reel Degerli Fonksiyonlar Icin Temel Kavramlar..........c.ccceeevveennnen. 10
2.1.2. Reel Degerli Fonksiyonlar Icin Kesirli Integraller .............ccccvven.... 13
2.1.3. Reel Degerli Fonsiyonlar Icin Bazi Teoremler ...........cceeevveeeevveennnen 19

2.2. ARALIK DEGERLI FONKSIYONLAR .......cccceeruerteeeenreervenseeuessnennens 25
2.2.1. Aralilk ANaliZi.....c.ceuienieniiniiniiniiniiniiiiiiiiiiiiiiieiieiieiieiieiececeenee. 25
2.2.2. Aralik Degerli Fonksiyonlarin Integrali.........cccceeeevveeerernneeensnnne 27
2.2.3. Aralik Degerli Fonksiyonlar Icin Kesirli Integraller ...........c..ee....... 30
2.2.4. Aralik Degerli Fonksiyonlar Icin Bazi Tamim Ve Teoremler.............. 32

3. TEK DEGISKENLi ARALIK DEGERLi FONKSiYONLAR
ICIN GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER

ICEREN HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI................... 39
4. 1Ki DEGISKENLi ARALIK DEGERLI FONKSiYONLAR
ICIN ESITSIZLIKLER...........ooetetererereeeeeeerererereresesssesesesesesesessanes 52
4.1. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI INTEGRALLERINI ICEREN
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI .........ccccoeeevueecreecnennnne. 52
4.2. SARIKAYA KESIRLI INTEGRALLERINI ICEREN
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI .........ccccovveerueeeereeeeenne 72

4.3.FONKSIYONA GORE KESIRLI INTEGRALLER ICEREN
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI .........ccccoeeerueeereeecnennnne. 88



5. ARALIK DEGERLi FONKSIYONLAR iCiN AGIRLIKLI

ESITSIZLIKLER ........cooviviieeeiererererereeeseseseseseseesesssesesesesesesessasanes 108
5.1. TEK DEGISKENLI FONKSIYONLARIN CARPIMI iCiN FEJER
ESITSIZLIKLERI . ....ccccouvtiitieeetreeeieeensreeeesseeessssesessssesssssesesssnenes 108
52.AGIRLIKLI JENSEN ESITSIiZLIGIKULLANILARAK ELDE
EDILEN TEK DEGISKENLI FEJER ESITSiZLIKLERI..................... 119
5.3.1Ki DEGISKENLI FONKSIYONLARIN CARPIMI iCiN FEJER
ESITSIZLIKLERI . ....ccccoiuviiiieeeiireecieeessreeeesseeesssseeessssessssesesssneses 122
5.4.AGIRLIKLI JENSEN ESITSIiZLiGI KULLANILARAK ELDE
EDILEN iKi DEGISKENLI FEJER ESITSIZLIKLERI....................... 131
6. SONUCLAR VE ONERILER .........ccooruriereererererereresnsenesesesesenes 139
7.  KAYNAKLAR ... ceeettttceeeeeeeeneeeeeeeenneeeeesesasseeseessnnssesssssenns 142

OZGECMIS ...ttt sesesesssssssssssessssssessssssssessssssesessnsans 146



Sekil 3.1.
Sekil 3.2.
Sekil 4.1.
Sekil 4.2.
Sekil 4.3.
Sekil 4.4.

SEKIL LISTESI

Sayfa No
(3.9) esitsizliginin birinci terim ve ikinci teriminin karsilagtirilmasi .......... 45
(3.9) esitsizliginin ikinci terim ve iiclincii teriminin kargilastirilmast ......... 46
(4.15) esitsizliginin birinci terim ve ikinci teriminin kargilagtirilmast ........ 59
(4.15) esitsizliginin ikinci terim ve {i¢iincii teriminin karsilagtirilmasi ....... 60

(4.15) esitsizliginin ti¢lincii terim ve dordiincii teriminin karsilastirilmas: 60

(4.15) esitsizliginin dordiincii terim ve besinci teriminin karsilastirilmas: 61

viii



SIMGELER

¢ fonksiyonunun 1. Dereceden Tiirevi

¢ fonksiyonunun 2. Dereceden Tiirevi
Riemann-Liouville Sol Tarafl1 Kesirli Integral
Riemann-Liouville Sag Tarafli Kesirli Integral
Hadamard Sol Tarafl1 Kesirli Integral
Hadamard Sag Tarafl1 Kesirli Integral
Genellestirilmis Sol Tarafli Kesirli Integral
Genellestirilmis Sag Tarafl1 Kesirli Integral
Katugampola Sol Tarafl1 Kesirli Integral
Katugampola Sag Tarafl1 Kesirli Integral
Fonksiyona gore Sol Tarafl1 Kesirli Integral
Fonksiyona gore Sag Tarafl1 Kesirli integral
Sarikaya Sol Tarafl1 Kesirli Integral

Sarikaya Sag Tarafli Kesirli Integral

1. Dereceden (a,b) Araliginda Integrallenebilen
Fonksiyonlar Kiimesi
Reel Sayilar
n-boyutlu Oklid Uzay1
Gamma Fonksiyonu

Beta Fonksiyonu

X



OZET

ARALIK DEGERLI FONKSiYONLAR iCiN GENELLESTIRILMIS
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Hasan KARA

Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigsman: Dog¢. Dr. Hiiseyin BUDAK

Eyliil 2024, 145 sayfa

Bu tezde, aralik degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Hermite-Hadamard esitsizlikleri
elde edilmistir. Bu tez iic ana boliimden olugsmaktadir. Ik boliim, tek degiskenli aralik
degerli fonksiyonlar i¢in elde edilen genellestirilmis kesirli esitsizlikleri icermektedir.
Ikinci boliimde ise iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar icin esitsizlikler elde edilmistir.
Bu kisimda aralik degerli fonksiyonlar icin Riemann-Liouville kesirli integralleri,
Sarikaya kesirli integralleri ve bagka bir fonksiyona gore kesirli integraller yardimiyla
Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde edilmistir. Ugiincii boliim, aralik degerli fonksiyonlar
icin Hermite—Hadamard tipli esitsizliklerin agirlikli versiyonlarindan olugsmaktadir. Bu
boliimde tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlarin ¢carpimi i¢in elde edilen esitsizlikler
verilmistir. Ayrica, agirlikli Jensen esitsizligi yardimiyla aralikli tek degiskenli fonksiyonlar
ve aralik degerli iki degiskenli fonksiyonlar icin esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar sozciikler: Aralik degerli fonksiyon, Konveks fonksiyon, Kesirli integral,
Hermite—Hadamard esitsizligi, Fejer esitsizligi, Jensen esitsizligi.



ABSTRACT

GENERALIZED HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR
INTERVAL-VALUED FUNCTIONS

Hasan KARA

Diizce University

Graduate School, Department of Mathematics
Doctoral Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hiiseyin BUDAK

September 2024, 145 pages

In this thesis, generalized Hermite-Hadamard inequalities for interval-valued functions
are obtained. This thesis consists of three main parts. The first part included generalized
fractional inequalities obtained for interval-valued functions with one variable. In the
second part, inequalities were obtained for interval-valued functions with two variables.
This part acquired Hermite-Hadamard inequalities with the help of the Riemann-Liouville
fractional integrals, Sarikaya fractional integrals, and fractional integrals with respect to
another function for interval-valued functions. The third part consists of weighted versions
of Hermite-Hadamard type inequalities for interval-valued functions. In this part, the
inequalities obtained for the product of single variable and two variables functions are
given. In addition, with the help of the weighted Jensen inequality, inequalities are obtained
for single variable functions with intervals and functions of two variables with interval
values.

Keywords: Interval-valued function, Convex function, Fractional integral,
Hermite—Hadamard inequality, Fejer inequality, Jensen inequality.
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EXTENDED ABSTRACT

GENERALIZED HERMITE-HADAMARD TYPE INEQUALITIES FOR
INTERVAL-VALUED FUNCTIONS

Hasan KARA

Diizce University

Graduate School, Department of Mathematics
Doctoral Thesis

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Hiiseyin BUDAK

September 2024, 145 pages

1. INTRODUCTION

Convex functions have an important place in almost every field of mathematics and
especially in the theory of inequalities. Integral inequalities are the most interesting aspect
of the theory of inequalities in the literature. Integral inequalities are an area that has
applications in many real-world practical problems. One of the inequalities between

integral inequalities and convex functions is the Hermite-Hadamard type inequality.

Interval analysis is a useful tool in various areas where uncertain data is involved. It is
used in applied computer graphics, experimental and theoretical physics, error analysis,
robotic coding, etc. Particular attention is paid to integral inequalities obtained using

interval-valued functions.

Fractional analysis is said to have originated in the 17th century, beginning with
a correspondence between mathematicians. This subject was discussed during
correspondence between L’Hospital and Leibniz. The basic idea here is "Can a fractional
derivative or fractional integral of a function be taken?" based on the question. After
Liouville, who organized and interpreted this idea, it became the subject of study by
mathematicians such as Riemann, Fourier, Lagrange, Abel, Wely, Letnikov, Griinwald,

and Euler.

Interval analysis is an analysis that generalizes classical analysis. This thesis is on

interval-valued functions defined in interval analysis. In the first part of this thesis, the

Xii



theory of inequality, the concepts of fractional analysis and interval analysis, and their
development processes will be discussed. The main conclusions of the thesis consist of
the third, fourth, and fifth sections. The first of these sections contains the inequalities
presented for interval-valued functions with one variable. This section has a subsection,
which have definitions of generalized fractional integrals for interval-valued functions
with one variable are given. In addition to this, some generalized Hermite—Hadamard-type
inequalities are obtained by using these fractional integral definitions. The fourth section of
the thesis has three subsections. In the first of these subsections, new Hermite—Hadamard
type inequalities are obtained with the help of Riemann-Liouville fractional integrals for
functions of two variables with interval values. In the second subsection of the fourth
section, Hermite-Hadamard type inequalities are given for the Sarikaya fractional integrals.
In addition, in the last subsection of the fourth section, Hermite-Hadamard inequalities
obtained by using fractional integrals according to the function for interval-valued functions
with two variables. The fifth section of the thesis consists of weighted inequalities for
interval-valued functions. The fifth section is analyzed in four subsections. The first
subsection presents inequalities for the product of interval-valued functions. In the second
subsection, inequalities are derived using Jensen’s inequality for interval-valued functions.
In the third subsection, inequalities are established by the product of functions of two
variables with interval values. In the last subsection, inequalities are given using Jensen’s
inequality for functions of two variables with interval values. In the sixth section, the

conclusions are presented and suggestions for future work are given to interested readers.
2. MATERIAL AND METHODS

Basic concepts for real-valued functions are given. Fractional integral definitions and some
theorems are given for one variable and two variables of real-valued functions. Moreover,
interval-valued functions are introduced. Fractional integrals are given for functions of
univariate with interval and bivariate with interval value. Finally, obtained theorems for

these integral definitions are given.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

The third, fourth, and fifth sections constitute the main part of the thesis work. The third
part will include inequalities obtained for interval-valued functions with one variable. This
section contains a subsection of Hermite-Hadamard-type inequalities developed with the
help of generalized fractional integrals for interval-valued functions. The fourth section
involves the inequalities obtained for two variables of interval-valued functions. The fourth

section consists of three sub-titles. These subsections consist of Hermite-Hadamard type

Xiii



inequalities including Riemann-Liouville fractional integrals, Sarikaya fractional integrals,
and fractional integrals with respect to another function for interval-valued functions.
The fifth section consists of weighted versions of Hermite-Hadamard-type inequalities
for interval-valued functions. This section is analyzed under four subsections. It covers
the product of interval-valued functions with the one variable interval-valued functions,
weighted inequalities obtained using Jensen’s inequality for interval-valued functions with
one variable, inequalities obtained for products of interval-valued functions with two
variables, and weighted inequalities obtained using Jensen’s inequality for interval-valued

functions with two variables.
4. CONCLUSION AND OUTLOOK

In this thesis, generalized Hermite-Hadamard type inequalities for interval-valued functions
are obtained. The Hermite-Hadamard type inequalities are established with the help of
generalized fractional integrals for single variable interval-valued functions. In addition,
inequalities have been proved for two variables of interval-valued functions with the help
of Riemann-Liouville, Sarikaya, and their fractional integrals by function. In addition,
weighted inequalities are obtained for interval-valued functions. In the future, interested
readers can apply different types of convexity for interval-valued functions and obtain new
inequalities. In addition, new operators can be defined for interval-valued functions with
the approaches included in fractional analysis. With the help of these defined operators,
inequalities that are not in the literature can be obtained. Quantum analysis is also very
popular today. A significant number of studies have been conducted in Quantum analysis
for interval-valued functions. The inequalities derived in this thesis may serve as a source
of motivation for the development of new inequalities and the exploration of new research

areas within this field of analysis.
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1. GIRIS

Konveks fonksiyonlarin ¢calismalarina ilk olarak 19. yiizyilda baslanirken, 20. yiizyilin
ortalarinda matematigin énemli bir alami olarak goriilmeye baglanmistir. Konvekslik,
matematigin hemen hemen her alaninda ve 6zellikle esitsizlikler teorisinde énemli bir
yer tutar. Esitsizlikler ve konveks fonksiyonlar teorisi arasinda biiyiik bir bag vardir. Bu
bag konveks fonksiyonun tanimindan baglayarak ortaya ¢ikmis ve sonrasinda yapilan
arastirmalarla ivmesi artirilmistir. Konveks fonksiyonlardan yararlanarak elde edilen
ve iizerine bir¢ok arastirmaya konu olmus Hermite—Hadamard esitsizlikleri litartiirde
kapsamli bir sekilde incelenmis ve iizerine arastimalar inga edilen bir konu olmaya devam

etmektedir.

Esitsizlik teorisinin gelisiminde rol oynayan ilk sistematik ¢calisma Hardy, Littlewood ve
Polya tarafindan sunulan ve 1934 yilinda yayimlanan "Inequalities" adl1 eserdir [16]. Bu
kaynaktan sonra "Inequalities" ismiyle ¢ikan diger {inlii bir eser Beckenbach ve Bellman’in
1961 yilinda ortaya koydugu eserdir [2]. Bu kitaplarda bahsedilenleri daha da gelistiren
ve bahsi gecmeyen konularin da yer verildigi Mitrinovi¢g’in 1970 senesinde "Analitic
Inequalities" isimli eseridir [26]. Integral esitsizlikleri, esitsizlikler teorisinin literatiirde
en ilgi goren kanatidir. Integral esitsizlikleri gergek diinyanin bir¢ok pratik probleminde
potansiyel uygulamasi olan bir alandir. Fonksiyonel analiz ve sabit nokta teoreminin bazi
temel araclarin yardimiyla integral esitsizlik teorisi giinden giine daha ¢ok gelistirilmisgtir.
Bu integral esitsizlikleri ve konveks fonksiyonlar teorisi ile bagi en iyi aktaran ifadelerden
biri: {izerinde siirekli ¢calismalar yapilan Hermite ve Hadamard’in birbirinden habersiz

kesfettigi esitsizliktir. Iyi bilinen Hermite—-Hadamard esitsizligi:

¢ : I — R bir I aralif1 iizerinde reel sayilarin konveks bir fonksiyon olsun. a,b € I ile

a < b olmak iizere,

L e L



ifadesi ile belirtilen esitsizliktir. Ozellikle son otuz yil i¢inde, bu tiirden esitsizliklerin
degisik varyanslar1 elde edilmistir. Bu esitsizliklerle iligkili en iyi bilinen sonuclar 6zel
ortalamalar ve tahmin hatalarinda siklikla kuillanilan Orta nokta (Midpoint) tipli ve
Yamuk (Trapozeid) tipli esitsizliklerdir ([11], [22]). Daha sonra bir¢ok yazar tarafindan bu

esitsizliklerle ilgili ¢esitli hesaplama kosullar1 altinda yeni sonuclar elde edilmistir.

Bir¢ok matematikcinin ilgi odagi olan Hermite—-Hadamard esitsizliklerinin literatiirdeki ilk
anilan hali Hadamard esitsizligi seklindedir. E. F. Beckenbach, tarafindan bu esitsizligin
sol tarafinin 1893’te Hadamard tarafindan ispatlandigini dile getirilmistir. Ayrica bir¢ok
arastirmaci, yaptiklart arastirmalarda bu esitsizlik kullanirken Hadamard’a atfedilmisir.
Ancak E. F. Beckenbach’in soyledigi tarihten daha 6nce 1881 yilinda Charlers Hermite
(1822-1901) tarafindan ispat yapilmisti. Hermite’in Mathesis dergisine gonderdigi bir
metinde gecen bu esitsizlik 1883 yilinda yayimlanmisti. Fejer (1880-1959) tarafindan
1906 senesinde Hermite’nin buldugu esitsizligini genellestiren bir sonuca varmigti.
Simdilerde Fejer esitsizligi ya da Hermite—Hadamard esitsizliginin agirlikli versiyonu
olarak anilmaktadir. Bulunan bu sonu¢ da sonralar1 Hermite’in buldugu esitsizlige

atfedilmigti. Jensen (1880-1959) tarafindan Hermite esitsizliklerinin i¢inde bulunan

o (110 < Lo
ifadesinden yola ¢ikarak konveks fonksiyonlar iizerine ¢alismalar yapilmistir. Zamanin
teknolojisi, iletisim aginin simdilerdeki gibi yaygin olmamasi ve kendi yazdig1 makalelerde
dahi Hermite’in bu esitsizligi kullanmamis olmasi bu esitsizligin Hadamard esitsizligi
olarak bilinmesine yol agmustir. Bilim diinyas1 boyle bir ikilemde kalirken "Hermite and
Convexity" ve "Convex functions, Partial Orderings and Statistical Applications" adli

yayinlarda ([28], [34]) Hermite—Hadamard esitsizlikleri olarak literatiirde yerini almistir.

Diger yandan aralik belirsizligi ¢ozme yontemlerinden biri olarak ele alinan aralik analizi,
matematiksel ve bilgisayar modelli hesaplamalarda énemli bir materyaldir. Bu teorinin,
Arsimet’in bir dairenin ¢evresini hesaplamasina kadar siiren tarihi bir ge¢cmisi olsa da
1950’lere kadar bu alanda onemli bir ¢alisma yayimlanmadi. O zamandan bu yana
bir¢cok yazar bu konuda bir¢ok arastirma ve uygulama yapmistir. Aralik analizi ile ilgili

ilk kitap 1966 yilinda hesaplamali matematikte aralik analizinin ilk kullanicis1 olarak



bilinen R. E. Moore tarafindan yazilmistir [30]. Bu kitaptan sonra ilgili arastirmacilar
tarafindan aralik aritmetigi teorisi ve uygulamasi ¢alisiimaya baslanmistir. Giiniimiizde bu
uygulamalari i¢inde barindiran aralik analizi, belirsiz verilerin s6z konusu oldugu cesitli
alanlarda kullanigh bir aractir. Uygulamal1 bilgisayar grafikleri, deneysel ve teorik fizik,
hata analizi, robotik kodlama ve digerlerinde kullanilmaktadir. Ozellikle aralik degerli
fonksiyonlar kullanilarak elde edilen integral esitsizlerine odaklanilmigtir. Sadowska [37]
tarafindan aralik degerli bir fonksiyon i¢cin Hermite—Hadamard esitsizligi asagidaki gibi

ifade edilmistir:

@ : [a,b] — R} aralik degerli konveks bir fonksiyon dyle ki ®(k) = [®(k), P (k)] olmak

uzere

esitsizligi vardir. Son yillarda aralik degerli fonksiyonlar i¢in daha bircok 6nemli esitsizlik

(Ostrowski, Minkowski ve Beckenbach vb.) calisilmistir. ([7, 8, 15, 36]).

Dogadaki hicbir sey aslinda birbiriyle tamamen 6zdes degildir. Iki esit kiitledeki cisim,
aslinda yeterince hassas teraziler olsa virgiilden sonraki bir basamaginda degisimi bir
sekilde gozlemlenebilir. Ayn1 uzunluktaki iki obje, yeterince hassas uzunluk 6l¢ii birimleri
ile ifade edilse esit olmadig1 aci8a ¢ikacaktir. Hicbir sey bir birbirinin tamamen ayni ya da
birbirne tamamen esit olmayacaktir. Ornegin hava sicakligini 32 santigrat derece denilmesi

yerine 32 ve 33 santigart derece arasinda bir yerde oldugunu sdylenilmesi daha dogrudur.

R. E. Moore [30] tarafindan bu ifadelerin daha iyi anlagilmasi i¢in asagidaki gibi ifade
edildi.

Temel matematikte »? 4 5 — 6 = 0 denklemi gibi bir problemin ¢oziimii, denklemin
koklerini bularak ifade edilir. Bu denklemin kokleri 3¢y = —3 ve s, = +2’dir. Cok az kisi

"Koklerin biri —4 ile —2 arasinda digeri 1 ile 3 arasindadir." ifadesini kullanir.

Ancak bu formdaki cevaplarin uygun oldugu temel problemleri bulmak ic¢in ¢cokta uzaga

bakilmasina gerek yoktur. Ornegin,



©—2=0

denkleminin pozitif ¢oziimii >z = /2 dir.

Ancak bu say1, rakamla tam olarak temsil edilemez. Gergekten irrasyonel say1 kavrami

yukaridan ve asagidan yaklagim siirecini gerektirir.

Arsimet (M.O. 287-212) tarafindan bir daireyi ¢izerken icten ve distan ¢okgenler yardimiyla
7 stnirlandinlmigtir. Cokgen sayisini arttirarak bu irrasyonel say1 icin alttan artan bir alt

sinir ve {istten azalan bir iist sinir dizisi elde edilmistir.

Ornegin kareler yardimiyla 2v/2 < 7 < 4 oldugu gosterilebilir. Bir kenar1 2/2 olan bir
karenin kdse noktalari iizerinde olacak en kiiciik daire ¢izilsin. Sonra da bu daireyi i¢ine
alacak en kiiciik bir kare daha ¢izlisin. Gercekten icerideki karenin ¢evresi Cj, Dairenin

cevresi C; ve disaridaki karenin gevresi Cy; olmak iizere

Cy
4

~

Cu _Ci_
4 = 4 =

seklindedir. Buradan verilen degerler yerine konulursa

8v2 16

T< —
4 — T 4
elde edilir. Gerekli sadelestirme yapildiginda
W2 < <4

seklindeki istenilen sonug elde edilir.

Irrasyonel sayilarin yani sira birgok durum tam olarak temsil edilemeyen miktarlar icerir.
Makine hesaplamasinda bir ¢oziimii titizlikle tantmlamak i¢in temsili alt ve iist sinirlar

gerekir.

Bir say1 sinirlama, fizik problemlerinde de ortaya c¢ikar. Deneysel olarak oOl¢iilebilen
bir miktar, sadece sinirli dogrulukla bilinebileceginden bu miktar: igeren herhangi bir

hesaplamaya kesin olmayan ilk verilerle baglanmalidir.

4



Newton’un;

F=ma (1.1)

yasast ancak F kuvveti ve m kiitlesi tam olarak bilindiginde bir cismin a ivmesini tam

olarak ¢cozmemizi saglar.

Eger miktarlarin belirli bir aralikta oldugu biliniyorsa, yani;

Fy—AF <F < Fy+AF

veE

mo—Am <m<m+Am

ise a ivmesi alttan ve istten

a<a<ay (1.2)

gibi sinirlanabilir.

a; ve a, ifadelerini Fy, my, AF ve Am ’ye bagh olarak hesaplamak kolaydir.

Ornek 1.1. a = £ igin,

Fy— AF
a=—
mo — Am
ve
Fo+AF
a,=——
mo — Am
seklindedir.

Ancak daha karmagik bagintilar i¢in siradan cebir kullanish olmayabilir. Aralik analizi
sinirlarin hesaplamasini kolay hale getirecektir. Aslinda aralik hesaplamasi makine

uygulamasi i¢in tasarlanmustir. Aralik analizinde esitsizlik ifadelerini reel eksen iizerinde



kapali araliklar ile ifade edilecektir. Bir aralig1 genellikle diizenli bir ¢ift olarak temsil

etti§imiz bir say1 kiimesi olarak diisiiniilecektir. Ornegin;

yerine

a € lag,ay) (1.3)

yazilir.

[a;,a,] araligina a’nin smirlart denir. Bundan sonra (1.2) yerine (1.3) gosterimi tercih
edilecektir. Ayrica bir sayiy1 kapali bir aralikta sinirlamanin o sayiy1 alttan ve listten

sinirlamayla ayni oldugu unutulmamalidir.

Yukarida (1.1) deki F ve m "ilk veriler" deki Ol¢iim hatasi1 belirsizlige yol acacag ifade
edildi. Genel anlamda F' ve m’yi tam olarak bilimesi istenir ki a dogru ve diizgiin bir
sekilde olarak ifade edilebilsin. Ancak bagka durumlarda a’nin nasil degistigini gdstermek

icin F' ve m’yi parametre olarak alinabilir ve incelenebilir.

Matematiksel olarak bu problem Ornek 1.1 ifadesindeki gibi ele alinmaktadir. Sadece
coziimil siirlandirma islemi zayif gosterebilir. Sonugta ¢oziimiin kendisini vermez.
Bu dogru olmakla birlikte bir ¢oziimiin sinirlanmasinin dogruluk derecesi elde edilen
sinirlamanin genisligine biiyiik 6lciide baglhdir. Bahsedilen s 4 r — 6 = 0 denklemi igin
1 € [—3.001, —2.999] ve 51, € [1.999, 2.001] formundaki cevap daha kabul edilebilirdir.
y € [59,62] ifadesi y = 60 formundaki bir cevaptan daha dogru bir ifade edisin gosterimidir.
Bu orneklemeler ve bilgiler 15181nda aralik analizi hakkinda genis bir bilgiye tezin ikinci

boliimiinde yer verilmistir.

Ote yandan kesirli Analiz tarihi 17.yiizyilda bir mektuplasmayla baglar. L’ Hospital ve
Leibniz mektuplagmalar1 sirasinda bu konunun bahsi agilmistir. Buradaki temel fikir "Bir

fonksiyonun kesirli tiirevi ya da kesirli integrali alinabilir mi?" sorusuna dayanmaktadir.



Bu fikri ise diizenli bir hale getirip yorumlayan Liouville’den sonra Riemann, Fourier,
Lagrange, Abel, Wely, Letnikov, Griinwald, Euler gibi matematikcilerin calisma konusu
olmustur. Giiniimiizde fizikte; elektrik devrelerinde, akiskanlar mekaniginde, kuantum
mekaniginde, kimyada; akiskanlar teorisinde, elektro-analitik kimyada ve sivlarin kimyasal
analizlerinde kullanilan kesirli analiz matematigin ise hemen hemen tiim branglarinda

calisma alani i¢indedir.

Bu tezin amaci aralik degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis Hermite—Hadamard
esitsizliklerinin elde edilmesidir. Bu tez giris ile birlikte alt1 boliim icermektedir. Ikinci
boliim olan genel bilgiler boliimiinde bu reel degerli ve aralik de8erli fonksiyonlarin
ozellikleri sunulur. Tezin ana kismi ii¢iincii, dordiincii ve besinci boliimlerdir. Tezin amaci
geregi, literatiirde yapilan ¢alismalar ve tezde elde edilen esitsizliklerden asagidaki gibi

sOz edilebilir.

Reel degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli integrallerin tanimlarin1 ve bu
integraller yardimiyla elde edilen Hermite—Hadamard esitsizliklerini Sarikaya ve ark.
[40] tarafindan verildi. Bu tezin ana kisimlarindan biri olan {i¢iincii boliimde aralik degerli
tek degiskenli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli integraller tanitildi. Ayrica aralik
degerli fonksiyonlar icin elde edilen bu integral operatorlerinden yararlanarak elde edilen

Hermite—Hadamard esitsizlikleri sunulur.

Reel degerli tek degiskenli fonksiyonlar i¢cin Riemann-Lioville kesirli integrallerinden
faydalanarak Sarikaya ve ark. [43] tarafindan konveks fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde edildi. Iki degiskenli fonksiyonlar igin
Riemann-Liouville kesirli integralleri Sarikaya [42] tarafindan verildi ve bu
verilen integraller kullanilarak elde edilen koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in
Hermite—Hadamard esitsizlikleri ispatlandi. Tek degiskenli aralik degerli fonksiyonlar
icin Riemann-Lioville kesirli integralinin sol tarafi Lupulescu ve ark. [24] tarafindan
ortaya koyuldu. Sonrasinda sag tarafi icin kesirli integralleri Budak ve ark. [5] tarafindan
tanitildi. Bu tanimlar1 goz Oniine alarak Budak ve ark. [5] tarafindan tek degiskenli
aralik degerli fonksiyonlar icin Hermite—Hadamard esitsizlikleri ispat edildi. Bu tezin
dordiincii boliimiiniin birinci alt bolmiinde ise iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar

icin Riemann-Liouville kesirli integralleri tanitildi. Bu tanimlardan yola ¢ikarak aralik



degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizlikleri ispat

edildi.

Sarikaya ve Ertugrul [41] tarafindan tek degiskenli fonksiyonlar icin Sarikaya kesirli
integralleri tanitildi ve bu integraller i¢in Hermite—Hadamard esitsizligi olusturuldu. iki
degiskenli fonksiyonlar i¢in Sarikaya kesirli integrallerini ve bu integraller kullanilarak
elde edilen koordinatlarda konveks fonksiyonlar icin Hermite—Hadamard esitsizlikleri
Turkay ve ark. [38] tarafindan ispatlandi. Tek degiskenli aralik degerli fonksiyonlar
g0z Oniine alindiginda Sarikaya kesirli integralini Zhao ve ark. [47] tarafindan tanitildi
ve bu integarller kullanilarak Hermite—Hadamard esitsizlikleri ispat edilidi. Bu tezin
dordiincii boliimiiniin ikinci alt boliimiinde iki de8iskenli aralik degerli fonksiyonlar
icin Sarikaya integralleri ortaya koyuldu. Ortaya koyulan bu kesirli integralleri iceren

Hermite—Hadamard esitsizlikleri ispat edildi.

Fonksiyona gore kesirli integral operatorlerini kullanarak Jleli ve Samet [19] tarafindan
reel degerli tek degiskenli fonksiyonlar i¢in fonksiyona gore kesirli integraller icin
Hermite—Hadamard esitsizlikleri elde edildi. Iki degiskenli reel degerli fonksiyonlar icin
ise Budak ve Agarwal tarafindan [4] elde edildi. Aralik degerli fonksiyonlar i¢in Tung [44]
tarafindan fonksiyona gore kesirli integralleri verilip bu integraller icin Hermite—Hadamard
estisizlikleri ortaya koyuldu. Bu tezin dordiincii boliimiiniin son alt boliimiinde iki
degiskenli aralik degerli fonksiyonlar i¢in fonksiyona gore kesirli integraller verildi ve bu
integral operatOr tanimlar1 aracilifiyla aralik degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlar

icin Hermite Hadamard esitsizlikleri elde edildi.

Fejer esitsizligi Hermite—Hadamard esitsizliklerinin agirlikli versiyonu olarak da anilir.
Bu boliimde aralik degerli fonksiyonlar i¢in agirlikli esitsizlikler elde edilir. Reel degerli
fonksiyonlar icin Fejer esitsizligi 1906°da verildi [14]. Aralik degerli fonksiyonlarin
carpimi i¢in elde edilen esitsizlikleri Zhao ve ark. [48] tarafindan ele alindi. Aralik degerli
iki degiskenli fonksiyonlarin ¢arpimu icin elde edilen esitsizlikleri Zhao ve ark. [50]
tarfindan bulundu. Tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar i¢cin AZirlikli Jensen
estisizligi kullanarak elde edilen Hermite-Hadamard esitsizliklerini Wu [45] tarafindan
elde edildi. Tezin besinci boliimii ise dort alt baglikta incelenir. Birinci alt baglikta aralik

degerli fonksiyonlarin carpimu igin Fejer tipli esitsizlikler elde edilir. Ikinci altbasliginda



tek degiskenli aralik degerli fonksiyonlar icin agirlikli Jensen esitsizligi tanitilir. Ve bu
esitsizlik kullanilarak elde edilen esitsizlikler verilir. Ugiicii alt baslikta ise iki degiskenli
aralik degerli fonksiyonlarin ¢arpimu i¢in Fejer tipli esitsizlikler elde edilir. Son alt
baslikta ise Agirl Jensen esitsizligi yardimiyla elde edilen iki de8iskenli fonksiyonlar i¢in

esitsizlikler verilir.

Son olarak sonuglar ve Oneriler boliimiinde tezde elde edilen esitsizliklerin literatiire

katkisindan ve gelecekte yapilacak calismalarda gelistirilebilme yontemlerinden bahsedilir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliim reel degerli ve aralik degerli fonksiyonlar i¢in genel bilgileri barindirir. Tezi

daha anlagilir kilmak i¢in literatiirde yer alan temel tanim ve teoremler ele alinir.
2.1. REEL DEGERLI FONKSIYONLAR

Bu alt boliimde reel degerli fonksiyonlar i¢in temel kavramlara, kesirli integrallere ve bazi

elde edilmis teoremlere yer verilecektir.
2.1.1. Reel Degerli Fonksiyonlar Icin Temel Kavramlar

Reel degerli fonksiyonlar diisiiniildiigiinde, litaratiirdeki bir¢ok calismanin arastirildig,
gelistirildigi ve yiiriitiildiigii bir cergeve s6z konusudur. Bu cercevede tezin igcerigine uygun

olacak bazi spesifik kavramlar bu baglik altinda incelenecektir.

Tammm 2.1. x € [0,1] i¢in s¢,y € I ve ¢ : I C R — R olmak iizere

¢ (kx4 (1-x)y) < kP (50) + (1 - K)o (y)

esitsizligini saglayan ¢ fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlik yon degistirilirse

¢ fonksiyonuna konkav fonksiyon denir [34].

R? de A = [a,b] x [c,d] seklinde tamimlansin. ¥(s¢,y), (z,w) € A olmak iizere ¢ : A — R

fonksiyonu verilsin. k € [0, 1] i¢in,
(K + (1= K)z, Ky + (1 = K)w) < K9 (3,y) + (1 = K) (2, W),

esitsizligi saglanirsa ¢ fonksiyonuna A iizerinde bir konveks fonksiyon denir. Ayrica ¢

fonksiyonu konveks fonksiyon ise

¢y : [Cl,b] — R? ¢y(”) = ¢(”7y)

10



ve
(p%: [C,d]-)R, ¢%(V):¢(%7V)7
fonksiyonlar Vi € [a,b] ve Vy € [c,d] i¢in konvekstir [13].

Tanim 2.2. A = [a,b] X [c,d] olmak lizere ¢ : A — R fonksiyonu verilsin. x,s € [0,1] ve

(3¢,u), (3,w) € Aigin

O (ke + (1 —xK)y,su+(1—s)w) < ks (se,u) +s(1—K)P(y,u)) + k(1 —5)P(5,w)

+ (=01 =5)o(,w),

esitsizligi saglaniyor ise ¢ fonksiyonuna A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon

ismi verilir [13].
Tamim 2.3. R iizerinde, 1 < p < o olacak sekilde

1/p

L=L,(R) = ¢: 110l = | [ loGI" <o

ile tanimlanan kiimeye ¢ fonksiyonlarinin L, uzay1 denir [10].

Tamim 2.4. 5,y € R olacak bigimde
|22+ < [3e[+ ]

esitsizligi ticgen esitsizligi olarak adlandirilir [6].

Tanim 2.5. ¢ fonksiyonu [a, b] iizerinde reel degerli ve siirekli bir fonksiyon olarak verilsin.

Burada

b b
[ oG < [16()]ax

ifadesi integraller i¢in liggen esitsizligi olarak bilinir [6].

Teorem 2.6. p > 1 ve %—ké = 1 oldugunda ¢ ve @ fonksiyonlar1 [a,b] araliginda tanimlt
reel fonksiyonlar olsun. |@|” ve |@|? ise [a, b] iizerinde integrallenebilir fonksiyonlar olmak

uzere

b 1/q

b p s
JloGaaial< | [loGarax| | [l@Golax

a

11



ifadesi integraller i¢in Holder esitsizligi olarak isimlendirilir [27].

Tamm 2.7. ¢ : I = [a,b] — R iizerinde konveks bir fonksiyon olsun. v : I — (0,00) ve

@ : I — [0,00) integrallenebilir fonksiyonlar ise bu durumda

esitsizligine Jensen esitsizligi denir. ¢ konkav fonksiyon oldugunda esitsizlik yon degisitrir

[35].

Tanim 2.8. s > 0 olacak sekilde
['(») = /e_KK”_ldK
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma Euler fonksiyonu denir. Ayni sekilde

n‘*”}{(}f4 1).”(;1%—n)

olarak da tanmimlanabilir [20].

Gamma Euler fonksiyonunun bazi dzellikleri asagidaki gibidir:

L dx=T(p)T(1—p)==L-,0<p<]1,

sinpm’

4, (2)2"1F(n)r(n+ 1) =@l (2n).

Tanim 2.9. Euler’in birinci tip integrali olarakta adlandirilan Beta Euler fonksiyonu i¢in

2 > 0 ve y > 0 olmak iizere,

1
B(5,y) :/0 1 (1— k) dk

seklinde verilir [20]. Beta Euler fonksiyonun bazi 6nemli 6zellikleri:

12



1. B(s,y)=B(y,»)
2. B(s,y) = 2]0% (sin? k) (cos? k) dk
3. B(s,y)B(sc+y,1—y) ===

xsin(my) ©

Ayrica Beta Euler fonksiyonu ile Gamma Euler fonksiyonu arasinda sagidaki gibi bir iligki

vardir:

INCIINED

B(sx,y) = m

2.1.2. Reel Degerli Fonksiyonlar Icin Kesirli Integraller

Kesirli analiz dogdugu giinden bu yana bircok arastirmacinin odak noktasi olmustur.
Ozellikle kesirli integraller bu odak noktasinin en 6nemli parcasidir. Bu baglik altinda
reel degerli fonksiyonlar icin kesirli integrallere yer verilir. Ayrica tek degiskenli ve iki

degiskenli fonksiyonlar i¢in farkl tiirden kesirli integrallerin tanimlari ele alinir.

Tamim 2.10. ¢ € L;[a,b] ve a > 0 olmak iizere sol tarafli ve sag tarafli Riemann- Liouville

kesirli integralleri sirasiyla,
Ve,
J& = / (K)dx, »>a

ve

JE (s (K)dK, »<b

x\@

bigiminde tammlanir [23, 39]. Ayrica J2, ¢ () = J)_¢(3) = ¢(3¢) oldugu da asikardir.

Tanmm 2.11. & >0, a >0 ve ¢ € Ly ([a,b]) olsun. Sol tarafli ve sag tarafli Hadamard

kesirli integralleri sirasiyla
r a 1
HY, / o )d K, x>a

veE

HY () = = (m-)a L9 >d;< x<b

[E—
R\w

13



seklindedir [23, 39].

Tamm 2.12. @ >0, a>0, p #1 ve ¢ € Ly ([a,b]) olsun. Sol tarafli ve sag tarafli

Katugampola kesirli integralleri sirasiyla

Ko p9(50) = %/(%”“—K”“)alﬁ(})(md& x>a

a
ve

b
1)!
K} ,0(5) = p+ /KP_H Al T kPo(k)dx < b

seklinde tanimlanmugtir [21].

Tamm 2.13. a > 0, ve ¢ € L; ([a,b]) olsun. Sol tarafli ve sag tarafli Sarikaya kesirli

integralleri sirasiyla

s
M — K
i 10 (52 /(p% o (K)dK, #>a 2.1)
ve
b
» o0 (5 /‘p K=%) o (e)dx, »<b 2.2)
— X

o(x)

—dK < oo gartini

1
seklinde tanimlanir [41]. Burada ¢ : [0,00) — [0,00) fonksiyonu [ £
0

saglar.

Tanim 2.13 ifadesinde baz1 6zel secimler yapilarak bilinen kesirli integrallere ulasilir.

1. ¢ (k) = K olarak kabul edilirse (2.1) ve (2.2) ifadelerinin Riemann-integrallerine
doniistiigii gériiliir
2. p(x) = ( ) olarak almirsa (2.1) ve (2.2) kesirli operatorleri sirastyla J%, ¢ () ve

JZ ¢ () Riemann-Liouville kesirli integrallerine doniisiir.

Tamim 2.14. @ : [a,b] — R pozitif monoton artan bir fonksiyon olsun. @’(), (a,b)

iizerinde siirekli ve (a, b] tizerinde integrallenebilir olarak ele alinsin. & > 0 olmak iizere

14



sal tarafl1 ve sag tarafli fonksiyona gore kesirli integraller sirasiyla,

] I A COTEY Ny
Jovo (%)_F(a)a/[w(%)—w(rc)]l‘“dK’ ~ 3

ve

b
. B 1 (D'/(K')(P(K)
be;w‘P(%) - o) %/ [@(Kx) — w(%)]l

—dx, x<b, (2.4)

biciminde tanimlanmstir [23].

Tanim 2.14 ifadesinde baz1 6zel se¢imler yapilarak bilinen kesirli integrallere indirgenir.

1. @ (k) = K olarak kabul edilirse (2.3) ve (2.4) ifadeleri sirasiyla J¢, ¢ (5¢) ve J* ¢ ()
Riemann-Liouville kesirli integrallerine esit oldugu goriiliir.

2. @ (x) = Ink olarak incelenirse (2.3) ve (2.4) kesirli operatérleri sirastyla HY, ¢ (5¢),
H}’ ¢ (»c) Hadamard kesirli integrallerine doniisiir.

3. p > 0 olmak iizere @ (k) = %p olarak varsayilirsa (2.3) ve (2.4) tanimlar1 sirasiyla

K¢, 0 () ve K§

b p9 (5c) Katugampola kesirli integral tanimlarina doner.

Tamim 2.15. u : [a,b] — R, (a,b) araliginda pozitif ve monoton artan bir fonksiyon ve
¢,u € Lla,b] olsun. a >0, a >0 ve k € NU{0} olmak iizere sol tarafli ve sag tarafli

genellestirilmis kesirli integral operatorleri

S8 (0000 = gy [ (2= 00 o) —ul)) )k, 32> a
b
T (000 = g [ (=0 () —ul) o), 2 <

seklinde tanimlanir [40].

Simdi de iki degisken igeren bir fonksiyon i¢in Riemann-Liouville kesirli integrallerinin,

fonksiyona gore kesirli integrallerinin ve Hadamard kesirli integrallerinin tanimlar1 verilir.

15



Tanmm 2.16. ¢ € L;(A) ve a,f > 0 olsun. Iki degiskenli fonksiyonlar igin

Riemann-Liouville kesirli integralleri

P
Jﬁ‘chr (52,y) = // )4 1(y—s)ﬁfl¢)(1<,s)dsd1<, x>a,y>c,
» d
a+d O(s,y) = // )% 1(s—y)ﬁ_1¢(1<,s)dsd1<, x>a,y<d,
ay
T
T 0 (oey) = F@ﬁﬂﬁj!h«w#*%WﬂW*¢mﬁwwm se<by>c
ve
. b d
“ﬁkmzyw:ﬁaﬁﬁﬁzzkn—m“lw—wﬁ1¢MJMMm s <b, y<d

seklinde tanimlanir [42].

Tanim 2.17. ¢ € L (A) olsun. «, B > Oile a,c > 0 olmak iizere iki degiskenli fonksiyonlar
icin Hadamard kesirli integralleri

»>a,y>cigin

x Yy
1 B-1
HIE 0(0y) / / (n2)* (m2)" 2 g

s Ks

»>a,y <digin

x d
a+d ¢(5,y) = // ln a 1(l ;)B_]‘P(:S’S)dsdx,
ay
2% <b,y>cigin
[T K\ o1 B-1¢(xk,s)
o) = ey [ () (m3)7 S s
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ve » < b,y <d i¢in

biciminde tanimlanir [4].

Tanim 2.18. p, o > 0 olmak iizere @ (k) = %p ve w(s) =

icin Katugampola kesirli integral esitsizlikleri

° seklinde alimirsa, ¢ € L; (A)

S
(o)

»>a,y>cigin

-
PO Lerd(4y) = 1

»>a,y<digin

l—a ~1-a % ¢ o—1
PO _p "o // 5 dsd
a+,d— (P(%)y) F(a F(ﬁ) J %p—Kp (so—yc I—B(P(K)S) N K?

S

» < b,y>cigin

by
l-a~1—a p—1 o—1
pog*P _P_© // K S dsd
b— c+¢(%7)’) F((X)F(B) (K'P_%P) (yG—SG>1_ﬁ¢<K’S) saK
ve 2 < b,y <d i¢in
b d
- ~1—a p—1 o—1
P7GK0‘7/3 — o // K R)
b*,df(p(%?y) F(O{)F(ﬁ) (Kp . %p>17a (SG _y(j)l_ﬁ (p(K,S)deK
»x 'y

seklinde tanimlanir [46].

Tamm 2.19. Iki degiskenli fonksiyonlar igin Sarikaya kesirli integralleri 41 c+Ig.y,
at+.d—Yows b—c+lo.y, b—.a—lp y asagidaki gibi verilmigtir:

Va

y
a+C+I(P t//¢ %y //q) - KK V[ :S)(P(Kas)deK? x>a,y>c, (25)
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»x d
at,d-Yo.y9 (52,y) //‘P % KK S(i_yy)¢(K,s)dde,%>a,y<d, (2.6)
ay

@ (k—3) y(y—s)
K—x y—s

b—,c+I(P,lI/¢ (%,Y) = ¢ (K',S) deK7 n < b; y>c, (27)

X\@
St~

ve
b d
b d-Xopyd (52,y) / ¢ (K %% Es__yy)q)(ic,s)dsdic,%<b,y<d. 2.8)
xy

Burada, ¢ € L;(A) ve @,y : [0,00) — [0,0) fonksiyonlari, f 2% gk < oo ve f V) g < oo
sartlarini saglar [38].

Tanim 2.19 ifadesindeki fonksiyonlarin 6zel se¢imleri ile asagidaki sonuglara varilir.

1. Eger ¢ (k) = K ve y(s) = s seklinde secilirse (2.5), (2.6), (2.7) ve (2.8) integral
operatorleri iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Riemann integraline doniisecektir.

2. Ozel olarak a, > 0 icin @ (k) = % ve y(s) = %;) kabul edilirse (2.5), (2.6),
(2.7) ve (2.8) tamimlar1 sirasiyla iki degi§kenli fonksiyonlar icin Riemann-Liouville

tanimlar1 olan JaJr’/‘gcJr (52,y), a+d ¢ (3,y) J," C+¢(% y) ve J;; ﬁd ¢ (5,y)

tanimlarina esit olacaktir.

Tanim 2.20. @ : [a,b] — R fonksiyonu (a,b] iizerinde pozitif artan fonksiyon ve @’ ()
tiirevi (a,b) tizerinde siirekli olsun. Ayrica w : [c,d] — R fonksiyonu (c,d] tizerinde pozitif
artan bir fonksiyon olmakla beraber w'(y) de (c,d) iizerinde siirekli bir fonksiyon olarak
varsayilsin. o, 8 > 0igin ¢ € L (A) ise iki degiskenli fonksiyonlar i¢in fonksiyona gore
kesirli integraller,

»>a,y > cigin

1 f o' (k w (s
Jgﬁcﬂw,w (3,y) = // () — )
J y) —w(s
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»>a,y<digin

n d
B oo o'(x) W) "
Ja+,d—;&)',w¢( 7y) F(OC)F(ﬁ)a/y/[w(%)—w(K)]l_a [w(s)—w(y)]lfﬁq)(K’ )d dx,
(2.10)
» <b,y>cigin
L[ e (s)
o.p x = W s)ds
be,c+;w,w¢( 7y) F(a)r(ﬁ)!c/[w(K’)—W(}f)]la [W(y)—w(s)]l_ﬁ(P(K’ )d dK
2.11)
ve x < b,y <digin
S A (s)
a,B » _ wis $\ds
Jb—,d—;w,w¢( 7y) F(a)r(ﬁ)!y/[w(’()_w(%)]l—a [W(S)—W(y)]liﬁd)(lc, )d dK
(2.12)

biciminde gosterilir [4].

Tanim 2.20 ifadesinde, baz1 6zel se¢imler yapilirsa asagidaki asagidaki bazi bilinen kesirli

integrallere doniisiir.

1. ®(x) = x ve w(s) = s olarak secildiginde (2.9), (2.10), (2.11) ve (2.12)

integralleri sirastyla J jf ot 9, ]gjrﬁ 9, J;)X_’ﬁ ot

¢ ve Jl(f_’l? 40 Riemann-Liouville
kesirli integrallerine ulagilir.

2. o(x) = Inxk ve w(s) = Ins seklinde disiiniilirse (2.9), (2.10), (2.11) ve
(2.12) operatorleri HY . 0, HXP o, BYP ¢ ve H}P, ¢ Hadamard kesirli
integrallerine indirgenir.

3. p >0 ve 0 >0 olmak iizere @ (k) = %p ve w(s) = % olarak varsayilirsa
(2.9), (2.10), (2.11) ve (2.12) kesirli integralleri sirasiyla p’GKgchr(P(%,y),
p?"ngfd_M%,y), p’GKZC’_[?C+¢(%,y) ve p’GKgfd_d)(my) Katugampola kesirli

integral tanimlarina doner.
2.1.3. Reel Degerli Fonsiyonlar Icin Baz1 Teoremler

Bu boliimde literatiirde reel degerli fonksiyonlar icin elde edilen ve iizerine bir¢ok

calismalar yapilan bazi teoremler verilecektir. Ozellikle matematik, fizik ve miihendislik
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alanlarinda bir¢ok calismaya yon vermis olan Hermite—Hadamard esitsizligi ve bu esitsizlik

tizerine inga edilen esitsizlik tiplerinden soz edilir.

Teorem 2.21. ¢ : I C R — R konveks bir fonksiyon, a,b € I ve a < b olsun. Bu durumda

0(137) =yt foes e

esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlik literatiirde Hermite—Hadamard esitsizligi olarak

adlandirilir [17].

Teorem 2.22. ¢ : [a,b] — R konveks bir fonksiyon olsun ve w : [a,b] — R negatif olmayan,

integrallenebilir ve » = “zib noktasina gore simterik bir fonksiyon olsun. Bu durumda

a+b\ f / 0(a)+9(b) [
¢( - ) [wiaan< [oGamiaarn < BOTEE [wGaas  @13)

esitsizlikleri vardir. Hermite—Hadamard esitsizliginin agirlikli versiyonu olan ve ismiyle

anilan Fejér esitsizligi Fejér [14] tarafindan elde edilmistir.

Teorem 2.23. 0 < a < b, ¢ : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon ve ¢ () € L[a,b] olsun.

Ayrica ¢ fonksiyonu [a, b] aralifinda konveks bir fonksiyon olmak iizere o > 0 i¢in

o (“52) < 1D o)+ ota)] < X020

esitsizlikleri gecerlidir. ~ Bu esitsizlik Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in

Hermite—Hadamard esitsizligi olarak taninir [43].

Iscan [18] tarafindan ise Riemann-Liouvile kesirli integralleriyle ilgili i¢in asagidaki

Lemma elde edildi.

Lemma 2.24. Eger w : [a,b] — R integrallenebilir ve # noktasina gore simetrik ise

o > 01i¢in

T w(b) = JE w(a) = % % w(b) + I w(a)]

esitlikleri saglanir.
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Daha sonra, Iscan [18] tarafindan bu Lemma kullanilarak Riemann-Liouville kesirli
integralleri i¢in asagidaki Fejer tipli esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 2.25. 0 < a < b ve ¢ € L [a,b] olacak sekilde ¢ : [a,b] — R konveks bir fonksiyon
ele alinsin. Eger w : [a,b] — R negatif olmayan, integrallanabilir ve # noktasina gore

simetrik ise, & > 0 i¢in

b
o (52) bitw(s) -5 wia) < L (0w )+ o)(@] @1
< w [T w(b) + 7 w(a)]
esitsizlikleri elde edilir.
Teorem 2.26. 2 : [0, 1] — R fonksiyonu
2A(52) :/de (2.15)
0

seklinde tanimlansin. ¢ : [a,b] — R fonksiyonu [a,b] iizerinde konveks bir fonksiyon

olmakla beraber Sarikaya kesirli integral operatorleri i¢in

¢ (a—;—b) < 293(1) [ arTp0(b)+ p-Ipo(a)] < w (2.16)

esitsizlikleri saglanir [41].

¢ : [a,b] — R fonksiyonu 0 < a < b < e olmak iizere ¢ € Lu(a,b) icin J§, 50 () ve
J .59 (5) kesirli integralleri tanimlanmis olsun. Burada,

¢(x) =(atb—2x) ve B(x)=0(x)+0(x)

ifadeleri tanimlanir.

Teorem 2.27. o > 0 olsun. ¢, [a, D] iizerinde konveks bir fonksiyon ise,

a+b F(Cl'f‘l) o o ¢(a)+¢(b)
2(“3°) = 550 otae Pira? ) 95 ao(a)] < SO

esitsizlikleri elde edilir [19].
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Teorem 2.28. u : [a,b] — R, (a,b) iizerinde pozitif, monoton artan bir fonksiyon ve
¢,u € Lla,b] olsun. o >0, a >0 ve k € NU{0} olmak iizere y integrallenebilir bir

fonksiyon ise

esitsizlikleri saglanir [40].

Hermite—Hadamard ile ilgili tek degiskenli fonksiyonlarla ilgili teoremlerin yani sira iki

degiskenli fonksiyonlar i¢in de teoremler verilmistir. Bunlardan birkac1 asagidaki gibidir:

Teorem 2.29. ¢ : A — R, A lizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ise
a+b c+d 1 c+d a+b
< Z
‘P(z’ 2)—2 b—a /‘p( >d+ —c/¢( y>dy
<! //¢( )dyd
—_— ” n
/(p 7,c d%+—/¢

+—/¢aydy+—/¢by

1
4

< #lac) +¢(a,d) ¢ (b,c) +¢(b,d)
- 4

esitsizlikleri elde edilir [13].

Teorem 2.30. ¢ : A — R, A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve ¢ € L;(A) ise,
a+b c+d T(a+1) c+d c+d
<
(757 <atma o (037 roe (057
r 1 b b
B e (” @) +iko(“57)]
4(d—c) 2

F(a+ DI(B+1) [ ap .
S oo e eI g(bc)
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+I5 8 0(a,d)+03 P, ¢ (ac)]

r 1
< o i 00.) 18, 0(0.d) + I 0lac) I plad)

TB+1) s 5 ; ;
o T2 0(a,d)+ 8,06, d)+TF 9(a,)+ 7] o(bc)]

¢(a,c)+¢(a,d)+9¢(b,c)+¢(b,d)
4

<

esitsizliklerine ulasilir [42].
2:[0,1] = R, B :[0,1] — R fonksiyonlar1 sirasiyla
To((b rw((d
[0,y ¥,
0 0

seklinde tanimlansin.

Teorem 2.31. ¢ : A — R, A iizerinde koordinatlarda konveks fonksiyon ve ¢ € Lj(A) ise,

a<b, c<dve¢ e Li(A)olmak iizere

a+b c+d 1 c+d c+d
(5755 =gy oo (25 - oteo (55

1 a+b a+b
+428(1){“*1*"‘” (T d)” I‘”"’( 2 )}

1
< amym (@ LereHond G.d) + ara-Loyd(bio)

+ berlpy@(a,d) + b—,d—1<p,w¢(a7c)}

8%1(1) [0Lp0 (b,¢) + arlpd(b,d) + p-Tg@(a,c)+ p-lp(a,d)]

( ) [c-i—I(P(p(a?d)—’_ C+I(P¢(b=d)+ d—I(P¢(avc>+ d—I§0¢(b=c)}

( c)+¢(a,d)+9¢(b,c)+¢(b.d)
4

<

[S—

esitsizlikleri elde edilir [38].
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¢ : A — Rolsun. (s,y) € [a,b] X [c,d] i¢in

1006,y) = ¢(a+b—.y),
2(50,y) = 9 (3¢,c+d —y),
b3(¢,y) = ¢(a+b—s,c+d—y),
Y(5e,y) = 9 (50,y) + ¢2(5¢,)
H(s2,y) = ¢ (5,5) + $1(5,y),
K(5,y) = ¢1(5,5) + §3(¢,),
L(5,y) = $2(3¢,5) + §3(52,y),
F(5,) = $1(56,) +$2(50,y) + §3(5,y) + 9 (52,)
_ Y(0ey) +H0ay) + K, y) +L0ay)

2

Teorem 2.32. @ : [a,b] — R fonksiyonu (a, b] araliginda pozitif, monoton artan ve @’ ()
tiirevi (a,b) arahiginda siirekli olsun. Ayrica w : [c,d] — R fonksiyonu da (c,d| iizerinde

pozitif artan fonksiyon, w/(y) tiirevi de (c,d) iizerinde siirekli olarak ele alinsin. &, 8 > 0

ve ¢ : A — R, A iizerinde koordinatlarda konveks bir fonksiyon i¢in
0 a+b c+d
272
INa+1) c+d c+d
< o GH(b,—— r oH(a,——
< o) e oot (7)ot (05

i [w(a(ffj wl()c)] {J” " (#’d) i <#C)}

T(a+ OB +1) B
< Jo L erawl (b,d +Ja ol (bsc
16[@ (b)—w(a)]“[w(d)—w(c)]ﬁ[ teroat (0:d) FIo gm0t (b:6)

3PP ol (ad) + 3P, wa(a,c)]

Io+1)
_16[@'(b)—w(a)] |:a+a7 (b C)+Jb ,C+;m,w (b7d)

+Jp_pH(a,c) +J,‘j‘_;wH(a,d)]
r(B+1)

16[w(d) —w(c)]’

+38 Y(a,e) +Jg_;WY(b,c)]

_ 0(@,0) +9(a,d) +(b.c) +9(bd)
- 4

[Jc+w (a7d)+Jf+wY(b d)
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bicimindeki Hermite—Hadamard tipli esitsizlikleri saglanir [4].

2.2. ARALIK DEGERLI FONKSIiYONLAR

Bu alt boliimde aralik degerli fonksiyonlar1 anlamak icin once aralik analizi hakkinda
genel bilgiler verilir. Aralik de8erli fonksiyonlarin tanim ve 6zelliklerinden sonra aralik
degerli fonksiyonlarin integralleri, kesirli integralleri ve bu fonksiyon tipi i¢in litaratiirde

yer alan bazi teoremler ele alinir.
2.2.1. Aralik Analizi
Aralik analizi ile ilgili temel tanim ve kavramlar bu baglik altinda incelenecektir.

R7 kiimesi sinirlt ve kapali araliklardan olusan R kiimesinin bir alt kiimesididr. U, Rz

kiimesinin bir elemani1 olsun. u, 7 € R ve u < u olmak iizere
U=uu={keR:u<k<u}

olup u ve u sayilar1 ise U araliginin sirasiyla sol ve sag uc¢ noktalart olarak adlandirilir.
Eger u = u ise U araligina dejenere denilir ve bu durum U = u = [u, u] notasyonu ile ifade
edilir. # > 0 oldugunda U araligina pozitif veya u < 0 oldugunda U aralifina negatif
denilir. R kiimesinin tiim kapali araliklarinin kiimesi Rz ve pozitif kapali araliklarinin
kiimesi ve negatif kapali araliklarinin kiimesi sirasiyla R}' ve R7 ile gosterilir. Ayrica U

ve V araliklarinin Hausdorff-Pompeiu mesafesi ise sdyle tanimlanmugtir:
d(U,V)=d([uu],[v,v]) = max {|u—v]|, [z —V[}.
Bu metrik iizerinde, (Rz,d) metrik uzay: tamdir [1].

Simdi, U = [u,u] ve V = [v,V] araliklar1 i¢in temel aralik analizi iglemleri agagidaki gibi

gosterilir [30].

3. A={uv,uv, uv,uv} olmak iizere U.V = [min A, max A],
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4. A={u/v,u/v,u/v,u/v} ve 0 ¢V olmak iizere U /V = [minA, max A|

5. 0 € R olmak tizere, U aralifinin skaler carpimi asagidaki gibi gosterilir,

6u, 67, 6>0,
OU =0[uwa =4 {0}, 6-0,
[07,0u], 6 <O.

6. U araliginin tersi, 6 = —1 i¢in

7. Cikarma islemi asagidaki gibi ifade edilir:

U-V=U+(-V)=u—vu—y.

Genel olarak, U i¢in —U tersi degildir, 6rnegin U — U # 0.

Islemlerin tanimlari, Rz uzaymn yar1 dogrusal uzay olmasina izin veren ¢ok sayida
cebirsel Ozellige sahip olmasim saglar. [29]. Bu ozellikler asagidaki gibi yazilabilir

([241,[291,[301,[31]).

(1) (Toplamanin birlesme 6zelligi) Her U,V,W € Rz i¢in (U+V)+W =U + (V + W),
(2) (Yutan eleman 6zelligi) Her U € Rz icinU +0=0+U =0,

(3) (Toplamanin degisme 6zelligi) Her U,V € Rz i¢in, U +V =V + U,

(4) (Sadelestirme kurall)) Her U, V. W e Rz icin U +W =V 4+W —= U =V,

(5) (Carpmanin birlesme 6zelligi) Her U,V,W € Rz i¢in (U.V).W =U.(V.W),

(6) (Carpmanin de8isme ozelligi) Her U,V € Rz icin U.V =V.U,

(7) (Birim eleman 6zelligi) Her U € Rz i¢cin U.1 = 1.U,

(8) (Eslenik kurali) Her U € Rz ve her 6,y € Ricin 0(yU) = (6y) U,
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(9) (Skalerle carpmanin birinci dagilma 6zelligi) Her U,V € Rz ve her 6 € R i¢in 6(U +
V)=0U+6V,

(10) (Skalerle carpmanin ikinci dagilma 6zelligi) Her U € Rz ve her 0,7 € R i¢in (6 +
Y)U = 06U +yU.

Ayrica, U = [u,u] ve V = [v,7] olmak iizere, kiime 6zelliklerinden kapsama iglemi "C"

sOyle tanimlanmaktadir:

Aritmetik iglemler, kapsama isemi ile birlikte dikkate alindiginda, aralik operatorlerinin
kapsama izotonu (inclusion isotone of interval operations) ad1 verilen asagidaki 6zellige

sahip olur:

® iseminin toplama, carpma, ¢ikarma veya bolme islemleri oldugu varsayilsm. U, V, W

ve Y kosullar1 saglayan araliklar ise
UCV veWCY
olmasi1 asagidaki baglantiy1 dogrular:

UoWCVoY.

2.2.2. Aralik Degerli Fonksiyonlarin Integrali

Bu alt boliimde, aralik degerli fonksiyonlarin integralinin nasil alinabilecegine dair bilgiler
verilir. Bu integrallerin tanimin1 daha anlagilir kilmak icin, oncesinde bazi temel kavramlar

verilmistir. I = [a, b] bos olmayan bir aralik olmak iizere eger her bir k € [a, ] i¢in

CI)(K) = [Q(K),E(K)]
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ise ® fonksiyonuna [a,b] aralig iizerinde k nin aralik degerli fonksiyonu denilir. |a,b]

araliginin bir pargalanigi

Dia=xy<K<..<kK,=b

seklinde tanimlansin. Tanima gore D parcalaniginin [a, b araliginin en az bir sonlu sirali

alt kiimesi oldugu goriiliir. Bu durumda D pargalanisi i¢in mesh(D),

mesh(D) = max{K;— k1 :i=1,2,....,n}

bi¢iminde tanimlanir. D ([a, b)) ise |a,b] araliginin tiim par¢alanmalarinin kiimesi olarak
gosterilsin. D (6, [a, b)) ise mesh(D) < & olan D € D ([a, b]) pargalaniglarinin kiimesi olsun.
i=1,2,...,ni¢in &, [K;_1, k;] arahigimin rastgele bir noktasi olmak iizere ® : [a,b] — Rz

fonksiyonu i¢in

N

S(®,D,8) =Y ®(&)[Ki — Ki—1]
i=1

1

esitliginde tanimlanan S(®,D,d5) toplammna D € D(0,[a,b]) ye karsilik gelen @

fonksiyonun Riemann toplami denir.

Tanim 2.33. ([9],[32],[33]) ® : [a,b] — Ry fonksiyonu verilsin. Her € > 0 i¢in A € Rz ve
1 <i<nolmak iizere §; € [K;_1, k;] se¢iminin bagimsiz her bir D € D (5, [a,b]) karsilik

gelen @ fonksiyonun her S Riemann toplam i¢in
d(S(®,D,0),A) < ¢
olacak bigimde & > 0 varsa ® fonksiyonu [a, b] iizerinde Riemann integrallenebilir bir

fonksiyondur (I/R-integrallenebilir) denir. Bu durumda, A ya & fonksiyonunun |a,b]

tizerinde /R-integrali denir ve asagidaki sekilde gosterilir:
b
A= (IR) / ®(i)d.
a

[a, D] iizerinde tiim /R-integralenebilir fonksiyonlarinin sinifi TR (jap)) lle gosterilir.
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Asagidaki Teorem, /R-integrallenebilir ve Riemann integrallenebilir (R-integrallenebilir)

arasindaki baglantiy1 agiklar:

Teorem 2.34. ®(k) = [®(k),P(k)| olmak iizere ® : [a,b] — Rz arahik degerli bir
fonksiyon olsun. ® € TR (j,;)) olmast i¢in gerek ve yeter sart R [, ;)), R-integrallenebilir

fonksiyonu gostermek iizere ®(k), D(k) € R (4,p)) icin

b b b

(IR)/CID / K)dK, ( /

a

esitligi ile verilir.

P:a=ko<ki<..<K,=bveheri=1,2,3,... migin k;_1 < §; < k; olmak iizere

{xi—1,&i, 1} | sayilarinin kiimesine [a, b] kapal1 araliginin P; pargalanigi denir.

Dahasi, Ak; = k; — K;—1 olmak iizere Ak; < & ise P; pargalanigina §—fine denir. |a,b]
kapali arali§inin biitiin § —fine pargalaniglarinin kiimesi Rz (6, [a,b]) seklinde gosterilsin.
{xi—1,&, 1}, ifadesi [a,b]'nin Py, O—fine pargalamisi ve {sj,l,nj,sj}yzl ifadesi

[c,d]’nin P, 6 —fine parcalanigi olmak iizere
Aij = K1, K] X [sj-1,8]

dikdortgenleri A = [a,b] X [c,d] nin bir par¢alamsidir ve (&;,7;) noktalart [Kk;_1, ki] X
[sj—1,s;] dikdortgeninin igindedir. Ayrica, P, € Rz (8, [a,b]) ve P, € Rz(6,[c,d]) olmak
iizere P| x P, ile A’nin P, §—fine parcalaniglarinin kiimesi Rz (8,A) olarak sembolize
edilsin. A; ; dikdortgeninin alam AA; ; olsun. 1 <i<m, 1 < j < n olmak iizere A, ;

dikdorgenlerinin her birinde (&;,1;) keyfi noktalar1 ve

m n

S(®,P,5,A) = ZZ (&, m;j)AA

esitligi elde edilir. P € Rz(5,A) yardimiyla & integral toplami S(®, P, §,A) seklindedir.

Zhao ve ark. [49] tarafindan aralik degerli fonksiyonlar i¢in ¢ift katli integral asagidaki

sekilde verilmistir:
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Teorem 2.35. & : A — Ry olmak iizere herhangi bir € > 0 ve P € Rz (8, A) i¢in
d(S(P,P,6,A)) <&

olacak sekilde 6 > 0 var ise @, A iizerinde ID-integrallenebilirdir denir ve U =

(ID) [[ ®(x,s)dA seklindedir. A tizerinde her ID—integrallenebilir fonksiyonlarinin kiime
A

siift ZDy) ile gosterilir [49].

Teorem 2.36. @ : A — R7, A iizerinde /D-integrallenebilir ise
b d
(ID) / / ®(s, K)dA = (IR) / (IR) / ®(s, K)dsd
N a C
esitligi vardir [49].

2.2.3. Aralik Degerli Fonksiyonlar Icin Kesirli Integraller

Aralik degerli tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar i¢in ¢esitli kesirli integrallerin

tanimlarina yer verilir.

Lupulescu [24] tarafindan, reel degerli fonksiyonlar i¢cin Riemann-Liouville integrallerini
dikkate alarak, asagidaki aralik degerli sol tarafli Riemann-Liouville kesirli integrali

tanimlandi.

Tamm 2.37. o > 0 ve @(k) = [®(k),P(k)] olmak iizere P : [a,b] — Ry aralik degerli
bir fonksiyon olsun.
»

S D(x) = ﬁ(IR) / (5 — K)ail d(x)dk, »x>a (2.17)

a

seklinde tanimlanan integrale ® aralik degerli fonksiyonunun sol tarafli Riemann—Liouville

kesirli integrali denir.

Lupulescu’nun tanimina dayanarak, Budak ve ark. [5] tarafindan, & aralik degerli

fonksiyonunun sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integrali

b
TP () = ﬁ(m)/(x— %)O‘_] d(x)dx, »<b (2.18)
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seklinde tanimlandi.

Tamm 2.38. ®(k) = [®(k),D(k)| ve P € IR(|4p)) Olmak iizere @ : [a,b] — Rz aralik
degerli konveks bir fonksiyon olsun. & aralik degerli fonksiyonunun soldan ve sagdan

Sarikaya kesirli integralleri

i Ip®(52) /“’ ad K" K)dx, %> a

ve
qoic%

1, ® (5
b—Tp®P () —

(K)dKk, »x<b

X\w

1
seklinde tanimlanmigtir [47]. Burada ¢ : [0,00) — [0, ) fonksiyonu f K di < oo sartini
0

saglar.

Tanim 2.39. @ : [a,b] — R, (a, b] iizerinde pozitif ve monoton artan bir fonksiyonu verilsin.
Ayrica @' (), (a,b)’de siirekli ve @ € TR (, ) olsun. @ aralik degerli fonksiyonun [a, b
izerinde taniml1 @ fonksiyonuna gore sol tarafli ve sag tarafli kesirli integralleri, oc > 0

icin

o @(%):L(IR)/ : )Oj/('() __@(K)dKk, x>a  (2.19)

veE

b
I a®(x) = ﬁ(m) / D(K)dK, »x<b (2.20)

biciminde tanimlanmustir [44].

Tanim 2.39 ifadesinde baz1 6zel secimler yapilarak asagidaki gibi sonuglar elde edilir.

1. @ (k) = Kk olarak segilirse (2.19) ve (2.20) ifadelerinin sirasiyla J 2 ® () ve
T ® () Riemann-Liouville kesirli integrallerine esit oldugu goriiliir.

2. @ (x) = Ink olarak incelenirse (2.19) ve (2.20) kesirli operatorleri sirasiyla

i (x ch)
HE, @ () / )dK, x>a



Ve

K

b
HE & (52) = ﬁ(m) [ (m5)

Ve

1 (k)

dx, »x<b

olmak iizere Hadamard kesirli integrallerine doniisir.

3. p >0 olmak iizere @ (k) = % olarak varsayilirsa

)
KOZ CI) _ (p+1)lia IR [ P+1 P+l o—1 pq) d
a+,p (%)—W( ) [ (P =P kPD(Kk)dK, 2 >a
veE
(p+1)1—a / oa—1
KgL’pCD(%) = W(]R)/ (Kp+1 _%P-H) qu)(K')dK, x<b

seklinde Katugampola kesirli integralleri bulunur.
2.2.4. Aralik Degerli Fonksiyonlar icin Baza Tamim Ve Teoremler

Aralik degerli fonksiyonlar icin tez boyunca kullanilan tanimlara yer verilecektir. Ayrica
bu baglikta fonksiyonlar aralik degerli oldugunda elde edilmis bazi teoremlere yer verilir.
Aralik degerli fonksiyonlar ile ilgili elde edilen teoremler reel degerli fonksiyonlar i¢in

elde edilmis olan literatiirdeki esitsizlikleri genellestirmis oldugu goriilecektir.
Tamm 2.40. ®(k) = [®(k),P(k)| olmak iizere ® : [a,b] — Ry aralik degerli bir
fonksiyon olsun. Her s,y € [a,b] ve A € (0,1) igin

AD(3) + (1 =21)P(y) S P(Asc+(1-21)y)

esitsizligi saglimyorsa ® fonksiyonuna aralik degerli konevks fonksiyon denir [37].

Teorem 2.41. ®(k) = [®(k),P(k)] olmak iizere @ : [a,b] — R} aralik degerli konveks

bir fonksiyon ise

b
@(a;b) > bia(m)/cp(%)d%; w 2.21)

esitsizligi gecerlidir [37].
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Teorem 2.42. ®(k) = [®(k),P(k)| ve Q(k) = [Q(k),Q(k)] olacak sekilde, eger @,

Q: [a,b] — R aralik degerli konveks fonksiyon ve

M(a,b) = ®(a)Q(a)+P(b)Q(D), (2.22)
N(a,b) = D(a)Q(b)+D(b)Q(a)
olmak iizere

1
b—a

b
(1R) [ @(o)@(0)dx > %M(a,b) + éN(aJy) (2.23)

seklinde goriilen esitsizlik Zhao ve ark. [48] tarafindan elde edildi.

Teorem 2.43. Teorem 2.42 kosullar1 altinda

20 (“;b)g<“;b) (2.24)
D bia(IR) /bCID(%)Q(%)d%—i— éM(a,b) + %N(a,b)

esitsizligi vardir ve bu esitsizlik Zhao ve ark. [48] tarafindan yazildi.

Aralik degerli fonksiyonlar icin elde edilen Riemann-Liouville kesirli integrallerin
tanimlarindan yola ¢ikarak asagidaki teoremler Budak ve ark. tarafindan [5] asagidaki

Teoremler elde edildi.

Teorem 2.44. ®(k) = [®(k),P(k)] olacak bicimde @ : [a,b] — Ry aralik degerli
fonksiyonu icin

ao-ci-cD(%) = [‘]g—k@(%)ﬂ]g—i-a(%)]

Ve

Ty ®(3) = [Jj- @ (30), Iy ®(52)]

esitlikleri gecerlidir [5].
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Teorem 2.45. o0 > 0 ve ®(k) = [®(k),P(k)| olacak bicimde P : [a,b] — R} arahik
degerli fonksiyon olsun. Bu durumda

P(a)+P(b)

> (2.25)

@ (“;b) > zr((bljao;i [T @(b) + T @(a)] 2

ifadesi saglanir [S]. Elde edilen bu ifadeye, aralik degerli fonksiyon i¢in Riemann-Liouville
kesirli integraller yardimiyla elde edilen Hermite—Hadamard esitsizlikleri olarak ifade

edilebilinir.

Tiim bu sonuglara ek olarak, Liu ve ark. [25] tarafindan, aralik degerli fonksiyonlar i¢in

Hermite—Hadamard tipli asagidaki esitsizlikler gelistirildi.

Teorem 2.46. w: [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve sz = # ’ye gore simetrik

(yani w(3c) = w(a+ b — 5)) bir fonksiyon olarak ele alinsin. @ = [®(k),P(k)] seklinde

ve eger @ : [a,b] — R; aralik degerli konveks bir fonksiyon ise & > 0 i¢in

) (“—;b) [JE w(b) + I w(a)] (2.26)

2 [T @(b)w(b) + Ty D(a)w(a)]
D w [JZ w(b) + T w(a)]
esitsizlikleri bulunur [25].

Teorem 2.47. ®(x) = [®(k), P(k)] ile @, P € R(, ) olmak iizere ®: [a,b] — Rz aralik

degerli fonksiyon olsun. o > 0 i¢in

¢<a+b)22alr(a+1)[ 4 O(b)+ T, P(a) ;w (2.27)

2 (b—a)* g+
ve
b
o (“‘ZL ) (2.28)

D2 e o (450) s gz (5]
> S+
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esitsizlikleri yazilabilir. Bu esitsizlikler Zhao ve ark. [47] tarafindan elde edilen

esitsizliklerdir.
Teorem 2.48. ®(k) = [®(k),P(k)] ve Q(k) = [Q(k),Q(k)] olmak iizere ®,Q: [a,b] —
R}“ iki aralik degerli konveks fonksiyon ise o > 0 icin

INa+1)

2 —a)e (TP (b)Q(b) + T P(a)(a)] (2.29)

1 o o
2 (E_ (a+1)(a+2))M(a’b)+ @Dt @b

ve
2¢(“;b)g(“;b) (2.30)
> Sk L @()20) + 5 @(@a)]
o 1 o
a3 @rEr) e

esitsizlikleri saglanir [5]. Burada M(a,b) ve N(a,b) (2.22) ifadesinde tanimlandig1 gibidir.

Ayrica
A(») = (IR) /()%Mdk’ A(y) = (IR) /Oy W((ds_c)s)ds

tanimlar1 tez boyunca kullanilacaktir.

Teorem 2.49. Eger @ : [a,b] — RT aralik degerli konveks bir fonksiyon olsun dyle
ki (k) = [®(k),P(k)]. Sarikaya kesirli integralleri kullanilarak @ aralik degerli

fonksiyonu icin

@ <“J2rb> 23 Al(l) [ a+lp®(D) + p-lo®P(a)] 2

esitsizlikleri saglanir [47].

Teorem 2.50. ®(k) = [@(k),P(x)] ve Q(k) = [Q(x),Q(k)] iken ®,Q: [a,b] — RS
aralik degerli iki konveks fonksiyon olsun. Ayrica M(a,b), N(a,b) (2.22) ifadesinde

tanimlandig1 gibi ve

s = /OIM(zxz—zxﬂ)dx,
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h = /01 M(zx— 2x%)dK

olmak tizere

et Ip®(D)Q(D) + »_Ip®(a)Q(a) D JiM(a,b) +JoN(a,b) (2.32)

esitsizligi elde edilir [47].

Teorem 2.51. J;, J, Teorem 2.50’de tanimlandig1 sekilde kabul edilsin. M(a,b) ve
N(a,b) ise (2.22) ifadesinde tammlandig: gibi varsayilsin. Ayrica ®(x) = [®(k), (k)]
ve Q(k) = [Q(k),Q(x)] iken ®,Q: [a,b] — R aralik degerli iki konveks fonksiyon ise

a+b a+b
2<I>( 5 )Q( 5 ) (2.33)

[ atlp@(b)R(b) + p-IpP(a)a)]

aM(a,b) + J1N(a,b)]

esitsizligine ulagilir [47].

Teorem 2.52. @ : [a,b] — Rz, (a,b] tizerinde artan ve pozitif monoton bir fonksiyon olmak
lizere, @' () tiirevi ise (a,b) iizerinde siirekli oldugu kabul edilsin. @, [a,b] tizerinde

aralik degerli konveks fonksiyon ise & > 0 i¢in

a+b INa+1) o .
CI)( 2 ) > 4[w(b)_w(a)]a [ a—i—;a)'lp(b)‘i‘q]]b,;wq’(a)} D

esitsizligi saglamr. Burada ¢ € [a,b] igin W (3¢) = ®(3¢) + P(5¢) ve B(3c) = D(a+b — )
seklindedir [44].

Tamm 2.53. Her (s¢,u),(y,w) € Ave s,k € [0,1] i¢in @ : A — R} fonksiyonu

P(kx+ (1 —K)y,su+ (1 —s)w)

D ks®(se,u) + k(1 —5)P(32,w) +s(1 — K)P(y,u) + (1 —5)(1 — K)D(y,w)
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esitsizligini saglarsa ® fonksiyonuna A {izerinde aralik degerli koordinatlarda konveks bir

fonksiyon denir [50].

Teorem 2.54. Eger ®(k) = [®(k),P(k)]| olmak iizere ® : A — R}, A iizerinde aralik

degerli koordinatlarda konveks bir fonksiyon ise

a+b c+d
c1>< s ) (2.35)
7 +d 1 7 +b
C a
/CI)( ) ol )/‘P( 7 ,y)dy

1
D—IR D ( )dyd
b—a)d—0' // (.y) dyd>

b
gi ia(IR)/[d)(%,c)—I-d)(%,d)]d%
d
+ o (IR) [ (@) + @ (b,y))dy

5 ®(a,c)+ CI>(La, d)+®(b,c)+P(b,d)
y 4

esitsizlikleri gecerlidir [50].

Teorem 2.55. ®(k,s) = [®(k,s),P(k,s)] ve Q(k,s) = [Q(k,s),Q(k,s)| olmak iizere

®,Q: A — RY aralik degerli iki fonksiyon olsun. Bu durumda

(2.36)
K(a,b,c,d) = P(a,c)Q(a,c)+D(b,c)Q(b,c)+ P(a,d)Q(a,d)+P(b,d)Q(b,d),
L(a,b,c,d) = ®(a,c)Q(b,c)+D(b,c)Q(a,c)+D(a,d)Q(b,d)+ P(b,d)Q(a,d),
M(a,b,c,d) = ®(a,c)Q(a,d)+P(b,c)Q(b,d)+P(a,d)Q(a,c)+P(b,d)Q(b,c),
N(a,b,c,d) = ®(a,c)Q(b,d)+®(b,c)Q(a,d)+P(a,d)Q(b,c)+D(b,d)Q(a,c).
icin
| b d

b a@—d (IR)G/C/CID(%,y)Q(%,y)d%dy (2.37)

D) éK(a,b,c,d) + 8 [L(a,b,c,d)+M(a,b,c,d)]+ %N(a,b,c,d)
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veE

at+b c+d a+b c+d
w (0 a5
1 54 5
O— (IR P Q dd —K
2 b_a)(d_c)( )// (52,y) (¢, y)doedy + 5
a ¢

(

2
b e lLabc.d) + M(ab,e.d)] + SN(a,bc.d)

esitsizlikleri vardir [50].
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3. TEK DEGISKENLI ARALIK DEGERLI FONKSIiYONLAR iCiN
GENELLESTIRILMIS KESIRLI INTEGRALLER ICEREN
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Tek degisken iceren aralik degerli fonksiyonlarla ilgili literatiirde bir¢ok ¢aligma mevcuttur.
Bu calismalardan hareketle bu boliimde kesirli integraller iceren yeni esitsizlikler elde
edilir. 11k 6nce aralik degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli integral operatérleri

tanimlanir. Bu tanimlar yardimiyla bazi Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilir.

Tanmm 3.1. u : [a,b] — R, (a,b) iizerinde artan ve pozitif bir fonksiyon olsun. Ayrica
(k) = [®(k),P (k)] olmak iizere @ : [a,b] — Ry aralik degerli konveks bir fonksiyon

olsun. k € NU{0}, @ > 0 ve a > 0 i¢in genellestirilmis kesirli integral tanimlar1

S (@) 0) = g UR) [ (=10 o) —u(r) D). 2> a

Ve

seklinde tanimlanir.

Bu tanimlar kullanilarak, asagidaki 6rnekler verilir.

Ornek 3.2. B € Riginu(k) =k — B ve ®: [a,b] — Rz, (k) = [k — 4L, k — a] olarak

tanimlansin. Boylece

a+b
K_

,K—a} dx



1 l—o—k

_ (b— )@+ 1 (b—a)%+!
') |2(a+k)(a+k+1) "(a+k)(e+k+1)
B (b_a)OH—k—i-l l—a—k X
"~ (o+k) (a+k+1)T(a) 2
ve benzer sekilde
&%, (@) (a)
/ b
at , —a} dx

a

_ FLOC)(IR)/(K—a)“—l (k—a)f {K‘— :

(
B (b_ )OH-k-H a+k—1
(a+k+1)I'(a) {2(a+k)’ ]

esitlikleri elde edilir.

Ornek 3.3. B € Rigin u(k) =k — B, ®: [a,b] — Ry fonksiyonu ®(k) = [k — b, k — 452]

seklinde tanimlanirsa

et (@) (b)
b
:ﬁ(m)/(b—x)“l(b—x)k [K—b,K—a;b
[ b b
:ﬁ /(b—x)“”k(x—b)dx, /(b—K)“1+k (K—“;b) dK]
L[ . | —a—k .
“ T [asern P9 L CEDICE SR Hﬂ
B (b_a)a+k+1 l—a—k
~ (at+k+1)(a) { ’2(a+k>}
ve benzer olarak
(@) (a)

’

= ﬁ(m)a/b(xa)“l(xa)k {K—b,x—a;b} dx

_ (b—a) ! [_ |

o+k—1
(a+k+1)(a+k)I(a) ]

2

hesaplamalar1 bulunur.
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Reel degerli fonksiyonlar icin genellestirilmis kesirli integraller ile aralik degerli
fonksiyonlar icin yeni tanimlanan genellestirilmis kesirli integraller arasindaki iligki

asagidaki gibi verilebilir:

Teorem 3.4. u: [a,b] — R, (a,b) lizerinde artan ve pozitif bir fonksiyon ve @ : [a,b] — Rz

aralik degerli konveks bir fonksiyon ise 8yle ki ®(x) = [®(k), P (k)] olmak iizere

ot (@) () =[S0 (@) (0, 6, (B) ()]

Ve

et (@) () = T, (@) (), 55, (@) ()]

)

elde edilir.

Teorem 3.5. ®(x) = [@(k),P(k)] ile @, P € R ((a,p)) 0lmak tizere @ : [a,b] — Rz aralik
degerli fonksiyon olsun. Ayrica (a,b) iizerinde u : [a,b] — R monoton artan fonksiyon
olsun ve u € L[a,b]. Sonrasinda ¥ € ZR(,;)), @ > 0, k € NU{0} ve genellestirilmis

kesirli integral i¢in

@ <a42rb> SeE (D e)+ 5, (D) (@) 3.1)
1

2
Tt (1) )+ T, (1) (0)]

U

2L (2) () + 25, () (a)

®(a) + D(b)
2

U

esitsizlikleri elde edilir. Burada s € [a,b] i¢in W (5¢), Teorem 2.52 ifadesinde tanimlandig1
gibi, yani ® aralik degerli konveks bir fonksiyon oldugundan ¥ fonksiyonu da aralik

degerli konveks bir fonksiyondur.

Ispat. ®, [a,b] lizerinde aralik degerli konveks bir fonksiyon oldugundan, her s,y € [a, b]

@ (%;y) 5 q’(%);d’(y) (3.2)

icin

esitsizligi yazilabilir. (3.2) esitsizliginde k € [0,1] i¢in > = ka+ (1 — k)b ve y = (1 —
K)a+ kb degisken degisikligi yapilirsa

cp(“;b) Q%[CID(Ka—F(l—K)b)+<I>((1—K)a—|—Kb)] (3.3)
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esitsizligi bulunur. (3.3) ifadesi k%! [u(b) — u(ka+ (1 — K‘)b)]k ile ¢arpilir [0, 1] iizerinde

K’ye gore integral alinirsa

1
;% (IR) [ K% [ulb) — u(ka-+ (1 = KB) 4 (a+ (1 = K)b) di
0
1
+ (IR)/K“—I () —u(xa+ (1 — )b @ (1 - K)a+ kb)dx
0

esitsizligi elde edilir. y = xa + (1 — k)b degisken degisikligi ile,

(““’)/bb O b))y

oc 1

b
/ s (u(b) — () @ )y

o1
+ (R / %ww)—u@))%(aw—y)dy

esitsizligi bulunur. Bu durumda

a—l—b k k
®(“37) SEL M 0) 2 22 0 ) G4
seklinde yazilabilir. Benzer olarak, (3.3) ifadesinin her iki tarafi

K% [u((1 = k)a+ kb) — u(a)]* carpilir ve [0, 1] lizeirnde k’ye gore integral alinirsa,

P (a—;—b) /IKO‘_I [u((1—K)a+xb) —u(a)] dx
0
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esitsizligini yazmak agiktir. y = (1 — x)a + kb degisken degisikligi yardimiyla

@ (“;b ) Ty, (1) (@) 2 %sz"ﬁu (W) (a) (3.5)

esitsizligi yazilabilir. (3.4) ve (3.5) esitsizligi birlestirilirse

cp(a;rb) [SEE D0+ 355, (1) (@) 25 [0, () () + 25, (%) (@)

oldugu goriiliir. Boylece (3.1) esitsizliklerinin birinci esitsizliginin ispat1 yapilmis olur.

(3.1) esitsizliklerinim ikinci esitsizligi i¢in, @, [a, b] iizerinde aralik degerli konveks bir

fonksiyon oldugundan
D (ka+(1—x)b)+P((1 —Kx)a+ kb) O P(a)+D(b) (3.6)

esitsizligi yazilabilir. (3.6) ifadesi k%! [u(b) — u (ka+ (1 —x)b)]" ile carpilir ve daha

sonra [0, 1] tizerinde k’ye gore integral alinirsa
1
(IR) / K% [u(b) — u (ka + (1 — k)b)F® (ka+ (1 — K)b) dic
’ 1
+(IR) / K9 [u(b) — u(xa+ (1 — K)b)F D (1 — K)a+ kb)dx
0
1
> [®(a) + D(b)] / K% [u(b) — u (ka+ (1 — K)b)Fdx
0

elde edilir. O halde

Sty (W) (b) 2 [9(a) +9 (b)) Tat, (1) (B) 3.7

esitsizligi  yazilabilir. Benzer sekilde, (3.6) esitsizliginin her iki yam
k% u((1—k)a+xb)—u(a)]* ifadesi ile carpilir ve [0,1] iizerinde K'ye gore
integral alinirsa

5, (W) (@) 2 [9(a) + 0 (B)] T5, (1) (a) (3.8)
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ifadesi aciktir. (3.7) ve (3.8) taraf tarafa toplanirsa

1 k k k k D(a)+P(b
S et ) )+ F, (@) (@] 2 [Tit () )+ 5, (1) (@) ( )2 (b)
esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 3.5’in ispati tamamlanir. ]

Ornek 3.6. Teorem 3.5 ifadesinde @ = 0 ve b = 1 olmak iizere ® : [0,1] —
Rz arahik degerli fonksiyonu ®(k) = [k*,6—k?] seklinde ele alinirsa ¥ (k) =
K2+ (1-x)%12— <K2—|—(1 - K)Zﬂ olur. Ayrica u(x) = k—f olsun. o >0, k €

NU{0} olmak iizere (3.1) esitsizliklerinin birinci terimi

o(430) [0 @+ 5, 1)@)
b, () a0 () +T8, (1)(0)]

1 1
12 1
- L_L’ZS} @) /(1—:)“*"1dt+/t“+k“dt
0 0

1
EPRCICE R

seklindedir. (3.1) esitsizliklerinin ikinci terimi ise

/ll—ta H1—1) [r F(1-1)2,12 ( +(1-1) )]dt
0

/lt“ 1k t)2,12—(t2+(1—t)2)}dt

0

{B (@+43)+ a+1¢+2 alik W‘”"ﬁ)‘ﬁ}

elde edilir. (3.1) esitsizliklerinin {i¢iincii terimi i¢in

[‘Zg—ﬁu(l)(b)‘f‘ggfu(])(a) w
1
= W[l,ll]
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ifadesine ulasilir. Boylece

1

— 11,23 3.9
1 12 1
) _ - -
D B(a+k,3)+a+k+2,a+k B(a+k,3) o
1
o — 11,11

oldugu goriiliir.

Ornekte elde ettigimiz esitsizliklerin dogrulugu, MATLAB programindan faydalanarak

hesaplanan Sekil 3.1 ve Sekil 3.2’de agagidaki gibi gosterilmistir.

Il Birinci terim sol ug
Il Birinci terim sag ug Sag uglarin yakindan gériiniisii 1.9
:] Ikinci terim sol ug
[Jikinci terim sag ug

0
0 2254 15

Sol uglarin yakindan goriiniigii

Sekil 3.1. (3.9) esitsizliginin birinci terim ve ikinci teriminin karsilagtiriimasi
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[—Tikinci terim sol ug 35
[_Tikinci terim sag ug 224 —
I Uciincii terim sol ug =T
I Ugiincii terim sag ug 3 2

16 4 G

Sekil 3.2. (3.9) esitsizliginin ikinci terim ve {igiincii teriminin karsilagtirilmasi

Sonug 3.7. Teorem 3.5 icinde k = 0 secilirse (2.25) esitsizligine ulasilir.

Sonug 3.8. Teorem 3.5 sartlarinda eger B € R i¢in u (k) = k¥ — 3 fonksiyonu olarak kabul

edilirse

®(a) + D(b)
2

a+b Cla+k+1) [, 4 h
(D( 2 ) 22—t TEH @) (B)+ T (@) (@)] 2

ifadesi elde edilir.

Teorem 3.9. Teorem 3.5 sartlar1 ayni sekilde varsayilsin. Ayrica, @ > 0, k € NU {0},

W € IR (4] ve kesirli integral operatdrleri i¢in

k]

Cp(a;b) [ggg;wu)(b)w‘j‘gz_u(l)(a)]

9)(@)]

)

1 ok ok
R NI

5 w {ggggw(l)(bwii‘gg_ (1)(0)}

,u

ifadesi elde edilir.

Ispat. Oncelikle, (3.2) esitsizliginde k € [0,1] i¢in e = Sa+ 255b ve y = ZXa+ £b
secilirse
a+b 1 K 2-K 2—-x K D(a)+P(b)
o O |P| = b o — >0—" .
( > )_2{ (2(1—1- > )—i— ( > a—f—zb)]_ > (3.10)

46



elde edilir. (3.10) ifadesi k%! (u(b) — u (5a+ 25%b) )k ile carpilir ve [0, 1] iizerinde K’ye

gore integral alinirsa

¢(“;b>0/1;<“1 (u(b)—u(ga—i—zgxb)) dx
o ) e (s B 2555) ) o (S 2550 )

0
) 5 () ())()]
0
1

> M/K‘H (u(b) —u (gaJrz%Kb))de
0

elde edilir. Ayricay = Sa+ 2%(19 degisken degisikligi kullanilarak

*(“3") (bfa)a /b (b—3)"" (u(b) = u(y)) dy

esitsizlikleri yazilabilir. Buradan

U

a+b ok 1 ok ok
o3 )55, 0) 2505 (02 PO s

47



ifadesi yazilabilir. Benzer bir sekilde, (3.10) ifadesini k%! (u (255a + £b) — u(a))" ile

carpar ve [0, 1] tizerinde x’ye gore integral alinirsa

o (442) / (2550 50) i)
> % (IR)O/IK“] (u (2; Ka-l-gb) —u(a))kd) (gaﬁ%’%) dx
+ (IR)O/IKa] (u (2; Ka+§b> —u(a))k<13 (2; Ka+gb> dx

o V00 [ (25 ) )
0

2 2 2
esitsizlikleri bulunur. y = —a +5 Xb degisken degisikligi yardimiyla
b 1 D Db
o ()5 (@osert @)@ 2 2t (1)) G
2 %_71'{ 2 T_,M 2 %_,M

seklinde diizenlenir. (3.11) ve (3.12) birlestirilirse istenilen ispat elde edilmis olur. [
Sonuc¢ 3.10. Teorem 3.9 ifadesinde k£ = 0 kabul edilirse (2.27) esitsizligine esit olacaktir.

Sonug 3.11. Teorem 3.9 kosullar1 altinda 8 € R olmak iizere u(k) = kK — B olarak

incelenirse
a+b\ _ 21T (a+k+1) +k sk ®(a) +d(b)

elde edilir.

Teorem 3.12. Teorem 3.5 sartlari varsayilsin. Ayrica, o >0,k € NU{0} ve ¥ € TR (o)

olmak iizere genellestirilmig kesirli integraller i¢in Hermite—Hadamard esitsizlikleri

‘I’(a;b> {‘Iﬁ,u(l) (a;b) +30k, (1) (“;bﬂ
23 {s"‘f (%) (a;b) -, (9) <a;b>]
> (st (37) rt o (457) | 2

elde edilir.
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Ispat. (3.2) esitsizliklerinde k € [0, 1] igin » = l%fa + 1_7’“19 vey= I%Ka + HTKb degisken

degisikiligi yapilirsa

a+b 1 l+x 11—« l-x 14« D(a)+P(b)
o(112)2 (5 ) o5 4 g
(3.13)

esitsizlikleri  elde  edilir. (3.13)  esitsizliginin  iki  tarafi  da
KO (u(42) —u (HEa+ 1_T"b))k ifadesi ile carpihr ve 0’dan 1’e kadar x’ye

gore integral alinirsa
+b / +b 1+ 1
a a K —K
q) o—1 _
0
1
1 . a+b I1+x 1-x
D |(UR) [ x*! —
o1 |ur) [ x (u(z)u(2a+2b))
0
1 k
b +b I+x -k« 1-x I+x
IR) [« ! (w22 - D
[ (o (5) (e ) o (e )
1
D(a)+D(b) [ 4.1( (a+b 1+x  1—-x \\*
D —_— _
D 5 /K’ u > u > a+ > b dx
0

ifadesi elde edilir. z = HTKa + I_T’Cb degisken degisikligi aracilifiyla

() () (529 ((532) )

k
dx

k
1 1—
CID( —;Ka—l— 2Kb)d1<

2 5 )
- (bia)a(IR) a/y(a;bz>a1 (u (a;b) - (Z))kcp(a‘Fb—Z)dZ
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VR
S
| |
Q
~
Q
\‘
N
Q
| +
S
|
IN
~~
Q
VR
<
VR
Q
| +
S
~~
|
<
o
~~__
»
QU
N

elde edilir. Buradan

a+b k a+b | Ry a+b
o)t (50) 2 gerton (40 G.14)
D(a)+P(b) o a+b
> MWk, ) (4
ifadesi  acikatr. Benzer olarak, (3.13) ifadesinin her iki tarafi

k%! (u(55a+ 142b) —u(#))k ile carpilir ve [0,1] iizerinde x’ye gore integral

alinirsa

S o (e ) )

ifadesi elde edilir. z = 1_T’<a + HTKb degisken degisikligi diistiniildiigiinde

a+b\ _ak a+b 1 Lok a+b
cb( 5 )Tb_ﬂ(l)( 5 ) » Ezb_ﬂ(q’)( 5 ) (3.15)
®(a)+D(b) _, +b
2 M%’ju(l) (aT)

ifadesini yazmak miimkiin olacaktir. (3.14) ve (3.15) toplanirsa, ispat tamamlanmis olur.

O]
Sonug 3.13. Teorem 3.12 kosullar1 altinda k = O segilirse, (2.28) esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.14. Eger 8 € R i¢in Teorem 3.12 ifadesinde u (k) = kK — 3 seklinde ele alinirsa

*(5)
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20K (o + k1) a+b a+b
D) ok otk
= ()t {jw q)( 2 ) To- q)< 2 )}

5 D(a) +D(b)
- 2

elde edilir.
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4. iKi DEGISKENLI ARALIK DEGERLI FONKSIYONLAR iCiN
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar icin Riemann-Liouville, Sarikaya ve
fonksiyona gore kesirli integraller ii¢ alt boliimde incelenecektir. Bu alt boliimlerde gerekli

tanimlar verilir ve bazi1 Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler elde edilir.

4.1. RIEMANN-LIOUVILLE  KESIRLI INTEGRALLERINI = ICEREN
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu alt boliimde, Riemann-Liouville kesirli integrallerinin uygulamalar1 yardimiyla aralik
degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard integral esitsizlikleri
olusturulur. Ayrica, aralik degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlarin sonuglari icin
Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler verilir. Oncelikle iki degiskenli aralik degerli

fonksiyonlar i¢in Riemann-Lioville kesirli integralleri tanimlansin.

Tamm 4.1. ® € L; (A) ve a, B > 0 olmak iizere Riemann-Lioville kesirli integralleri

~

ja()_lﬁ7c+<l>(%,y) = W(IR)/‘ (%—K)afl(y—s)ﬁflcb(lc,s)dsdx, x>a,y>c,

Tih®(ey) = provpgUR) [ [ e s=0)P @ (k) dsdrx, 5> a, y<d.

]
ay
1 [
TeB @ey) = poomms(R) [ [ (0= =57 @(k5)dsdr, 2 <b,y>c.
b d
//(K—%)a_l(s—y)B_IQD(K‘,s)dde, x<b,y<d
'y

seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.2. Eger ®: A — R} fonksiyonu A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks

ve ®(k,s) = [®(k,s),P(k,s)] olmak iizere

cI)(aH—b’c—kal) @1
2 2

Na+1) [, c+d o c+d
2 a0 (57 e (257

“iamap (e () + 2o ()

5 MNa+1)IT(B+1)
. 4(b—a)"‘(d—c)[3

,C

x| T8 @b,d) + TEE, @(b,0)+ T, ®a,d) + TP, @(a.0)]

= % [ a(iq)(b’c) + ao-ci-CD(b7d) + jboiq)(a,c) + jb‘x_cp(a,d)]

4 _;f_+6;; |TE®(a,d) + TE.®(b,d) + Tf ®(a,0) + T} ®(b,0)|

5 ®(a,c)+P(a,d)+P(b,c)+D(b,d)
- 4

esitsizligi elde edilir.

Ispat. @, A iizerinde koordinatlarda aralik degerli konveks fonksiyon oldugundan, Q, :
[a,b] = RY, Q, (x) := P(5¢,y) fonksiyonu her » € [a,b] i¢in [a,b] lizerinde aralik degerli

konveks fonksiyon olur. Bu durumda (2.25) ifadesinden

o (40) 2 3 D1 e,0)+ gty ) 2 2R
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esitsizlikleri yazilabilir. Daha agik bir sekilde

<I>(a;b,y) > <(b >)[a%¢(b,y>+3b“®<a7y>}

D(a,y) +P(b,y)
= 2

ifadesi elde edilir. Aralik degerli integral kullanilarak

® <“+b,y) 4.2)

2

b b
Qﬁ IR/b K‘al(I)(KydK—I—IR/K a)* 1®(k,y)dx

5 ®(a,y) ;Cb(b,y)

sekinde ifade edilebilir. (4.2) esitsizliginin her tarafi Byt 2 ))

edilen her tarafi [c,d| lizerinde y ye gore integrali alinirsa

carpilir ve daha sonra elde

2(d —c)P

i

a

d
B atb B-1
(IR) / <I>< - ,y) (d—y)B~dy 4.3)
b—x)* 1 (d—y)P®(k,y)dydx

Ji
Cb d

/K a)* ' (d—y)P '@ (k,y)dydx
1 B -
3 | 3@ —op P / B (a,y) (d— y)Pdy

B ~
+ m(m)/q’(bo’)(d—Wﬁ 'dy

Bly—c)f~

esitsizlikleri elde edilir. Tekrar, (4.2) esitsizligin her tarafi 2

A garplhr ve [c,d]

tizerinde y ye gore integrali alinirsa

d
B a+b _
2(d—c)P (IR)C/ q)( 2 ’y) ey o
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elde edilir. Dahasi, (4.3) esitsizligi asagidaki gibi yazilabilir:

I(B+1) a+b
v epe(50a) -

5 MNa+1)I'(B+1) [
~4(b—a)*(d—c)P

F(ﬁ' + 1) B B
2 [jc+q>(a,d)+jc+c1>(b,d)} .

a

j(i”l;rq)(ba d) + jboil[;r(p(av d)}

(4.4) esitsizligi ise asagidaki gibi ifade edilebilir:

r(B+1) a+b
v e(5) o

5 Mo+ 1D)I'(B+1) [
“4(b—a)*(d—c)B

I(B+1)
2 o [jf_cb(a,c) +Jf_<1>(b,0)] :

a

T @b,0)+ 7 w(a,0)]

Benzer olarak y € [a,b] i¢in, H,, : [c,d] — R, H,.(y) := ®(5,y), [c,d] lizerinde aralik

degerli konveks bir fonksiyon olur ki, buradan

MNa+1) _, c+d
2(b—a)® a+® (b’T) “4.7)

I(a+1I(B+1) [
“4(b—a)¥(d—c)P

5 INa+1)
~ 4(b—a)®

a

TE o(b,d)+ TS @(b,0)]

[TE@(b,c)+TE®(b,d)]
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veE

MNa+1) _, c+d
26—aye (a’ T) -

5 MNa+1)T(B+1)
- 4(b—a)0‘(d—c)ﬁ

= % (T @(a,c) + TF P(a,d)]

[j;fggb@, d)+ jbof’fl,cb(a, c)]

esitsizlikleri yazilir. (4.5), (4.6), (4.7) ve (4.8) esitsizlikleri toplanirsa, Teorem 4.2

ifadesinin ikinci, ticlincii ve dordiincii esitsizlikleri elde edilir. Ayrica (2.25) ifadesinden

a+b c+d
P 4.9
(212 c10) w

Ma+1) [, c+d y c+d
236-a |70 (37 £ 220 (+F)

ve
a+b c+d
c1>< Y £ ) (4.10)
C(B+1) [ s a+b B a+b
2 s [P0 (5] + ot o (57

zesitsizlikleri yazilabilir. (4.9) ve (4.10) toplanirsa (4.1) ifadesinin ilk esitsizligi

a+b c+d
°(35)
IFle+1) [ 4 c+d . c+d
]
C(B+1) [ . a+b B a+b
+4(d—c)ﬁ {‘7“@( 2 ’d)+‘7d—q) 2 f

seklinde ortaya c¢ikar. Son olarak, (2.25) esitsizliginden

% (T2 (b,c)+TF P (a,c)] D cp(a’c);q)(b’c), (4.11)
% (T2 D (b,d) + T D (a,d)] 2 28D ;q)(b’d), 4.12)
CB+1) 71,8 B ®(a,c)+P(a,d)

I B
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rg+1)
2(d —c)P

®(b,c) + D(b,d)

TEeb,d)+ 78 @(b.c)] 2 5

(4.14)

ifadeleri elde edilir. Eger (4.11), (4.12), (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri toplanip % ile

carpilirsa Teorem 4.2 esitsizliklerinin son esitsizligi

% [ ao—‘i-q)(b )"‘ q)(b d) +jb (d,C) +jb01q)(a7d)]

T 1
—8$_+c>fs TEwla.d)+ TE@(b.d) + T} @(a,c) + Tf @(b.0)

5 P(a,c)+P(a,d) +P(b,c)+P(b,d)
- 4

+

ifadesi elde edilebilir. Boylece ispat tamamlanir. [

Ornek 4.3. Teorem 4.2 ifadesinde a = c =0 ve b = d = 1 olmak iizere ® : A :=
[0,1] x [0,1] — RF fonksiyonu ®(k,s) = [k*s*,6 — k5| seklinde tanimlansin. 4.1

esitsizliklerinin birinci terimi

i~ at+b ct+d\ [1 95
2 - 116716

elde edilir. (4.1) esitsizliklerinin ikinci terimi i¢in ise
MNa+1) [ 4 c+d c+d
7 7 d - =
e e (5 +ae (57
C(B+1) [ 8 a+b B a+b
—_— o d P
T ad—c)p [jH 7 )i 2 ¢
o 12 24 —1*
== (R [(1-0)*1|=
L am [a-net 5 2 a
! 2 2
/t“ l[r 24—t }dr
0
B 1 g1 [t2 24—12
ZNUR) [ (1=0)P =
el om famopt |22
0

1 12 24 —1?
+ (Ue)/tﬁ—1 [— ]dt
0

o« 2 1 48 2 1
" 16 [oc(oH—l)(oH—Z)+a+2’5_a(a+l)(a+2)_oH—Z}}

+E{ 2 L1 48 2 R H
16 [ [BB+D)(B+2) p+2"B BB+1)(B+2) B+2
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seklindedir. (4.1) esitsizliklerinin ii¢lincii terimi ise

MNa+1)T(B+1)
4(b—a)®(d—c)P

x[]ﬁ@gﬂbd) + I8P _o(b,0)+ TP @(a,d) + TE,_@(a,c)

1
{// Y& ! (1— B 1[ s2,6—t2s2]dsdt
0

(1—1)*1gh1 [tzsz, 6— tzsz} dsdt

+ //to‘_lsﬁ_1 [t2s2,6—t2s2] a’sdt}

“’3 41 (@, 8) A2 (@, ).
Burada
Al p) = ocﬁ(oc—l—l)(oc—i—i) B+)(B+2) oc(oc+1)(oc2+2) (B+2)
TR Gr D BT
Aa(@.B) = 25— ()

seklindedir. (4.1) esitsizliklerinin dordiincii terimi

INa+1)
8 —aye o
L(B+1)
T Sd—c)p

O(b,c)+ T L P(b,d)+ Ty P(a,c) +jboiq>(a,d)}

|78 @(a,d)+ TE0b.d)+ Tf @(a,0)+ T (b,0)]
2 1 24 2 1

d@tD(a+2) at2 a alati)(at2) a+2
E{ 2 L 1 %_ 2 _ 1 }
8IBB+D(B+2) B+2"B BB+(B+2) p+2

_
8

+
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sonucuna ulagilir. (4.1) esitsizliklerinin besinci terimi i¢in

®(a,c)+P(a,d)+

: ®(b,c) + D(b,d) 1[1 3]
elde edilir. Sonug olarak
! 1,95 4.15
o 2 2 1
Q[E(awm(au a+2)+1( ﬁ+1)<ﬁ+2)+ﬁ+2)
o (48 1 2 1
1—6(5 <a+1><a+2 a+2)+ (ﬁ B(B+1)(B+2)_ﬁ+2)}
> % 4y (0. ) 2 00 )
o 2 2 1
= §<a(a+1>(a+2 oc+2>+ ( B+1)(ﬁ+2)+ﬁ+2>’
o (24 2 B (24 1
§<E_oc(a+1) a+2> 8(13 ﬁﬁ+1(ﬁ+2>_ﬁ+2)]
;%[1,23]

oldugu goriiliir.

Ornekte elde ettigimiz esitsizliklerin dogrulugu, MATLAB programindan faydalanarak
hesaplanan Sekil 4.1-Sekil 4.4’de asagidaki gibi gosterilmistir.

‘:] Birinci terim sol ug [___]Birinci terim sag ug [l ikinci terim sol ug [l ikinci terim sag ug ‘

Sag uglarin yakindan goriinisti

Sekil 4.1. (4.15) esitsizliginin birinci terim ve ikinci teriminin kargilagtiritlmasi
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‘- ikinci terim sol u [l ikinci terim sag ug [__] Uctinct terim sol ug [___] Ugtincu terim sag ug

Sag uglarin yakindan gériiniisii

Sekil 4.2. (4.15) esitsizliginin ikinci terim ve iiclincii teriminin kargilagtirilmasi

‘:] Ugtincii terim sol ug [ Ugiincdi terim sag ug [l Dordunci terim sol ug Il Dérdiincu terim sag ug ‘

Sag uglarin yakindan goriinisti

Sekil 4.3. (4.15) esitsizliginin li¢iincii terim ve dordiincii teriminin kargilagtirilmasi

60



‘- Dérdiinci terim sol ug Il Dérdiinci terim sag ug [ Besinci terim sol ug [ Besinci terim sag ug

Sag uglarin yakindan gériiniisii

Sekil 4.4. (4.15) esitsizliginin dordiincii terim ve besinci teriminin kargilagtirilmasi

Sonu¢ 4.4. Eger Teorem 4.2 ifadesinde o = B = 1 olarak diisiiniilirse (2.35)
esitsizlikleriyle esit olacaktir.

Teorem 4.5. ®(k,s) = [@(k,s),D(k,s)] ve Q(k,s) = [Q(k,s),Q(k,s)] olmak iizere,
ayrica K(a,b,c,d), L(a,b,c,d), M(a,b,c,d) ve N(a,b,c,d) (2.36) ifadesinde tanimlandi§1
gibi olsun. &, Q: A — R}“ fonksiyonlar1 A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks

fonksiyonlar ise

F(a+1)F(B+1)[
4(b—a)®(d—c)P

+ jboﬁ{iJrCI)(a,d)Q(a?d) + jboﬁ{ii_cb(a, c)Q(a, c)}

> (3 mers) G- @ e Kered)

! B a
+ (E_ (B+1)(B +2)> (a+1)(a+2)L(a,b,c,d)
i 1_ - a,b,c
+(ﬁ+1)(ﬁ—|—2) (2 (a+1)(a+2))M( ,b,c,d)
B a
B+1)(B+2) (a+1)(a+2)

TR @(b,d)Qb,d) + Ty _®(b,0)Q(b,c) (4.16)

a

N(a,b,c,d)

1

esitsizligi saglanir.
Ispat. ® ve Q, A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlar oldugundan,
D, : [c,d] = RF ve Q.. : [c,d] — RF olmak iizere P, (y) = P(3¢,y) ve Q,.(y) = Q(5,y)

seklinde tanimlanan ®,,(y) ve €, (y) fonksiyonlart her > € [a,b] i¢in [c,d| tizerinde

61



konveks fonksiyonlar olur. ®,,(y) ve ,,(y) konveks fonksiyonlari i¢in (2.29) esitsizligi
uygulanirsa

rg+1)
2d—c)f TE @A) () + T D) 2(c)] (4.17)

| B
5 (5 - 5l H)) B ()2(0) + D)2 ()]
B
b o AR+ 0 D0.0)

esitsizligi yazilabilir. Buradan

d d
z(d’i = [(m) / (d—)P7" ®(5¢,5)Q(,y)dy+ (IR) / (y—a)P ™' (52,) Q52 y)dy

(4.18)
S(o P

D (2 (ﬁ+1)(ﬁ+2)) [®(52,¢)Q(5¢,¢) + D(5¢,d)Q(52,d)]
B
+ B+ (B2 [®(52,¢)Q(5¢,d) + D(5¢,d)Q(5¢,¢)]

seklinde agikca yazilabilir. (4.18) esitsizligi 5 G- ) « (b— )% Lile carpilir ve [a, b] iizerinde

»’e gore integrallenirse

@+ DLB+1) [ ap B s,
a4 P [ e PR+ T, #6000

(4.19)
I'a+1) (/1 B o .,
= 2(b—a)® (5_ (ﬁ+1)(ﬁ+2)> (T2 ®(b,c)Q(b,c) + T P(b,d)Q(b,d)]
I(a+1) B
+

200—a)* (B+1) (B +2) (T2 ®(b,c)Q(b,d) + T ®(b,d)Q(b,c)]

ifadesi elde edilir. Benzer bir sekilde, (4.18) esitsizligi ﬁ(% —a)®"! ifadesiyle
carpilir ve [a, b] lizerinde »’e gore integrallenirse

Lat UEPED) [ 708 g0, a)0(a.d) + T2 _@(a.)0a.0)

(4.20)
4(19 a)*(d c)
C(oa+1) (1 B . .,
2 2b—a)" (E T BB +2)> [T ®(a,c)Q(a,c) + T;* P(a,d)Q(a,d)]
N I'(a+1) B

2b—a)® (B+1)(B12) (T2 ®(a,c)Q(a,d) + T2 P(a,d)®(a,c)]
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esitsizligi bulunur. (4.19) ve (4.20) ifadelerinden

T(a+ 1) (B+1)
2(b—a)®(d—c)P #20
X [ja‘)_‘;[i+d>(b,d)ﬂ(b d)+I%F,_@(b,c)Q(b,c)

+ TE @0, d)0(a,d) + T D(a,c)0a,0)]
F(OH_D ! B )[ a+d>(b,c)Q(b,c)-I—Jba,dD(a,c)Q(a,c)]

_2(b a)* \2 B+1)([3+2)
a+1 o .
( B+1) ﬁ+2 ) [T L@ (b,d)Q(b,d)+ T ®(a,d)Q(a,d)]

F(;aZ; ([34_1)[3([5 +2) [TZE®(b,c)Q(b,d)+ T P(a,c)Qa,d)]
g(;a_Z;i (B“‘l)ﬁ(ﬁ‘f'z) [TL@(b,d)Q(b,c) + T ®(a,d)Q(a,c)]

esitsizligine ulasilir. (4.21) esitsizliginin sag tarafinin her bir terimi i¢in (2.29) ifadesi
uygulanirsa

(4.22)

;(E?a_z )1(1 [TED(b,c)Q(b,c) + T ®(a,¢)Q(a,c)]

5 <1 . ) [D(a,¢)Q(a,¢) + D(b,)Q(b, ¢)]

2 (a+1)(a+2)

(04
4 (@) (ai2) [®(a,c)Q(b,c) +P(b,c)Q(a,c)],

2F (;a_z; 25 [T L@ (b,d)Q(b,d) + T ®(a,d)Q(a,d)] (4.23)
1 o
D (5— (a+1)(a+2)> [®(a,d)Q(a,d) +P(b,d)Q2(b,d)]
o
+ CESNCED) [®(a,d)Q(b,d) +P(b,d)Q(a,d)],

D@D 1 7o o, 0)2(b,d) + T D(ac)ad)] (4.24)

2(b—a)”
1 o
> (3 ey ) [2@00d +o.000.a)
o
+ CECES) [®(a,c)Q(b,d)+DP(b,c)Q(a,d)]
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veE

+1)

(59 )« [T ®@(b,d)Q(b,c) + Ty ®(a,d)Qa,c)] (4.25)
1 o
= (2 (a+1)(a+2)) [@(a,d)Q(a,c) +P(b,d)Q(b,c)]

MCEDICED) Pl e 48

esitsizlikleri elde edilir. (4.22)’den (4.25)’e kadar olan tiim ifadeler (4.21) esitsizliginde

yerine yazilirsa, (4.16) esitsizliginde istenen sonuca varilir. 0

Sonu¢ 4.6. Teorem 4.5°te verilen esitsizlikte o« = B = 1 olarak incelenirse (2.37)
esitsizligine indirgenir.

Sonug 4.7. Teorem 4.5 ifadesinde her (s¢,y) € Ai¢in Q(s¢,y) = [1, 1] olarak alinirsa

Fa+1)T(B+1)
4(b—a)®(d—c)P
X | T @(b,d)+ THE_@(b,0)+ TP @a,d)+ TP, d(a,c)

> L d(a,¢) + B(b,c) + D(a,d) + B(b,d)]

I

esitsizligine ulasilir.

Teorem 4.8. K(a,b,c,d), L(a,b,c,d), M(a,b,c,d) ve N(a,b,c,d) ifadeleri (2.36)
ifadesinde verildigi gibi ve &, Q : A — R}“ fonksiyonlar1 Teorem 4.5 kosularinda

belirtilidgi gibi alinirsa agsagidaki Hermite—Hadamard tipli esitsizlik elde edilir.

4D a+b7c+d o a+b’c+d (4.26)
2 2 2 2

L@+ DEB+1)
T 4(b—a)*(d—c)P

+ jb‘)ﬁﬁc c1>(a,d)g(a,d) n jfﬁ{i,_@(a,c)g(a,c)]
+ + B (%— * )}K(a,b,c,d)

T (b, a)0b,d) + TEE, (b,0)0(b,c)

2(a+ (oc+2) B+1)(B+2) (a+1)(a+2)
* %( (a+1) a+2))+(a+1;“(a+2)(ﬁ+1)ﬁ(ﬁ+2)}L(a’b’c’d)
* %( ﬁ+1 ﬁ+2))+(oc+1;‘(a+2)([3+1)ﬁ([3+2)}M(a’b’c’d>
* _411 (oc+1)(a+2) (ﬁ+1)ﬁ(ﬁ+2)1N(a’b’c’d)'
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Ispat. ® ve Q, A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlar olmak iizere

(2.30) esitsizliginden faydalanilarak

2q)<a+b,c+d)g(a+b7c+d) 427)
2 2 2 2
<%,c—i—d) ( 7c—|—d)d%
2
/ +d +d
Ot 1 C C
IR/%a CD(,z)Q(%, )%

a c+d c+d c+d c+d
MCENICES) [‘I’< 2 >Q< 2 )”’(”’T)Q(”’T)]
(i)

2 (a+1)(a+2)

c+d c+d c+d c+d

x{cp(a, : )Q(b, : )+CI>(b, : )Q(T)}

04
» o-lgp

> s |0R [0

veE

zq)(a—l—b,c—l—d) (cH—b c+d) 4.28)
2 2
B ﬁ | <a+b ) (a+b )
o — IR b Q d
SEYP: ( ) > 7 y

d
b b

+(1R)/(y—0)ﬁ 1¢<a; ,>Q<a; J)dy

B a+b a+b a+b a+b
e P e) 2 () e (57 a5
()

2 (B+1)(B+2)

a+b a+b a+b a+b

(R0 ) s (57 0)(557)
esitsizlikleri yazilabilir. (4.27) ve (4.28) ifadelerinden

a-l-b c+d at+b c+d
SCI>< > > )Q( B ) (4.29)

b
d d
oo /b %“lch( C; )Q(%,%)d%

<
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/b (e—a)® 12(1)( c;d)g(%’c;d>d%]
e fur ({1

+/d(y—c)ﬁ—lch (“zﬂ,y> Q <‘“2Lb,y) dy]

o

a+b a+b a+b a+b
(22 )a (V2 0) 20 () (422,
esitsizligi elde edilir. @, : [c,d] — R} ve Q. : [c,d] — R fonksiyonlar1 @, (y) = ®(5,y)

ve Q. (y) = Q(5¢,y) seklinde tanimlanan aralik degerli konveks fonksiyonlarindan ve

(2.30) esitsizliginden faydalanarak

20 (a,”d)g(a,c;d) (4.30)

> Ff+ ) [j ®(a,d )Q(a,d)+jf_<b(a,c)§!(a,c)

[P (a,c)Q(a,c)+P(a,d)Q(a,d)]

1_ B a,c a a a,c
+(2 (B+1)(ﬁ+2)>[¢( ,0)Q(a,d)+®(a,d)Q(a,c)],

20 (b, #) Q (b, #) 4.31)
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C(B+1)
2(d

D

TEDb.)Qb,d) + T] (b,c)0b,c)

— )P
B
IS @8l b L)

1_ ﬁ C C
+(2 (B+1)([3+2)>[¢(b, )Q(b,d) +®(b,d)Q(b,c)],

20 <a,c+d>§2<b,c+d> (4.32)

+ (@ (a,¢) Q(b,c) +®(a,d)Q(b,d)]

2
1_ B a,c a ¢
+<5 (ﬁ+1)(5+2))[¢( ,¢)Q(b,d) + P (a,d)Q(b,c)]

Ve

20 <b,c+d>§2(a,c+d> (4.33)

[®(b,c)Q(a,c)+P(b,d)Q(a,d)]

D)

l_ B C a a,c
(- GroEey) 2o b0

esitsizlikleri elde edilir. Benzer sekilde ®y : [a,b] — RT, @y (5) = ®(5¢,y) ve Qy : [a,b] —
RY, Q,(3) = Q(5¢,y) fonksiyonlar aralik degerli konveks fonksiyonlarin yardimiyla ve

(2.30) esitsizliginin uygulanmasiyla

20 (“;b,c>g(#,c) (4.34)

Ma+1)
2 2b—a)"

[TZ@(b,c)Q(b,c) + T ®(a,c)Q(a,c)]

(04
T ar a2

1 o
* (E_ (oc+1)(oc+2)) P(a)Q+ @b 2w

[®(a,c)Q(a,c)+D(b,c)Q(b,c)]
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ZT 7% (b, d)Q(b,d) + T P(a,d)Q(a,d)]

(@ (a,d)Q(a,d)+ P (b,d)Q(b,d)]

+<l_ o )[CID(a,d)Q(b,d)+‘1>(b,d)9(avd)]7

2 (a+1)(a+2)

(3o (370)

ZF(;‘*)” (T8 ®(b.c)Qb,d) + T D(a,0)Qa,d)]

i (a+1)(a+2) [@(a,c)Q(a,d) + P (b,c)Q(b,d)]

+(l_ o )[cI)(a,c)Q(b,d)—i—dD(b,c)Q(a,d)],

2 (a+1)(+2)

ve

[jao_i (b,d)Q(b,c) + T¥ ®(a,d)Q(a,c)]

o
R CENICES)

1 o
(o @i @) Pe9E 00006

(@ (a,d)Q(a,c)+P(b,d)Q(b,c)]

esitsizlikleri elde edilir. Diger yandan, (2.30) esitsizliginin uygulanilmasi ile

b
/b )% 12q)( #)Q<%’c—;d>d%

4(b— a)a d—c)P

(
b d
// (b— )% (y— Cﬁ T (5 ,y)Q(%,y)dyd%]

(04

+<ﬁ+1><ﬁ+2> 2(b—a)"
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(4.35)

(4.36)

(4.37)

b d
[ // (b— )% (d —y)P 7 @ (5¢,5)Q(5¢,y)dyd



b
/b )% Q (54,¢) + @ (36,d) Q (5¢,d)| d >

B o
+(E (13+1)(B+2))2(b Q)"
b
X (IR)/([)—%)OC_1 [P (52,¢) Q(32,d) + P (52,d) Q(5¢,¢)]|d 3«

_T(@+)TB+1) 1 ap wp
 4(b—a)*(d—c)P [‘7a+76+q)(b’d>9(b d)+ T, 1 q- P, C)Q(b,C)}
B I'(a+1)

(B+1>(ﬁ+2>< a)®
1
(2 B+1 ﬁ+2)
'

2(59 )1«1[ a1 ®(b,c)0(b,d) + T3 B(b, )b, )]

[(TE@(b,c)Q(b,c)+ T P(b,d)Q(b,d)]

yazilabilir. Benzer sekilde

b

a . c+d c+d
W(IR)/(%—G) 12¢<%, 5 >Q(%, > )d% (4.38)
Lot DTE+D) 7 7, a a %P P(a,c)Q(a,c
2 e of [P ead)Rad) + 5, a0
ﬁ F(a_l_l) o o
BB 20 a2 + T ela.d)0(a.d)
1 B C(a+1) (.4 1 A0fa o o e
+(2 (B+1)(ﬁ+2)> 2(b—a)® [T @(a,0)Q(a,d) + T,- P(a,d)Q(a,c)]
d
B B a+b atb
z(d_c)ﬁ( )c/(d y) 124)( 3 y>Q< 5 ,y)dy (4.39)

L T(a+ T (B+1)
T 4(b—a)*(d—c)P
o rpg+1

T @b, d)Q(b.d)+ T B(a.d)0ad)

B p
et D@2 2d—of [T b0 e.) + T b(b 0o
T (% B (o + 1;“(06_,_2)) ;—‘((f——'—c;/)} [jc[iq)(aad)ﬂ(b,d)—l—jﬁrq)(b,d)ﬂ(a,d)]
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veE

d
_\B-1 a+b a+b
i 0 (450 ) o (5 )@ (4.40)

Dr(oc+1)r(ﬁ+1)[
T 4b—a)*(d—c)P

N o L(p+1)

(a+1)(a+2)2(d—c)P

1 o CB+1) 1,8 B
" (5 CES) (a+2)) 2(d—c)P T @a.c)0b.0)+ ] @(b.0a.0)

TP _@(b,c)(b,c) + jboﬁ{;d_qD(a,c)Q(a,c)}

[ ®(a,00(a,c) + T (b,)Q(b,0)]

esitsizlikleri yazilabilir. Eger (4.30) ifadesinden (4.40) ifadesine kadar olan ifadeler (4.29)
esitsizliginde yerine yazilirsa

a+b c+d a+b c+d
P Q| ——, —— 4.41
8(2,2)(2,2) (4.41)

S T(a+)T(B+1)
T 2b—a)*(d—c)P

+ T8 (0, d)0(a.d) + T @(a,c)0(a,0)]

T Db, )QAb,d) + T, (b,0)Q(b,c)

2 [TE) [ ;
CENICES) {2(d_c)ﬁ T 2(a.d)0a.d) + TE @b, d)Q(b.d)
Cg+1)

2d—c)f [jf_‘i’(a,C)Q(a,c) +Jf_q>(b,c)g(b,c)] }

+2(%_ ((x+1;6(oc+2)>

. {2F (fjc;l)‘ [Zﬁcb(a,d)ﬂ(b,d)+$ﬁ®(b,d)9(a,d)]
LLB+D
2(d—c)P

28 {F(oc+1)
(B+1)(B+2) (2(b—a)*
% (T2 ®(a,c)Q(a,c) + TEP(a,d)Q(a,d)] }

1 B
(3 roee)
« {F(‘” D) 1% d(b,c) (b, d) + T2 D(b,d) b, )

[jf_d:(a,c)g(b,c) + Jf_d>(b,c)£2(a,c)] }

n [TED(b,c)Q(b,c) + TE®(b,d)Q(b,d)]

2(b—a)*
+ 2((ba —2)1) [‘71)— ( )Q(a’d)+jb06_q)(a,d)ﬂ(a,C)}}
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20 B
Tl (a2 B+ (B+2)

20 1_ B .
+((X—{—1)((x—|—2) (5 ([3+1)(B_|_2)>M( b, ,d)

L(a,b,c,d)

K(a,b,c.d)

1 o 2B
" (E‘ <a+1><a+z>) B+D(B+2)
1 o 1 B
“(E‘ <a+1><a+2>> (5‘ B +2>>N(“””C"”

esitsizligi elde edilir. Ayrica (2.29) esitsizligi kullanilirsa

d [jji@ Q(a,d) + L, (b,)Q(b,d)] (4.42)
Lo (B [)3 [j ®(a, c)sz(a,c)+jf,q>(b,c)g(b,c)}
1 B
(2 B+1 (B+2) )K(“’b’c’d)+([3+1)(/3+2)M<“’b’c>d)’
[jfi Q(b,d)+ TP (b, d)g(a,d)} (4.43)
Y (ﬁ 4 [Jf ®(a,)Q(b,c) + Tf D(b,c)0a,c)]

! B
(2 B B+z)L(“"”C’d”(B+1)(ﬁ+z)N<“’b"”d)’

F(a+1)[
2(b—a)*
I'(a+
2(b—a)*

X ®(b,c)Q(b,c)+ a‘ﬁCID(b,d)Q(b,d)} (4.44)

>[Jb_ ®(a,c)Q(a,c) + Ty P(a,d)Q(a,d)]

1 o o
= (2 (a+1)(a+2))K(“’b’c’d)+ (a+1)(a+2)

L(a,b,c,d)

ve

%mﬁ (b,0)Q(b,d) + TED(b,d)Q(bc)] (4.45)

+ % [jb_CID(a,c)Q(a,d) + I ®(a,d)Q(a, c)]

1 o o
- (5_ (a+1)(a+2))M(a’b’c’d)+ (a+1)(a+2)

N(a,b,c,d)
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esitsizlikleri yazilir. Eger (4.42) esitsizliginden (4.45) esitsizligine kadar olan tiim
esitsizlikler (4.41) ifadesinde yerine konulursa ve elde edilen esitsizligin her tarafi 2’ye

boliiniirse (4.26) ifadesinde belirtilen sonuca ulagilir. Boylece ispat tamamlanir. 0

Sonug 4.9. Teorem 4.8’de verilen esitsizlikte i¢inde o ve B, 1’e esit olacak sekilde segilirse

(2.38) esitsizligine ulagilir.
Sonug 4.10. Teorem 4.8 ifadesinde Q(5¢,y), [1, 1] aralig1 olarak kabul edilirse
40 (a +b ¢ —12— d >

5 Fa+H)T(B+1)
T 4(b—a)*(d—c)P

X [j;iﬁ@(b d)+ I8 b,e)+ TP @a.d) + TFP_d(a,c)

h, % [®(a,c) + P(a,d) + D(b,c) +P(b,d)]

esitsizligi goriilebilir.

4.2. SARIKAYA KESIRLI INTEGRALLERINI ICEREN
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli
integrallerin tamimlar1 verilir. Ayrica bu tanimlardan yararlanilarak koordinatlarda
aralik degerli konveks fonksiyonlar i¢in Hermite—-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilir.
Boliim boyunca ®(3,y) = [@(3,y), P(5,y)] ve Q(3,y) = [Q(5¢,y),Q(5,y)] seklinde

kullanilacaktir.

Tamm 4.11. ® € TR (4 p]x[c,q)) fonksiyonu verilsin. Aralik degerli fonksiyonlar i¢in

Sarikaya kesirli integraller

Y
K I
at.c+lp y®P(52,y) = (IR) //QD - — v SS)CI)(K',S)deK', w>a,y>c,

D(x,s)dsdx, »>a,y<d,

ya
a+,d—I§D,lﬂ/q>(%7Y) = (IR)/
a
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D(x,s)dsdx, »x<b,y>c
K—»x y—s

/y<p<r<—%>w<y—s>

b
b—ctloy®(5,y) = (IR)/
el

ve

O(Kk—»x)y(s—y)
K—x s—Yy

b—d—lpy®P(s2,y) = (IR) ®(K,s)dsdx, »<b,y<d

Nr\w
it~

1
seklinde tanimlanir. Burada @,y : [0,00) — [0,0) fonksiyonlari, [ (p—dK < oo Ve
0

1
J¥8) g5 < oo sartlarini saglar.
0

Teorem 4.12. ®(5c,y) = [®(s2,y),P(5¢,y)] fonksiyonu i¢in ® : A — R;, A iizerinde

koordinatlarda aralik degerli konveks, a < b, ¢ < d ve @ € L;(A) olmak iizere

Cb(a+b c+d> (4.46)

X | atretlo.y®(b,d) + a4t a—Lpy®P(b,c)
+ b et lpy®P(a,d) + baqu)wq)(a,C)}

o ¢ SA(I )[a+1¢¢mb,c)+-a+1¢qwb,d)+-b_1¢¢ma,c)+-b_1¢qwa,dﬂ

()[H%¢m4y%H%¢w@y%¢%¢mmy%¢%¢@¢ﬂ

(a c)+®(a,d)+P(b,c) +P(b,d)
4

esitsizlikleri elde edilir.

Ispat. ®: A — ]R;r aralik degerli koordinatlarda konveks bir fonksiyon oldugundan, her
y € [c,d] igin Q. : [c,d] — RF fonksiyonu Q,.(y) = ®(s,y) olacak sekilde Q.. (y) aralik
degerli fonksiyonu [c,d] iizerinde konvekstir. (2.31) esitsizliginden yararlanilarak

Q%(C) +Q%(d)
2

Q, (C—;d) 2 2A1(1) [C+I¢Q%(d)+ dfl(pQ%(C)] 2
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esitsizligi yazilir. O halde, her s € [a,b] i¢in

® ("’ #) (4.47)

d d
= fm [(IR) / (p;d__yy )CD(%,y)dy—l—(IR) / L _c)qD(%,y)dy

5 D(5,c) +D(5,d)

- 2
e e . I T oy (p( — ) (p( a)
esitsizliklerine ulagilir. (4.47) esitsizliginin her iki tarafi sirasiyla ve ——- carpilir
ve [a,b] lizerinde s’ gore integrali alinirsa
/ (b— ) +d
Qb— c
IR) | ———® d 4.48
ar) [ 20 (5 ) ax (4.48)

b b
2% [(IR)/ (pg)b__%%)fb(% c)d%+(IR)/ (Pg)b_%%)fb(%,d)d%]
b
(IR)/ (p(%%—_aa)q) (%’ C;d) d (4.49)

b d
) - [(IR)//(p(%a) qo(d_y)d)(%,y)d%dy

_|_

E
\w
\&

p-3

%%_—aa) QD;y_—Cc) D(52,y)d %dy]

x—da

b b
2% [(IR)/M »,c)dx+ (IR /(p(% @) )d%]

74



esitsizlikleri bulunur. Q, : [a,b] — ]R%L , Q, : P(52,y) fonksiyonu igin benzer argiimanlar

uygulanirsa
d
(IR) / @Eld_—yy)q) (a;b)y) & w50
b d
2 2A1(1) (IR)/ / <p§)b_—%%) (pgid__yy)q’(%,y)d%dy
b d
+ (IR) / / 9"(%%_—;) ¢Eld_—yy)q)(%’y) s dy]
! ¥ (d—y) " p(d—y)
232 [“R)/ (Pd—yy ©(a,y)dy+ (IR) / 2 d_yy cb(b,y)dy]
ve
7 b
(IR) / (Piy__cc)cb(a; ,y> dy (4.51)

b d
o [(,R) [ 2080 10,

y—c d—y

b d

b b
;% [(IR) a/ %d)(a,y)dw(m) a/ %qb(b’y )dy]

esitsizlikleri elde edilir. (4.48) den (4.51) ifadesine kadar olan ifadeler birlestirilir ise

1 c+d c+d
PGS RO

ot [eton (250.0) o acngo (452 [ am) [0
0

1

2 Amarm Leverlow@(b:d)+ ava-Toy@(bro)

+ boetloy®(a,d) + p—a lpy®P(a,c)]
1

= T(l) [a+l¢d>(b,c) + a+lo®(b,d) + p_1pP(a,c) + b_l<p<19(a,d)}
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+ T(l) [ C+I(p<I>(a,d) —+ C+I(pq)(b,d) + d,I(pq)(Cl,C> + d,I(pq)(b,C)}

ifadesi bulunur. Boylece (4.46) ifadesindeki ikinci ve ligiincii esitsizligin ispati tamamlanir.

(2.31) ifadesinin birinci esitsizligi kullanilarak

veE

q)(a—zkb,c—iz—d>
Qf(l) (IR)C/d(pEidyy)cp(‘“zL )dy—i— (IR /d(’) Y- <a+b) dy

esitsizlikleri yazilir. Bu esitsizliklerin toplamindan
o +b , c+d
2 2
1

c+d c+d
D — 1,o 1,P
2 oy o+ (057 sotv (05

2

1 at+b at+b
LI R Y (e 1,®
4A<1>[C“" (2 )”‘” (2”

esitsizligi aciga ¢ikacaktir. Boylece (4.46) iafedesinin birinci esitsizligi ispatlanmis olur.

+

Son olarak, (2.31) ifadesinin ikinci esitsizligi araciligiyla

b b
1 (P(b_%) o(x—a)
A (IR)/ﬁ (s¢,¢)ds+ (IR) / a (5¢,¢)ds
5 CD(a,c)—l—@(b,c),
= 2
1 Fo(b— ) [ o
A (IR)/I)_—%@(%dd%+ IR/ Y (e,
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d d
sar | 08 [ 25 atanay +(r) [ 22D w(ayay

2A(1) J y—
P(a,c)+P(a,d)
2
| d
T(l) (IR) /‘P ®(b,y)dy+ (IR /(P;y )d)(b,y)dy
D(b, )+CI>(b,d)
2

esitsizlikleri elde edilir. Elde edilen bu dort esitsizligin toplamindan

1
8A—(1) [ atlo@(b,c)+ arlp®(b,d)+ p_IeP(a,c)+ p_IoP(a,d)]
1

+ ——— [ etlo®(a,d) + c+1p®@(b,d)+ 4_IoP(a,c)+ 4—lp®P(b,c)]

8A(1)
5 P(a,c) +P(a,d)+P(b,c) +P(b,d)
- 4

ifadesi bulunur. Buradan ispat sonlanir. [

Sonug 4.13. Teorem 4.12 sartlar1 altinda ¢(x) = kK ve y(s) = s olarak kabul edilirse,
(2.35) esitsizliklerine ulagilir.

Sonug 4.14. Teorem 4.12 kogullar1 kabul edilip ¢(x) = % ve y(s) = % olarak

secilirse (4.46) esitsizlikleri (4.1) esitsizliklerine doniisiir.

Bu kisimda aralik degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlarin ¢arpimi i¢in Sarikaya
kesirli integralleri araciligiryla Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler elde edilir. Bu boliimde

kullanilan notasyonlar 11 ve I, asagidaki gibidir:

1
/‘V 2s —2s+1)ds
0
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veE

L= /M(Zs —25%)ds.
0
Teorem 4.15. ®,Q : A := [a,b] X [c,d] — R}, A iizerinde koordinatlarda aralik degerli
konveks fonksiyonlar olsun. K(a,b,c,d), L(a,b,c,d), M(a,b,c,d) ve N(a,b,c,d) (2.36)
ifadesinde tanimlandig1 gibi, J; ve J; ise Teorem 2.50 ifadesindeki gibi olmak iizere

Sarikaya kesirli integraller i¢in Hermite—Hadamard tipli esitsizlik

ot cipy@(b,d)Qb,d) + asg_Ipy@(b,c)Q(b,c) (4.52)
+ ety ®(a,d)Q(a,d) + p— 4—1p yP(a,c)Q(a,c)

D LiK(a,b,c,d)+11J:L(a,b,c,d) + L Ji1M(a,b,c,d) + LJyN(a,b,c,d)

seklindedir.

Ispat. ® ve Q, A iizerinde koordinatlarda aralik degerli konveks bir fonksiyon oldugundan
her » € [a,b] igin @, : [c,d] = RE, @,.(y) = P(5,y) ve Q.. : [c,d] = R, Q.(y) =
Q(¢,y) fonksiyonlari, [c,d] iizerinde konvekstir. ®,.(y) ve Q,.(y) konveks fonksiyonlar

i¢in (2.32) esitsizligi uygulanirsa

et Ty @, (d)Q,.(d) + 4_Ty®,.(c)Qs(c) (4.53)

2 I [@..(c) Qs () + Py (d) Qs (d)] + I [P () Qs (d) + P (d) Q2 ()]

esitsizligi yazilabilir. A¢ik olarak

d d
1R [ Yo )0y + (18) [ PO ) 000,01y

s s
c c

(4.54)

S 1 [@(52,¢)Q(52,¢) + B2, d)Q(52,d)] + I [ (52, ¢)Q(52,d) + B(5¢,d) 52, ¢)]
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seklinde ifade edilebilir. (4.54) esitsizligi M ifadesiyle carpilir ve a dan b ye sc’e

gore integrali alinirsa

DI [ apdop@(b,c)Q(b,c) + a4lp®(b,d)Q(b,d)]

+ D [ 41lo®(b,c)Q(b,d) + 41lpP(b,d)Q(b,c)]

esitsizligi bulunur. Benzer bir sekilde (4.54) esitsizligi W ifadesiyle carpilir ve

[a, D] iizerinde ’e gore integrallenirse

b—ctlopy®P(a,d)Q(a,d) + p— g—1p yP(a,c)Q(a,c) (4.56)
:_) Il [ b_]gg@(d,C)Q(b, C) + b—IQDCD(Chd)Q(a?d)}

+1b | p_lo®(a,c)Q(a,d) + p_1pP(a,d)Q(a,c)]
ifadesi elde edilir. (4.55) ve (4.56) esitsizliklerinden

atct1py®(b,d)Qb,d) + 44 4 1py®P(b,c)Q(b,c) (4.57)
+ b el y®P(a,d)Q(a,d) + b,,d,l(p,w@(a,c)g(a,c)]

D11 [ atdp®@(b,c)Q(b,c)+ arle®(b,d)(b,d)]
+1 [ p-Io®(a,c)Q(b,c) + p_1pP(a,d)Q(a,d)]
+ 5| arlo®(b,0)Qb,d)+ 4:1p®@(b,d)Q(b,c)]

+ b [b,l(pcl)(a,c)Q(a,d) + bJ(pCID(a,d)Q(a,c)}
ifadesi aciktir. (4.57) ifadesinin her bir sag terimine, (2.32) esitsizligi uygulanirsa

i lo®(b,0)Q(b,¢) + aslp®(b,d)(b,d) (4.58)

D J;[®@(a,c)Q(a,c)+D(b,c)Q(b,c)| + 2 [P(a,c)(b,c) +P(b,c)Q(a,c)],

p—lo®(a,c)Q(b,c)+ p_IpP(a,d)Q(a,d) (4.59)
2 [@(a,d)Q(a,d) +P(b,d)Q(b,d)] + 2 [®(a,d)Q(b,d) + ®(b,c)Q(a,d)],
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ilo®(b,0)Q(b,d) + 0:lp®(b,d)Q(b,d) (4.60)
2 Ji[®(a,c)Q(a,d) +P(b,c)Q(b,b)] + J2[P(a,c)Q(b,d) +P(b,c)Q(a,d))

ve

p—lp®(a,c)Q(a,d) + p_1leP(a,d)Q(a,c) (4.61)

2 J; [®@(a,d)Q(a,c)+P(b,d)Q(b, )]+ J» [P(a,d)Q(b,c) + P(b,d)Q(a,c)]

esitsizlikleri bulunur. (4.58) esitsizliginden (4.61) esitsizligine kadar olan esitsizlikler
(4.57) ifadesinde yerine konulursa, (4.52) esitsizliginde istenilen sonu¢ bulunmus olur.

]

Sonuc 4.16. Teorem 4.15 ifadesinde ¢(k) = k ve y(s) = s olarak alinirsa (2.37) ifadesine

varilir.

k% P

Sonug 4.17. Teorem 4.15 sartlarinda @ (k) = (@) e V (s) = () kabul edilirse (4.52)

esitsizlikleri (4.16) esitsizliklerine doniisir.

Sonug 4.18. Teorem 4.15 ifadesinde, her (s¢,y) € A i¢in Q(5¢,y) = 1 varsayilirsa,

atc+lpy®(b;d) + ay.atpy®(b;c) + b cilpyP(a,d) + pa-lpyPla;c)

D) (dD(a,c) +CI>(a,d) +CI>(b,c) —l—@(b,d)) [[1.]1 +LJ1+ 1), —1-12.]2]

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Q(52,y) = 1 igin,

K(a,b,c,d) = L(a,b,c,d)=M(a,b,c,d)
= N(a,b,c,d) =®P(a,c)+P(a,d)+P(b,c)+P(b,d)

esitlikleri elde edilir. Buradan

L K(a,b,c,d)+11J»L(a,b,c,d)+ LJ\M(a,b,c,d) + LJyN(a,b,c,d)

= (CI)<CZ,C) +(I)(a7d) —I—CI)(b7C) +q)(b7d)) [IIJI +LJi1+14J), +12J2]

esitligi bulunur. Bu sonug ispati tamamlar. O
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Teorem 4.19. Teorem 4.15 ifadesinin kogullar1 altinda

4D (cH—b c+d)Q(a+b c—l—d) 462)

272 272
5 1
~4A(1)A(1)

X | atctlopy@(b,d)Q(b,d) + 44 41 yP(b,c)Q(b,c)
+ b etlpy®P(a,d)Q(a,d) + b,7d,l(p,l,,CI>(a,c)Q(a,c)}

+ {[]211 +DLJ; +]212]K(Cl,b,c,d)

1
4A(1)A(1)
+ [J]I] +1212+J112]L(a,b,c,d)

+ [Jz]z +J11 +J211]M(a,b,c,d) + [J1]2 + o1 —l—Jlll]N(a,b,C,d)}

esitsizligi vardir.

Ispat. ® ve Q nin, A iizerinde koordinatlarda aralik degerli konveks fonksiyonlar

olmasindan ve (2.33) esitsizliginden yararlanilarak

a+b c+d a+b c+d
2c1>< 2 )Q( P — ) (4.63)
b
1 o (b— ) c+d c+d
D — -~
= 2A(1 [(IR)/ b— cp(%’ 2 )Q(%’ 2 )d%
a
’ d d
—|—(IR)/(P %—a)q)(%,c—l— )Q(%,c+ )d%
x—a 2 2
a
Jr c+d c+d c+d c+d
b Q P Q
s (50 o= 57 re (050 )2 ()
Ji c+d c+d c+d c+d
b Q b Q
cam (252 (050 e (5 )2 (5]
ve
2 (4L cd) g (ath crd (4.64)
2 2 2 2
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b a+b a+b a+b a+b
—— || — Q —— > d|Q d
caa (502 (57 re (50 a)a(%57)
I a+b a+b a+b a+b
— || — Q(——.,d o) d|Q
“aat (57 ) 2 (7)o (557 0)a (7).
esitsizliklerine ulasilir. (4.63) ve (4.64) ifadelerinden

Cp<a+b c+d)Q(a+b c+d> 4.65)

oo

2 2 2 2
b
1 o (b— ) c+d c+d
> |ur) [ 27" Q d
22801 |¢ )/ b— (%’ 2 ) (%’ 2 ) g

+ (IR)])M2¢ (%,c;d)g (%,c+d>d%

x—a 2

d
| y(d—y) a+b a+b
s (IR)/ >, 2<I>( > ,y) Q 5 ,y) dy

+2/i§1) 20 <a,c—|2—d>9<a,c—'2—d>—|—2<b (b,czd)Q(b,C;d):
+2/{E1) 20 (a,cgd)g(b,cgd>+2fb (b,cgd)g(a,czd):
+2AI§1) :2c1> (a;b,c)ﬂ(a;b,c)—i—%b (“;b,d)g(“;b,co:
+2A121) :2cb (a+b,c)9(a;b,d)+2d> <“;b,d)g<a;b,c):

esitsizligi elde edilir. ®@,, : [c,d] = R, @, (y) = P(s¢,y) ve Q.. : [c,d] = R, Q,.(y) =
Q (5,y) fonksiyonlarina (2.33) esitsizlii uygulanirsa
d d
20 (a0, (0,12 (4.66)
2 2
D ———— [ et ly®(a,d)Q(a,d) + 4_IyP(a,c)Q(a,c)]

[®(a,c)Q(a,c)+P(a,d)Q(a,d)]

[®(a,c)Q(a,d)+P(a,d)Q(a,c)],
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20 (b, C;d) Q (b, —C;d) (4.67)

5 fl) [y (b, d)b,d) + 4-IyB(b,c)Qb,c)]

I
I ZAEI) (@ (b,c) Q(b,c) + P (b,d)Q(b,d)]

+ (D (b,e) Qb d) + B (b,d) Q. (b,c)],

20 (0205 4) 9

Ve

- (b7 c+d) o (07 c;d) (4.69)

ifadeleri agiktir. Benzer olarak @, : [a,b] — R, ®y(32) = ®(s,y) ve Q, : [a,b] = R,
Q, () = Q(s¢,y) fonksiyonlarina (2.33) esitsizligi uygulanirsa

(el
5 %(1) [ Lp®(b,c)Q(b,c) + p_Ip®(a,c)Q(a,c)]

+ 2/31) (@ (a,¢) Q(a,¢) + D (b,c) Q (b,c)]

N @ (a,0)Qb,0) + B (bc) Qa0
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20 <“

b
a—+ ,d)

+b
d)Q
rd)a(%

> fm [ Ip®(b,d)b,d) + Iy D(a,d)a,d)]

_|_

2A(1)

J

Ji

Ve

+

2

2A(1)

J
A(1)
Ji

[® (a,d)Q(a,d)+ P (b,d)Q(b,d)]

[®(a,d)Q(b,d)+P(b,d)Q(a,d)],

(@ (a,d)Q(a,c)+P(b,d)Q(b,c)]

(@ (a,d)Q (b,c) +® (b,d)Q(a,c)]

esitsizlikleri bulunur. Diger yandan, (2.33) esitsizliginden faydalanilarak

c+d c+d
2<I><%, > )Q(%, 7 )d%

P(5¢,y) (52, y)dedy

%,y)Q(%,y)d%dy]

(@ (52,¢) Q(5¢,¢) + P (32,d) Q (5¢,d)]|d =

84

4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)



b
4A<11>1A<1>(’R)/ (Pz(yb__f) (@ (5,0) Q (36,d) + P (32,d) Q (3,¢)| d>

_|_

4A(1)A(1) [ a+aC+I(Pa‘I/q)(b7d)'Q'(bad) + a—O—,d—I(p,q/cI)(b,C).Q.(b, C)]

+ o [0 lg®(b,0)Qb,c) + ot IpP(b,d)Q(D,d)]

+ i [aslp®(b,0)Qb,d) + a1 Ip®(b,d)Q(b,0)]

sonucuna varilir. Ayrica benzer olarak

b

1 ¢ (x—a) c+d c+d
2A(1)(IR)/ po— 2c1><%, 5 )Q(%, : )d% (4.75)

1
= ZA(A() [o-ctlo

[ b-Ip®(a,c)Q(a,c)+ »_lo®P(a,d)Q(a,d)]

D (a,d)Q(a,d)+ p—qg—lpP(a,c)Q(a,c)]

[ b-1p®(a,c)Q(a,d) + p_Ip®P(a,d)Q(a,c)],

1 y(d-y),  (a+b a+b
2A(1)(1R)/ i 2‘1’< 5 J)Q(T,y)dy (4.76)

= 4A(11)A(1) lat.c+1py®(b,d)Q(b,d) + b cidpyP(a,d)Q(a,d))
J

T IAAQ)
Ji

T IAMAQ) [ ey ®(a,d)Q(b,d)+ oy IyD(b,d)Q(a,d)]

[ c+ly@(a,d)Q(a,d) + o+ Iy®(b,d)Q(b,d)]

ve

d
1 v(y—c) a+b a+b
1

= AA(DA(L) [ at.a—To.y®@(b,c)Qb,c) + p—alpyP(a,c)Qa,c)]

S
T IADAMD
Ji
AA(A()

[ a-Ty®(a,c)Q(a,c) + 4Ly P(b,c)Q(b,c)]

+ [ a-Iy®(a,c)Q(b,c) + 4—Iy®(b,c)Q(a,c)]
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esitsizliklerine ulagilabilir. (4.66) esitsizliginden (4.77) esitsizliine kadar olan esitsizlikler

(4.65) ifadesinde yerine konursa,

b d b d
SCI><a+ c+ )Q(a—i— c+ ) 4.78)

2 72 2 72
5 1
~4AA(1)A(1)
X [ at,c+lpy@(b,d)Q(b,d) + 44 a—lpyP(b,c)Q(b,c)

+ b_7c+1(p7w¢(a,d)g(a,d)+ b_7d_l(p7w¢(a,c)g(a,c)i|
J

 aama L e lv@@d)Qad) + o ly®(b,d)Q(b,d)]

+ [ a—ly®(a,c)Q(a,c) + 4_LyP(b,c)Q(b,c)] }
Ji

F IAAD L ety P@ )b, + o ly@(b,d)0(a,d)]

+ [ a—Ly®(a,c)Q(b,c) + 4_IyP(b,c)Q(a,c)]}
143
4A(1)A(1)
+ [b_I(PCI)(a,c)Q(a,c) + b_I(pCD(a,d)Q(a,d)]}

I

+ 4A(1)A(D) { [ a+1(pq)(b,c)§2(b,d) + a+1(pq>(b,d).Q(b,c)]

+ [ 5 Ip®(a,0)Q(a,d) + p-IpP(a,d)Q(a,c)] }
b I
2A(DA(T) 2A(DA(T)

Iy ni
* 2A(11)i(1) 2A(11)1A(1)N(a’b’c’d)

+ {[ axlo®(b,)Q(b,c) + a+Ip®@(b,d)(b,d)]

K(a,b,c,d))+ M(a,b,c,d)

L(a7 b? C7 d) +
esitsizliklerine elde edilir. (2.32) esitsizligi kullanilarak

e+ ly®(a,d)Q(a,d) + 1y P(b,d)Q(b,d) (4.79)
+ [ 4-Iy®(a,c)Q(a,c) + 4Ly P (b,c)Q(b,c)]

D IK(a,b,c,d)+LM(a,b,c,d),

Iy ®(a,d)Qb,d) + o1y ®(b,d)(a,d) (4.80)
+ a-ly®(a,c)Q(b,c) + 4-IyP(b,c)Q(a,c)

2> LiL(a,b,c,d)+LN(a,b,c,d),
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o lo®(b,c)Q(b,c) + a:lp®(b,d)Q(b,d) 4.81)
+ plp®(a,c)Q(a,c) + p_IyP(a,d)Q(a,d)

D> JiK(a,b,c,d)+J,L(a,b,c,d)
ve

Lo ®(b,)Q(b,d) + orlp®(b,d)A(b,c) 4.82)
+ p_Ip®(a,c)Q(a,d) + p_IpP(a,d)Q(a,c)

> JiM(a,b,c,d)+JoN(a,b,c,d)

esitsizliklerine ulagilabilir. (4.79) esitsizliginden (4.82) esitsizligine kadar olan esitsizlikler

(4.78) ifadesinde yerine konulursa ispat tamamlanir. 0

Sonug 4.20. Teorem 4.19 kosullar1 gdz oniinde bulunduruldugunda @ (k) = k ve y(s) =

esitlikleri yerine konulursa (2.38) esitsizligine ulagilir.

Sonug 4.21. Teorem 4.19 sartlar1 kabul edilip ¢(x) = % ve y(s) = % seklinde

diistiniirliirse (4.52) esitsizligi (4.26) esitsizligine donecektir.

Sonug 4.22. Her (5¢,y) € A i¢in Teorem 4.19 ifadesinde Q(s¢,y) = 1 varsayilirsa asagidaki

esitsizlik gecerlidir.

[ a+7c+1¢7wcb(b,d) + a+7d_l(’)7v/¢)(b,c> + b_7c+1¢7q/¢(a,d) + b_7d_l(p7v/q)(a,6')}

3[®(a,c)+P(a,d)+P(b,c)+P(b,d)]
AA(1)A(1)

[Jlll +J1hL + o 1h —I—Jz[z] .

Ispat. Q(5¢,y) = 1 olarak diisiiniiliirse

K(a,b,c,d) = L(a,b,c,d)=M(a,b,c,d)

= N(a,b,c,d) =®(a,c)+P(a,d) +P(b,c)+P(b,d)

esitliklerine ulasilir. Yani bu ifade

[.12]1 +5LJ + Jz[z] K(a, b,c, d)
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+ iy + b+ J1hb]L(a,b,c,d)
+ [J2[2 +J11; +J211]M(a,b,c,d)

+ []112 +Johq +J111]N(Cl,b,c,d)

_ [®(a,0) +c1>(c;, ZZ? 1-l)‘ Aclzil;c) +®(b,d)] (ol + bJy + Db

+ il + b+ 01 L)+ (oL + 1 + Do

+ i+l + 11}
seklinde yazilirsa ispat tamamlanir. 0

4.3. FONKSIYONA GORE KESIRLI  INTEGRALLER  ICEREN
HERMITE-HADAMARD ESITSIZLIKLERI

Oncelikle iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar i¢in fonksiyona gore kesirli integral
tanimlar1 verilir. Sonrasinda iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar i¢in Hadamard
kesirli integralerini ve Katugumpola kesirli integrallerinin tanimlar1 verilir. Bu kesirli
integraller arasindaki iligki incelenir. Bu tanimlar verildikten sonra iki degiskenli aralik

degerli fonksiyonlar icin yeni Hermite—Hadamard esitsizlikleri elde edilir.

Bu boliim boyunca @ : [a,b] — R fonksiyonu, (a, b] iizerinde pozitif, monoton artan ve
@' () tiirevi (a,b) arahiginda siirekli olsun. Benzer sekilde w : [c,d] — R, (c,d] tizerinde
pozitif, monoton artan bir fonksiyon, w'(y) tiirevi (c,d) iizerinde siirekli olarak kabul

edilsin.
Tamm 4.23. @ € IR (4 4] [c,q)) Olmak iizere, a, f > 0 i¢in

Jgiﬁ,c+;6)',wq)(%7y)

w'(s)

o T @' (x)
= o) Y / / ()~ o] () —w(s)] P

d(x,s)dsdx, »>a,y>c,

a?
Ja+,d7;w,wq)(%’y)

» d , /
- a;(m)// @' (k) W (s) ]l_ﬁq>(;<,s)dsd;<, )>a,y<d,
a .y



°Hb ,c+:;@, wq)(%’y)

@' (k) w'(s)

by
= I{a)T(p) (’R)Z / @00) =@ (o)) [wly) —w(s)] P

c

d(x,s)dsdx, »<b,y>c

ve

G w(s) —w()]' P

2
\eJ
|
Q

b d , p
= ;(IR)// @'(x) Wis) d(x,s)dsdk, »<b,y<d
%y

tanimlar1 verilsin.

Ayrica bu tanimlar i¢in

o (257 = r<1a><’R)a/ [ww)w—/g()x)]l“q’<"’c§d)d’<’ 2

b /
02 (2 57) = @™ | a3 o5 <<

veE

o (“50) = gy [ o () yea

seklinde de yazilabilir.

Tanim 4.23 ifadesinde tanimlanan operatorlerde &, 8 > 0 ve p,c > 0 i¢in @ (k) = %p ve

w(s) = % varsayilirsa agagidaki tanim elde edilir.

Tamim 4.24. @ € IR (4 p)|c.q4)) 1¢in Katugampola kesirli integralleri

POK ey @(2.)

pl- ocol [3 ) (o1
:: // — d(x,s)dsdx, »>a,y>c,
p_Kp o ya_sa]l—ﬁ

&9



POREP @ (5,y)

»x d
l-a~1-p p—1 o—1
_pl% K s
= —(IR)// - 6]1—ﬁq)(K’S)deK’ x>a,y<d,
ay

PR D(52.)

b—,c+
by
l—a ~1-8 p—1 o—1
_p % // K 97
=0 = (IR (K, s)dsdk, »<b,y>c
Far(®) ™) ) (o o yo B ’

Ve

POKIP, @ (s2,y)

b d
SG—]
" T(0)r(B) // KP—%PI 7% s = 6]1—ﬁq)(K’s)deKv x<b,y<d
x Yy y

seklinde tanimlanir.

Ayrica Tamim 4.23 @ (k) = In k ve w(s) = Ins seklinde secilirse asagidaki tanim yazilabilir.

Tamm 4.25. o, > 0 ve a,c > 0 olmak iizere ® € TR (4 p]x|c,a) fonksiyonu igin iki

degiskenli aralik degerli Hadamard kesirli integralleri

Y
Hg+ﬁc+d>( y) = (a)lr(ﬁ)(IR)//On%)a_l <ln§>ﬁ_1 cp(:;s)dsdlc, n>a,y>c,

» d
_ B-1
ap o 1 20\ 01 s D(x,s)
Ha+d CI)( ,y) —T(IR)//(IHE> (ll’l;) TdeK, %>a,y<d,
a 'y

by
B 1 K\e 1/ y\B-1d(k,s)
Hb C+(I)( ) T(IR)// <ln ;) (hl;) K—SdeK, %<b, y>C

Ve

b d
o.B o 1 // K\* Ly B-1 ®(k,s)
Hbf’dftb(%,y). —F(a)F(ﬁ)(IR) <ln%> <lns> - dsdx, »<b,y<d
wy

seklinde verilir.
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D € IR (jap)x[c,q) ©lmak iizere, (3,y) € [a,b] X [c,d] igin siklikla kullanacagimiz

fonksiyonlar agsagidaki notasyonlarla gosterilsin.

B (sy) = Dlatb—,y), (4.83)
Dy(5,y) = B(c+d—y),

®3(,y) = Platb—sxct+d—y),

S(3,y) = @(y)+Da(,y),

H(y) = @(2,y)+®1(5Y),

K(3,y) = ®i(3,)+Ps(x,y),

Lxy) = Py(36,y)+Ps(5,y),

F(0y) = ®1(3) +Pa(56,) + D3(6,y) +P(52,)

S(,y) + H(s,y) + K(3¢,y) + L(5,y)
5 .

Teorem 4.26. F fonksiyonu (4.83) ifadesinde tanimlandig1 gibi ele alindiginda, eger
D:A— ]R}r fonksiyonu A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks bir fonksiyon

ise, a, B > 0 i¢in asagidaki Hermite—Hadamard tipli esitsizlikleri gecerlidir:

a+b c+d
db( IR ) (4.84)
T(a+ 1B +1)

= 16[@(b) — @(a)]* w(d) —w(c)]P
% [Jgfcﬂw,wf(bad) +Jgf:d7;w,w]:<bﬂ C) +JZLI?C+;(U7W‘F(a’d) +J;’xfd*;wij:(a’c)]

5 P(a,c)+P(a,d) +P(b,c)+P(b,d)
2 , :

Ispat. ®, A lizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks bir fonksiyon oldugundan,

® (u+v p+q) 5 D(u,p) +P(u,q) +P(v,p) + P(v,q)

4.
272 4 (4.85)

seklinde yazilir. k,s € [0, 1] icinu = ka+ (1 —k)b,v= (1 —K)a+ kb, p=cs+ (1 —s)d
ve ¢ = (1 —s)c+ sd deisken degisikligi ile

a+b c+d
D 4.86
e wso
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> Lo(kat (1= 0)b,cs+ (1 5)d) + }ch(m+ (1= )b, (1 —s)e + sd)

N

O((1— K)a+ kb, s+ (1 —5)d) +%¢((1 — K)a-+ Kb, (1 — s)c+ 5d)

elde edilir. (4.86) ifadesinin her iki tarafi

(b—a)(d—c) o' ((1—x)a+ kb) w ((1—s)c+sd)
C(a)T(B) [@(b)— @ ((1—K)a+ kb))% w(d) —w((1 —s)c+sd)]' P

ifadesiyle ¢arpilir ve [0, 1] x [0, 1] iizerinde k ve s ye gore integrali alinirsa

1 1
(b—a)(d— ) a—l—b c+d I—Ka-l-Kb)
I'(o)T(B) ( ) 0/0/ (1—K)a+kb)]'~
. w (1= s)c+sd) ]dde
w(d) —w((1—s)c+sd)]' P
d c) a—H(b)
bl un [ [ [t

w ((1—5)c+sd)
w(d)—w((1—s)c+sd)]' P

®d(xka+ (1 —K)b,es+ (1 —s)d)] dsdx

iy 0 || e e
X (((1<1 S)sc)jf?d)]lBCID(Ka+(1—K)b,(1—s)c+sd) dsdx

iy 0 || e e
e (((1<1 S);):ii)cz)] —5®((1—K)a+ Kb,cs+(1—s)d)] dsdx

i 0 || e e
W =9)etsd) g1~ iyt kb, (1 s)e+sd) | dsdic

w(d) —w((1—s)c+sd))' P
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olarak yazilir. Basit bir hesaplama ile asagidaki esitlik elde edilir:

11 , .
(IR)// @' ((1—x)a+ kb) w ((1—s)c+sd) dsdc
00

~@ (1 Kk)a+xb)]'~* [w(d) —w((1 —s)c+sd)]' P
(

[@(b) - w<a>]“ w(d) —w(c))
aB(b—a)(d—c) '

Ayrica T = (1 —K)a+ kb ve N = (1 —s)c+ sd degisken degisikligi ile

[@(b) — ©(a)]* w(d) —w(c)]ﬁq) (a+b c+d)

o+ DB+ 1) 2 2
o
5@t ® ™ | | 7 0 (57 i P e
ST (IR)a/b /d 0 (T B S
+4F(a1)F([3)(IR)a/bj 4T a_’/g()r)]l_a [w(d)v—V/v(t/Tzi])]l_ﬁq)(T7C+d_n)dndr
- @ (IR)a/b /d o) ?/a(sT()rnl“ w(d) Wl%)]l—ﬁq’(f’")d"df
= 158 B3 (.l 4 IL gy B 0s) 4 Ty Bo(5,d) +IEE 5, (b,

- Z a+,c+;0,w

= J;"fcmwf(b,d)

elde edilir. Buradan asagidaki esitsizlik agiktir:

@) - B(@)]*[w(d) ~w(e)® (a+b ctd) 1 ap
F((X+1)F([3+l) (1)( 277 2 )21Ja+,c+;t3,w]:(b7d)- (4.87)

Benzer sekilde, (4.86) iin her tarafi

(b—a)(d—c) @' ((1—x)a+ kb) w ((1—s)c+sd)
C(@LB) (@) —o((1—Kx)a+xb)]' " w((1—s)c+sd) —w(c)]' P
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ifadesiyle ¢arpilir ve [0, 1] x [0, 1] iizerinde k ve s ye gore integral alinirsa

[w(b)—as(a)]“[w(d)—w(c)]ﬁcp<a+b c+d) SYgeB ree @ss)

T{o+ DT(B+1) 2 2 ) 2 glabaon
yazilabilir. Ek olarak, (4.86) iin her tarafi

(b—a)(d—c) @' ((1 - K)a+ kb) w (1= s)c+sd)
C()T(B)  [@((1—Kk)a+ kb) —@(a)]'™* w(d) —w((1 —s)c+sd)]' P

veE

(b—a)(d—c) @' (1 - K)a+ kb) w (1= s)c+sd)
C(@)L(B) [@((1—K)a+xb)—@(a)]"* w((1—s)c+sd)—w(c)]' P

ifadeleriyle ¢apilir ve [0, 1] x [0, 1], tizerinde k ve s ye gore integral alinirsa, sirasiyla

[@(b) — @ (a)]* w(d) —w(c)]P . (a-l—b c+d

F(OC + I)F(B + 1) 2 y 2 ) "]]b ,c+:;0, W‘F(a7d) (489)

veE

[@(b) — @ (a)]* w(d) —w(c)]Bq) <a+b c+d

T(a+DI(B+1) 2 7 2 )3 S0P g Flae)  (4.90)

esitsizlikleri elde edilir.

(4.87) ifadesinden (4.90) ifadesine kadar olan ifadeler toplanirsa

a+b c+d
°(“3757)
S T(a+1)I(B+1)
 16[@(b) — @(a)]* w(d) —w(c)]

[w
X |:°]]z(11+ﬁc+ o, W“/—:(bad) +°]]a+ﬁd @, Wf(ba C) +J;,x’_[?c+;m"wf(a;d) +Jgfd_;w’w]:(a,c)]

elde edilir. Boylece (4.84) esitsizliginin ilk kisminin ispati tamamlanir.

(4.84) esitsizliginin ikinci kisminin ispati i¢in @ aralik degerli koveks bir fonksiyon

oldugundan

®(ka+ (1 —K)b,cs+ (1 —s)d) +P(ka+ (1 — k)b, (1 —5)c+sd) (4.91)
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+P((1—x)a+ kb,es+ (1 —s5)d) +P((1 — x)a+ kb, (1 —5)c+ sd)
D ®(a,c)+P(a,d)+P(b,c) +P(b,d)
esitsizligi elde edilir. (4.91) esitsizliginin her iki tarafi

(b—a)(d—c) @' ((1 - k)a+ kb) w' ((1—s)c+sd)
C(@)LB) (@) —o ((1—Kx)a+xb)]"% w(d)—w((1—s)c+sd)]' P

ifadesiyle ¢arpilir ve [0, 1] x [0, 1] iizerinde k ve s ye gore integrali alinirsa

b_a)é(ﬁ_)C) (IR)/l/l (1- ;j;rfl;?b)]

xhd@"“fuszjfgﬂﬁ¢mu+u—xwmy+u—gd4de
e || [

X[w@a aélsﬁ;ifgﬂ]B¢KKa+(1—KﬂuUs—@c+sd)Lth
O oy [ o

y w (1 —s)e+sd)
w(d)—w((1- s>c+sd>1 p

//

w ((1—s)c+sd)
w((1=s)c+sd)]' P

®((1—x)a+ kb,cs+ (1 —s)d)] dsdx

K)a+ kD)
(1—K)a+Kb))'~

O((1—x)a+ kb, (1 —5)c+sd)| dsdx

) —
; ) (0(a,¢) + B(a, d) + B(b, ) + D(b,d)]

11
1—K'a+1<b) W ((1—=s)c+sd)
R) O/O/ (1—K)a+xb))' "% [w (a’)—w((l—s)c—l—sd)]l_ﬁdeK

elde edilir. Sonrasinda

Jgﬁw;w,wq%(@d)+Jgfc+;w,wq)l(bad)+Jgifc+;w,wq>2(b>d)+«Hgfc+;w,w¢(bad)
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[@(b) — @(a)]* w(d) —w(c)]?

2 [@(a,c) + Bla,d) + @ (b, ) +(b,d)] 1 g

esitsizligi yazilir. Buradan

@(b) f<§(:)}ir[f£di)w(cﬂﬁ Telerwn (b,d) 2 ®(a,c) +(a,d) +@(b,c) + (b, d)

(4.92)

esitsizligine varilir. Benzer sekilde (4.91) nin her iki tarafini

(b—a)(d—c) @' (1 - K)a+ kb) w (1= s)c+sd)
C(@)L(B) [@(b)— o ((1—Kk)a+ kb))% w((1—s)c+sd) —w(c)] P

(b—a)(d—c) @' ((1—K)a+«xb) w ((1—s5)c+sd)
C(@LB) (@ ((1—K)a+xb) —@(a)]'% w(d) —w((1—s)c+sd)]' P

ve

(b—a)(d—c) @' ((1—x)a+ kb) w ((1—s)c+sd)
C()T(B) [@((1—K)a+kb)—@(a)]"* w((1—s)c+sd) —w(c)]' P

ifadeleriyle garpilir ve [0, 1] x [0, 1] iizerinde K ve s ye gore integralleri alinirsa, sirasiyla
T(a+DI(B+1) e
[Gf(b) —w(a)]a [W(d) _W(C)]ﬁ a+,d7,w,w

MNa+1HI(B+1) o
[@(b) — w<a)]a w(d) — w(c)]ﬁ b—,c+;@,w

F(b,c) D®(a,c)+P(a,d)+P(b,c)+P(b,d),
(4.93)
Fla,d) 2®(a,c)+P(a,d)+D(b,c)+P(b,d),
(4.94)

ve

r nr 1
(@t UT(B+1) OB Fla,e) DD(a,c)+D(a,d)+D(b,c) +D(b,d)
(@(b) — @(@)]* [w(d) —w(e))P "
(4.95)
esitsizlikleri elde edilir.
(4.92) ifadesinden (4.95) ifadesine kadar olan ifadeler toplanirsa
1 1
[(a+ DI(B+1) w96)

[@(b) — @ (a))* [w(d) —w(c))
< Il o F 0, d) + 1P F b,V + TP o Flad)+ T3P, o Flao)]

D 4[®(a,c)+P(a,d)+P(b,c)+D(b,d)]
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esitisizligi elde edilir. Eger (4.96) esitsizliginin her iki tarafi 16 ile boliiniirse (4.84)

esitsizliginin ikinci kisminin ispati tamamlanir. Boylece ispat tamamlanmig olur. [

Sonug 4.27. Teorem 4.26 esitsizliginde @ (k) = k ve w(s) = s seklinde secilirse asagidaki
aralik degerli fonksiyonlar i¢cin Riemann-Liouville kesirli integral esitsizlikleri elde edilir:

a+b c+d

P

(555)
5 Mo+ 1)I(B+1)
TA-a)d-cof

< | T @(b.d)
5 ®(a,c)+P(a,d)

+ T8 _@(b,e)+ TME @(a,d) + THP_@(a,c)
+<I>(b,c)+CI>(b,d)
; .

Sonu¢ 4.28. Teorem 4.26 esitsizliginde eger ®@(x) = Inx ve w(s) = Ins seklinde

varsayilirsa

a+b c+d
o(3%5)
_ D@+ Dr(B+1)
~ 16[In2]% m4]”

x [Hg‘fcj(b,d) +HYP, Fb,o)+ B Fla,d)+ P, Fla,c)
5 ®(a,c)+P(a,d)+D(b,c)+D(b,d)

- 4

esitsizliklerine, literatiirde aralik degerli fonksiyonlar i¢in Hadamard kesirli integral
esitsizlikleri olarak bilinen esitsizliklere ulagilir.

SG

Sonu¢ 4.29. Teorem 4.26 ifadesinde, p,c > 0 olmak iizere @ (k) = %p ve w(s) = >

seklinde ele alinirsa, asagidaki aralik degerli fonksiyonlar icin Katugampola kesirli integral
esitsizlikleri saglanir:

a+b c+d
b
(53

_ D(a+ DI(B+1)p%o?
= 16[bP — aP]*[d® — co]P
% [p-,GKg‘chr]-"(b,d)—k ”"’Kgfd_}'(b,c) + POK ﬁc+]:(a d)+ p’GKgfd—}—(aW)]

5 ®(a,c)+P(a,d)+P(b,c)+D(b,d)
2 2 :

97



Teorem 4.30. Teorem 4.26 ifadesinin kosullar1 aliinda ‘H, F ve S fonksiyonu (4.83)

ifadesinde tanimlanildig1 gibiyse

q)(a+b c—i—d) 4.97)

272
INa+1)

2 50wty ot (57 e (57

[ <(f+l<)c>1‘3 s (30 12 (5

S T(a+1)I(B+1)
~ 16[@(b) — @(a)]* w(d) —w(c)]
< 3P i F 0, d) 1Ly F .0+ TP o Flad)+ 3P, o Flac)]

[\

[\

gl a a a
~16[@(b) —®@(a)]” & I oM (b,0)+ I3 . oH (b,d)+Tf_oH (a,¢) + I} .oH (a,d)]
(B i 1) B a ﬁ ﬁ a,c ﬁ C
16 [w(d) — w(c)]P [JHWS( )+ 7,8 (b,d)+Th_, S(a,c)+I_S(b, )]
- ®(a,0) +P(a,d) + P(b,c) + P(b,d)

- 4
esitsizlikleri saglanir.

Ispat. ®, A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks bir fonksiyon oldugundan,
eger hl : [c,d] — R fonksiyonu &l (y) = ®(s,y) seklinde tammlanirsa, her s € [a, b]
icin 2L (y) konveks ve HL (y) = hl,(y) + E(y) = D (5¢,y) + Dy (3¢, y) = S(5¢,y) seklindedir.
Eger . (y) konveks fonksiyonu igin (2.34) esitsizligi uygulanirsa

| [(c+d r(B+1) | 5 " M
% (557) 2 i) P e+t 2 B

esitsizlikleri yazilir. Bagka bir ifadeyle

q:(%,#) (4.98)
B
D)
~ 4[w(d) —w(c))P
d d
w'(y) w(y)
IR S(s,y)d IR S(se,y)d
|0 G e )C/[w@)—w(c)]lﬁ e

5 D(s2,¢) + D (52,d)
- 2
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seklinde yazilabilir. (4.98) esitsizlikleri

ve
o o' ()

@) -o@)" [@(x) - o)

carpilir ve a dan b ye sc’e integral alinirsa, sirasiyla

I(a+1) o c+d
[w(b) _ w(a)]oc a—i—;a‘jq) (ba > ) (499)
MNa+1HI'(B+1) op op
- JotermwS:d)+3, 70 4.5 5Dy
4[@-([7)_w(a)]a[w(d)—w(c)]ﬁ[ teroSbd) H Ly, S(b:¢)

IMNa+1)
~ 2[@(b) - @(a))”

[ g+;&7q) (b,C) +Jg‘+;wq) (bad)]

@ (I;goij;l(zz)]“w‘;‘”q) <a’ #) (4.100)
- 4[w(b)r_(oo;z;;])ar [(f(:;)l_) P [ WP anSad)+ TP S(ae)
23 [w(rlf)a _+0;()a)]a (1% 5@ (a,¢) + I 5P (a,d)]

seklinde yazilabilir.

Diger taraftan, ®, A iizerinde koordinatlarda konveks, eger hi : [¢,d] — R fonksiyonunu
K2 (y) = @ (5,y) seklinde tammlanirsa her > € [a,b] icin h2(y) konveks ve H2(y) =
12(y) + B2(y) = ®1(56,y) + B3(6,y) = K(5¢,y) olur. h2(y) fonksiyonu igin (2.34)

esitsizliginden yaralanarak

2 (ﬂ) 5 4[ L(B+1) ' Jf+;w%i(d)+ﬁg,;wﬂi(c)] NAGRLAC)

2 (d) —w(c)] 2
esitsizligini yazilabilir. A¢ikca
o, <%,C;d) 4.101)
B

4[w(d) —w(c))P
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ve
o o' ()

@(®) ~o@)" [@(x) - o)

carpilir ve a dan b’ye sc’e gore integral alinirsa, sirasiyla

F(o+1) a B ﬂ
AL (b, ' ) 4.102)
Ot DRP L (18, o Ko, d)+35F 5, (5,0

~ 4[@(b) — @(a)]* [w(d) —w(c)]P

F(OC—‘;— 1) o -y a =
2 3160 B @ Lero® 0.+ a®i (0d)

Ve
INa+1) a5 ﬂ
) —&)‘(a)]aﬂb_;mq)l (a, > ) (4.103)
et SO (38 Klad) 2%, Kla)

~ 4[@(b) — @(a)]* [w(d) —w(c))?

F(Ot—i— 1) [0/ x a T
2 3o @ e® @)+ a®i @

esitsizlikleri elde edilir.

Dahasi, k) : [a,b] — R fonksiyonu k) () = ®(5¢,y) seklinde tanimlansin, y € [c,d] igin
hy (5¢) konveks ve Hy (3c) = hy(5¢) + h}(3c) = ®(2,y) + P1(32,y) = H(s¢,y) olur. hy()
fonksiyonu icin (2.34) esitsizliginden faydalanarak

hy (a)+ hy (b)
2

a+b C(o+1) o .,
h;( 2 ) 2 1 @0) —a@)® oty (b) + ) Hy(@)] 2
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esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligi

® (“;b,y) (4.104)

—o(x)]

S

5 ®(a,y) erq’(b,y)

seklinde agik olarak ifade edebiliriz. (4.104) esitsizligini

B w'(y)
w(d) —w(e)]P [w(y) —w(c)]' P

ifadeleriyle carpilir ve ¢ den d’ye kadar y’ye gore integrali alinirsa, sirastyla

C(g+1) a+b
Jc W d (4.105)
w(d) —w(c)]P~ " ( 2 )
(o4 1DI(B +1) op
2 Ja c 'CD'w,Hbd ‘|‘J c (DWH a,d
4@ (b)—o(a)]* [w(d )_W(C)]ﬁ[ FerowHD:d) +3,% (a,d)

r(g+1)
~ 2[w(d) —w(c))

Jf—i—w (a d)—i_“ﬂf—o—w (bad)]

rB+1) .p a+b
Ja_® Ne (4.106)
w(d) —w(e))P " 2 )
T(a+1)T(B+1) wp

) I8P o Hbe)+T) anlac

4[@(b) - @(a)]* o(d) - <nﬁ[“*d” (0045 i)

(B T 1 b a,c B c
Z[W( ) ﬁ [Jd WCI) )+Jd_;wq)(b7 )i|
elde edilir.

Ek olarak, h§ : [a,b] — R fonksiyonu h%(%) — @, (5, y) seklinde tammlanirsa, her y € [c, d]
icin 12 (5¢) konveks ve H2(5) = h2(52) + h2(5¢) = ®2(52,y) + 3 (55,y) = L(5¢,y) esitligi
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seklindedir. hg(%) fonksiyonu i¢in (2.34) esitliginden

a+b Ma+1 h:(a)+h2 (b
2 (452) 2yt ) [0 o) + 3 (@) 2 H
seklinde ifade edilebilir. Buradan
@(a;b,y) (4.107)
o
~ 4[@(b) a)]a
/ > [ o)
2, y)d»x+ (IR L(s,y)d»
[ / oL Ua e OR) [ e ey
<I>( )+ P2 (b,)
- 2
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, (4.107) esitsizligi
B w'(y)
w(d) =w(e)]? [w(d) —w(m)'
ve
B w'(y)
w(d) = w(e))P pw(y) —w(e)] P
carpilir ve c’den d’ye y’ye gore integrallenirse, sirasiyla
rB+1) 5 a+b
[w(d)—w(C)]ﬁJH W(I)z( 2 d) (4.108)
Ila+1I(B+1) a8 o.pB
2 I, vl (b,d)+1 L ww£ a,d
4[@(b) - @(a)]* [w(d) — w(c))? I l0nd) 3 )
I(B+1) B = B =
) Joy @2 (a,d)+ I ., P2 (D,d
[ (d)— ()]5 +; 2(a,d) +; 2(b,d)
FB+1) 5 & (a+b
[w(d)—w(C)]ﬁJd_;Wq)2< 2 ) (4109
Fla+1HIN(B+1) [Jgjfd—;w,wﬁ(b C)_l'Jgﬁd (Dwﬁ(a?c)]

(04
~ 4[@(b) — @(a)]* [w(d) —w(c))?
2

r<ﬁ+1(> 1 @)+ 18 B (b.0)]

~ 2[w(d) —w(c))P
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esitsizlikleri elde edilir.

(4.99)-(4.109) esitsizlikleri toplanirsa

0o eo® (25 ) HEw (57

+ 1% 5P (b C;d> +J2 031( C;d)]
[W(ZSME))W {Jﬂ;W@(“;b )+J§ ch(“;b,c>
+1°,,® (“;b >+J§ chz(“;b c)}
[+ 1B +1)
~ 4@(b) —@(a))* [w(d) —w(c))’
X [J“’B owS(0.d)+I0L, o S+ I L Sad) TP, S(ase)

a+,c+;0,w

S K. d)+IEP o K.0)+IFP o Klad)+ TP, K(a,c)

+J§‘+ﬁc+wwﬁ(b d)+IP o Ha@d)+ ISP Hb,e)+IFP, o H(ae)

el )+ 3P o L0, d)+TEE, g L)+ TP, o L(a.0)]

F(oc+1)
"~ 2[@(b) - o(a)”

3240 ®1 (b,) + 1 o1 (b,d) + T o1 (a.0) + T o Pt (,d)|

[ a+; ZDCI)(b C)+°]]a+&5 (b,a’)—i—Jg_;wCI)(a,c)+Jg_;m<b(a,d)

Lp+1) p a p B a,c B c
(d) —w(c )]5 [Jc+wq>( yd) + Iy, @ (b, d)—i—Jd_;WCI)( ; )"’_Jd—;wq)(ba )

0@ (a,d) + I @2 (b, d) + T Ba(a,0) + T, B2 (bc)]
esitsizlikleri elde edilir. Yukaridaki ifade diizenlenirse
INa+1) c+d c+d
o) e [ (05 ) 198 (057
I(

B+1) .8 (a;b’d) +35.8 (#c)}

2

[
< Jel a0 )+ I, o F.0 4T3 o Flad)+1P, o Flac)

Na+1) . . )
=5 [(D'(b) _ w(a)] [er GIH (b,C) +Ja+;wH (b,d) +°]]b—;a5H (a,c) +°Ub—;&)'H (a7d)}
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L(B+1)
2[w(d) —w(c)]

5 |0 S (a,d) + IS (b,d) + 05 S (a,0) +T5 S (b,c)

seklinde olacaktir. Bdylece elde edilen hesaplama (4.97) ifadesinin ikinci ve liglicii

esitsizliklerinin ispatidir.

Diger yandan, (2.34) ifadesinin ilk esitsizliginden

¢ (a;b) (4.110)
b
(04 Gf’(%) ) v
~ 4o (b) — @(a)]* L/ [@(b) — @ ()]* [@(5) +P(a+b—x)]d

b
@' ()
4 / T e @0+ @lat b))

yazilabilir. @, A iizerinde aralik degerli konveks bir fonksiyon olmasindan yardimla ve

(4.110) kullanilirsa

cI)(a—kb c+d) @111

2 2
o
4@ (b) — o (a)]®

(
) {ma/b ok i(g)w]“ {q’ (”’c;d) *q’(“”‘”’c;d)]d”
b !
o m e o 5) o o505
st P (0 5) it a5
ifadesi aciktir. Benzer sekilde

q:(“;b,”rd) 4.112)

2
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o e[ (50) o (v )
[wfjfiifc)] et o)

yazilabilir. (4.111) ve (4.112) ifadelerini birlestirilirse, (4.97) ifadesinin birinci esitsizligi

ispati tamamalnir.

(2.34) ifadesinin ikinci esitsizliginden

b
4[@(b) [ / e [ () +P(a+b— )] dsx (4.113)
b /
+ (IR)a @) _(:5)(61)]0, [P (sc) +P(a+b— )| ds
@)+ ()
- 2
yazilabilir. (4.113) esitsiziligi kullanilirsa
4[w<rb(>a _+$2a>] 3 (0,0) + 3 g (0,0)] 2 ZETLCI gy
4[05{19()06—;()61)] o™ (byd) + T g (a,d)] 2 ¢(“’d);q)(b’d>, 4.115)
F(g+1) B B P(a,c)+P(a,d)
TP oS @+ i Stea] 2755 @116)
il (chfj 1() P [Jﬂ;wS(b,d)+J§_;W5(b,c)] ) Cp(b’c);q)(b’d). 4.117)

seklinde esitsizlikleri yazilabilir. (4.114) ifadesinden (4.117) ifadesine kadar ele alinirsa,

(4.97) ifadesinin son esitsizligi ispatlanir.

Boylece ispat tamamlanmus olur. 0
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Sonug 4.31. Teorem 4.30 ifadesinde @ (k) = k ve w(s) = s olarak ele alinirsa aralik
degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in Riemann Liouville kesirli integralleri

yardimiyla elde edilen (4.1) esitsizliklerine doniisiir.

Sonug 4.32. Teorem 4.30 ifadesinin kogullar1 altinda @ (k) = Ink ve w(s) = Ins yazilirsa

aralik degerli fonksiyonlar i¢cin Hadamard kesirli integraller esitsizlikleri

¢<a+b C+d>
(Hl [ o (0.5 em (o5
g[ (154) s (3%

D1“(05-1—1 +1)
16 [In2]® [1n ]ﬁ

< [HEL Fo,d) + P, Fb,0)+ P Fla,d) + P, Flao)]
) %[ S H(b,c)+HY H (b,d)+HY H(a,c)+HY H(a,d)]
py '+ 123
16 [In4]
5 P(a,c)+P(a,d)+P(b,c) +P(b,d)
= 4

[HE  S(a,d)+HP S (b,d) + HE_S(a,c) +HE_s(b, c)]

bulunmus olur.

Sonug 4.33. Teorem 4.30 ifadesinde @ (k) = %p ve w(s) = % olarak diisiiniiliirse, aralik

degerli fonksiyonlar i¢in Katugampola kesirli integral esitsizlikleri

o a—i—b)c—i—d
2 2

R o235
T (500 (1)

5 C(a+ 1B +1)p%cP
~16[bP —aP)*[dC — )P

X [PvGKg‘fo(b,dH PORYP, F(bc)+ POKYP | Fla,d)+ PvGKg‘fdJ(a,c)]

b—,c+
r 1)p%ch
= l(g[l;: )pp](fx [ng+H (b,C)+ ng—i-% (b,d)-}— pK(b)LH (Cl,C)+ pK(bX,'H(a,d)}
—da
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r(B+1)cf

16[d® — co]P
5 P(a,c)+P(a,d) +P(b,c)+P(b,d)
- 4

oKP S(a,d)+ °KP, S (b,d)+  KE_S(a,c)+ “KE_S(b,c)

elde edilir.
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5. ARALIK DEGERLIi FONKSiYONLAR iCiN AGIRLIKLI
ESITSIZLIKLER

Bu boliim agirh fonksiyonlardan faydalanarak tek degiskenli iki alt boliim ve iki degiskenli

iki alt boliim olmak iizere dort alt baglikta incelenir.

5.1. TEK DEGISKENLi FONKSIYONLARIN CARPIMI iCiN FEJER
ESITSIZLIKLERI

Bu boliimde aralik degerli fonksiyonlarin ¢arpimi icin Fejér tipli esitsizlikler elde edilir.

Teorem 5.1. w: [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve > = #’ye gore simetrik

(yani w(s¢) = w(a+ b — »)) bir fonksiyon olsun.

D(3¢) = [@(3), D ()] ve Q(3) = [Q(3),Q()] olacak sekilde, eger @, Q: [a,b] — R}
aralik degerli konveks fonksiyon, M(a,b) ve N(a,b), (2.22) ifadesindeki gibi olmak iizere

b
(IR) / B()QU ()3 D

a

M(a,b)
(b—a)’

b
(R) / (b— 32 w(30)ds 5.1)

a

_|_

b
N(a,b)
b ® / (b— 3¢) (3¢ — a) w(¢)d >

esitsizligi saglanir.

Ispat. ® ve Q fonksiyonlari [a, b] lizerinde aralik degerli konveks bir fonksiyon oldugundan
®((1-x)a+kb) D (1—k)D(a)+ kP(b) (5.2)

ve

Q((1—«K)a+kb) D (1—K)Q(a) + kQ(D) (5.3)

esitsizlikleri yazilabilir. (5.2) ve (5.3) araciligiyla

®((1—Kk)a+Kkb)Q((1—Kk)a+ kb) (5.4)
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> (1— k) ®(a)Q(a) + K2D(b)Qb) + k(1 — k) [B(a)Q(b) + P(h)Q(a)]

esitsizligi elde edilir. (5.4) esitsizligi w((1 — k)a+ xb) ¢arpilir ve 0 dan 1’e K’ye gore

integral alinirsa

1
(1R)/CI>((1 —K)a+kb)Q((1— K)atxkb)w((1—K)a+kb)dx (5.5

0
1

> (IR) /CID(a)Q(a) (1= k2w ((1 - K)a+ kb) dk

0

+(IR) | ®(b)Q(b)K*w ((1 —K)a+ kb)dK

+(IR) | [®(a)Q(b) +®(b)Q(a)] k(1 — K)w (1 — k) a+ kb)dk

S O— _

(1-x K)a+ kb)dK

+®(b)QDb)(R) [ K?w((1 —x)a+Kkb)dx

o\—* o\_

1
+[®(a)Q(b) +P(D)Q2(a)] (R) / K(1—x)w((l—x)a+«xb)dKk
0
ifadesi elde edilir. 5 = (1 — k) a+ kb degisken degistirmesi yardimiyla
1
(IR)/CI)((I —K)a+xb)Q((1—K)a+xb)w((1—K)a+ Kkb)dx (5.6)

1
[ / K)a+xb)Q((1— k) a+ kb)w((1— K)a+ kb)dx,
0

1
/ (1 K)a+xb)Q((1 - K)a+xb)w ((1K)a—|—1<b)d1<]
0

b
[ 9 Q) w () ,b1a<R>/6<%>§<%>w<%>d%]

b_a(IR)a/qD(%)Q(%)w(%)d%
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esitlikleri yazilabilir. Diger yandan, w, #’ye gore simetrik oldugundan

1 b
(R)/sz((l —K)a+kb)dx = ! (R)/(%—a)zw(%)d% (5.7)
0 a

veE

1
(b—a)’

1 b
(R)/(l—K)zw((l—K)a-l—Kb)dK: (R)/(b—%)zw(%)d% (5.8)
0 a

esitlikleri goriilebilir. Ayrica,

b

(R) / (b—3) (e —a)w(x)d>  (5.9)

a

1
R I-x)w((l1-x)a+«kb)dk =
<>0/1<< (1= R)a wb)dx = s

seklinde integral sonucu elde edilebilir. (5.6) ifadesinden (5.9) ifadesine kadar olan ifadeler

(5.5) esitsizliginde yerine konulursa

b

1

——(IR) / B (30)Q(5¢)w(3¢)d ¢ (5.10)
b

®(a)Q(a) +D(b)Q(b)

5 o (R) / (b— 30)*w(z¢)d >
b
®(a)Q(b) + D(b)2(a)
+ T (R) / (b= 5¢) (32— a) w(3¢)d

a

esitsizligi yazilabilir. (5.10) ifadesinin her iki tarafi (b — a) ile ¢arpilirsa istenilen sonug

elde edilir. n

Ornek 5.2. Teorem 5.1 ifadesinde ®(5) = [52,6 — 3] ve Q(5c) = [57°,6 — 5] olsun.
Ayrica a =0 ve b = 1 olarak alinirsa w : [0, 1] — R fonksiyonu w (5¢) = (3 — %)2 olsun.

(5.1) esitsizliginin birinci ifadesi

b

(IR) / ®(50)Q32)w(3¢)d >«

a
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:(IR)/I[%2,6—%2} [%3,6—%3] (%—%)i{%
0

! 2 ! 2
1 1
= (R)/%5 (%—5) d%,(R)/(6—%2) (6—%3) <%—§> ds
0 0
| 1529
- [1427 168
elde edilir. (5.1) esitsizliginin ikinci ifadesi

b
M<a7b) —%ZW% r S ——
(b_a)2<R>a/<b P w(e)dse +

b
1

2
= [@(0)R(0) +®(NQ(1)] (R) [ (1 -5 (%—5) ds

a

b 2
+ [@(0)Q(1) 4+ ®(1)2(0)] (R)/%(l — )? (%—%) dx

1 1
=—|1,61|+—10,60
30[7 ]+ [7 ]

240
1137
1307 60
elde edilir. Sonug olarak
1 529 5 1 137
1427168 — [30’ 60
oldugu goriiliir.

Sonug 5.3. Her s € [a,b] i¢in Teorem 5.1 ifadesinde w(sc) = 1 seklinde kabul edilirse,

Teorem 5.1 esitsizligi (2.23) esitsizligine doniisiir.
Sonu¢ 5.4. Eger Teorem 5.1 ifadesinde Q(sc) = [1, 1] seklinde segilirse her s € [a,b] i¢in

b b
(1R) [ @(opw(se)dse 2 wm) [

a

esitsizligi elde edilir.
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Ispat. (5.1) esitsizliginde Q(5¢) fonksiyonunu [1, 1] arahig1 olarak incelenirse her s € [a, b]

icin
? O(a)+D(b) | T
(IR) / (e)w(r)dx O (‘;_a 2 ) / (b—32)Pw)ds  (5.11)
b

+(R) / (b—3¢) (36— a) w(3)d>¢

P(a)+P(b)

b
= Z g am / (b— 5) w(s<)d

esitligi agiktir. w, s« = “E2°e gore simetrik oldugundan

b
(R) / U 30162Vt (5.12)
o b
— (R) / (b= 30)w(3)ds+ (R) / (b—3) w(0)d

esitligi yazilabilir. (5.12) sonucu (5.11) de yerine yazilirsa, gerekli sonuca ulagilir. 0

Teorem 5.5. M(a,b) ve N(a,b), (2.22) ifadesinde tammlandig1 gibi ve Teorem 2.34 sartlar

g0z Oniine alinirsa

20 () o (40 (k) bw(%)d% (5.13)
(37)a(%) @)
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esitsizligi yazilabilir.
Ispat. x € [0,1] igin

at+b (l1—xK)a+ Kb+ Ka+ (1—x)b
2 2 2

ifadesi yazilabilir. ® ve Q, [a, b] iizerinde aralik degerli konveks fonksiyonlar oldugundan

()5

_q)((l—K‘)a—FKb Ka+ ( I—Kb

2
XQ((l—K‘)za—}—Kb Ka -+ ;—x)b)

[@((1— K)a+ kb) +P(ka-+ (1— K)b)]
Q((1 - K)a+ kb) +Q(ka+ (1 — k)b)]
[D((1— K)a+kb)Q((1 — K)a + Kkb)
(ka+ (1 — K)b)Q(ka+ (1 — K)b)]
[D((1— K)a+ xb)Q(xa+ (1 — k)b)

(ka+ (1 —x)b)Q((1 — K)a+ kb)]

ifadesi elde edilir.  Son esitligin ikinci ifadesi icin, & ve Q fonksiyonlarinin

konveksliklerinden faydalanarak

(5.14)

*(37)2 (%)

> —[@((1 - K)a+ kb)Q((1 — K)a+ Kkb)

+ P(xa+ (1 —x)b)Q(ka+ (1 —K)b)]
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+ %K(l —K) [®(a)Q(a) + D (D)Q(D)]

+;1 K 4 (1 - 6)2] [@(a)Q(b) + D(b)Q(a)]

esitsizlgi goriilebilir. (5.14) ifadesi w((1 — x)a+ kb) ve [0, 1] iizerinde x’ye gore integral

alinirsa
@(“?)Q(‘l;b) (R)O/lw((lx)a+xb)d1c (5.15)
i 0/1 K)a+ xb)Q((1 — K)a+ xb)

1
LM )R)/KT 1= x)w((1—K)a+ kb)d
0
1
+ ) gy [ [+ 1= 02 w((1 ~ k)t Kb
0

elde edilir. (5.6) ifadesinden (5.9) ifadesine kadar olan ifadeler (5.15) esitsizliginde yerine

yazilirsa
cp(“;b)g(“;b) bia(R)/bw(%)d% (5.16)
o2 biaaR)/bcb(%)sz( () w(a+b—)dx

b

b
M(a,b) (R)/(b—%) (sx—a)w(s)dx+ %(R)/(b_%)zw(%)d%

a

esitsizlige ulasilir. (5.16) ifadesi 2(b — a) ile carpilir ise (5.13) esitsizligi elde edilir. [

Sonug 5.6. Teorem 5.5 esitsizliginde w(sc) = 1 olarak varsayilirsa, her s € [a,b] igin

Teorem 5.5, (2.24) esitsizligine indirgenir.
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Sonug 5.7. Her » € [a,b] i¢in Teorem 5.5 ifadesinde Q(3¢) = [1, 1] olarak gozlemlenirse

b b
2@(6“2%’) /w ) D IR/CD

esitsizligi elde edilir.

Ispat. Eger (5.13) ifadesinde Q(5) = [1,1] igin, her s € [a,b] i¢in

b
2 (“;b ) (IR) / w(30)d
b b
®(a) + D(b)
> (IR) / O el [ / (b= 3¢) (e —a) w(3¢)ds
b

+ (R)/(b 52 w(30)d
»)dx+

b
P d(b
— (IR) /cp %(R)/(b—%)w(%)d%
4 a
esitsizligi yazilabilir. (5.12) esitliginden yaralanarak istenilen sonuca ulasilir. 0

Burada verilen sonuglardan faydalanarak aralik degerli kesirli integraller i¢eren Fejer tipli

esitsizlikler elde edilir.

Teorem 5.8. w : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir ve s = “*b’

(yani w(s¢) = w(a+ b — »)) bir fonksiyon olsun. M(a,b) ve N(a,b), (2.22) ifadesindeki

ye gore simetrik

gibi ve Gamma fonksiyonu I" notasyonuyla gésterilsin. & > 0, ®(k) = [®(k),P(k)] ve
Q(x) = [Q(x),Q(k)] olmak iizere ®, Q: [a,b] — R aralik deerli iki fonksiyon ise

- P(0)QD)W(b) + T~ P(a)Q(a)w(a) (5.17)
b
M(a,b) — )% — 3)* + (sc—a)*| w(se)d«
;mma/w )57 (b= 50 + (= )| Wi
b
+(b o) / )% w(s)d s
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esitsizligi saglanir.

Ispat.  w negatif olmayan, integrallenebilir ve s = “2’ye gore simetrik bir
fonksiyon oldugundan, h(sx) = ﬁ [(b—%)“il + (x—a) 71] w(3) fonksiyonunun
negatif olmayan, integrallenebilir ve » = “+b "ye gore simetrik oldugu acgiktir. Boylece,

Teorem 5.1 kullanilarak

b b
(IR)/CID(%)Q(%)h(%)d% D) ?Z(—a,ab))z (R)/(b_%)zh(%)d%
b
+<]Z(il’ab))2 (R)/(b—%) (s —a) h(s)ds
esitsizligi yazilabilir. Buradan
1 b
e / (b—30)% " D (0)Q () w(3¢)d 3 (5.18)

a

b
+ %)(IR) / (36— @)% B (30) Q) w(5¢)d ¢

N(a,b)
(b—a)*T

ifadesi goriilebilir. (2.17) ve (2.18) esitlikleri aracilifiyla

b
ﬁ (1R) [ (5% @) w(0)d .19

b
/% a) % D (30)Q(e)w(3¢)d

= Jar @(b)Q(b)w(b) + T~ P(a)Q(a)w(a)
ifadesini gormek kolaydir. w, »r = “’Lb "ye gore simetrik oldugundan
b
/ b ) Ge—a) T w(se)dse (5.20)
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—(R) [ (b—3)*"! [(b )y (%—aﬂ w(5¢)dse
b
(R) / (b—3)(x—a) [(b — )" (e — a)a_l] w(s)d s (5.21)
’ b b
— (R) / (56— a) (b— 30)%w(3¢)ds + (R) / (b= 30) (3¢ — @)% w(>¢)d ¢
ab ab
— (R) / (56— a) (b— 30)%w(3¢)ds+ (R) / (36— a) (b— ) w(>¢)d>¢
b

sonuclarina ulasilir. Eger (5.19) ifadesinden (5.21) ifadesine kadar olan ifadeler (5.18)

esitsizliginde yerine yazilirsa, ispat tamamlanmis olur. U
Sonuc 5.9. Teorem 5.8 sartlarinda w(s¢) = 1 seklinde segilirse (2.29) esitsizligine ulagilir.
Sonuc¢ 5.10. Teorem 5.8 kosullar1 altinda @ = 1 kabul edilirse, Teorem 5.1 ifadesine
doniisiir.

Sonug 5.11. Teorem 5.8 ifadesinde Q(s¢) = [1, 1] olarak incelenirse her s € [a,b] i¢in

P(a)+P(d)

2 D(b)w(b) + TF P(a)w(a) 2 :

(T2 w(b) + T w(a)]

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik Teorem 2.46 esitsizliklerinin ikinci esitsizliine esittir.

Ispat. Lemma 2.24 kullamlip (5.17) esitsizliginde Q(c) = [1, 1] secilirse, her s € [a, b] i¢in

L @(b)yw(b)+ Ty ®(a)w(a) (5.22)
b
@ (a) +P(b) a1 2 2
2o ® / (b= )" (b= 5+ (3= )] wioe)d

a
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2(1)
(b—a) 2r
_ ®(a >+<1><b>
 (b—a)’T(a)
b

< | (R) / (b— )% [(b P e—a) 2 (se—a) (b— %)} w(5¢)d e

a

b
/ )  w(s¢)d s

_ 2(a)+20) [JE w(b) + I w(a)]

esitsizlikleri bulunur ve ispat tamamlanir. 0

Teorem 5.12. Teorem 5.8 kosullari ele alinirsa

2® (“;b) o (“;b) & w(b) + ¢ w(a)] (5.23)

2 Ty P(b)Q(b)w(b) + Ty P(a)Q(a)w(a)

(2—a) (b—3)*w(s)ds

=
|
Q
e
1
S
=
\ >

N(a,b)

b
a—1 2 )
(b—a)’T' (@) R)/(b—%) [(b—%) + (3 —a)*| w(so)ds«

esitsizligi saglar.

a+b >

Ispat.  Madem ki w negatif olmayan, integrallenebilir ve s = ye gore

L) [(b —)* 1 4 (%—a)a_l] w(s) negatif olmayan,

simetik oldugundan h(sx) = Mo

integrallenebilir ve » = “*b’ye gore simetik oldugu aciktir. Boylece, Teorem 5.5
kullanilarak
a+b
2P h(s
(437)a("5) w foco




esitsizligi bulunabilir. Buradan

250 )2(50) r® /b (6= + (e=a)* | wiz)

b
2 ﬁ(IR) /CID(%)Q(%) [(b— )4 (%—a)ail} w(s)d s

b
M(a,b) . .
mm)a/w—%) (- a) [(b— 0%+ (30— @) wise)doe
b
N(a,b) 5 - i
m(m/(b—%) [(b—%) + (3 —a) ]w(%)d%

a

esitsizligi bulunur. (5.19) ifadesinden (5.21) ifadesine kadar olan ifadeler (5.18) ifadesinde

yerine yazilirsa ispat tamamlanmisg olur. [
Sonug 5.13. Teorem 5.12 sartlar altinda w(3¢) = 1 olarak incelenirse her s € [a, b] Teorem
5.12, (2.30) esitsizligine esit olur.

Sonu¢ 5.14. Teorem 5.12 ifadesinde oo = 1 kabul edilirse, (5.23) esitsizligi (5.13)
esitsizligine doniisiir.

Sonug 5.15. Her s € [a,b] i¢in Teorem 5.12 kosullarinda Q(s¢) = [1, 1] olarak ele alinirsa

20 (452 w0

2 Ty (b)w(b) + Ty P(a)w(a)

P(a)+D(b)
+ O T w(b) + I w(a)
esitsizligi saglanir.
Ispat. (5.22) esitsizliginden faydalanarak ispat asikardhr. [

5.2. AGIRLIKLI JENSEN ESITSiZLIGIKULLANILARAK ELDE EDILEN TEK
DEGISKENLI FEJER ESITSIZLIKLERI

Bu alt bolimde konveks fonksiyonlar i¢in bazi agirhikli Hermite—-Hadamard tipli

esitsizlikler ispatlanmisgtir.

Integraller i¢in agirhikli Jensen esitsizligi asagidaki sekilde verilir:
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Teorem 5.16 (Aralik Degerli Fonksiyonlar igin Agirlikli Jensen Esitsizligi). 6 : [a,b] — R,
vew: [a,b] — (0,e0) integrallenebilir fonksiyon olsun. ®(k) = [®(k), P (k)] olmak iizere,

® : [a,b] — R, fonksiyonu aralik degerli konveks bir fonksiyon ise

b b
o[ w(K)0 () dic | 2 —— (IR)/dD(O(K))w(K)dK
fw(Kk)dK a Jw(x)dx a

esitsizligi saglanir.
Ispat. Konveks @ fonksiyonu ve konkav @ fonksiyonu icin klasik Jensen esitsizligi

uygulanirsa, agirlikli Jensen esitsizliginin elde edilecegi agikardir. [

Teorem 5.17. ®(k) = [®(k),P(k)] olmak iizere, ® : [a,b] — R aralik degerli konveks

fonksiyon olsun. 6 : [0, 1] — R negatif olmayan Riemann integrallenebilir fonksiyon ve

A= (f(} xe(x)dx) / (fol 9(K)d1<> iken,

®(Aa+(1—A)b) D

elde edilir. Burada

olarak tanimlanir.

Ispat. Ispat igin ilk olarak sz = ka + (1 — k)b degisken degistirmesi yapilirsa

1 b b— s 1 1
W(IR)/“ ()6 (b_a)dxzm(m)/o @ (ka+ (1 —K)b) O(Kk)dK
(5.25)

bulunur. @, [a,b] lizerinde aralik degerli konveks fonksiyon oldugundan
®(xka+ (1—x)b) D (kP(a)+ (1 —x)P(b)) O(x)dx
elde edilir. 6 negatif olmayan ve [0, 1] araliginda integrallenebilir oldugundan

(IR)/()ICID(Ka+(1—K)b)G(K)dKQ (IR)/OI(KQD(a)—f—(l—K)fD(b))B(K)dK (5.26)

:cp(a)/ol KQ(K)dK+CI>(b)/()l(1 — ©)8(K)dK
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olur. (5.25) ve (5.26) esitsizlikleri birlestirilirse
IR / D(s ( )d%
1 1 1 1
2 1—/ k0 (x)dx | P(a)+ [ 1— 1—/ k0 (x)dx | ©(b)
Jo 0(x)dx Jo Jo 0(x)dx Jo

= A®(a)+ (1—1)D(b)

(5.24) esitsizliginin sag tarafi ispatlanmais olur.

Bu durumda, ® aralik degerli konveks fonksiyon ve 6 negatif olmayan [0, 1] iizerinde
integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan, aralik degerli fonksiyonlar i¢in agirlikli Jensen

esitsizliginden

1 1
o (IR)/O ® (ka+ (1 — K)b) B(k)dK

1 1
gcp(W/o (Ka+(1—1<)b)9(1<)d1<>

1 1 1 1
:¢[<W/O K'e(K')dK')a—f— <1_W/0 K@(K)dk') b]

= ®(ad +(1—A)b)

elde edilir. Boylece Teorem 5.17 ispatlanmis olur. [

Sonug 5.18. Her k € [0, 1] igin, 8(x) = 1 secilirse, Theorem 5.17, (2.21) esitsizligine

indirgenmis olur.

Teorem 5.19. ®(k) = [®(«k),P(k)] olacak sekilde, @ : [a,b] — R, aralik degerli konveks

fonksiyonu verilsin. 6 negatif olmayan fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilir ise

b b
A= /(b—%)@(a—I—b »)dsx / /b )

a

yazilir. Bu durumda

o(5220) 2 m fotnans 20 A00
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elde edilir.

Ispat. 0, |a, b] iizerinde negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyon oldugu i¢in, ¢ (3¢) =
0 (b — (b — a) ) fonksiyonunun da [0, 1] aralidinda negatif olmayan ve integrallenebilir
oldugu kolayca goriiliir. Bu nedenle Teorem 5.17 uygulanirsa
b
1 b—
D(pat(1-wb) 2 ———(R) [®Ge (2 ) dx
Jo(5=)d= @

u®(a)+(1—-p)®(b)

U

bulunur. Burada

S

= - (b— )0 (5)ds
(b—3)0 (s¢)dsc+ [ (b—)0(a+Db—x)dsxa

[Re—=

1
1+A

olarak ifade edildiginden ispat tamamlanmisg olur. [

Sonug 5.20. Teorem 5.19°de 6 fonksiyonu # icin simetrik olursa (yani tim s € [a, D]

icin 6(s) = 0(a+b — »)), Teorem 5.19, (2.26) esitsizliginde @ = 1 alinmug haline esittir.

53. IKi DEGISKENLI FONKSIiYONLARIN CARPIMI iCiN FEJER
ESITSIZLIKLERI

Aralik degerli iki degiskenli fonksiyonlarin ¢carpimi i¢in yeni esitsizlikler elde edilir.
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Y (5¢;m,n) ve E(32;m,n) bu alt bolim boyunca asagidaki gibi ele alinacaktir. wy : [a,b] —

R olmak iizere k= 1,2,... i¢in

Y (5esm,n) = / (n— 32wy (3)d> and Zy(36,m,n) = / (11— 5¢) (3¢ — m)wy (3¢)d <.

m

Teorem 5.21. ® ve Q: A C R? — RE, A iizerinde tammli ®(k,s) = [®(k,s), (K, s)]
ve Q(k,s) = [Q(k,s),Q(k,s)] olacak sekilde koordinatlarda konveks aralik degerli iki

fonksiyon olsunlar. Ayrica wy : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir, 5 = #

‘e gore simetrik (yani,wi(sc) = wi(a+ b — »)) ve wy : [c,d] — R negatif olmayan,

integrallenebilir, y = %l e gore simetrik fonksiyonlar1 tanimlansin. Buna gore

b d
m(m)//CD(%,y)Q(%,y)wl(%)Wz(y)dyd%
Y2 (y;c,d) y
~— (b—a)3(d—c)?
Ea(yse,d)
(b—a)3(d—c)?

[K(a,b,c,d)Y(s¢;a,b) + L(a,b,c,d)E(5;a,b)]

+ M(a,b,c,d)Y(sc;a,b)+ N(a,b,c,d)E|(s;a,b)]

Hermite—Hadamard-Fejér tipli esitsizligi elde edilir. Burada, K(a,b,c,d), L(a,b,c,d),
M(a,b,c,d) ve N(a,b,c,d) (2.36) ifadesindeki sekliyle tanimlanmugtir.

Ispat. ® ve Q fonksiyonlar1 A iizerinde tanimhi koordinatlarda konveks ve aralik degerli
iken, ®,,(y) = P(sr,y) ve Q.. (y) = Q(s,y), [c,d] arahginda aralik degerli konveks

fonksiyonlar oldugundan, ®,, ve Q,, fonksiyonlarina (5.1) esitsizligi uygulanirsa

1
d—c
Y2 (y;c,d)
(d—c)?
Eo(yse,d)

(d—c)?

(IR) /d Do (v) Qs (y)wa (y)dy (5.27)
[@5(€)Qse(¢) + P (d)Q1(d)]

[@5c(€)Qs(d) + P (d) Qse(c)]

esitsizligi bulunur. Ve bu esitsizlik

1
d—c

d
(IR) [ ®(.5)0%. 5w ()dy (528)

123



Yo (v;c,d)
SCED)
Es(y;c,d)
(d—0)?

[D(5¢,¢)Q(52,¢) + P(3¢,d)Q(52,d)]

[®(52,¢)Q(5¢,d) + D(5¢,d)Q(5¢,¢)]

anlamina gelir. (5.28) esitsizligi % ile ¢arpilir ve elde edilen sonucun [a,b] sinirlar

altinda »r e gore integrali alinirsa

b d

1
m(m) / / D (5¢,y)Q(s52,y)w1 (3)wa (v)dyd ¢ (5.29)

Y2 (y;c,d)
~(b—a)d—c

)3(IR)/[CD(%,C)Q(%,C)—I—(I)(%,d)Q(%,d)]Wl(%)d%
b

(IR) / (@ (32, ¢)Q5¢,d) + D52, d)Q 3¢, )] w1 (3¢)d 3¢

a

Ea(ysc,d)

T o—a)d=cp

sonucuna ulagilir. Bu esitsizlik (5.29) icindeki her integrale uygulandiginda

b
(IR) / B(5¢,)Q(3, ¢)wi (30)d ¢ (5.30)

a

S T1 (%;avb)

2 a? [®(a,c)Q(a,c) +P(b,c)Q(b,c)]

El(%;a,b)

(b— a)2 [®(a,c)Q(b,c) +P(b,c)Q(a,c)],

b
(IR) / B (3¢, d)Q 3¢, d)w1 (5¢)d ¢ (5.31)

5 Y (5a,b)
(b—a)’
E](%;a,b)

(b—a)’

[@(a,d)Q(a,d) +D(b,d)Q(b,d)]

[®(a,d)Q(b,d) +D(b,d)Q(a,d)],
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(IR) / B(5¢,0)Q 32, d)wi (30)d >« (5.32)

% [®(a,c)Q(a,d) +D(b,c)Q(b,d)]
(1<% “)b> [@(a,c)Q(b,d) + P(b,c)Q(a,d)]
ve
(IR) / D (52,d)Q(5¢,c)wi (3)d 639
> % [@(a.d)Q(a,c) +P(b,d)Qb,c)]
% [@(a,d)Q(b,c) +D(b,d)Q(a; )]

esitsizliklerine ulasilir. (5.29) de, (5.30)-(5.33) de bulunan esitsizlikler yerine konularak
diizenlenirse istenilen sonug elde edilir. Ote yandan @y(3) = ®(5¢,y) ve Qy(3c) = Q(5¢,y)

aralik degerli fonksiyonlarinin konveksligi kullanilarak da ayn1 sonuca varilir. [

Teorem 5.22. ®,Q: A C R*> - R, A iizerinde tammli ®(k,s) = [®(k,s), D(k,s)]
ve Q(k,s) = [Q(k,s),Q(k,s)] olacak sekilde aralik degerli koordinatlarda konveks iki

fonksiyon olsunlar. Buna ek olarak, w; : [a,b] — R negatif olmayan, integrallenebilir,

s = 44 ve gore simetrik (yani,wi(s) = wi(a+b— x)) ve wy : [c,d] — R negatif

J’_

olmayan, integrallenebilir, y = <1< e gore simetrik fonksiyonlari tanimlansim. O halde

Hermite—Hadamard-Fejér tipli esitsizlik kullanilarak

b d
//¢(a+b c;d)Q(a—zkb,c—}z—d> w1 () wa(y)dydoe

_m//¢%yM%WMMM®@W

K(a,b,c,d)
"oy
n L(a,b,c,d)

(b—a)*(d—c)?

M(a,b,c,d)

(b—a)*(d—c)?

[E1(s0:a,b)Y2(y;c,d) +Ea(ysc,d)Y1(s6;a,b) + E1 (355a,b)Er(y; ¢, d)]

1]

["2(.)7’6 d)E’ (%;aab) +Y2(y;c7d)Y1 (%;(Lb) +Tl (%;a,b)Ez(y;c,d)]

[Ex(v;e,d)E 1 (36;a,b) + Yo (yv;¢,d) Y1 (5;a,b) + Ey (35a,b) Vo (y; ¢, d))]
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N(a,b,c,d)

T o—ad—0)

5 [T1(56a,0)Ex(y;¢,d) + Yo (y;¢,d)E1 (3650, b) + Ya(ysc,d) Y1 (56a,D)]

ifadesi elde edilir.

Ispat. @ ve Q fonksiyonlar1 A iizerinde aralik degerli ve koordinatlarda konveks
oldugundan, ®,, Q,, ®,, ve Q, fonksiyonlar1 da aralik deerli konvekstirler.
P (3¢, 52) ve Q (3¢,%52) fonksiyonlart icin (5.13) esitsizligi uygulanir ve bulunan sonug

d
2(IR) [ wy(y)dy ile ¢arpilirsa
c

b d
+b c+d +b c+d
4P (a J < : ) Q (a . < ) //wl(%)WZ(y)dyd% (5.34)

X /wz(y)dy Y (s;a,b)

Cc

bulunur. Benzer sekilde & (#,y) ve Q (#,y) fonksiyonlari i¢in de (5.13) esitsizligi

b
uygulanir ve bulunan sonug 2(IR) [ wy(s¢)d s ile garpilirsa
a

b d
b d b d
40 (a;— ) C; ) Q (a—; 7c—}2— ) //wl(%)WQ(y)dyd% (5.35)

2 a+b a+b a+b a+b
d Q —— b Q
+<d—c)2{ ( 2 ) ( 2 ’C>+ ( 2 ’d) ( 2 ")]
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a7 )T e (e ()
x ( /b wlw)d%) Ya(v5¢,d)

a

esitsizligine ulagilir. (5.34)-(5.35) esitsizliklerinin sag tarafindaki her bir terim i¢in (5.13)

kullanilirsa

20 (5% 0 (0 57) [vstoar m /d D(a0la )y (530
N {Cb(a,c)Q(a,c)+CI>(a,a?)Q(a d)
(d—c)?

N {Cb(a,c)Q(a, (dd) + jzga,d)ﬂ(a"‘)] Yi(y;c,d),

}ul()’ ¢,d)

20 (b ”d) Q (b, ”d) /d wa(y)dy D (IR) / O(b,)Qb,y)wa(y)dy  (5.37)

2 2
+{cp bc +<I>bd)£2(b d)}ul(ycd)
N [cp Q(b, d +c1> b, d)Q(b,c)} Yiied),

d

d
20 (a, #) o (b, C;d) [wa)dy 2 (R) [ @lay)Qb.wa()dy  (5.38)
n {CI)(a,c)Q(b,c)+CI>(a,d)£CZ(b,d)
(d—c)?
®(a,c)Q(b,d) +P(a,d)(b,c)
{ (d—c)?

} Ei(y;e,d)

]Yl(y;C,d),

20 (b ctd ) o (ﬂ) /d wa(y)dy 2 (IR) / B(b.y)Qa a0y (539)

2
+{q> Q(a,c) +CI>bc;)Q(a d)}ul(ycd)
.\ {cp Q(a, d +c1> (b,d)Q(a,c )]Tl(yw?d),
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29 (a+b,c) Q (a—;b,c) /bwl(%)d% 2 (IR)/bCI)(%,c)Q(%,c)wl(%)d% (5.40)

D(a,c)Q(a,c) +P(b,c)Q(b,c
1 [eftee + o0 0 ﬂ~dxam
{CID(a,c)Q(b,c)+d>(b,c)Q(a,c
(b—a)?

_|_

)]YI(%;a,b),

b

2¢(£if ) (“+b )/w1 d%D,mvi(ﬁdﬂM%dMM%M% (5.41)

El(%;aab)

1o
T (b—ay
®(a,d)Qb,d)+D(b,d)Q(a,d)] .. ,
+ _ b—a) _Yl(%,a,b),

2¢(a+bﬂ)ﬂ(a+ad)iwﬂ%ﬂ%QﬂHﬂ/¢Oa@Q@a@wﬂzwz (5.42)

2 2

®(a,d)Q(a,d) +D(b,d)Q(b,d
[ ispine,,.,,
. {d)(a,d)Q(b,z?) + ;I;(b;d)fl(“’d)} Y1 (5 a,b),

2¢(a+bm)9(a+%d)jwﬂ%ﬂ%QﬂH@i¢@qu@g@wﬂxwx (5.43)

2 2
®P(a,c)Q(a,d)+P(b,c)Q2(b,d

+[ ( )((Zj@§ - )1 |(ad)

N {(I)(a,c)ﬂ(bflb) + ;I;(b?c)fl(a’d)] Y\ (s a.b),

2®(a;bd>9<g§é¢>7Wﬂ%M%2NHQi¢Q@@QO@@WK%M% (5.44)

D(a,d)Q(a,c) +P(b,d)Q(b,c
AL LR |
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N {d)(a,d)ﬁ(b, c)+®(b,d)Q(a,c)

b—a) 11’1 (5¢;a,b)

esitsizlikleri elde edilir. (5.36)-(5.44) bulgulan (5.34) ve (5.35) esitsizliklerinde yerine

konulursa

b d
+bctd +b c+d
8<I>(a2 ,02 )Q<a2 ,c2 )//wl(%)wz(y)dyd% (5.45)
b d 4 p
QZ(IR)//dD(%’C‘; )Q(%,C"iz‘ )Wl(%)wz(y)dyd%

+2(1R) /b /d @ (450 ) @50 ) mbamabida

%(m) /d [®(a,y)Q(a,y) +P(b,y)Q(b,y)| wa(y)dy
%(m) c/d [@(a,y)Q(b,y) +D(b,y)Q(a,y)| w2 (y)dy
%(m) /b [@(5¢,)Q(52,¢) + P (52,d)Q(5¢,d) | w1 (5¢)d 5¢
%(m)/b@(%,cm(%m+<I>(%,d)9(%7c)]W1(%>d%
(bzf S’z?;zc’—dc))z E, (56:0,b)Za (y:c,d)
(bzf(;)’zb(’dc’_dc))zﬂ(%;a,b)Ez(y;c,d)

2M(a,b,c,d)

F o apa—ep = PRl

2N(a,b,c,d)
(b—a)*(d—c)

5 Y1(55a,0)Y2(ysc,d)
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bulunur. ® (3¢, F¢) ve Q (> C+d fonksiyonlarina (5.13) uygulanirsa
2 yg

2(IR) /b /d ® (%, #) o (%, c;d ) w1 (2)wa(y)dyde

b d

> (IR) / / B (52,y)Q (2, y)w1 (3)wa (y)dyd 32

a ¢

= (v :
+ H(iz(y_’ c’)czi—) (IR) / [P (50,)Q(52,¢) + P50, d) (50, d)] w1 (3e)d 2
Yo (v;c,d)

b
(d—c)? (IR)/[q)(%;C)Q(%,d)—i—@(%,d)ﬂ(%,c)]wl(%)d%

a

(5.46)

esitsizligine ulasilir. Benzer sekilde ® “*b ,y) ile Q “H’ ,¥) fonksiyonlarina da (5.13)
y y y

uygulanirsa

218 /b /d o (“300) 2 (0 ) mGambidsa

d
> (IR) / / B(32,)Q5¢, y)w1 (6)wa (y)dyd 32

d
IR/ (a,7)(a,y) +@(b,y)2(b,y)] w2 (y)dy

Y (st;a,b)

b (UR) [ [@(a.3)(b. )+ @b, 9)0a. )] walr)dy

elde edilir. (5.46) ve (5.47) ifadeleri (5.45) ifadesinde yerine yazilirsa

b d
b d
8(1)(61; c—iz— )Q(a+b c+d>//w1 Vdyd
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(5.48)



b d
2201R) [ [ @) Qe y)wi (e)wa(y)dvdse

a ¢

28 (s;a,b)

b—ap B

[P(a,y)Q(a,y) +D(b,y)Q(b,y)]wa(y)dy

®t~—x

+ 2)E}a(—L;aC;;b)(lR) [P(a,y)2(b,y) +P(b,y)Ra, )] w2 (y)dy

(d—c)? (UR)

[ (52,¢)Q(5¢,¢) + D(5¢,d)Q(5¢,d)| w1 (5¢)d

- S h— Y~

2Y5(y;c,d)
(d—c)?

2K(a,b,c,d)
(b—a)*(d—c)
2L(a,b,c,d)
(b—a)*(d—c)?
2M(a,b,c,d)
(b—a)*(d—c)?
2N(a,b,c,d)
(b—a)*(d—c)

(IR) / (@ (3¢,¢)Q(5,d) + D (52, d)Q(5¢, )] w1 (30)d ¢

Ei(s5a,b)E2(y;c,d)

Y (3t5a,b)E5(y;c,d)

E1(s65a,0)Y2(y;c,d)

2Y1(%;Cl,b)Y2(y;C,d)

elde edilmis olur. (5.48) i¢cindeki her bir integrale (5.1) uygulandiginda istenilen sonug
elde edilir. n

Sonug 5.23. Teorem 5.21 ve Teorem 5.22 de wy(¢) = 1 ve wy(y) = 1 olarak segilirse,

sirastyla (2.37) ile (2.38) elde edilir.

Sonu¢ 5.24. Teorem 521 ve Teorem 5.22de o > 0 sartiyla
wi(x) = W [(b—5)* "+ (x—a)* '] ve B > 0 sartiyla wy(y) =
# [(d — Bl (y— c)ﬁ_l} olarak secilirse sirasiyla (4.16) ve (4.26)

esitsizliklerine doniisiir.

5.4. AGIRLIKLI JENSEN ESITSiZLiGi KULLANILARAK ELDE EDILEN iKi
DEGISKENLI FEJER ESITSIZLIKLERI

Bu alt boliimde aralik degerli koordinatlarda konveks fonksiyonlar i¢in bazi1 agirlikli

Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler sunulmustur.

131



Teorem 5.25. ® : A — R;" fonksiyonu A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks
fonksiyon olsun. 6; : [0,1] - R ve 6, : [0,1] - R negatif olmayan Riemann

integrallenebilir fonksiyonlar ise,

esitlikleri yazilir. Bu durumda

®(Aa+(1—A)b,ge+(1—¢)d) (5.49)

2

| =

@il(m)/cb(%,gw (1—¢)d) 6, (l;_”) dx

+ o lIR) /d ®(a+(1-2)6)6: (52 )ay

>0 | [oten (52)o <z_ wx
@ilaR:/”;(%,c)@l(g i U5 Sam foteaa (15 o
+_1R/q>ay92( Dy L2 IR/cp or (52 ) s

26A¢ (a,c)+A(1-¢)®(a,d)+(1-2)6o (b,c)+(1-6)(1-2)®(b,d)

2

N =

esitsizlikleri elde edilir. Burada

seklinde tanimlanmaktadir.

Ispat. ® fonksiyonu A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks oldugundan, ®,,
[c,d] — R} sartiyla tanimlanan ®,,(y) = ®(s,y) fonksiyonunun her » € [a,b] igin [c,d]

aralifinda aralik degerli konveks fonksiyon oldugu goriiliir. ®,,(y) aralik degerli konveks
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fonksiyonunda (5.24) esitsizligi uygulandiginda

@ (st (1-6)d) 2 () /cb 102 (572 ) ay 2000+ (1 - (@

jo <d—y>

esitsizligi bulunur. Bu esitsizlikte gerekli diizeltmelerle birlikte

(5.50)

P (3,6c+(1—¢)d) 2 D — IR /Cb 2,y)6; (;’l >dy3 GO (5,¢)+ (1 —g)P(5¢,d)

(5.51)
o(1=2)

elde edilir. Ardindan, (5.51) esitsizligi o ifadesi ile carpildiktan sonra sr degiskenine

gore a dan b ye integrali alinirsa
1 / b—
@—I(IR)/CD(%, cet (1-¢)d) (E) doe (5.52)
e
> i(m)/cp(%,c)el (b_—%> de+ 1% 1) /cp < )d%
0 J b—a

bulunur. Benzer sekilde A iizerinde aralik degerli koordinatlarda konveks olan &

fonksiyonu i¢in, @y : [@,b] — R} sartiyla tanimlanan @y (3c) = ®(5,y) fonksiyonuna
gore ®,(sr) de her y € [c,d] i¢in [a,b] araliginda aralik degerli ve konvekstir. Aralik
degerli konveks ®,(5¢) fonksiyonunda (5.24) esitsizligi kullanilarak

@, (Aa+(1—A)b) D h—(IR)/CIDy(%)Ol (%‘)d% (5.53)

esitsizlikleri elde edilir. Buradan
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b
®(Aa+(1—2A)b,y) D ;(IR)/CD(%,)))OI (%)d% (5.54)
f@l (b —=) dx a

A‘(P(avy) (1—1)@([),)/)

U

()

esitsizlikleri bulunur. —g—= ile (5.54) esitsizligi ¢arpilir ve sonrasinda [c,d] araliginda

y’ye gore integrali alinirsa

d
1

®—2(1R)/¢<;La+(1 —A)b,y) 6, (Z_i) dy (5.55)

//@%y 91( )9 (Z:i)dyd%
Q@iIR/QDay%(Z )d+ IR/cb ( y)dy

esisizligine ulagilir. (5.52) ve (5.55) deki esitsizlikler toplandiginda (5.49) de verilen ikinci

ve liclincii esitsizlikler elde edilir.

® (s2,6¢+ (1 —¢g)d), |a,b] aralifinda aralik degerli ve konveks fonksiyon ve 6; () ise
pozitif ve integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan, (5.24) deki ilk esitsizlik yardimiyla

1 b—
®(Aa+(1—=A)b, gc+(1—g)d) D @—(IR)/CI)(%,gc—I— (1—-¢)d)6; (b ) dx»
1 a
’ (5.56)
yazilir. Aym sekilde, ®(Aa+ (1 —A)b,y) fonksiyonu [c,d] tizerinde aralik degerli
konveks iken 6, (y) de pozitif ve integrallenebilir oldugu igin, yine (5.24) deki ilk esitsizlik

kullanilarak

d
®(Aa+(1—A)b,gc+(1—¢)d) 2 é(IR>/¢(1a+(1—/l)b y) 6 (Z_y> dy

(5.57)
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sonucuna varilir. (5.56) ve (5.57) esitsizlikleri toplanirsa, (5.49)deki ilk esitsizlik elde

edilir.

P (5,¢) ve D(s,d), |a,b] arahginda aralik degerli konveks oldugundan ve 6 ()
fonksiyonunun poziitif ve integrallenebilirligi sayesinde, (5.24) deki ikinci esitsizlikte

gerekli islemler yapildiginda

@%(m)a/b@(%,c)el (’;_ )d + (28 gy /cb ( )d% (5.58)

2649 (a,c)+¢c(1=A)®(b,c)+(1-¢)A¢ (a,d)+(1-¢)(1-24)P(b,d)

bulunur. Benzer sekilde, ®(a,y) ile ®(b,y) fonksiyonlar [c,d] iizerinde aralik degerli
konveks ve 60, (y) ifadesinde pozitif ve integrallenebilir oldugu igin, (5.24) esitsizlilerinde

ikinci esitsizlikten yararlanilarak

@iz(IR)C/dCI)(a,y)Gz (Z_ )d + IR /<I> ( )dy (5.59)

2640 (a,c)+A(1-¢)®(a,d)+(1=2)6o (b,c)+(1-6)(1-24)®(b,d)

elde edilir. Bulunan (5.58) ve(5.59) esitsizlikleri toplanarak, (5.49) ifadesindeki son

esitsizlik bulunur. Boylece ispat tamamlanmisg olur. [

Sonug 5.26. Teorem 5.25 kosullar altinda, her k,s € [0, 1] i¢in, 6;(k) =1 ve 62(s) = 1

olacak sekilde secilirse (2.35) esitsizliklerine ulagilir.

Teorem 5.27. A := [a,b] X [c,d] olmak iizere, @ : A — R} fonksiyonu A iizerinde arahik
degerli ve koordinatlarda konveks olsun. Bu durumda 6; : [a,b] - R ve 6, : [c,d]| = R
negatif olmayan Riemann integrallenebilir fonksiyonlar ise
. b
A=- /(b—%)@l(aer—%)d%
J(b—3)0; (5)dsxa
a

ve
d
= [@-De(ctrd-ay
J(d=y)6()dy <
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olarak yazilir. Ardindan

a+Ab c+¢d
N ;
1+ A 1+g

d
c+¢d 1 a+Ab
Q IR /q)( )91 (s)ds+ @(IR)/¢<m;Y> 6 (v)dy

;@); (IR) //wyem )62 (y) dyd>z

b

(IR /CID%cGl( »)dx+ °

(146)03

1 1
2 3 W (IR)/¢(%7d)91(y)d%
Lo
(1+A)04

®(a,c)+¢¢(a,d)+A¢ (b,c)+Aso (b,d)
(1+24)(1+¢)

(IR) / P(0.9)8 )y + 776, (0R) [ o801

2

b d
esitsizligi elde edilir. Burada ®3 = [ 6 (3¢) d»r ve O4 = [ 6, (y) dy olarak tanimlanmustr.
a C

Ispat. 61 ve 6, fonksiyonlar sirastyla [a,b] ve [c,d] araliklarinda tanimli negatif olmayan
integrallenebilir fonksiyonlar oldugundan, ¢;(x) = 6;(b— (b—a)x) ve @x(s) = 6:(d —
(d — ¢)s) fonksiyonlarinin da [0, 1] .iizerinde negatif olmayan integrallenebilir fonksiyonlar

olduklar: kolaylikla gosterilebilir. Boylece Theorem 5.25 kullanilarak

®(ya+(1—9)b,8c+(1—8)d)

b
SM b Ry [0 set(1—-8)d)or (227 dse
2 afb%(’z:;‘)d% / ]< )
d
L ury [epar(-pbye (222 ) ay
f%(%)dy C/ <d_c)

b

d
1 b— d—y
D) s
2 b_% - (IR)//CP(%J)% (b_a> (0} (d_c> dyd s«
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26Y9 (a,¢)+y(1-98)®(a,d)+(1-7)8¢ (b,d)+(1-8)(1-7)P(b,d)
esitsizligi bulunur. Bu esitsizlik sayesinde

P (ya+(1—7)b,8c+ (1 —8)d)

2

N =

b d
[@%(IR)/dD(%,Sch(IS)d) 0 ( )d%+(; (IR) [ @ (ya+ (1-7)by) Gz(y)dy]

b d
> .6, UR) [ [ @261 (082 () dvx

I (1—
D§[®3IR/CD%091( Ydx+ ——= o IR/CD%dQI( »)d s

+—IR /q>ay92()dy+(1® (IR) /Cbbyez()d]
> 879 (a,¢) +7(1- 8)®(a,d) + (1-7)86 (b,d) + (1 8) (1-7) @ (b,d)

elde edilir. Burada

1
y = - ! /K@l(b—(b—a)ic)dx
0
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b
= : /(b—%)@l (5)ds

b
J(b—a)B; (x)dsxa
b
J(b—3)0; (5)ds |
— a —
- % b 142
J(b—3)01 (5¢)dsc+ [ (b— )01 (a+Db—)dx
a a
ve
1
1 1
5=- /st(d—(d—c)s)ds:r.
[0 (d—(d—c)s)dso °
0
olarak ifade edilir. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur. [

Sonug 5.28. Teorem 5.27 ifadesinin varsayimlar1 altinda, herhangi bir 3¢ € [a,b] ig¢in,
61 (>) = 01(a+ b — ») ve herhangi bir y € [c,d] i¢in 6,(y) = 62(c +d —y) esitlikleri
tanimlansin. Bu durumda

at+b c+d
b
(53)

b d
11 c+d 1 a+b
O—-|—UR) | D 0 d —(R) [ @ 6(y)d
25 | ) [@ (5% ) ottt gam) [ @ “50 ) esjay

5 1
T 0304

b d
(R) [ [ @(2.)81()02(3)dyd

2

I

b
@LS(IR) / [®(5¢,¢) + P(52,d)] 61 (5)d >

d
n ®i4(1R)/[cI>(a,y)+<1>(b,y)] 62(y)dy

5 P(a,c) +P(a,d)+P(b,c) +P(b,d)
- 4

esitsizlikleri bulunur.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde reel degerli fonksiyonlarda yapilan bazi calismalar1 genellestirecek yeni
esitsizlikler elde edildi. Girig kisminda verilen tezin amact olan aralik degerli fonksiyonlar
icin genellestirilmis Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler elde edildi. Tezde diisiiniilen

amaca uygun adimlar atilmis ve istenilen esitsizlikler ispat edildi.

Genellestirilmis kesirli integral operatorleri ile elde edilen Hermite—Hadamard tipli
esitsizlikler, Sarikaya ve ark. [40] tarafindan reel degerli tek degiskenli fonksiyonlar i¢in
tanimlanmigtir. Bu tezde, tek degiskenli aralik degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmig
kesirli integral tanimlariverildi.  Aralik degerli tek degiskenli fonksiyonlar icin
genellestirilmis kesirli integral operatorleri ile Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler elde

edilebilir mi sorusu yanitlanmis ve bu problem ¢oziilmiistiir.

Tek degiskenli reel degerli fonksiyonlar icin Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren
Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler, Sarikaya ve ark. [43] tarafindan elde edilmistir. Iki
degiskenli reel degerli fonksiyonlar i¢cin Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren
Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler ise Sarikaya [42] tarafindan sunulmustur. Tek
degiskenli aralik degerli fonksiyonlar icin Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler Budak
ve ark. [5] tarafindan elde edilmistir. Bu tezde, iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar
icin Riemann-Liouville kesirli integral tanimlar1 verildi. Aralik deg8erli iki deg8iskenli
fonksiyonlar i¢in Riemann-Liouville kesirli integralleri iceren Hermite—Hadamard tipli

esitsizlikler elde edilebilir mi sorusu cevaplanmis ve yeni esitsizlikler ortaya konulmustur.

Sarikaya ve Ertugrul [41], reel degerli tek degiskenli fonksiyonlar icin Sarikaya kesirli
integralini tanimlamig ve bu integral yardimiyla Hermite—Hadamard tipli esitsizlikleri
ispatlamistir. iki degiskenli reel degerli fonksiyonlar i¢in Sarikaya kesirli integralleri ve bu
integral yardimiyla elde edilen Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler ise Turkay ve ark. [38]
tarafindan sunulmustur. Aralik degerli tek degiskenli fonksiyonlar i¢cin Hermite—Hadamard

tipli esitsizlikler Zhao ve ark. [47] tarafindan ortaya konulmustur. Bu tezde, iki degiskenli
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aralik degerli fonksiyonlar i¢in Sarikaya kesirli integral operatorleri verildi. Aralik degerli
iki deg8iskenli fonksiyonlar icin Sarikaya kesirli integral operatorleri ile Hermite—Hadamard
tipli esitsizlikler elde edilebilir mi sorusuna yanit aranmis ve bu baglamda yeni sonuglar

ortaya konulmustur.

Fonksiyona gore kesirli integral operatorlerini kullanarak Jleli ve Samet [19], tek degiskenli
reel degerli fonksiyonlar icin Hermite—Hadamard tipli esitsizlikleri elde etmistir. iki
degiskenli fonksiyonlar i¢cin Budak ve Agarwal [4] bu esitsizlikleri sunmustur. Aralik
degerli iki degiskenli fonksiyonlar i¢in fonksiyona gore kesirli integrallerini igeren
Hermite—Hadamard tipli esitsizlikler Tung [44] tarafindan elde edilmistir. Bu tezde iki
degiskenli aralik degerli fonksiyonlar i¢in fonksiyona gore kesirli integral operatorleri
verildi. Verilen bu operatorler kullanilarak aralik degerli iki de8iskenli fonksiyonlar
icin fonksiyona gore kesirli integral operatorleri kullanilarak Hermite—Hadamard tipli
esitsizlikler elde edilmis ve bu baglamda literatiirde eksik kalan bir soru yamtlanmistir.
Ayrica iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlar i¢cin Hadamard kesirli integral ve
Katugompola kesirli integral operatorleri de tanitildi. Tanimlanan bu operatorler ile ilgili

yeni sonuclar elde edildi.

Tek degiskenli aralik degerli fonksiyonlarin ¢arpimin iceren Hermite—Hadamard tipli
esitsizlikler Zhao ve ark. [48] tarafindan elde edilmistir. Bu tezde bunun agirlikli versiyonu
yapilabilir mi sorusu cevaplanmisg ve bu baglamda yeni sonuglar ortaya konulmustur.
Ayrica, iki degiskenli aralik degerli fonksiyonlarin ¢carpimini iceren Hermite—Hadamard
tipli esitsizlikler Zhao ve ark. [50] tarafindan sunulmustur. Bu tezde, bunun agirlikli

versiyonu elde edilebilir mi sorusuna yanit aranmig ve bu problem ¢oziilmiistiir.

Wu [45], agirlikli Jensen esitsizligi kullanarak reel degerli tek degiskenli ve iki degiskenli
fonksiyonlar icin Hermite—Hadamard tipli esitsizlikleri ortaya koymustur. Bu tezde, aralik
degerli tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar icin ayni esitsizliklerin elde edilip

edilemeyecegi sorusu incelenmis ve bu problem ¢oziilmiistiir.

Sonug olarak, bu tezde ortaya konulan esitsizliklerden hareketle, okuyuculara iki degiskenli
reel degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli integrallerle Hermite—-Hadamard tipli
esitsizligin elde edilebilecegi ongoriilmektedir. Bu esitsizlikten sonra, "Iki degiskenli

aralik degerli fonksiyonlar i¢in genellestirilmis kesirli integrallerle Hermite—Hadamard
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tipli esitsizlik elde edilebilir mi?" sorusu yeni bir problem olarak onerilmektedir. Ayrica,
aralik degerli fonksiyonlar icin elde edilen esitsizliklerin geometrik yorumlar: da yeni
bir ¢caligma alani olarak belirlenebilir. Bu tezde elde edilen aralik degerli fonksiyonlar
icin agirlikli Jensen Esitsizligi kullanilarak yeni esitsizlikler elde edilebilir ve bu alandaki
calismalar genisletilebilir. Gelecekte, ilgili okuyucular, konveksligin farkli tiirlerini aralik
degerli fonksiyonlar icin uygulayarak yeni esitsizlikler elde edebilirler. Ayn1 zamanda,
kesirli analizde bulunan yaklagimlar kullanilarak aralik degerli fonksiyonlar i¢in yeni
operatorler tanimlanabilir ve bu operatorlerle literatiirde olmayan yeni esitsizlikler elde
edilebilir. Son olarak, giiniimiizde olduk¢a ragbet goren quantum analizi ile aralik degerli
fonksiyonlar icin ¢alisilabilecek yeni alanlar ortaya c¢ikabilir ve bu tezde elde edilen
esitsizlikler quantum analizi yardimiyla yeni esitsizliklere ve calisma alanlarina katki

saglayabilir.

141



7. KAYNAKLAR

[1] J. P. Aubin ve A. Cellina, Differential Inclusions, New York, ABD: Springer, 1984.

[2] E. F. Beckenbach ve R. Bellman, Inequalities, Berlin, Almanya: Springer-Verlag,
1961.

[3] H. Budak ve M. Z. Sarikaya, “Hermite-Hadamard type inequalities for products of
two co-ordinated convex mappings via fractional integrals,” International Journal of
Applied Mathematics and Statistics, c. 58, say1 4, ss. 11-30, 2019.

[4] H. Budak ve P. Agarwal, “On Hermite-Hadamard-Type Inequalities for Coordinated
Convex Mappings Utilizing Generalized Fractional Integrals,” International
Workshop on Advanced Theory and Applications of Fractional Calculus, Springer, ss.
227-249, 2018.

[5] H. Budak, T. Tun¢ ve M. Z. Sarikaya, “Fractional Hermite-Hadamard-type
inequalities for interval-valued functions,” Proceedings of the American Mathematical
Society, c. 148, say1 2, ss. 705-718, 2020.

[6] M. Balci, Matematik Analiz, 7. Baski, Istanbul, Tiirkiye: Siirat Universite Yayinlari,
2012.

[7] Y. Chalco-Cano, A. Flores-Franulic ve H. Roman-Flores, “Ostrowski type inequalities
for interval-valued functions using generalized Hukuhara derivative,” Comput. Appl.
Math., c. 31, say1 1, ss. 457-472, 2012.

[8] Y. Chalco-Cano, W. A. Lodwick ve W. Condori-Equice, “Ostrowski type inequalities
and applications in numerical integration for interval-valued functions,” Soft Comput.,
c. 19, ss. 3293-3300, 2015.

[9] A. Dinghas, “Zum Minkowskischen Integralbegriff abgeschlossener Mengen,” Math.
Z.,c. 66, say1 1, ss. 173-188, 1956.

[10] A. Dénmez, Reel Analiz, 2. Baski, Ankara, Tiirkiye: Seckin Yayincilik, 2001.

[11] S.S. Dragomir ve R. P. Agarwal, “Two inequalities for differentiable mappings and
applications to special means of real numbers and to trapezoidal formula,” Appl.
Math. Lett., c. 11, say1 5, ss. 91-95, 1998.

[12] S. S. Dragomir ve C. E. M. Pearce, “Selected Topics on Hermite-Hadamard
Inequalities and Applications,” RGMIA Monographs, Victoria University, 2000.

[13] S. S. Dragomir, “On the Hadamard’s inequality for convex functions on the
co-ordinates in a rectangle from the plane,” Taiwanese Journal of Mathematics,
ss. 775-788, 2001.

[14] L. Fejér, “Uber die Fourierreihen, II. Math. Naturwiss.,” Anz Ungar. Akad. Wiss., c.
24, say1 1, ss. 369-390, 1906.

[15] A. Flores-Franulic, Y. Chalco-Cano ve H. Roman-Flores, “An Ostrowski type
inequality for interval-valued functions,” IFSA World Congress and NAFIPS Annual
Meeting IEEE, c. 35, ss. 1459-1462, 2013.

142



[16] G.H. Hardy, J. E. Littlewood ve G. Pélya, Inequalities, 2. Baski, Cambridge, Ingiltere:
Cambridge University Press, 1942.

[17] J. Hadamard, “Etude sur les propriétés des fonctions entiéres et en particulier d’une
fonction considérée par Riemann,” Journal de mathématiques pures et appliquées, ss.

171-216, 1893.

[18] I. Iscan, “Hermite-Hadamard-Fejer type inequalities for convex functions via
fractional integrals,” Studia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica, c. 60, say1
3, ss. 355-366, 2015.

[19] M. Jleli ve B. Samet, “On Hermite-Hadamard type inequalities via fractional integrals
of a function with respect to another function,” J. Nonlinear Sci. Appl., c. 9, say1 3,
ss. 1252-1260, 2016.

[20] P. Kannapan, Functional Equations and Inequalities with Applications, Almanya:
Springer, 2009.

[21] U. N. Katugampola, “New approach to a generalized fractional integral,” Applied
Mathematics and Computation, c. 218, say1 3, ss. 860-865, 2011.

[22] U. S. Kirmaci, “Inequalities for differentiable mappings and applications to special
means of real numbers and to midpoint formula,” Appl. Math. Comp., c. 147, ss.
137-146, 2004.

[23] A. A.Kilbas, H. M. Srivastava ve J. J. Trujillo, Theory and Applications of Fractional
Differential Equations, Elsevier, c. 204, 2006.

[24] V. Lupulescu, “Fractional calculus for interval-valued functions,” Fuzzy Sets and
Systems, c. 265, ss. 63-85, 2015.

[25] X. Liu, G. Ye, D. Zhao ve W. Liu, “Fractional Hermite-Hadamard type inequalities
for interval-valued functions,” Journal of Inequalities and Applications, c. 2019, say1

1,ss. 1-11, 2019.

[26] D. S. Mitrinovié, Analytic Inequalities, Berlin, Almanya / New York, ABD:
Springer-Verlag, 1970.

[27] D. S. Mitrinovié, J. E. Pecari¢ ve A. M. Fink, Classical and New Inequalities in
Analysis, c. 740, Birlesik Krallik: Kluwer Academic Publishers, 1993.

[28] D. S. Mitrinovi¢ ve I. B. Lackovi¢, “Hermite and convexity,” Aequationes
mathematicae, c. 28, say1 1, ss. 229-232, 1985.

[29] S. Markov, “On the algebraic properties of convex bodies and some applications,”
Journal of Convex Analysis, c. 7, say1 1, ss. 129-166, 2000.

[30] R. E. Moore, Interval Analysis, Englewood Cliffs, NJ, ABD: Prentice-Hall, Inc.,
1966.

[31] R. E. Moore, R. B. Kearfott ve M. J. Cloud, Introduction to Interval Analysis, c. 110,
ABD: SIAM, 2009.

143



[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

B. Piatek, On the Riemann Integral of Set-Valued Functions, Polonya: Zeszyty
Naukowe. Matematyka Stosowana, Politechnika Slaska, 2012.

B. Piatek, “On the Sincov Functional Equation,” Demonstratio Mathematica, c. 38,
say1 4, ss. 875-882, 2005.

J. E. Pecari¢, F. Proschan ve Y. L. Tong, Convex Functions, Partial Orderings and
Statistical Applications, Boston, ABD: Academic Press, 1992.

B. G. Pachpatte, Mathematical Inequalities, Amsterdam, Holland: Elsevier. Science,
c. 67, ss. 11-45, 2005.

H. Roman-Flores, Y. Chalco-Cano ve W. A. Lodwick, “Some integral inequalities for
interval-valued functions,” Comput. Appl. Math., c. 37, ss. 1306-1318, 2018.

E. Sadowska, “Hadamard inequality and a refinement of Jensen inequality for
set-valued functions,” Results in Mathematics, c. 32, ss. 332-337, 1997.

M. E. Turkay, M. Z. Sarikaya, H. Budak ve H. Yildirim, “Some Hermite-Hadamard
type inequalities for co-ordinated convex functions via generalized fractional
integrals,” Journal of Applied Mathematics and Computing with applications, 2(1),
2021, 1-21.

S. G. Samko, A. A. Kilbas' ve O. 1. Marichev, Fractional Integrals and Derivatives,
cilt 1, Yverdon-les-Bains, Isvi¢re: Gordon and Breach Science Publishers, 1993.

M. Z. Sarikaya, H. Budak ve F. Usta, “Some generalized integral inequalities via

fractional integrals,” Acta Mathematica Universitatis Comenianae, c. 89, say1 1, ss.
27-38, 2019.
M. Z. Sarikaya ve F. Ertugral, “On the generalized Hermite-Hadamard inequalities,”

Annals of the University of Craiova-Mathematics and Computer Science Series, C.
47, say1 1, ss. 193-213, 2020.

M. Z. Sarikaya, “On the Hermite-Hadamard-type inequalities for co-ordinated convex
function via fractional integrals,” Integral Transforms and Special Functions, c. 25,
say1 2, ss. 134-147, 2014.

M. Z. Sarikaya, E. Set, H. Yaldiz ve N. Basak, “Hermite-Hadamard’s inequalities for
fractional integrals and related fractional inequalities,” Mathematical and Computer
Modelling, c. 57, say1 9-10, ss. 2403-2407, 2013.

T. Tung, “Hermite-Hadamard type inequalities for interval-valued fractional integrals
with respect to another function,” Mathematica Slovaca, c. 72, say1 6, ss. 1501-1512,
2022.

S. Wu, “On the weighted generalization of the Hermite-Hadamard inequality and
its applications,” The Rocky Mountain Journal of Mathematics, c. 39, say1 5, ss.
1741-1749, 20009.

H. Yaldiz, “On Hermite-Hadamard type inequalities via Katugampola fractional
integrals,” TWMS Journal of Applied and Engineering Mathematics, c. 9, say1 4, ss.
773-785, 2019.

144



[47] D. Zhao, M. A. Ali, A. Kashuri, H. Budak ve M. Z. Sarikaya,
“Hermite-Hadamard-type inequalities for the interval-valued approximately
h-convex functions via generalized fractional integrals,” Journal of Inequalities and
Applications, c. 2020, say1 1, ss. 1-38, 2020.

[48] D. Zhao, T. An, G. Ye ve W. Liu, “New Jensen and Hermite-Hadamard type
inequalities for h-convex interval-valued functions,” Journal of Inequalities and
Applications, c. 2018, say1 302, 2018.

[49] D. Zhao, T. An, G. Ye ve W. Liu, “Chebyshev type inequalities for interval-valued
functions,” Fuzzy Sets and Systems, 2019.

[50] D. Zhao, M. A. Ali ve G. Murtaza, “On the Hermite-Hadamard inequalities for

interval-valued co-ordinated convex functions,” Adv. Differ. Equ., c. 2020 say1 1 ss.
1-14, 2020.

145



OZGECMIS

KISISEL BILGILER

Ad1 Soyadi : Hasan KARA

Yabanci Dili : Ingilizce

OGRENIM DURUMU

Derece Alan Okul/Universite Mezuniyet Yili

Doktora Matematik Diizce Universitesi 2024

Y. Lisans Matematik Diizce Universitesi 2018

Lisans Matematik Af)./on d chatep e 2015
Universitesi

TEZDEN CIKAN YAYINLAR

1. H. Budak, H. Kara ve F. Hezenci, “Generalized Hermite-Hadamard inclusions for a

generalized fractional integral,” Rocky Mountain Journal of Mathematics, c. 53, say1
2, ss. 383-395, 2023.

. H. Budak, H. Kara, M. A. Ali, S. Khan ve Y. Chu, “Fractional Hermite-Hadamard-type
inequalities for interval-valued co-ordinated convex functions,” Open Mathematics, c.
19, say1 1, ss. 1081-1097, 2021.

. M. J. Vivas-Cortez, H. Kara, H. Budak, M. A. Ali ve S. Chasreechai, “Generalized
fractional Hermite-Hadamard type inclusions for co-ordinated convex interval-valued
functions,” Open Mathematics, c. 20, say1 1, ss. 1887-1903, 2022.

. H. Kara, M. A. Ali ve H. Budak, “Hermite-Hadamard-type inequalities for
interval-valued coordinated convex functions involving generalized fractional
integrals,” Mathematical Methods in the Applied Sciences, c. 44, say1 1, ss. 104-123,
2021.

. H. Budak, H. Kara ve S. Erden, “On Fejér type inclusions for products of
interval-valued convex functions,” Filomat, c. 35, say1 14, ss. 4937-4955, 2021.

. H. Budak ve H. Kara, “On the weighted generalization of Hermite-Hadamard type
Inclusions for interval-valued convex functions,” Filomat, c. 36, say1 14, ss. 4779-4791,
2022.



7.

H. Kara, H. Budak, M. A. Ali, M. Z. Sarikaya ve Y. Chu, “Weighted
Hermite-Hadamard type inclusions for products of co-ordinated convex interval-valued
functions,” Advances in Difference Equations, c. 2021, say1 1, ss. 1-16, 2021.

DIGER YAYINLAR
A. SCI ve SCI-Exp Kapsamindaki Dergilerinde Yayimlanan Makaleler

1.

10.

H. Kara, H. Budak ve M. Eyiip Kiris, "On Fejer type inequalities for co-ordinated
hyperbolic p-convex functions", AIMS Mathematics, c. 5, say1 5, ss. 4681-4701, 2020.

H. Budak, H. Kara, M. Zeki Sarikaya ve M. Eyiip Kiris, "New Extensions of the
Hermite-Hadamard Inequalities involving Riemann-Liouville fractional integrals",
Miskolc Mathematical Notes, c. 21, say1 2, ss. 665-678, 2020.

. X. You, H. Kara, H. Budak ve H. Kalsoom, "Quantum Inequalities of

Hermite-Hadamard Type for r-Convex Functions", Journal of Mathematics, c. 2021,
say1 1, 2021.

H. Budak, F. Hezenci ve H. Kara, "On parameterized inequalities of Ostrowski and
Simpson type for convex functions via generalized fractional integrals", Mathematical
Methods in the Applied Sciences, c. 44, say1 17, ss. 12522-12536, 2021.

. H. Budak, S. Kilin¢g Yildirrm, H. Kara ve H. Yildirirm, "On new generalized

inequalities with some parameters for co-ordinated convex functions via generalized
fractional integrals", Mathematical Methods in the Applied Sciences, c. 44, say1 17, ss.
13069-13098, 2021.

H. Budak, F. Hezenci ve H. Kara, "On generalized Ostrowski, Simpson and
Trapezoidal type inequalities for co-ordinated convex functions via generalized
fractional integrals", Advances in Difference Equations, c. 2021, say1 1, ss. 1-32,
2021.

. H. Kalsoom, H. Budak, H. Kara ve M. A. Ali, "Some new parameterized inequalities

for co-ordinated convex functions involving generalized fractional integrals", Open
Mathematics, c. 19, say1 1, ss. 1153-1186, 2021.

. H. Kara, H. Budak, N. Alp, H. Kalsoom, M. Zeki Sarikaya, "On new generalized

quantum integrals and related Hermite—Hadamard inequalities", Journal of Inequalities
and Applications, c. 2021, say1 1, ss. 1-15, 2021.

. F. Hezenci, H. Budak, H. Kara, "New version of Fractional Simpson type inequalities

for twice differentiable functions", Advances in Difference Equations, c. 2021, say1 1,
ss. 1-10, 2021.

M. A. Ali, H. Kara, J. Tariboon, S. Asawasamrit, H. Budak, F. Hezenci, "Some New
Simpson’s-Formula-Type Inequalities for Twice-Differentiable Convex Functions via
Generalized Fractional Operators", Symmetry-Basel, c. 13, say1 12, ss. 2249, 2021.



11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

T. Sitthiwirattham, H. Budak, H. Kara, M. A. Ali, J. Reunsumrit, "On Some New
Fractional Ostrowski-and Trapezoid-Type Inequalities for Functions of Bounded
Variations with Two Variables", Symmetry-Basel, c. 13, say1 9, ss. 1724, 2021.

H. Kara, M. A. Ali, H. Budak, "Hermite-Hadamard-Mercer type inclusions for
interval-valued functions via Riemann-Liouville fractional integrals", Turkish Journal
of Mathematics, c. 46, say1 6, ss. 2193-2207, 2022.

H. Kara, M. A. Ali, H. Budak, "On quantum Hermite-Hadamard inequalities for
differentiable convex functions", Filomat, c. 36, say1 5, ss. 1477-1486, 2022.

P. Kosem, H. Kara, H. Budak, M. A. Ali, K. Nonlaopon, "On Fractional Newton
Inequalities via Coordinated Convex Functions", Symmetry-Basel, c. 14, say1 8, ss.
1526, 2022.

X. You, M. A. Ali, H. Budak, H. Kara, D. Zhao, "Some parameterized Simpson’s
type inequalities for differentiable convex functions involving generalized fractional
integrals", Advances in Continuous and Discrete Models, c. 2022, say1 1, ss. 1-22,
2022.

X. You, F. Hezenci, H. Budak, H. Kara, "New Simpson type inequalities for twice
differentiable functions via generalized fractional integrals", AIMS Mathematics, c. 7,
say1 3, ss. 3959-3971, 2022.

H. Kara, H. Budak, F. Hezenci, "New extensions of the parameterized inequalities
based on Riemann-Liouville fractional integrals", Mathematics, c. 2022, say1 10(18),
ss. 3374, 2022; https://doi.org/10.3390/math10183374.

B. Bin Mohsin, M. Z. Javed, M. U. Awan, H. Budak, H. Kara, M. A. Noor, "Conticrete
quantum integral inequalities in the setting of majorization theory and applications",
Symmetry-Basel, c. 14, say1 9, ss. 1925, 2022.

H. Budak, P. Kosem, H. Kara, "On new Milne-type inequalities for fractional
integrals", Journal of Inequalities and Applications, c. 2023, say1 10, ss. 1-16, 2023.

H. Kara, H. Budak, M. A. Ali, "On inequalities of Simpson type for co-ordinated
convex functions via generalized fractional integrals", Filomat, c. 37, say1 8, ss.
2605-2631, 2023.

H. Budak, H. Kara, F. Hezenci, M. Z. Sarikaya, "New parameterized inequalities for
twice differentiable functions", Filomat, c. 37, say1 12, ss. 3737-3753, 2023.

F. Hezenci, H. Budak, H. Kara, M. Z. Sarikaya, "Generalized fractional midpoint type
inequalities for co-ordinated convex functions", Filomat, c. 37, say1 13, ss. 4103-4124,
2023.

H. Kara, H. Budak, F. Hezenci, "On extensions of Hermite-Hadamard type inclusions
for interval-valued convex functions", Filomat, c. 37, say1 18, ss. 5873-5882, 2023.

F. Hezenci, H. Kara, H. Budak, "Conformable Fractional Versions of
Hermite-Hadamard-Type Inequalities for Twice-Differentiable Functions", Boundary
Value Problems, c. 2023, say1 1, ss. 1-16, 2023.



25. F. Hezenci, H. Budak, H. Kara, "A study on conformable fractional version of
Bullen-type inequalities", Turkish Journal of Mathematics, c. 47, say14, ss. 1306-1317,
2023.

26. M. Bohner, H. Budak, H. Kara, "Post-quantum Hermite—Jensen—Mercer inequalities”,
Rocky Mountain Journal of Mathematics, c. 53, say1 1, ss. 17-26, 2023.

27. H. Kara, H. Budak, S. Etemad, S. Rezapour, H. Ahmad, M. K. A. Kaabar, "A Study
on the New Class of Inequalities of Midpoint-Type and Trapezoidal-Type Based on
Twice Differentiable Functions with Conformable Operators", Journal of Function
Spaces, c. 2023, Article ID 4624604, 2023.

28. H. Kara, H. Budak, A. Ocak Akdemir, "Some new parameterized inequalities based
on Riemann-Liouville fractional integrals", Filomat, c. 37, say1 23, ss. 7867—7880,
2023.

29. H. Budak, F. Hezenci, H. Kara, M. Z. Sarikaya, "Bounds for the Error in
Approximating a Fractional Integral by Simpson’s Rule", Mathematics, c. 11, say1 10,
ss. 2282, 2023.

30. H. Budak, H. Kara, "On quantum Hermite-Jensen-Mercer Inequalities", Miskolc
Mathematical Notes, c. 24, say1 3, ss. 1247-1257, 2023.

31. F. Hezenci, H. Budak, H. Kara, U. Bas, "Novel results of Milne-type inequalities
involving tempered fractional integrals", Boundary Value Problems, c. 2024, say1 12,
ss. 2024:12, 2024.

32. H. Kara, H. Budak, "On Hermite-Hadamard type inequalities for newly defined
generalized quantum integrals", Ricerche di Matematica, c. 73, say1 2, ss. 1145-1166,
2024.

33. H. Budak, H. Kara, T. Tunc, F. Hezenci, S. Khan, "On new trapezoid and midpoint
type inequalities for generalized quantum integrals", Filomat, c. 38, say1 7, ss.
2323-2341, 2024.

34. H. Budak, F. Hezenci, T. Tunc, H. Kara, "On New Versions of
Hermite-Hadamard-Type Inequalities Based on Tempered Fractional Integrals",
Filomat, c. 38, say1 7, ss. 2361-2379, 2024.

B. ESCI Kapsamindaki Dergilerinde Yayimlanan Makaleler

1. M. E. Kiris ve H. Kara, "On some new inequalities for s-convex functions", TWMS
Journal of Applied and Engineering Mathematics, c. 9, say1 1, ss. 101-113, 2019.

2. H. Budak, H. Kara, M. E. Kiris, "On Hermite-Hadamard type inequalities for
co-ordinated trigonometrically p-convex functions", Tbilisi Mathematical Journal, c.
13, say1 2, ss. 1-26, 2020.



10.

11.

12.

13.

H. Budak, H. Kara, M. A. Ali ve M. E. Kiris, "On some inequalities related to
fractional Hermite-Hadamard type for differentiable convex functions", Annals of the
University of Craiova - Mathematics and Computer Science Series, c. 48, say1 2, ss.
222-233,2021.

H. Budak, H. Kara, R. Kaucu, "New midpoint type inequalities for generalized
fractional integral", Computational Methods for Differential Equations, c. 10, say1 1,
ss. 93-108, 2022.

. H. Kara, H. Budak, M. A. Ali, F. Hezenci, "On inequalities of Simpson’s type for

convex functions via generalized fractional integrals", Communications Faculty of
Sciences University of Ankara Series Al: Mathematics and Statistics, c. 71, say1 3, ss.
806-825, 2022.

H. Budak, M. Yavuz, H. Kara, "On some new generalized fractional inequalities for
twice differentiable functions", Arabian Journal of Mathematics, c. 11, say1 3, ss.
507-519, 2022.

. H. Kara, H. Budak, M. E. Kiris, "On Hermite-Hadamard-Fejér type inequalities

for co-ordinated trigonometrically p-convex functions", Asian European Journal of
Mathematics, c. 16, say1 3, art. 2350043, 2023.

H. Kara, S. Erden, H. Budak, "Hermite-Hadamard, Trapezoid, and Midpoint type
inequalities involving generalized fractional integrals for convex functions", Sahand
Communications in Mathematical Analysis, c. 20, say1 2, ss. 85-107, 2023.

. F. Hezenci, H. Kara, H. Budak, "Perturbed Fractional Newton type Inequalities via

Twice Differentiable Functions", Honam Mathematical Journal, c. 45, say1 2, ss.
285-299, 2023.

H. Budak, H. Kara, F. Hezenci, "Fractional Simpson type inequalities for twice
differentiable functions", Sahand Communications in Mathematical Analysis, c. 20,
say1 3, ss. 97-108, 2023.

H. Kara, H. Budak, M. A. Ali, "On new generalization of Fejer type inequalities for
double integrals", International Journal of Nonlinear Analysis and Applications, c. 14,
say1 1, ss. 375-391, 2023.

S. Kiling Yildirnm, H. Kara, H. Budak, H. Yildirim, "On new generalized
fractional midpoint type inequalities for co-ordinated convex and co-ordinated concave

functions", Facta Universitatis Series Mathematics and Informatics, c. 38, say1 2, ss.
407-428, 2023.

F. Hezenci, H. Kara, H. Budak, "Inequalities of Simpson-type for twice-differentiable
convex functions via conformable fractional integrals", International Journal of
Nonlinear Analysis and Applications, c. 15, say1 3, ss. 1-10, 2024.



C. Diger Uluslararas1 Hakemli Dergilerinde Yayimlanan Makaleler

1. G. Bayrak, M. E. Kiris, H. Kara ve H. Budak, "On new weighted Ostrowski type
inequalities for co-ordinated s-convex functions", Turkish Journal of Inequalities, c. 5,
say1 1, ss. 76-92, 2021.

2. H. D. Desta, H. Budak, H. Kara, "New perspectives on fractional Milne-Type
inequalities: Insights from twice-differentiable functions", Universal Journal of
Mathematics and Applications, c. 7, say1 1, ss. 30-37, 2024.

D. Uluslararasi Bilimsel Toplantilarda Sunulan Tam Metin Bildiri Kitabinda Basilan
Bildiriler

1. H. Kara ve M. E. Kiris, "On Some New Inequalities for s-convex Functions", 1st
International Conference on Mathematical and Related Sciences ICMRS 2018), April
30-May 4, 2018, Antalya, Turkey.

2. H. Kara, H. Budak ve M. E. Kiris, "On Fejer type inequalities for co-ordinated
trigonometrically p-convex functions", 2nd International Conference on Mathematical
and Related Sciences (ICMRS 2019), April 27-30, 2019, Antalya, Turkey, ss. 75-83.

3. H. Kara, H. Budak, M. A. Ali, M. Z. Sarikaya, "On Hermite-Hadamard type
inequalities for co-ordinated trigonometrically p-convex functions", 3rd International
Conference on Mathematical and Related Sciences (ICMRS 2020), 2020, Antalya,
Turkey.

4. H. Kara, H. Budak, F. Hezenci, M. Z. Sarikaya, "New generalizations of inequalities
of midpoint type for co-ordinated convex functions via generalized fractional integrals",
8th International Conference on Recent Advances in Pure and Applied Mathematics
(ICRAPAM 2021), September 24-27, 2021, Bodrum/Mugla, Turkey, ss. 137-152.

5. F. Hezenci, H. Kara, H. Budak, M. Z. Sarikaya, "On New Generalization of
Hermite-Hadamard Type Inequalities for Fractional Integrals", 8th International
Conference on Recent Advances in Pure and Applied Mathematics (ICRAPAM 2021),
September 24-27, 2021, Bodrum/Mugla, Turkey, ss. 98-108.

6. H. Budak, H. Kara, F. Hezenci, "New Weighted Generalizations of
Hermite-Hadamard Inequalities for Co-ordinated Convex Functions", 8th International
Conference on Recent Advances in Pure and Applied Mathematics (ICRAPAM 2021),
September 24-27, 2021, Bodrum/Mugla, Turkey, ss. 153-160.

7. FE. Hezenci, H. Budak, H. Kara, "On Midpoint type inequalities for co-ordinated
convex functions via generalized fractional integrals", 7th International IFS and
Contemporary Mathematics Conference (IFSCOM 2021), May 25-29, 2021, Mersin
University, Turkey.



10.

11.

12.

. H. Kara, H. Budak, F. Hezenci, "On new inequalities of Hermite-Hadamard type for

fractional integrals", 7th International IFS and Contemporary Mathematics Conference
(IFSCOM 2021), May 25-29, 2021, Mersin University, Turkey.

H. Kara, F. Hezenci, H. Budak, M. K. Yildiz, "On New Versions of Bullen-type
inequalities based on conformable fractional integrals", Sth International Conference
on Mathematical and Related Sciences (ICMRS 2022), October 27-30, 2022, Antalya,
Turkey, ss. 11-22.

M. E. Kiris, G. Bayrak, H. Budak, H. Kara, "Conformable fractional trapezoid type
inequalities via s-convex functions"”, 5th International Conference on Mathematical
and Related Sciences (ICMRS 2022), October 27-30, 2022, Antalya, Turkey, ss. 34-42.

G. Bayrak, M. E. Kiris, M. K. Yildiz, H. Budak, H. Kara, "Midpoint type inequalities
based on conformable fractional integrals for s-convex mappings", 5th International
Conference on Mathematical and Related Sciences (ICMRS 2022), October 27-30,
2022, Antalya, Turkey, ss. 43-53.

H. Budak, H. Kara, M. Z. Sarikaya, "Refinements of Hermite-Hadamard inequalities
for conformable fractional integrals", 5th International Conference on Mathematical
and Related Sciences (ICMRS 2022), October 27-30, 2022, Antalya, Turkey, ss. 54-62.

E. Uluslararas: Bilimsel Toplantilarda Sunulan Ozet Bildiri Kitabinda Basilan
Bildiriler

1.

H. Kara, H. Budak ve M. E. Kirig, "On Hermite-Hadamard type inequalities for
co-ordinated trigonometrically p-convex functions", 2nd International Conference
on Mathematical and Related Sciences (ICMRS 2019), April 27-30, 2019, Antalya,
Turkey.

H. Kara ve H. Budak, "Generalized Hermite-Hadamard-Fejer Type Inclusions for
Interval-Valued Convex Functions", Sth International Conference on Mathematical
Sciences (ICMS 2021), June 23-27, 2021, Maltepe University, Turkey, ss. 165-172.

. H. Kara, H. Budak, F. Hezenci, "Some new refinements of Hermite-Hadamard type

inclusions for interval-valued convex functions", 4th International Conference on
Life and Engineering Sciences (ICOLES 2021), September 23-25, 2021, Fenerbahce
University, Istanbul, Turkey.

H. Kara, H. Budak, F. Hezenci, "A new refinements of Hermite-Hadamard inclusion
based on interval-valued convex mappings", 2nd International Conference on
Orthogonal Polynomials, Special Functions and Computer Algebra: Applications
in Engineering (OPSFCA-2022), October 15-16, 2022, Anand-ICE, Jaipur, India.

. H. Kara, H. Budak, F. Hezenci, "Generalizations in conformable fractional integral

inequalities with parameters"”, 34th International Workshop on Operator Theory and
its Applications (IWOTA-2023), July 31 - August 4, 2023, University of Helsinki,
Finland.



	ŞEKİL LİSTESİ
	SİMGELER
	ÖZET
	ABSTRACT
	EXTENDED ABSTRACT
	GİRİŞ
	GENEL BİLGİLER
	REEL DEĞERLİ FONKSİYONLAR
	Reel Değerli Fonksiyonlar İçin Temel Kavramlar
	Reel Değerli Fonksiyonlar İçin Kesirli İntegraller
	Reel Değerli Fonsiyonlar İçin Bazı Teoremler

	ARALIK DEĞERLİ FONKSİYONLAR
	Aralık Analizi
	Aralık Değerli Fonksiyonların İntegrali
	Aralık Değerli Fonksiyonlar İçin Kesirli İntegraller
	Aralık Değerli Fonksiyonlar İçin Bazı Tanım Ve Teoremler


	TEK DEĞİŞKENLİ ARALIK DEĞERLİ FONKSİYONLAR İÇİN GENELLEŞTİRİLMİŞ KESİRLİ İNTEGRALLER İÇEREN HERMİTE–HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ
	İKİ DEĞİŞKENLİ ARALIK DEĞERLİ FONKSİYONLAR İÇİN EŞİTSİZLİKLER
	RIEMANN-LIOUVILLE KESİRLİ İNTEGRALLERİNİ İÇEREN HERMİTE–HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ
	SARIKAYA KESİRLİ İNTEGRALLERİNİ İÇEREN HERMİTE–HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ
	FONKSİYONA GÖRE KESİRLİ İNTEGRALLER İÇEREN HERMİTE–HADAMARD EŞİTSİZLİKLERİ

	ARALIK DEĞERLİ FONKSİYONLAR İÇİN AĞIRLIKLI EŞİTSİZLİKLER
	TEK DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLARIN ÇARPIMI İÇİN FEJER EŞİTSİZLİKLERİ
	AĞIRLIKLI JENSEN EŞİTSİZLİĞİKULLANILARAK ELDE EDİLEN TEK DEĞİŞKENLİ FEJER EŞİTSİZLİKLERİ
	İKİ DEĞİŞKENLİ FONKSİYONLARIN ÇARPIMI İÇİN FEJER EŞİTSİZLİKLERİ
	AĞIRLIKLI JENSEN EŞİTSİZLİĞİ KULLANILARAK ELDE EDİLEN İKİ DEĞİŞKENLİ FEJER EŞİTSİZLİKLERİ

	SONUÇLAR VE ÖNERİLER
	KAYNAKLAR
	ÖZGEÇMİŞ

