20 XVOO

Mewsale|\ - 1Z3], suesry yasynx

NILAD VINVA

TURKIYE CUMHURIYETI
GAZIANTEP UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ARF SAYISAL YARIGRUBUNUN YAPISTIRMASININ

RF-MATRISLERI iLE INCELENMESI

MATEMATIK
YUKSEK LiSANS TEZi

DAMLA CETIN
OCAK 2024



ARF SAYISAL YARIGRUBUNUN YAPISTIRMASININ

RF-MATRISLERI iLE INCELENMESI

Gaziantep Universitesi
Matematik

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman

Dog. Dr. Belgin OZER

Damla CETIN
Ocak 2024



©2024[Gaziantep Universitesi]



ARF SAYISAL YARIGRUBUNUN YAPISTIRMASININ
RF-MATRISLERI iLE iINCELENMESI

baslikli bu c¢alisma, Damla CETIN tarafindan hazirlanmis ve yapilan savunma
savi sonucunda basarili bulunarak jiirimiz tarafindan Gaziantep Universitesi

Matematik Boliim’iinde Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Cigdem AYKAC
Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiiri

Prof. Dr. Memet SAHIN
Matematik Boliim Baskani

Dog. Dr. Belgin OZER
Danisman, Matematik
Gaziantep Universitesi

Siav Tarihi: 05 Ocak 2024
Jiiri Uyeleri:
Dog. Dr. Belgin OZER

Gaziantep Universitesi

Dog. Dr. Vakkas ULUCAY
Kilis 7 Aralik Universitesi

Dr. Ogr. Uyesi Sultan ERDUR
Gaziantep Universitesi



flgili tezin akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigim ve kullamilan
tiim literatiir bilgilerinin referans gosterilmek suretiyle tezde yer aldigin1 beyan

ederim.

Damla CETIN



ABSTRACT

INVESTIGATION OF THE GLUING OF THE ARF NUMERICAL
SEMIGROUP WITH RF-MATRICES

CETIN, Damla
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Belgin OZER
January 2024
49 pages

In this study, the concept of gluing of numerical semigroups is specialized and the
gluing of Arf numerical semigroups is investigated. The structures of numerical
semigroups formed by gluing Arf numerical semigroups are analyzed and presented
via theorems. In addition, the RF-matrix of Arf numerical semigroups is calculated
and the RF-matrix of two glued Arf numerical semigroups is found. Finally,the
methods for finding the generator sets of the ideals obtained with RF-matrices are

given and the studies are supported with numerical examples.
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OZET

ARF SAYISAL YARIGRUBUNUN YAPISTIRMASININ RF-MATRISLERI
ILE INCELENMESI

CETIN, Damla
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damisman: Dog. Dr. Belgin OZER
Ocak 2024
49 sayfa

Bu calismada sayisal yarigruplarin yapistirilmasi kavrami 6zellestirilmistir ve Arf
sayisal yarigruplarin yapistirilmast olarak incelenmistir. Arf sayisal yarigruplarin
yapistirilmasi ile olusan sayisal yarigruplarin yapilar1 analiz edilerek teorem ve
ispatlar seklinde sunulmustur. Ayrica Arf sayisal yarigruplarinin RF-matrisleri
hesaplanarak yapistirilan iki Arf sayisal yarigrubun da RF-matrisi bulunmustur. Son
olarak RF-matrisleri ile elde edilen ideallerin iirete¢ kiimelerini bulmak igin

yontemler verilmis ve yapilan caligsmalar sayisal 6rneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Arf Sayisal Yarigrup, Yapistirma, RF-Matris, Ideal, RF-

Bagintilar.
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BOLUM |
GIRIS

N dogal sayilar kiimesi ve D € N olmak iizere, D kiimesi toplama islemine gore
kapali, 0 € D ve N\D (sayisal yarigrubun bosluklari) kiimesi sonlu elemana sahip ise
D kiimesine bir sayisal yarigrup denir. {n, n,, ..., n;} kiimesi D sayisal yarigrubunun
tirete¢ kiimesi (lirete¢c kiimesi kavrami temel tanimlar baglig1 altinda ayrintili olarak
verilmistir.) ise ebob(ny,n,,...,n,) = 1 olmalhdir. D sayisal yarigrubu asagidaki

gibi gosterilir.

P
D ={(ny,n,,...,ng) = {z a;n;:a; € N}

i=1
"(ny,ny,...,n;) =1 & N\D sonludur." [11]

Sayisal yarigruplarin yapistirilmasi kavramindan ilk olarak 1970 yilinda Herzog [2]
ve ardindan doktora tezinde Rosales bahsetmistir.[3]

Rosales 2001 yilinda doktora tezinde sayisal yarigruplarin yapistirilmasi kavramini
“bir sayisal yarigrubun tam kesisimli olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul o sayisal
yarigrubun iki tam kesisimli sayisal yarigrubun yapistirilmast olmasi gerekir.” Tezini
kanitlamak i¢in tanimlamisti. Doktora tezi 6ncesinde 1997 yilinda afin yarigruplarin
yapistirilmasi tizerine ¢alisilmis ve yapistirma tanimi affine yarigruplar igin
genellemistir.[4]. Ayrica J.C. Rosales, P.A.Garcia Scanchez 1995 yilinda [5] de
“tam kesisim sayisal yarigruplarinin karakterizasyonunu bir basit affine yarigruba

genellestirmek i¢in kullanmislardir.

Yapistirma kavrami ile ilgilenen matematikciler arasinda K.G. Fischer, W.maris, J.
Shapiro’ nunda oldugunu goriiyoruz. K.G. Fischer, W.maris, J. Shapiro yapistirmay1
[6]°da “bir affine yarigrubun tam kesisim affine RF- olmasi i¢in gerek ve yeter sart
bu affine yarigrubun ancak iki tam kesisim affine yarigrubun yapistirmasi olmasi ile

miimkiindiir.” tezini kanitlamak i¢cin kullanmiglardir.



RF-matrisler ise sayisal yarigruplarin sézde Frobenius kiimelerindeki elemanlar
kullanilarak ortaya c¢ikarilmis matrislerdir. RF-matrisler ile ilgili ¢aligmalar1 ilk

olarak Alessio Moscariello 2016 yilinda yapmustir.[7]

Daha sonra ise Kazufumi Eto On Row-Factorization Matrices makalesinde [8]

sayisal yarigruplarin yapistirilmasini RF matrisleri ile incelemistir.

Tiirkiye de ise Ayse Caliskan Balikesir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’nde
2020 yilinda yiiksek lisans tezinde [9] RF-matrisleri tizerine yaptigi calismalari

sunmustur.

Daha sonra Gaziantep Universitesi'nde Yilmaz Kog sayisal yarigruplarm RF-
matrisleri ile yapistirilmasin1 konu alan ¢alismalar yapmis ve bu ¢alismalarin1 2021
yilinda yiiksek lisans tezinde [10] sunmus, bdylece bu alanda ¢alismalar yapmak

isteyen Tiirk arastirmacilara 1s1k olmustur.

Bu tez calismasinda Arf sayisal yarigruplarin yapistirmas: cesitli yonlerden
incelenecek son olarak Arf sayisal yarigruplarin idealleri RF-matrisleri araciligi ile

olusturulacaktir.

Bolim 1°de sayisal yarigrup, yapistirma kavrami ve RF-matris ile ilgili bilgiler

sunulmustur.

Boliim 2’de sayisal yarigruplar igin gerekli temel tanim ve teoremler verilecek,

tanimlar sayisal 6rneklerle anlasilir hale getirilecektir.

Bolim 3’te Arf sayisal yarigrup tanimi verilecektir. Arf sayisal yarigrubun lireteg
kiimesi Apery kiimesinden faydalanilarak bulunacaktir.

Boliim 4°te sayisal yarigruplarin yapistirilmasi kavrami Arf sayisal yarigruplara
uygulanacaktir, iki Arf sayisal yarigrubun yapistirilmasiyla olusan sayisal yarigrubun
maksimal gdmme boyutuna sahip olup olmadigini ve dolayisiyla bir Arf sayisal
yarigrup olup olmadigini belirlenecektir. Sayisal yarigruplarin tamamen
yapistirilmasi tanimi verilecek ve “Tamamen yapistirilmis sayisal yarigruplar hangi

durumlarda Arf sayisal yarigrup olur?” sorusu cevaplandirilacaktir.

Boliim 5°te bir sayisal yarigrubun sézde-Frobenius kiimesindeki elemanlarin RF-

matrisleri bulunacaktir. Arf sayisal yarigruplarin yapistirilmas:t RF-matrisleri ile

2



incelenecek, iki Arf sayisal yarigrubun yapistirilmasi sonucu olusan yeni sayisal
yarigruba ait RF-matris bulunacaktir. Ardindan yapistirmada kullanilan Arf sayisal
yarigruplarin RF-matrislerinden faydalanarak yapistirma sonucu olusan yeni sayisal
yarigrubun RF-matrisleri elde edilecektir ve son olarak RF-matrislerinden

faydalanarak sayisal yarigruplarin idealleri elde edilecektir.

Boliim 6°da tezde yapilan galismalar 6zetlenerek ulasilan sonuglara yer verilecektir.



BOLUM II

Bu boéliimde sayisal yarigruplart i¢in temel tanim ve teoremler verilecektir. Bu
boliimde verilen tanimlar1 yazmak i¢in [11], [12], [13], [15] [16] numarali kaynaklar
kullanilmustir.

TEMEL TANIMLAR
Tamm 2.1.

D bostan farkli bir kiime olmak iizere; D kiimesi tizerinde bir * ikili islemi

tanimlansin.
*:DxD — D

olmak iizere eger

Va,b,c € D igin;

(a*b)xc=ax(bx*c)

sitligi saglaniyorsa (D,*) ikilisine bir yarigrup denir.
Tanim 2.2
(D,*) yarigrubu eger;

axl=1xa=a
Kosulunu saglarsa D ye birimli yarigrup denir.
Birimli yarigruba monoid adi verilir.
Tanim 2.3
D, N monoidinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun 0 € D olmak iizere

VY a,b € Digin,a + b € D (kapalilik)

4



saglaniyorsa D ye N nin alt monoidi denir.
Tanim 2.4

N dogal sayilar kiimesi olmak {izere, D € N olsun. D alt monoidi asagidaki sartlar

sagliyorsa,

(i) 0 €D
(i) x,yeED= x+y €D

(iii) N\D sonlu elemana sahip,;
D bir sayisal yarigruptur.
Ornek 2.5
D =(7,11,23,24,26,27) = {0,7,11,14,18,21 -}

burada D {7,11,23,24,26,27} tarafindan iiretilen bir sayisal yarigrup oldugunu

gosterelim.

NOT: Burada "21 — " kiimenin 21’den sonra gelen diger elemanlart ardisik dogal

sayilar olarak devam ediyor demektir.

() 0 € D oldugu agikca goriiliir.
(i) D kiimesinin biitiin elemanlarini ikiserli olarak toplarsak sonug tekrardan
D kiimesinin eleman1 olur.
(i) N\D ={1,2,3,4,5,6,8,9,10,12,13,15,16,17,19,20} (D kiimesinin iginde

olmayan elemanlarin kiimesi) sonlu elemanldir.

D kiimesi bu ii¢ sart1 sagladigi i¢in bir sayisal yarigruptur ve D kiimesi

{7,11,23,24,26,27} elemanlar1 tarafindan tretilir yani;
D =(7,11,23,24,26,27)
={7.ky +11.ky + 23. k3 + 24. ky + 26. ks + 27. kg :

Ky, ky, ks, kg, ks, kg € N}



Tanim 2.6

D bir sayisal yarigrup olmak iizere D kiimesinde olmayan elemanlarin kiimesine
D nin bosluktaki elemanlarinin kiimesi denir ve G (D) ile gosterilir. Bosluk

kiimesinin eleman sayisina cins g(D) denir.
G(D)={x€eN:x ¢ D}
Ornek 2.7
D =(3,8,11) ={0,3,6,89,11,12,14 -}
D sayisal yarigrubunun bosluk kiimesi asagidaki gibidir.

G(D) = {1,2,4,5,7,10,13}

Tanim 2.8

D bir sayisal yarigrup ve Ac D. Her deD yi A = {n;,n,,...,n,} kimesinin
elemanlarinin lineer toplamlar1 bi¢iminde ifade edebiliyorsak A kiimesine D
kiimesinin bir rete¢ kiimesi denir. Ve D = (A) biciminde gosterilir. Eger D
kiimesini tireten A’dan daha kii¢iikk bir kiime yok ise A’ya D nin minimal iireteg

kiimesi denir.

Not: D’nin bir sayisal yarigrup olabilmesi i¢in iireteclerinin aralarinda asal olmasi

gerekir ¢linkii, "ebob(nq,n,,...,n;) = 1 & N\D sonludur." [11]
Ornek 2.9

D =(24) = {2.ky + 4.k}
olmak tzere;

ebob(2,4) # 1 oldugu i¢in N\D kiimesi sonlu degildir. D bir sayisal yarigrup
degildir.

Tanim 2.10



sayisal yarigrubunun iireteg sisteminin eleman sayisina D’nin gémme boyutu denir.
e(D) =k
ile gosterilir.
Ornek 2.11
D =(4,5,7,9) ={04,5,7 -}
sayisal yarigrubunun iirete¢ sistemi 4 elemanli oldugundan
e(D) = 4
olur.

Tanim 2.12

say1sal yarigrubunun {ireteg sisteminin en kiigiik elemanina D’nin kat/i1g: denir ve
m(D)=n,

ile gosterilir.

Ornek 2.13

D =(5,9,10,11)={0,5,9,10,11,14,15,16,18 —}

say1sal yarigrubunun iireteg sisteminin en kii¢iik eleman1 5°tir.
m(D)=5

olur.

Tanim 2.14

Eger bir D sayisal yarigrubunun gémme boyutu katliligina esit ise (e(D)=m(D))
D sayisal yarigrubu maksimal gomme boyutludur denir.

7



Ornek 2.15
D =(2,3)
sayisal yarigrubunun
e(D)=2ve m(D)=2
e(D)=m(D) oldugundan maksimal gdmme boyutludur.
Tamm 2.16

D bir sayisal yarigrup olmak iizere D nin bosluk kiimesinin bir x elemaninin D’nin
sifir harig biitiin elemanlariyla toplamlar1 D kiimesinin i¢ine diisiiyorsa x elemant
sozde Frobenius (Pseudo-Frobenius) kiimesinin bir elemanidir denir ve asagidaki

gibi gosterilir.
PF(D) ={x € N\D:x+d € D,vd € D\\{0}}

Not: S6zde Frobenius kiimesinin eleman sayisina D’nin tipi denir t(D) ile gosterilir.
[13]

Ornek 2.17
D =(3,11,21) ={0,3,6,9,11,12,14,15,17,18,20 -}
say1sal yarigrubunun bosluk kiimesi,
G(D) =1{1,2,4,5,7,8,10,13,16,19}
olmak tizere;
licin,1+3=4,4¢D
2icin,2+3=55¢D
4icin,4+3=7,7¢D
5i¢in,5+3=8,8¢ D

7 icin,7 +3 = 10,10 € D

8



8icin,8+3=11,11€D
8icin,8+6=14,14 €D
8icin,8+9=17,17€D
8icin,8+11=19,19 ¢ D
10 i¢in, 10 +3 = 13,13 ¢ D
13i¢in,13+3 = 16,16 ¢ D
16 i¢in, 16 +3 = 19,19 ¢ D
19 i¢in,19 + 3 = 22,22 € D

22 sayisindan sonra gelen biitiin dogal sayilar D sayisal yarigrubunun elemani
oldugundan 19 s6zde-Frobenius kiimesinin elemanidir denir ve asagidaki gibi

gosterilir.
PF(D) = {19}
Tanim 2.18

D bir sayisal yarigrup olmak tlizere Frobenius sayisi D sayisal yarigrubunda
bulunmayan en biiyiik elemani ifade eder (yani bosluk kiimesinin en biiyiik

elemanidir.) ve soyle gosterilebilir.
F(D) = maxG(D)yada F(D) = max{x € Z:x ¢ D}
Ornek 2.19

D = (4,6,7,9) = {0,4,6 -} bir sayisal yarigrup olsun. Bu sayisal yarigrubun sozde-

Frobenius sayilarinin kiimesini ve Frobenius sayisini bulalim.
Yukarida verilen D sayisal yarigrubunun bosluklarinin kiimesi,

G(D) = {1,2,3,5)



seklinde yazilir simdi bu elemanlardan hangileri sézde-Frobenius sayilar1 olacak

bunu belirleyelim.
licin,1+4=55¢D
2icin,2+4=66€D

6 sayisindan sonra gelen biitiin dogal sayilar D sayisal yarigrubunun iginde

olacagindan

2 € PF(D) olur.
3icin,3+4=7,7€D

Ayni sekilde 7 ve 7°den sonra gelen biitiin dogal sayilar D sayisal yarigrubu icerinde

olacagindan
3 € PF(D) olur.
5icin,5+4=9,9€D
oldugundan
9 € PF(D) olur.
PF(D) ={2,3,5}

Frobenius sayisini ise D kiimesinde bulunmayan en biiyiik eleman olarak

tanimlamistik
F(D)=5
Onerme 2.20

a ve b pozitif tam sayilar kiimesinin bir eleman1 ve aralarinda asal sayilar olmak

uzere,

1) F({a,b)) = ab—a—D

10



b—a—-b+1 F({a,b 1
2) g((a,b)) = a a2 +1_ ((az))+

ifadeleri elde edilir. [11]
Ornek 2.21
D = (5,8)

sayisal yarigrubunun Frobenius sayisini ve cinsini yukaridaki 6nermeden

faydalanarak bulalim.

1. F((58)) =58—-5—-8=27,F(D) =27

5.8—-5-8+1

2. g(D)=f= 14,
D sayisal yarigrubunun bosluk kiimesinin eleman sayis1 14 tiir.

Tanim 2.22

D sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi F (D) olsun. Bu durumda Frobenius
sayisindan biiytlik olan her tam sayinin D sayisal yarigrubunun elemani olacagi
aciktir. F(D) + 1 sayisina D sayisal yarigrubunun ileticisi denir. Biz ileticiyi c ile

gosterecegiz.[1]
Ornek 2.23
D = (8,9,11,15) ={0,8,9,11,15,16,17,18,19,20,22—}
sayisal yarigrubu i¢in
F(D) = 21 dir.
O halde bu sayisal yarigrubun ileticisi 22 dir.
Tamim 2.24

D bir sayisal yarigrup ve y € D \ {0} olmak iizere D sayisal yarigrubunda y’nin

Apery kiimesi,
Ap(D,y) ={Vx € D:x —y & D}

11



bi¢giminde tanimlanir.
Ornek 2.25
D = (5,8) ={0,5,8,10,13,15,16,18,20,21,23,24,25,26,28 —}
5 € D i¢in Apery kiimesini bulalim
8—-5=3¢D

16 —-5=11¢D

24—-5=19¢D

32—-5=27¢D
Ap(D,5) = {0,16,32,8,24} olarak elde edilir.
Teorem 2.26
y € D \ {0} igin Ap(D, y)kiimesinin eleman sayis1 y tanedir.
Yukaridaki 8rnegimizde goriildiigii iizere s(Ap(D,5)) = 5 tir.
Ispat. [11]
Onerme 2.27
D bir sayisal yarigrup ve a € D olsun,

Ap(D,a) = {xo, < x1 < X3 ... < Xg_1}

olsun.
D sayisal yarigrubunun simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
Vi € {0,102, ...,a — 1} i¢in ,

Xi*Xg—1-i = Xq-1

olmasidir. [11]

12



Ispat. Bknz.[11]

Ornek 2.28
D = (5,8) ={0,5,8,10,13,15,16,18,20,21,23,24,25,26,28 -}
say1sal yarigrubunun simetrik olup olmadigini Onerme 2.27 yardimi ile gdsterelim.

8 € D i¢in Apery kiimesini bulalim

0-8=-8¢D
5-8=-3¢D
10-8=2¢D
15-8=7¢D

20-8=12¢D
25—-8=17¢D
30-8=22¢D
35-8=27¢D
Ap(D,8) ={0,5,10,15,20,25,30,35},  s(4p(D,8)) =8
xo=0,x; =5, x, =10, x3 =15, x, = 20, x5 = 25,x¢ = 30,x, = 35
i = 0i¢in, Xxg+tXg_1_¢ = Xg_1
0+ 35 =35
i =1i¢in, x;+Xg_1_1 = Xg_1
5+ 30 =35

i=2 i@in, x2+x8_1_2 = Xg—1
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10 +25 =35
i = 3i¢in, X3+Xg_1_3 = Xg_1
15+20=35
[ =4i¢in, x,+Xg_1_4 = Xg_q
20+15=35
[ =5i¢in, xs+xg_q1_5 = Xg_q
25+ 10 =35
[ = 6i¢in, XgtXg_1_g = Xg_q
30+5=35
[ =7i¢in, X;+tXg_1_7 = Xg_q
35+0=35
Biitiin i ler i¢in sartimiz saglandigindan D simetrik sayisal yarigruptur.
Ornek 2.29
D = (49,10,11) = {0,4,8 =}

say1sal yarigrubunun simetrik olmadigini géstermek igin oncelikle herhangi bir

eleman i¢in Apery kiimesini bulalim. Simdi 8 € D i¢in Apery kiimesini bulalim.

0-8=-8¢D
4—-8=—-4¢D
9-8=1¢D
10-8=2¢D
11-8=3¢D
13—-8=5¢D
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14-8=6€¢D
15-8=7¢D
Ap(D,8) ={0,49,10,11,13,14,15} ,0 + 15 # 4 + 14

Oldugu i¢in D sayisal yarigrubu simetrik degildir.
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BOLUM I11

Bu boliimde Arf sayisal yarigrup tanimi verilecektir. Arf sayisal yarigrubun lireteg
kiimesi Apery kiimesinden faydalanilarak bulunacaktir.

ARF SAYISAL YARIGRUPLAR
Tanim 3.1

D bir sayisal yarigrup olsun asagidaki sart saglantyorsa D ye bir Arf sayisal yarigrup
denir. [14]

Vx,y,z€D: x=>2y=>z = x+y—z €D
D sayisal yarigrubunun ileticisini ¢ ile gosterelim.

Not: Arf sayisal yarigruplar sayisal yarigruplarin alt gruplar1 oldugu i¢in sayisal

yarigruplarda yapilan biitiin islemleri Arf sayisal yarigruplarda da yapabiliriz.
Ornek 3.2
D = (3,17,19) = {0,3,6,9,12,15,17 =}
sayisal yarigrubunun Arf sayisal yarigrup olup olmadigini belirleyelim.
3,69icin,9+6—-3=12€D
3,612 i¢in,12+6—-3 =15€D
3912i¢in,124+9—-3=18€D
3,6,15i¢in,15+6—-3=18€ D

15 sayisindan daha biiyiik biitiin elemanlar i¢in bu esitlik saglanacaktir. Dolayisiyla
D = (3,17,19) bir Arf sayisal yarigruptur.
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Lemma 3.3
D bir sayisal yarigrup olsun.
Vx,y€ED: x>y = 2x—y €D

Eger D sayisal yarigrup yukaridaki 6zelligi sagliyorsa D ye Arf sayisal yarigrup

denir.

Not: Tanim 3.1 ve Lemma 3.3’1i beraber diisiiniildiigiinde D ancak ve ancak

asagidaki durumda Arf sayisal yarigrup olur.
c>x>y Ve Vx,y€D
olmak tizere
2x—y €D
sartin1 saglayan D sayisal yarigrubu Arf sayisal yarigruptur denir.[15]
Ornek 3.4
D = (4,9,10,11) = {0,4,8 -}

sayisal yarigrubunun iletici

O zaman
y=0,x=4icin, 8—0=8€D
oldugunda D sayisal yarigrubu Arf sayisal yarigruptur.
Lemma 3.5
Her Arf sayisal yarigrup maksimal gomme boyutludur. [11]
Not: Lemma 3.5’in tersi dogru degildir, yani maksimal gdmme boyutlu her sayisal

yarigrup Arf sayisal yarigrup degildir.
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Ornek 3.6
D = (4,5,7,11) = {0,4,5,7 -}
sayisal yarigrubu maksimal gomme boyutludur.
Fakat 7 + 5 — 4 = 8 ¢ D oldugu i¢in Arf sayisal yarigrup degildir.

Not: Yukaridaki lemma p = g onermesi oldugundan buna denk olarak ¢’ = p'
yazilabilir yani bir sayisal yarigrup maksimal gdmme boyutlu degil ise Arf sayisal
yarigrup degildir diyebiliriz. Bu 6zelligi yapistirilmis sayisal yarigruplarin Arf

sayisal yarigrup olup olmamasi konusunu arastirirken sik¢a kullanacagiz.
Onerme 3.7

D katliligi m olan bir Arf sayisal yarigrup olsun o zaman D Arf sayisal yarigrubunn
minimal trete¢ sistemi (Ap(D,m) \ {0}) U {m} kiimesi olur. Ayrica Ap(D,m)

kiimesinin en biiyiik elemani da ¢ + m — 1 olur. [11]

Ornek 3.8
D = (49,10,11) = {0,4,8 —}

Arf sayisal yarigrubunun iireteg sistemini Apery kiimesi yardimiyla bulalim. D Arf

sayisal yarigrubunun Apery kiimesini 4 elemani i¢in bulalim.

0—4=—-4¢D
8—4=4€D
9—4=5¢D
10-4=6¢D
11-4=7¢D
12—4=8€D
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12 € D’den sonra gelen biitiin elemanlar i¢in ¢ikarma islemini sonucu D Arf sayisal

yarigrubunun i¢ine diisecektir.
Ap(D, 4) = {0,9,10,11}
olarak bulunur. O zaman iireteg sistemi
{0,9,10,11}\ {0} U {4} = {4,9,10,11}
olarak bulunur.

Ayrica Ap(D, 4) kiimesinin en biiyiik elemani da 8 + 4 — 1 = 11 olur.

19



BOLUM IV

Bu boliimde, sayisal yarigruplarin yapistirilmasi Arf sayisal yarigruplara
uygulanacaktir, iki Arf sayisal yarigrubun yapistirilmasiyla olusan sayisal yarigrubun
maksimal gdmme boyutuna sahip olup olmadigini ve dolayisiyla bir Arf sayisal

yarigrup olup olmadigini belirlenecektir.
YAPISTIRMA KAVRAMI
4.1. Sayisal Yarigruplarin Yapistirilmasi

D, ve D, iki sayisal yarigrup olsun.

q €D\ {ny,ny, ..., }, 7 € Dy\ {my,my,,...,m,} ve ebob(q,r) = 1 olmak

lizere q ve rsayilari belirleyelim.

D, ve D, sayisal yarigruplarinin yapistirilmasi ile D sayisal yarigrubu olusur. [8]

NOT: Burada g ve r sayilarinin farkli se¢imleri ile ayni gruplardan farkli
yapistirmalar elde edilebilecegine dikkat edilmelidir. Yani yapistirma islemi tek tiirlii

olmak zorunda degildir.
Lemma4.1.1

1) D,{rn,,rny, .. ...... , T @My, My, . oo e ,qmy, } doguraylarinin minimal
sistemli bir sayisal yarigrubudur.

2) {rnq,mny, ... ... Ty qMy, QMy, e e ,qmy ¥, {rng, g, e , Ty }ve
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Ispat. Bknz.[10]

Teorem 4.1.2

D, ve D, iki sayisal yarigrup, ¢ € Dy \ {ny,ny, ...,ng}, v € Dy \ {my,my, ..., mp}
ve ebob(q,r) = 1 olmak iizere q ve rsayilari belirleyelim. D, D; ve D,’nin

yapistirilmasi ile olusan sayisal yarigrup olmak iizere
F(D)=r.F(D;) +q.F(D,) +q.r

formiilii ile bulunabilir. [8]

Ispat. Bknz. [8]

Teorem 4.1.3

H pozitif tam sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun. {H;, H,} H’nin bir pargalanisi

olsun.
Asagidaki durumlar birbirine denktir.

1) H, H, ve H, nin yapistirmasidir.
2) g:Ap(Hy,c)xAp(Hy, ¢) - Ap(H, c)

9(s1,82) =51+ 52
Ispat. Bknz.[10]
Onerme 4.1.4
Simetrik sayisal yarigruplarin yapistirmasi simetriktir.

Ispat.
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D, ve D, iki sayisal yarigrup olsun.

q € Dy \{ny,ny, .., ni}, v € Dy \ {my, my,...,m,} ve ebob(q,r) = 1 olmak

lizere q Ve rsayilari belirleyelim. Yapistirma tanimina gore

{rn.,, ™y, oo .. Ty @My, QM e e . , qmy, } kiimesi de D sayisal yarigrubunun

minimal {irete¢ sistemidir. Teorem 4.1.2 den

Ap(H,qr) = {sy + s3:51 € Ap(Hy,qr),s; € Ap(H,, qr)
olacag aciktir. Buradan,

Ap(D,qr) = {qvs +1v;: v, € Ap(D1,q),v; € Ap(D,,7)

olur ki bu da Onerme 2.27’ye gore yapistirmanin simetrik oldugu anlamina gelir.

[10]
4.2. Arf Sayisal Yarigruplarin Yapistirilmasi

Sayisal yarigruplarda yaptigimiz yapistirma islemini Arf sayisal yarigruplarina
uygulayabiliriz. Bu islemden sonra olusan yeni sayisal yarigruplarin 6zelliklerini

asagida inceleyecegiz.
Onerme 4.2.1

Iki Arf sayisal yarigrubun yapistirilmasi sonucu olusan sayisal yarigrup Arf sayisal

yarigrup olmak zorunda degildir.

Asagidaki 6rnekte hem iki Arf sayisal yarigrubun yapistirilmasint hem de yapistirma

sonucu olusan sayisal yarigrubun Arf sayisal yarigrup olmadigini gérecegiz.
Ornek 4.2.2.
D; =(2,31) ={0,2 -}

D, =(3,11,13) ={0,3,6,9,11 >}
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D, ve D, iki Arf sayisal yarigruptur.

5€ D;\ {23}, 6 €D, \{3,11,13} ve ebob (5,6) = 1 olmak iizere,.

D, ve D, Arf sayisal yarigruplarinin yapistirilmasi agagida verilmistir.
D = (6.2,6.3,5.3,5.11,5.13) = (12,15,18,55,80)

D sayisal yarigrubu maksimal gdmme boyutlu olmadig1 i¢in Arf sayisal yarigrup

degildir.[11]

Teorem 4.2.3
D, #N
D, #N

olan iki Arf sayisal yarigrup ise D; ve D,nin yapistirmasi bir Arf sayisal yarigrup
degildir.

Ispat.

q €EDi\ {ny,ny, e , Ny}
r € D, \ {my,my, ... ... ,mp}
ve
ebob(q,r) =1

olacak sekilde birer g ve r elemanlar1 alalim.

D, D; # N ve D, # N Arf sayisal yarigruplarinin bir yapistirmasi olmak iizere
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D’nin maksimal gémme boyutlu bir sayisal yarigrup oldugunu kabul edelim.

D’nin minimal {irete¢ sisteminin eleman sayisi (katliligl) p + k olacagi ve D’nin

katliliginin ya r.n, ya da q. m, olacagi agiktir.

Ayrica D; ve D, nin Arf sayisal yarigrup olduklarindan dolayi ny = kvem; =p

oldugunu unutmayalim.

Bu durumda;
rn =p+k
qm=p+k
olmalidir. Eger
rn =p+k
alirsak,
mr-1)=p
buradan
p/(r—=1) =n
olmalidir.

ny , k = nq,Dy’in elemani oldugundan bir dogal say1 olmalidir.

P = my D, ’nin kathilig1 ve r € D, oldugundan r > m;olmalidir.

mq

(r-1)
durumda k = 1 olur. Bu da

Bu durumda k = esitliginin saglanabilmesi i¢in r = m4 + 1 olmalidir ki bu

D, = (1 )
olmas1 demektir.

Diger taraftan g.m; = p + k ise benzer sekilde m; = p = 1 olmasi gerekir. Bu da
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D, =(1)
olmasi1 demektir.

Bu iki durum da bastaki D; # N ve D, # N iki sartimiz ile ¢elisecegi i¢cin D
maksimal gdmme boyutlu degildir. Teoremden biliyoruz ki maksimal gémme

boyutlu degil ise Arf sayisal yarigrubu degildir.

Lemma4.2.4

olacak sekilde Arf sayisal yarigrup olsunlar.
q € D1\ {1} , re D2\ {m,m,, ... ... ... ,my} Ve ebob(q,7) =1

olacak sekilde birer g ve r elemanlar1 alalim. D; ve D, nin birlesimi D asagidaki gibi

yazilir.
D = (r,qmy,qmy, ..., qmy )
Bu birlesiminin maksimal gdmme boyutlu olmasi i¢in,
r=p+1vyadagm; =p+1
olmasi gerekir.

Eger r=p+1 ise r =my +1 olmahdir ki buda D,'nin tek m, firetecine sahip

olmas1 demektir. Yani dogal sayilar kiimesi olmas1 gerektigini gosterir.

qm, = p + 1ise gm; = m; + 1 olacagindan, m; = q—il olmas1 gerekir m, tam say1

oldugundan q = 2 olmalidir ki buda D, 'nin dogal say1 kiimesi olmasi gerektigini

gosterir.

Ozetlersek yukaridaki sartlarda bir birlesmenin Arf sayisal yarigrup olmasi miimkiin

degildir.
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Sonuc¢ 4.2.5
Onerme 4.2.1, Lemma 4.2.4 ve Teorem 4.2.3%{in birlesiminden sunu goriiyoruz;

Iki Arf sayisal yarigrubun birlesiminin bir Arf sayisal yarigrup olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul,
Dl = (1 ), DZ = (1 ), 2 € Dl’ q € D2, ebOb(Z,q) - 1
olmasidir.

ebob(2,q) =1 oldugundan q tek sayr olmalidir.c D sayisal yarigrubunun bir
iletkeni olmak {izere, bu kosullar altinda olusan sayisal yarigrup (2,c+1)

bi¢cimindedir ve ¢oklugu 2 olan sayisal yarigruptur.
Katlilig1 2 olan bir sayisal yarigrup her zaman Arf sayisal yarigruptur. [9].
Asagida baz1 Arf sayisal yarigruplar i¢in yapistirma ornekleri verilmistir .
Ornek 4.2.6
D, =(1)=1{0,1-}
D, =(1)={0,1 -}
D, ve D, Arf sayisal yarigruplarinin bir yapistirmasini olusturalim.
2€ D\ {1},
3 €D, \ {1},
olmak tizere,
ebob (2,3) =1
olur. Boylece asagidaki sayisal yarigrup elde edilir.
D =(2,3)={0,2 -}

goriildiigii gibi D sayisal yarigrubu olusturulurken gerekli kosulara uyuldugu i¢in D

bir Arf sayisal yarigrup oldu.
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Ornek 4.2.7
D; =(1)=1{0,1-}
D, =(2,3)={0,2 -}
D, ve D, Arf sayisal yarigruplariin bir yapistirmasini olusturalim.
3€ D\ {1},
5€ D, \ {23}
olmak tizere,
ebob (3,5 =1
olur. Boylece asagidaki sayisal yarigrup elde edilir.
D = (56,9)={05,6910,11,12,14 -}

Bu durumda D; ve D,’nin yapistirilmasi ile elde edilen sayisal yarigrup Arf sayisal

yarigrup degildir.
Ornek 4.2.8
D; =(2,5) ={0,2,4 -}
D, =(3,45) ={0,3 -}
D, ve D, Arf sayisal yarigruplarinin bir yapistirmasini olusturalim.
7 € D;\ {25},
6 € D, \ {3,4,5},
olmak tizere
ebob (7,6) =1
olur. Boylece asagidaki sayisal yarigrup elde edilir.

D = (14,18,24,30,35 ) = {0,14,18,24,28,30,32,35,36,38,42,44,46, 48,49,50,
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52,53,54, 56,58,59,60,62,63,64,65,66,67,68,70,71,72,73,74,76 —}

Bu durumda D, ve D,’nin yapistirilmasi ile elde edilen sayisal yarigrup Arf sayisal

yarigrup degildir.
4.3 Sayisal Yarigrup Tamamen Yapistirilmasi

Tanim 4.3.1

D sayisal yarigrubunun tamamen yapistirilmis olmasi igin asagidaki sartlardan birini

saglamasi gerekir.

1) D=(1)
2) D tamamen yapistirilmis yarigruplarin yapistirilmasti ile olugturulmus bir

yarigrup ise tamamen yapistirilmaistir.

D D; ve D, nin yapistirilmasi ile olusturulmus bir sayisal yarigrup olsun,

q €D\ {ny,ny, e Ny}
r € D, \ {my,m,, ...... ... , My}
ve
ebob(q,r) =1
olmak iizere;

olur. Boylece tamamen yapistirilmis sayisal yarigruplar simetrik olurlar.[11]
Sonuc¢ 4.3.2

Bu iki maddeden su sonuglari ¢gikarabiliriz iki tane dogal say1 kiimesinin
yapistirilmasi ile tamamen yapistirilmis yarigrup olusur. Eger D’ nin gdmme boyutu
iki ise D tamamen yapistirilmistir. Ciinkii dogal sayilarin yapistirilmasi ile gomme

boyutu iki olan sayisal yarigruplar elde edilir.
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Ornek 4.3.3
Dy =(2,3)={0,2,3 -}
D, =(4,5)={0,4,5,8,9,10,12, -}
Tamamen yapistirilmis iki sayisal yarigrubun yapistirmasini bulalim.
4 € D;\ {23},
9 €D, \ {45},
olmak tizere,
D = (16,18,20,27 )
sayisal yarigrubu tamamen yapistirilmistir.
F(D,) =1
F(D,) =11
olmak iizere Teorem 4.1.2°den,
F(D) =41+9.11+49 =139
Sonuc 4.3.4

Yukarida verilen tamamen yapistirma tanimini kullanarak “tamamen yapistirilmis

yarigruplar hangi durumlarda Arf sayisal yarigrup olur?” sorusunu yanitlayalim.

1) D = (1) sayisal yarigrubunun hem Arf sayisal yarigrup hem de tamamen
yapistirilmis oldugu agiktir.
2) D =(2,n),n € N* ebeb(2,n) = 1 olmak iizere gdmme boyutu 2 olan

yaigruplar tamamen yapistirilmistir.

"Katlilig1 2 olan sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigrup olur [15]”
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teoreminden yola ¢ikarak 2. maddenin gergeklestigi durumlarda da D sayisal

yarigrubu tamamen yapistirilmis ve Arf sayisal yarigrup olur.

Ornek 4.3.5
D=(23) = {023 >}

bigimindeki bir tamamen yapistirilmis yarigrup ayni zamanda Arf sayisal

yarigruptur.
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BOLUM V

Bu boliimde RF-matris kavram verilecektir. ki Arf sayisal yarigrubun yapistiriimasi
sonucu olusan yeni sayisal yarigruba ait RF-matrisleri bulunacaktir. Ardindan
yapistirmada kullanilan Arf sayisal yarigruplarin RF-matrislerinden faydalanarak
yapistirma sonucu olusan yeni sayisal yarigrubun RF-matrisleri elde edilecektir. Son

olarak RF-matrislerinden faydalanarak sayisal yarigruplarin idealleri elde edilecektir.
RF-MATRISLER

G (D)’nin D sayisal yarigrubunun bosluktaki elemanlarinin kiimesi oldugunu
soylemistik. f € G(D) ise f’nin RF-matrisini yazabiliriz ve RF (f) seklinde

gosteririz.
Tanmm 5.1

PF(D)'nin D sayisal yarigrubunun sézde-Frobenius sayilari kiimesi oldugunu

sOylemistik.

Eger f € PF(D) ise f'nin RF-matrislerini yazabiliriz ve RF (f) ile gosterebiliriz.
fnin RE-matrisleri i,j = 1,2,..e, her i icin: a;; = —1 ve her i#j i¢in a;; € N olmak

tizere su sekilde yazilir

e

Z aij Tl] = f

j=1
A = (a;;) .matrisi e X e boyutlu f nin bir RF-matrisidir. [9]. Simdi RF-matris
tanimini bir Arf sayisal yarigrup tizerinde uygulayalim.
Ornek 5.2

D=(345) ={03 -}

bir Arf sayisal yarigrup olmak tizere bosluktaki elemanlarinin kiimesi;
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G(D) = {1,2} dir.
Ve sozde-Frobenius sayilarinin kiimesi de;
PF(D) = {1,2} dir.

f = 1i¢in RF-matrisini yazalim minimal iirete¢ sistemi 3 elemanli oldugu i¢in

yazacagimiz bu matris 3x3 boyutunda olacaktir.

a,; = —1 olmak tizere;
1=a41.3+ a45.4+ a43.5
1=-13+ 14+ 05
a,, = —1 olmak lizere;
1=a,;.34+ ay,.4+ ay3.5
1=03+(-1)4+ 15
as3 = —1 olmak tlizere;

1 = a31.3 + a32.4‘+ a33.5
1=23+04+(-1)5

1 € PF(D) i¢in RF-matrisi asagidaki gibi bulunur.

-1 1 0
RF =0 -1 1
2 0 -1

determinant1 1 ranki 3 olan RF-matrisi elde edilir.

Asagidaki 6rnekte verilen Arf sayisal yarigruplarin yapistirilmasi ile olugan sayisal

yarigruplarin RF-matrislerini bularak inceleyelim.
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5.1 Arf Sayisal Yarigruplarin Yapistirmasimin RF-Matrisleri ile Incelenmesi
Ornek 5.1.1

D; =(2,5) ={0,2,4 >}

D, =(3,45)={0,3 -}
D, ve D, Arf sayisal yarigruplariin bir yapistirmasini olusturalim.

6 € D;\{25}, 7€ D,\{3,45},ebob (6,7) =1
olmak iizere;
D = (14,18,24,30,35) = {0,14,18,24,28,30,32,35,36,38,42,44,

46,48,49,50,52,53,54,56,58,59,60,62,63,64,65,66,67,68,70,71,72,73,74,76, =}

Dy, D, Arf sayisal yarigruplarinin bir yapistirmasidir. Simdi sirasila Dy, D, ve D

sayisal yarigruplarinin RF-matrislerini bulalim.
D, = (2,5) sayisal yarigrubu i¢in;
PF(D,) ={1,3}
3 € PF(D) i¢in RF — matrisi,
re@ =[]
D, = (3,4,5) sayisal yarigrubu i¢in;
PF(D) = {1,2}

1 € PF(D) icin RF — matrisi,

-1 1 0
RF()=|0 -1 1
2 0 -1

2 € PF(D) icin RF — matrisi,
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-1 0 1
RF(2) = [ 2 -1 0 ]
1 1 -1
D = (14,18,24,30,35) sayisal yarigrubu i¢in;
PF(D) = {79,86}

79 € PF(D) i¢in RF matrisleri,

-1 3 1 0]
|6 -1 1 0
RF(79) = 6 0 -1 1/
| 6 2 0 -1
-1 0 2 1]
6 -1 1 0
RF(79) = 6 0 -1 1/’
| 6 2 0 -1
-1 1 0 2]
6 -1 1 0
RF(79) = 6 0 -1 1
L6 2 0 -1l
86 € PF(D) i¢in RF matrisleri,
-1 2 2 0]
6 -1 0 1
RF(86) = 6 2 -1 ol
| 6 1 1 -1
-1 3 0 1]
6 -1 0 1
RF(86) = 6 2 -1 ol
| 6 1 1 -1
-1 0 1 2
6 -1 0 1
RF(86) = 6 2 -1 0
6 1 1 -1
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Teorem 5.1.2

q € Dy \ {ny,ny, .., ni}, v € Dy \ {my, my,...,m,} ve ebob(q,r) = 1 olmak

lizere q ve rsayilari belirleyelim.

D, D; ve D, Arf sayisal yarigruplarinin yapistirilmast ile olusan sayisal yarigrup
olsun. Ve hy & D,, h, € D, alalim bu durumda h; + q € D, h, + r € D, olsun o
halde;

h=r.hy +qh, +qr €D
olur. Eger,
hi+q=Y;an;ve h, +r =Y;a;my
seklinde yazilir. Buradan da

C[RF(h) M,
REW ="M, " RE(hy)
olur.

Burada her bir i, j i¢in M;, my, x n, ve M,, ny x m,, tipinde birer matristir. Ayn1

zamanda ij —inc1 elemanlari sirasiyla a; ve a; olan matrislerdir.
ispat. Bknz. [8]
Ornek 5.1.3

D; = (2,5) ={0,2,4 -}

D, =(3,45)={0,3 -}

4€ D;\{2,5}, 7€ D,\{34,5},ebob (4,7) = 1 olmak iizere;
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D =(12,16,20,14,35)
D, ve D, Arf sayisal yarigruplarinin bir yapistirmasidir.
h=r.hy +qh, +qr €D
3¢D,,2¢D,,3+4€D,, 2+7€D,
olacak sekilde q, 1, hy, h, sayilarini belirleyelim. O halde

h=73+42+47=57¢D

olur.
1 1
RF(3) = [ j _1]
ve,
-1 0 1
RF(2) = [ 2 -1 0 ]
y 1 X

oldugunu bir dnceki drnegimizde bulmustuk o halde,

RF(h) M,
REW=1"m, " RF(y)
-1 1 1 1 1
4 -1 1 1 1
RFGH =1 1 -1 0o 1
1 1 2 -1 0
1 1 1 1 -1

olur.
5.2 Sayisal Yanigruplar Icindeki idealler
Tanim 5.2.1.

Bir k sonsuz cismi tizerindeki A vektor uzayi, Vx,y,z € Ave a, B € k i¢in,

(i) xy =yx
(i) x(yz) = (xy)z
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(iix(y +2z) =xy + xz
(V)a(xy) = (ax)y = x(ay)
(V) a(Bx) = (aB)x

ozelliklerini sagliyorsa, A’ya degismeli k — cebiri denir.[18]
Tanim 5.2.2

A ve B, bir k cismi iizerinde k — cebirleri ve f:A — B bir fonksiyon olsun.

Vx,y € Avec € k igin,

D) f&e+y)=f0)+f)
(i) fCe.y) = fF (). f ()
(ii)f(c.x) = c. f(x)

ozelliklerini saglayan f fonksiyonuna k — cebir homomorfizmasi denir.[18]

t, k cismi lizerinde bir bilinmeyen olsun. D = (n4, ..., n,) sayisal yarigrubunun k[D]

yarigrup halkasi,
k[D] == k[t™, ..., t"] c k[t]
olarak tanimlanir.
k[x1, ..., Xx¢], k cismi lizerinde x4, ..., X, bilinmeyenli polinom halkas1 olsun.
T: k[xq, X5, .., Xo] = k[D]
x> th,i=1.2,..,e
bir 6rten k — cebiri homomorfizmasidir.
cekt = {f € klxy, ..., x]|T(f) = 0}
ideali, cekt = I olarak gosterilir.

Tamim 5.2.3. I, idealine F[D] halkasinin tamamlayici ideali denir. I, homojen bir

idealdir ve binomlar tarafindan iretilir.[9]

Not: ¢ = [T, x;" — [15-, xiBi binomunu alalim.
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¢ Elp © ¢ Ecekt
& () = Ok
o 1(xf xde — xPixfe =0

& (M), (t"e)% — (t™)P1 , (t"e)Be = 0

= tn1a1+~~-+neae - tn1ﬂ1+~~~+neﬁ’e

e e
e Z na; = Z n;p;
i 1

burada, ¢ ’nin derecesi,

der(¢) = E%niai

olur.

Ornek 5.2.4

D = (4,10,11,13) Arf sayisal yarigrubunu alalim. Burada,
n,=4,n,=10,n; =11,n, = 13 olur.

I idealinin elemanlar1

4 4
pelp = Z_ni“i = zlniﬁi
L

seklinde bulunur.
1.4+ 211 =0.10 + 2.13
esitliginden,
nag + nzas =nyf, + Nyfy
elde edilir. Bu,

_ 1.3 P2 Pa
¢ =x; x5 Xy Xy
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¢ = 3128 - 2§
demektir. Bdylece,
¢ =xix3 —xi €1Ip

bulunur. Ayni sekilde diger polinomlar da elde edilebilir. Elde edilen bu polinomlar

verilen Arf sayisal yarigrubun ideal kiimesinin {ireteclerini olusturur.
5.3. RF-Matrisler ile ideallerin Bulunmasi

Bu béliimde, ideallerin minimal tirete¢ sistemlerini, ideallerin RF-matrislerini

kullanarak elde edecegiz.
Tanmm 5.3.1

9 = (q,...,9,) € Z"™ vektorii olmak lizere, 9* vektorii 0 =i = n i indis olmak

lizere 9; = 0 i¢in, 9% vektorii;
9* = (0,...,0,9,,0,...,0)

olarak ve 9~ vektori;

olarak tanimlansin. O zaman,
9=09"—- 9"
olacagi agiktir.[9]

I, idealine D sayisal yarigrubunun idealinin tireteg kiimesi diyecegiz. Asagida
bir sayisal yarigrubun idealinin RF-matrisleri ile iirete¢c kiimesini elde etmek i¢in

gerekli tanim ve lemmalar verilmistir.
Lemma 5.3.2

9,9,...,9, vektorleri RF-matrisinin satir vektorleri olsun. Sayisal yarigrubun iireteg

kiimesinin idealinin her eleman1 agsagidaki gibi sirasiyla bulunabilir.
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Vi,j 1<i<j<eigin,
9y =0 — 9,
¢ = X% —x% eI,
olur.
Ispat. Bknz. [9]
Not: PF'(D) = PF(D) — F(D)
Tanim: 5.3.3

D = (ny,..,ng) bir Arf sayisal yarigrup ve f € PF'(D) olsun. ay,ay, ...,

vektorleri RF (f)’ nin satir vektorlerive 1 < i < j < k i¢in

a;j = a; —a; iken ¢ = X% — X% € Ip formundaki binom bagmntisma RF(f) —

baginti veya RF — baginti denir.[9]
Ornek 5.3.4
D =(3,16,17) ={0,3,6,9,12,15 —}
PF(D) =1{1,2,4,5,7,8,10,11,13,14}
F(D) = 14
PF'(D) = PF(D) — F(D) = {1,2,4,5,7,8,10,11,13}
2 € PF'(D)
icin RF (f) — bagintisini bulalim.

Oncelikle f = 13 igin RF-matrisini yazalim minimal iirete¢ sistemi 3 elemanl

oldugu i¢in yazacagimiz bu matris 3x3 boyutunda olacaktir.
a,1 = —1 olmak tizere;
13 = aq1- 3 + aqz. 16 + a;z. 17
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13=-13+ 1.16 + 0.17
a,, = —1 olmak lizere;
13 =ay1.3+ ay,.16 + a,3.17
13 =43+ (-1).16 + 1.17
a3 = —1 olmak iizere;
13 =a3¢.3+ az,.16 + az3.17
13 =103+ 0.16 + (—1).17

13 € PF(D) i¢in RF-matrisi asagidaki gibi bulunur.

-1 1 0
RF(1) = [ 4 -1 1 ]
10 0 -1

aq, Ay, ..., A vektorleri RF (f) nin satir vektorleri ve 1 < i < j < k igin,
a;; = a; —a; iken ¢ = X4 — x% € Ip
A2 =41 —

a, = {—1,1,0}

a, = {4,—1,1}

a;, ={—-1,1,0} - {4,-1,1} = {-5,2, -1}
af, ={0,2,0}
ay, = {501}

5x,0%31 € I

¢ = x,°%°x3° — %y
bagintisina RF — baginti denir.

Lemmab5.3.5
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®1, .-, Ps € Ip ve her k i¢in, u ve v monomlart x; /u Ve x; /v olacak sekilde
¢pr =u—v ve der(¢,) =f+mn;+n; olacak sekilde f € PF'(D) ve i<j

oldugunu varsayalim. Bu durumda, I, RF-bagintilar tarafindan tiretilir.
ispat.
¢ = u — v binomu, her k i¢in u ve v monomlari i < j i¢in x;/u, x; /v ve

f € PF'(D) igin der (¢) = f + n; + n; olacak sekilde tanimlansmn. u’ = x% olsun.

Bu durumda,

der (u'") = der (;) = der (u) — der (x;)

l

olmasindan der (w) = (f +n;) +n; ve der (u') = f +n; olur. der (v') = f +n;

olan bir v’ monomu alalim.
der (xj . v’) = der (xj) +der (v') =n; + (f +ny)

Yy = u —x; - v’ binomu i¢in der (,) = (f +n;) + n; ve P ' nin yapis1 Lemma

5.3.3’deki binomlarmn formunda oldugundan ¥, = u — x; - v’ bir RF-bagmtidir.

]

v
der <—> = f+n; =der (v')
olmasindan dolayz,

v !
— 7 EID
Xj

elde edilir.

v v
lpk+xj<——v’)=u—xjv’+xj<——v’>=u—v=¢)k
.X'j Xj

bulunur Boylece, m = (x4, ..., X, ) maksimal ideal olmak tizere

v
¢k:¢k+xj<;—v'>61/)k+mlD

]
bulunur. Buradan,
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(@1, s ) +mlp = Py, o, ) +mip

yazabiliriz. Nakayama Yardimci Teoreminden [6]

Ip = W1, s Ym)
elde edilir.
Ornek 5.3.6
D, = (2,5)
D, =(3,4,5)

Arf sayisal yarigruplarinin ve bunlarin yapistirilmasi ile olusmus
D = (14,18,24,30,35)
sayisal yarigruplarinin ideallerini bulalim.
D, = (2,5) i¢in s6zde-Frobenius kiimesi,
PF(Dy) = {3}

3 € PF(D,) i¢in RF-matrisinin

ke =[5

oldugunu 6nceki 6rnegimizde gostermistik.
Y = (94,9,) RF-matrisinin satir vektorleri olmak tizere;
9, =(—-1,1)
9, =(4,—-1)
v, = (11D —-(4-1) =(-52),
1912+ =(0,2)

Vi, = 7912+ — 93, = (5,0)
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Burada RF-matris 2x2 boyutunda oldugu i¢in idealin yalniz bir eleman1 olacaktir.

Simdi idealimizin elemanini bulalim.
¢1912+ = x%y?2
P12 = x50
b1z = ¢1912+ — ¢z =y?—xS€ Ip,
olarak bulunur.

D, = (3,4,5) i¢in s6zde-Frobenius kiimesi,

PF(D) = {1,2}
2 € PF(D,) i¢in RF-matrisi,
-1 0 1
RF2)=|2 -1 0
1 1 -1

Y = (94,9,,93) RF-matrisin satir vektorleri olmak {izere;

D, sayisal yarigrubunun RF(2) icin ideallerini bulalim:

9, = (-1,0,1)
9, = (2,—1,0)
95 = (1,1,—1)

satir vektorleri olmak tizere;
91, = (—1,0,1) — (2,-1,0) = (-3,1,1)
elde edilir.
91,7 =(0,1,1)
Uy, = 1912+ — U1z

91, = (3,0,0) elde edilir.
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Buradan,
+
¢z =yz
¢1912_ — x3
+ —_—
P12 =Pz — ¢z =yz—x3€ Ip,
olarak bulunur.

Islemleri siras1 ile devam ettirirsek D, sayisal yarigrubuna ait diger idealleri de

asagidaki gibi bulabiliriz.
b1z = ¢1913+ — ¢ =z2—y€ Ip,
Baz = @5 — ¢ =x3z—yl€ Ip,
olarak bulunur.

Buldugumuz bu ideal elemanlar1 ayn1 zamanda bu ideallerin {irete¢ kiimesini

olusturur ve sdyle yazilir;
Dy = (2,5) i¢in,
Ip, = (y? - xs)
D, =(3,4,5) i¢in,
Ip, =(yz—x32*—y,x*z—y*) ve

D = (14,18,24,30,35) igin,

Ip =( y322 —x5,23 — x5, yzw — x°,zw — y3,1 — y2z,yw — 22 .
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BOLUM VI
SONUCLAR

Bu calismada genel olarak sayisal yarigruplarin bazi 6zellikleri Arf sayisal
yarigruplar i¢in uygulanmis ve elde edilen sonuclar yazilmistir. Sayisal yarigruplarda
yapistirma kavramini Arf sayisal yarigruplara uyarlayarak 6rneklendirilmis ve
“Yapistirmanin sonucu hangi durumlarda Arf sayisal yarigrup olur?* sorusuna
cevaplar bulunmug teoremler halinde sunulmustur. Arf sayisal yarigruplarin RF-
matrisleri elde edilmistir iki Arf sayisal yarigrubun yapistirilmas: sonucu olusan yeni
sayisal yarigruba ait RF-matrisler bulunmustur. Ardindan yapistirmada kullanilan
Arf sayisal yarigruplarin RF-matrislerinden faydalanarak yapistirma sonucu olusan
yeni sayisal yarigrubun RF-matrisleri elde edilmistir ve son olarak RF-matrislerinden

faydalanarak sayisal yarigruplarin idealleri elde edilerek calismamiz bitirilmistir.
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