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ABSTRACT

MULTIPLICITY OF ARF NUMERICAL SEMIGROUPS INVESTIGATION
WITH RF-MATRICES

BAHAR, Giilsah
M.Sc. in Mathematics
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January 2024
50 pages

In this study, basic information about numerical semigroups and Arf numerical
semigroups is given. It is examined how Arf numerical semigroups are obtained with
the help of conductors. The necessary propositions for obtaining Arf numerical
semigroups with multiplicity up to 10 with conductors are given. RF-matrices of the
obtained Arf numerical semigroups are found. By decomposing these RF-matrices
into row vectors, generator sets of ideals of Arf numerical semigroups were obtained.

All these studies were supported by GAP program and codes.

Key Words: Numerical Semigroup, Arf Numerical Semigroup, S6zde-Frobenius

Number, RF-Matrices.
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Damisman: Do¢.Dr. Belgin OZER
Ocak 2024
50 sayfa

Bu calismada sayisal yarigruplar ve Arf sayisal yarigruplar ile ilgili temel bilgilere
yer verilmistir. Arf sayisal yarigruplarinin iletkenler yardimiyla nasil elde edildigi
incelenmigtir. Katlilig1 10’a kadar olan Arf sayisal yarigruplarin iletkenler ile elde
edebilmek icin gerekli dnermeler verilmistir. Elde edilen Arf sayisal yarigruplarin
RF-matrisleri bulunmustur. Bulunan bu RF-matrisleri satir vektorlerine ayrilarak Arf
sayisal yarigruplarin ideallerinin iirete¢ kiimeleri elde edilmistir. Yapilan biitiin bu

caligmalar GAP programi ve kodlariyla desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sayisal Yarigrup, Arf Sayisal Yarigrup, S6zde-Frobenius
Sayisi, RF-Matrisleri.
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BOLUM 1
GIRIS
Sayisal yarigrup fikri basit bir kavram olsa da, ¢6ziimii olmayan sorunlar1 ortaya
¢ikarir. Bu durum 19. Yiizyil matematikgileri Ferdinand Frobenius ve James Joseph
Sylvester’in dikkatini ¢ekmistir. Tarihsel olarak “Frobenius madeni para problemi”
olarak bilinen problem aslinda “Ortak boleni olmayan madeni paralar kullanilarak
elde edilemeyecek en biiyiik para miktar1 nedir?” sorusuyla ifade ediliyordu. Kisaca,
“a ve b dogal sayilar olmak lizere, p ve q 1'den biiyiik aralarinda asal sayilar olsun;
ap + bq dogrusal kombinasyonu olarak ifade edilemeyen en biiyiik tam say1 kagtir?
Bu soru Frobenius problemi olarak bilinmektedir. Bu problemin p ve q gibi iki say1
icin ¢Oziimii; pg — p — q olarak belirtilir. Bu say1 F(G) ile gosterilir [10]. Boyle iki
say1 i¢in [0, F(G)] araligindaki sayilardan p ve q’nun dogrusal kombinasyonu olarak
ka¢ tam saymin yazilip yazilamayacagi belirtilir ve Sylvester (1884) bu teoriyi
kanitlar.[12] Brauer (1942) [3] ¢alismasinda Frobenius problemine yer vermis ve
1958-1978 yillar1 arasinda birgok bilim insant bu konuda g¢esitli arastirmalar

yapmistir.

Sayisal yarigruplar bir siire sonra cebirde yeniden Oonem kazanmis ve oOzellikle

cebirsel geometride uygulama alani bulmustur.

Du Val [15] Istanbul Universitesi’nde Jacobian algoritmasi ve cebirsel bir dalin
cokluk karesi iizerine makalesini sunarken yaptig1 geometrik yaklasimin cebirsel bir
ifadesi olup olmadigmi sordu. Du Val’in dersine katilan Arf, Du Val’in
karakterlerinin cebirsel yollarla hesaplanabilecegini soyledi ve bir hafta sonra bunun
nasil yapilacagin1 gosterdi. Sonuglar [2]’de yayinlandi ve daha sonra bu karakterler
bir egrinin Arf karakterleri olarak adlandirildi. Arf’in fikri Lipman’in daha sonra
yaymladigr [9]’da verilen egrilerin koordinat halkasinin Arf halka kapanisi olarak

adlandirdig1 seyi ve ardindan onun deger yarigrubunu (ki bu bir Arf sayisal



yarigrubudur) hesaplamakti. Bu yarigrubun minimal {ireteclerine Arf karakterleri

deniliyor.

Glinlimiiz matematik¢ilerinin oldukga ilgisini ¢eken Arf sayisal yarigruplar iizerine

calismalar devam etmektedir.

Arf sayisal yarigruplart her zaman maksimal gdomme boyutuna sahiptir. Maksimal
gobmme boyutuna sahip olmak, lretecteki en kiicliik eleman ile iiretecteki eleman
sayisinin esit oldugu anlamma gelir. Uretecteki en kiiciik eleman ise bizlere

yarigrubun katliligin1 vermektedir.

Bu calismada yukarda verilen bilgilerin 15181nda Arf sayisal yarigruplari tizerinde

calismalar yapilacaktir.

2. Bolim’de, bir grubun sayisal yarigrup olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosullar
verilecektir. Bir sayisal yarigrubun Frobenius sayisi, bosluk kiimesi, Sozde-

Frobenius kiimesi gibi bazi 6nemli temel tanim ve teoremlerden bahsedilecektir.

3. Boliim’de bir sayisal yarigrubun Arf sayisal yarigrup olabilmesi i¢in gerekli olan
tanim ve teoremler verilecektir. Arf sayisal yarigruplarinin yapisi, katliligi ve nasil
elde edildigi agiklanacaktir. iletken ve Frobenius sayis1 kullanilarak 10 katliliga

kadar olan Arf sayisal yarigruplarinin nasil yazilabilecegi gosterilecektir.

4. Bolim’de herhangi bir Arf sayisal yarigrubunun sozde-Frobenius kiimesinin
elemanlar1 kullanilarak RF (Satir Faktorizasyon)-matrisinin nasil elde edilebilecegi

acgiklanacaktir.

5. Boliim’de Arf sayisal yarigrubunun ideallerinin bulunabilmesi igin 6ncelikle ideal
kavraminin ne oldugundan bahsedilecektir. Bir Arf sayisal yarigrubunun ideallerinin
nasil bulunabilecegi aciklanacaktir. Daha sonra elde edilen RF-matrisi satir
vektorlerine ayrilacak ve RF-bagintilar kullanilarak Arf sayisal yarigrubun idealleri

hesaplanacaktir.

6. Bolim’de Arf sayisal yarigruplar tizerinde yapmis oldugumuz biitiin ¢alismalar

Ozetlenerek verilmistir.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde gerekli olan temel tanim ve teoremler [1] [6] ve [11]’de yer almaktadir.
Tanim 2.1. B # @ bir kiime olsun. B X B’den B’ye taniml1 bir

®:BXB-B

(*y)>x®y

fonksiyonuna, B iizerinde bir ikili islem denir.
Ornek 2.2. X = N alalim.

®»: XXX ->X

x®y=3+xyt+tx+y
olarak tanimlanan islem bir ikili islemdir. x,y € X ise x = 0 ve y = 0 alalim.
x®y=3+xy+x+y =200 =3+00+0+0=3€eX =N

olup alinan en kiiciik elemanin isleme girmesiyle birlikte sonug tekrar dogal sayilar

kiimesi tlizerinde oldugundan dolay1 verilen islem bir ikili iglemdir.

Tanmm 23. Eger Vx,4,2€X i¢cin (x®y)®z=2® (g ®3z) esitligi

saglantyorsa ® ikili igsleminin birlesme ozelligi vardir.

Tanmm 2.4. Eger Vx € X iginx ®» g = g ® x = x olacak sekilde bir g € B varsa

g eleman1 ® ikili isleminin birim elemani olarak tanimlanir.

Tanmim 2.5. B # @ bir kiime ve " ® ", B iizerinde bir ikili islem olsun. Uzerinde ikili
islem tanimlanan kiimelere cebirsel yapt denir. Cebirsel yapilar (B,®) seklinde

gosterilir.



Tanim 2.6. B # @ bir kiime ve " ® ", B iizerinde bir ikili islem olsun. Ikili islemin

birlesme 6zelligini saglayan cebirsel yapilara yarigrup denir.

Tamm 2.7. B bir yarigrup olsun. B yarigrubu birim elemanli bir yarigrupsa eger

B’ye monoid denir.

Tanmm 2.8. B bostan farkli bir kiime olsun. G € A olacak sekilde A monoidi alalim.
Eger 0 € G ve a,b € G igin a + b € G olur ise G kiimesine A kiimesinin alt monoidi

denir.
Tanmm 2.9. Eger G alt monoidi i¢in;

i) O0€eG
(i) Vx,y€Gigcinx+y €G
(iii))  N\G sonlu

Ifadeleri saglaniyorsa G’ye sayisal yarigrup denir.
G bir sayisal yarigrup olmak lizere; x; < x, <, ..., < x olacak sekilde

X1,%2,..., X € G i¢in,

k
G = (xl,xz,...,xk) = Z XnPm Pm eEN

m=1

olarak yazilir.

Tanim 2.10. G bir yarigrup olsun. S’ de G'nin bostan farkli bir alt kiimesi ise G’nin
S'yi kapsayan en kiiglik alt yarigrubuna S'nin rettigi yarigrup denir. O halde S
kiimesine G kiimesinin iirete¢ kiimesi denir. G = (S) ile gosterilir. Eger S iiretec
kiimesinden daha kiiglik bir iirete¢ kiimesi bulunamiyorsa o zaman S kiimesi G’nin

minimal tirete¢ kiimesi olur.

Lemma 2.11. G, N'nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. (G)’nin bir sayisal yarigrup

olmasi icin gerek ve yeter kosul ebob({(G)) = 1 olmasidir.

Ispat. d = ebob({G)) olsun. Agiktir ki, eger g, (G)'ye aitse, o zaman d|g. (G)
say1sal bir yarigrubu, N\(G) sonludur ve dolayisiyla d|g olacak sekilde pozitif bir x

tam sayist vardir ve d|x + 1. Bu da d'yi bir olmaya zorlar.
4



Tersi igin N\(G)nin sonlu oldugunu kanitlamak yeterlidir. ebob({G)) =1
oldugundan, z4, ..., z,, ve a4, ..., a, € G tam sayilarinin kiimede oldugunu varsayalim
oyle ki zya; +---+2z,a, =1 olsun. Burada z; negatif terimlerini sag tarafa

alirsak,iy, ..., ig, j1, ---, j; € {1, ..., n} olmak lizere,
Ziai, t ot zgay =1-2z,04, == z,4;
esitligi elde edilir.

Dolayisiyla sdyle bir durum vardir ki g € (G) Oyle ki g + 1 € (G) olsun. n € (G)
oldugunda n = (¢ — 1)g + (¢ — 1) oldugunu ispatlayacagiz. q,r € Z olsun oyle
ki 0 <r<g iken n =q.g + r olsun. Bu durumda, ¢ = ¢ — 1 > r oldugunda

n= (g —1)g + (¢ — 1) oldugu sonucuna variriz.
Buradan
n=@g+r)+@-r=r(@g+1)+(@g-rgecG)
elde edilir.
Ornek 2.12.
G = (2,57)
tarafindan tiretilen kiime bir sayisal yarigruptur.

Tanim  2.9.dan G = (2,5,7) = {2p; + 5p, + 13p3; p1, 02, p3 € N} olarak

yazilabilir. Buradan
P, P2,P3 =0icin0 € G
pi=1,p,=0vep; =0icin2 €G
pr=2,p,=0vep; =0icin4 €G
p.=0,p, =1vep; =0icin5 €G
p1=3,p,=0vep; =0icin6 €G

Benzer sekilde dogal sayilarin elemanlart isleme girdiginde G = (2,5,7) = {0,2,4, -}

kiimesi elde edilir. Bu elde edilen kiime sayisal yarigrup mudur?

5



0 € G oldugu acikca goriilmektedir. Kiimeden alinan herhangi iki elemanin toplami

yine kiime icerisindedir. Yani Vx,y € G i¢in x +y € G oldugu aciktir.

N\G ={0,1,2,3,...}\{0,2,4,...} = {1,3} olup sonlu oldugu aciktir. Bu durumda
sayisal yarigrup olabilmesi i¢in verilen ii¢ sart saglandigindan elde ettigimiz G

kiimesi sayisal yarigruptur.

Ayn1 zamanda G’nin sayisal yarigrup olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu saglamasi
gerekmektedir. Bu durumda G’'nin minimal iirete¢ sistemindeki elemanlarin en biiyiik

ortak bdleninin bir olup olmadigina bakilmasi gerekmektedir.
G = (2,5,7) = ebob{2,5;7} =1
olup G bir sayisal gruptur.

Bir kiimenin sayisal yarigrup oldugunu dogrulayan GAP program kodlar1 asagida

verilmigtir.

LoadPackage("num");

true

S: = NumericalSemigroup(2,5,7);;

IsNumericalSemigroup(S);

true

Not 2.13. Ornek 2.12.de verilen G = (2,5,7) = {0,2,4, -} sayisal yarigrubundaki

— " notasyonu kiime icerisinde 4 rakamindan sonra tiim tam sayilarin G sayisal

yarigrubunun elemani oldugunu gostermektedir.

Ornek 2.14. G = (2,4,8) ={0,2,4,6,8,...} olsun. Ebob(2,4,8,) # 1 oldugundan
dolay1 N\G kiimesi sonlu bir kiime degildir. O halde G = (2,4,8) kiimesi bir sayisal
yarigrup degildir.

Tamim 2.15. G bir sayisal yarigrup olsun. Tanim 2.9. (iii) seceneginde belirttigimiz

N\G kiimesine G sayisal yarigrubunun bosluklar: olarak adlandirilir ve S(G) ile



gosterilir. Bogluk kiimesinin eleman sayisina da G'nin cinsi denir ve g(G) ile

gosterilir.
Ornek 2.16.

G =(2,5,7) = {0,2,4, -}
sayisal yarigrup olsun.

N\G ={0,1,2,3,...}\{0,2,4,...} = {1,3} olarak bulunur. O halde G’nin
bosluklarinin kiimesi S(G) = {1,3} olup 2 elemanli oldugundan sayisal yarigrubunun

cinsinin g(G) = 2 oldugu aciktir.

Sayisal yarigrubun bosluklarini bulabilmek i¢in kullanilan kodlar;

gap > LoadPackage("num");
true
S: = NumericalSemigroup(2,5,7);;
Gaps(NumericalSemigroup(2,5,7));
[1,3]

Tamm 2.17. Tanim 2.10.’da ifade ettigimiz sayisal yarigrubun katliligi, bir iireteg
kiimesinin en kii¢iik eleman1 olarak tanimlanir ve m(G) ile gosterilir. Ayn1 zamanda
sayisal yarigrubu {ireten minimal {iirete¢ kiimesinin eleman sayisina, sayisal

yarigrubun gémme boyutu denir ve e(G) ile gosterilir.

Ornek 2.18. G = {0,4,5,8,9,10,12, -} sayisal yarigrubunun minimal {irete¢ sistemi
G = {4,510} = (4,5,10) dir. Minimal iirete¢ sisteminin eleman sayisi 3 oldugundan
e(G) = 3 olur. Aym1 zamanda G’nin en kiicik elemani 4 oldugundan dolayr G

sayisal yarigrubunun katliligi m(G) = 4 olur.

GAP program kodlart ile katlilik bulma;

gap > LoadPackage("num");




true

S:= NumericalSemigroup(4,5,10);;

Multiplicity(S);

Tamm 2.19. G sayisal yarigrubunun katlilig1 ve gbmme boyutu birbirine esit ise yani
m(G) = e(G) oluyorsa, G sayisal yarigrubuna maksimal gomme boyutlu sayisal

yarigrup (MGB-sayisal yarigrup) denir.[16]

Ornek 2.20. G = (3,8,10) = {0,3,6,8, -} sayisal yarigrubunun katliligs m(G) = 3
ve gomme boyutu e(G) = 3 oldugundan dolayr maksimal gémme boyutlu sayisal

yarigruptur.

GAP kodlar1 yardimiyla gdmme boyutunu belirlemek i¢in;

gap > LoadPackage("num");

true

S: = NumericalSemigroup(3,8,10);;

EmbeddingDimension(S);

Tamm 2.21. G sayisal yarigrup ve m # 0 € G olmak iizere,
Ap(Gm)={g€eCG: g—m¢G}
seklinde ifade edilen kiimeye m‘nin Apery kiimesi denir ve Ap(G, m) ile gosterilir.
Ornek 2.22.
G =(3,4,7) ={0,3,4,6,>}
sayisal yarigrup olsun,

= g=3€Gicin



Ap(G,3) ={g € G : g — 3 & G} kiimesini bulalim:
0-3¢G=0¢€Ap(G,3)
3—-3€eG=3¢Ap(G,3)
4-3¢G=4¢€Ap(G,3)
6—3€G=6¢Ap(G,3)
7—-3€G=7¢Ap(G,3)
8—3¢G=6€Ap(G,3)

8’den biiyiik olan tiim tam sayilar G sayisal yarigrubunun elemani olacaktir. O halde,
Ap(G,3) ={0,4,8}

olur.

G sayisal yarigrubunun diger tiim elemanlari i¢in aymi islemler yapilarak Apery

kiimeleri yazilabilir.

GAP programi kullanilarak biitiin elemanlarin Apery kiimeleri yazilabilir;

gap > LoadPackage("num");

true

S: = NumericalSemigroup(3,4,7);;

AperylList(S, 3);

[0, 4, 8]

AperyList(S,4);

[0,9,6,3]

AperylList(S, 6);

[0,7,8,3,4,11]

Tammm 2.23. G sayisal yarigrup olsun. N\G olarak ifade ettigimiz bosluk

kiimesindeki en biiylik elemana Frobenius sayisi denir ve F(G) ile gosterilir.

F(G) = max(N\G)



olarak tanimlanir.

Ornek 2.24. G = (3,8,10) = {0,3,6,8, =} sayisal yarigrubu i¢in Frobenius sayist;
N\G = {1,2,4,5,7} kiimesi G kiimesinin bogluklarinin elemanlarindan olugmaktadir.
Elde edilen bu kiimenin en biiyiilk elemani olan 7 verilen sayisal yarigrubun

Frobenius sayisidir yani F(G) = 7’dir.

GAP program kodlari;

gap > LoadPackage("num");

true

S:= NumericalSemigroup(3,8,10);;

FrobeniusNumber(S);

Onerme 2.25. Va,b € Z* ve q,b sayilari aralarinda asal sayilar yani ebob(a,b) = 1

olsun. Bu durumda,

1) F({(a,b)) = ab—a—">

b—a—-b+1 F({a,b 1
2) g({a,b)) = a a2 +1_ ((az))+

ifadeleri elde edilir.[11]

Ornek 2.26. G = (2,41) iirete¢ kiimesine sahip sayisal yarigrubunun Frobenius
sayisint ve cinsini belirleyebilmek icin kiimenin elemanlarmi tek tek yazmak
gerekmektedir. Fakat bu kiime uzun bir kiime oldugundan elemanlar1 yazmak yerine

Onerme 2.25’ten yararlanirsak, a = 2 ve b = 41 olmak iizere,
F({a,b)) =241 —-2-41=139
olarak bulunur. Benzer sekilde degerler yerine yazilarak sayisal yarigrubun cinsi,

39+41_
=

9({a,b)) =

olarak hesaplanabilir.
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GOomme boyutu 2 olan sayisal yarigruplar i¢in sayisal yarigrubun cinsi

F(G)+1

genellikle g(G) = olarak ifade edilebilir (burada F(G)’nin her zaman bir tek

say1 oldugu goriilmektedir). Bu durum daha yiiksek gdmme boyutuna sahip sayisal

yarigruplar i¢in genellikle gegerli degildir.

F(G)+1

Eger g € G ise o zaman (F(G) — ¢) & G olur. Bu da bize g(G) = >

esitliginin aslinda bir esitsizlik oldugunu gosterir.

Onerme 2.26. G bir say1sal yarigrup olmak iizere,

F(G)+1
2

9(G) =
olarak gosterilir.[11]
Esitligin saglandig1 sayisal yarigruplar ‘en az’ bosluga sahip olan sayisal

yarigruplardir.

Tanmm 2.27. Bir sayisal yarigrup olan G ve bu yarigrubun Frobenius sayist F(G)

olsun. O zaman
n(G) =#({0,1,2,...,F(G)}nG)
sayis1 G 'nin belirte¢ sayisi olarak adlandirilir.

Tamm 2.28. F(G) ve n(G) sirasiyla, G’ nin Frobenius sayis1 ve belirte¢ sayis1 olmak
tuzere, G = {0 = go, @1, Fr—1.Grr -1 &ng) = F(G) + 1, —...} seklinde verilsin.
Burada g; < g1 olup " — " F(G) + 1 sayisindan biiylik olan her tam sayinin G’ye

ait oldugunu gosterir. F(G) + 1 tam sayisina G ’nin iletkeni denir

Ornek 2.29. G = (3,8,10) = {0,3,6,8, =} sayisal yarigrubunun, Frobenius sayisinin
F(G) = 7 oldugunu Ornek 2.24’te belirttik. O halde

n(G) = #{0,1,2,...,F(6)} N G) = n(G) = #({0,1,2,...,7} n {0,3,6,8, »})
olup n(G) = #(0,3,6) = 3 olarak bulunur.

Ayn1 zamanda Frobenius sayisinin bir fazlasi bize sayisal yarigrubun iletkenini verir.
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F(G)+1=7+1=18
O halde 8, G sayisal yarigrubunun iletkenidir.

Iletkenin GAP programu ile bulunmast;

gap > LoadPackage("num");

true
S:= NumericalSemigroup(3,8,10);;
Conductor(S);

8

Tanmm 2.30. G bir sayisal yarigrup olsun ve x € G olacak sekilde bir x tam sayisi
alalim. Bu durumda g € G\{0} ve x + g € G oluyorsa x tam sayisina G’nin bir
sozde-Frobenius sayisi denir. G’ nin tim s6zde-Frobenius sayilarinin kiimesi PF(G)
ile gosterilir. PF(G)’nin eleman sayisina G nin tipi denir ve t(G) ile gosterilir. Bu
sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi, Sozde-Frobenius sayilarinin kiimesinin en

bliyiik elemanidir.

Ornek 2.31. G = (3,8,10) = {0,3,6,8, »} sayisal yarigrubunun So6zde-Frobenius
sayilarinit bulmak icin bosluk kiimesindeki elemanlar ile sayisal yarigrubun tireteg
kiimesindeki biitiin elemanlar sirasiyla topladigimizda kiimenin igerisine diisliyorsa

bosluk kiimesinden aldigimiz eleman s6zde-Frobenius sayis1 olacaktir.
O halde bosluk kiimesi ve iirete¢ kiimesi sirasiyla
S(G) = {1,2,4,5,7}ve G = (3,8,10)
olur. Buradan,
1 € S(G) igin,
1+ 3 =4 & G olup sd6zde-Frobenius say1s1 olamaz.

2 € S(G) i¢in,
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2+ 3 =5 & G olup sézde-Frobenius sayis1 olamaz.

4 € 5(G) igin,

4 + 3 =7 & G olup Sozde-Frobenius sayis1 olamaz.

5 € S(G) i¢in,

5+3=8€G,5+8=13€Gve5+10 =15 € G olup 5 € PF(G)’dir.
7 € S(G) i¢in,

7+3=10€G,7+8=15€Gve7+ 10 =17 € G olup 7 € PF(G)’dir.

Bu durumda PF(G) = {5,7} olur. S6zde-Frobenius kiimesinin en biiyiik elemani
sayisal yarigrubunun Frobenius sayisidir yani F(G) = 7’°dir. Sozde-Frobenius

kiimesinin eleman sayis1 sayisal yarigrubun tipini belirler bu durumda t(G) = 2 olur.

Sozde-Frobenius kiimesini bulabilmek i¢in GAP programi kodlari;

gap > LoadPackage("num");

true

S: = NumericalSemigroup(3,8,10);;

PseudoFrobenius(S);

[5,7]
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BOLUM 3

3.1 ARF SAYISAL YARIGRUPLAR

Bu boliimde Arf sayisal yarigruplar ile ilgili temel tanim ve teoremler verilecektir.

Herhangi bir sayisal yarigrubun Arf sayisal yarigrup olup olmadigi incelenecektir.
Tanim 3.1.1. G bir sayisal yarigrup olsun.
Vx,y,z€EGicinx >2y=>z = x+y—z€G
sartin1 saglayan G sayisal yarigrubuna Arf sayisal yarigrup denir.[1]
Onerme 3.1.2. G bir sayisal yarigrup olsun.
VX, yEG:x=>y = 2x+y€EG

eger G sayisal yarigrubu yukardaki ozelligi sagliyorsa, o zaman G Arf sayisal

yarigrup olarak adlandirilir.[14]

Ornek 3.1.3. G = (3,10,11) = {0,3,6,9,—} sayisal yarigrup Arf sayisal
yarigruptur. Gergekten,

x=3,y=3 = 23 -3 =3€G
x=6y=3 = 26 -3 =9€G
X=6y=6 = 26 -6 =6€EG
x=9,y=3 = 29 -3 =15€G
x=9,y=6 = 29 -6 =12€G
x=9,y=9 = 29 -9 =9€¢

x =9 oldugunda, x —y = 8 olur bu yiizden 2x —y her zaman G'nin eleman

olacaktir. Bu durumda G Arf sayisal yarigruptur.
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Herhangi bir sayisal yarigrubun Arf sayisal yarigrup olup olmadigimi kontrol

edebilmek i¢cin GAP programi kodlari;

gap > LoadPackage("num");

true

S: = NumericalSemigroup(3,10,11);

< Numerical semigroup with 3 generators >

IsArf (NumericalSemigroup(3,10,11));

true

Onerme 3.1.4. Her Arf sayisal yarigrup maksimal gémme boyutludur (MGD).

Ancak bunun tersi mevcut degildir. [11]

Ornek 3.1.5.G = (3,4,8) = {0,3,4,7,8,9,10 —} sayisal yarigrubu
m(G) = e(G) = 3 olup maksimal gomme boyutludur ancak Arf sayisal yarigrup
degildir.

x=3y=3=23-3=3€G
x=4y=3=24—-3=5¢G

G sayisal yarigrubu Arf degildir ¢linkii x =4,y = 3 i¢in 5 € G oldugundan Arf
degildir

Bir sayisal yarigrubun Arf olup olmadigini kontrol edebilmek icin gerekli olan
kodlar;

gap > LoadPackage("num");

true

S:= NumericalSemigroup(3,4,8);

< Numerical semigroup with 3 generators >
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IsArf (NumericalSemigroup(3,4,8));

false

Onerme 3.1.6. Arf sayisal yarigruplari maksimum gémme boyutuna sahiptir. Bu
durumda, katliligi m olan bir Arf sayisal yarigrup G'nin minimal iirete¢ sistemi

(Ap(G,m)\{0} U {m} kiimesi verir. [18]

Not 3.1.7. a,b € Z i¢in b — a € G oluyorsa eger a <; w bagntisina kismi siral
bagint1 denir. Bu kismi sirali bagint1 kullanilarak PF(G)’nin bir karakterizasyonunu

elde edebiliriz.

Yardimei Teorem 3.1.8. Eger G bir Arf sayisal yarigrup ve katliligt m > 1 ise, o

zaman,

(i) Maximals <; Ap(G, m){0},
(i) PF(G) ={w—m:w € Ap(G,m)\{0}

seklindedir. [11].

Tanim 3.1.9. G katliligi m(G) = m olan bir Arf sayisal yarigrup olsun.
(Ap(G,m) U {m}) \ {0} = {m, w(0) = 0,w(1), ..., w(m — 1)} kiimesi G Arf sayisal
yarigrubu i¢in minimal iirete¢ kiimesini olusturmaktadir. Ayrica e§er ¢ minimum

olarak {n; < n, < -+ < n,} tarafindan iiretiliyorsa, o zaman
PF(G) ={n, —n;,ng —ny,...,n, — Ny}
s0zde-Frobenius kiimesini yukaridaki gibi yazabiliriz.

3.2 ARF SAYISAL YARIGRUPLARININ KATLILIGI

Bu béliimde Arf sayisal yarigruplarin iletkenler yardimiyla katliliga bagl olarak
nasil elde edilebilecegi ile ilgili dnermeler verilmistir Katlilig1 bilinen Arf sayisal

yarigrup ornekleri yapilmistir.

Onerme 3.2.1. Katliligi 1 olan sayisal yarigruplar sadece N (Dogal sayilar)
kiimesidir. 1 tarafindan iiretilen sayisal yarigruplar ayni zamanda Arf sayisal

yarigruptur.[14]
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Onerme 3.2.2. 2 katliliga sahip herhangi bir sayisal yarigrup ayn1 zamanda bir Arf

sayisal yarigruptur. G sayisal yarigrubunun iletkeni /(G) = I alinirsa,
G=(21+1)
ile tiretilen biitlin sayisal yarigruplar Arf sayisal yarigruptur.[14]
Ornek 3.2.3. Katlilig1 2 olan Arf sayisal yarigrubu,
G =(2,7)={0,2,4,6, >}

Not 3.2.4. Katlilig1 3 ve 3’ten biiyiik Arf sayisal yarigruplari iletken tarafindan tek
basina acikca tretilememektedir. Bu Arf sayisal yarigruplarini belirleyebilmek igin
sayisal yarigrubun cinsine ihtiyag¢ vardir. Eger Arf 6zelligi kabul edilirse, Arf sayisal

yarigruplar1 katlilik ve iletken tarafindan tam olarak belirlenebilir.

Onerme 3.2.5. I bir tam say1 olmak iizere, I > 3 ve I # 1(mod3) alalim. Katlilig1 3
olan G Arf sayisal yarigrubu agagidakilerden biri olarak yazilabilir.[14]

I = 0 or 2 (mod3) olmak uzere,

(1) I =0(mod3)iseG = (3,1 + 1,1+ 2).
(ii) I = 2(mod3) ise G = (3,1, + 2).

Ornek 3.2.6. Katlilig1 3 olan Arf sayisal yarigrup drnekleri,

G = (3,45) ={0,3 >}
G = (3,8,10) = {0,3,6,8 >}
G =(3,10,11) = {0,3,6,9 —}
G =(3,11,13) = {0,3,6,9,11, >}
G = (3,13,14) = {0,3,6,9,12, >}
G =(3,17,19) = {0,3,6,9,12,15,17 -}

Onerme 3.2.7. Kathligi 4 ve iletkeni I olan bir G Arf sayisal yarigrubu
asagidakilerden biri olarak yazilabilir. [14]

I = 0,2 ya da 3(1od4) olmak fizere,

I

(i) I = 0(mod4) ise G = (4,4k +2,1 + 1,1 + 3) icin (k € {1, Z})
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(i) I = 2(mod4) ise G = (4,4k + 2,1 + 1,1 + 3) icin (k € {1, —})

(iii) I = 3(mod4) ise G = (4,1,1 + 2,1 + 3)
Ornek 3.2.8. Katlilig1 4 olan Arf sayisal yarigrup 6rnekleri,

G = (45,6,7) = {0,4,-}
G = (4,5,7,9) = {0,4,5,7 -}
G =(4,9,10,11) = {0,4,8 -}
G =(4,69,11) = {0,4,6,8 >}
G = (4,23,25,26) = {0,4,8,12,16,20,23 -}
G = (4,6,23,25) = {0,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22 —}

Onerme 3.2.9. I iletkenli ve 5 katlilikli Arf sayisal yarigrubu asagidakilerden biri
olarak yazilabilir.[14]

I = 0,2,3 ya da 4(mod5) olmak flizere,

(i) Eger I = 0(mod5)

a) G= (51—2,1+1,1+2,1+4)

b) G= (5, 1+1,1+21+3,1+4)
(i) I = 2(mod5)ise G = (5,1 + 1,1 + 2,1 + 4)
(iii) I = 3(mod5)ise G = (5,[,1 + 1,1 + 3,1 + 4)
(iv) Eger I = 4(mod5)

a) G=(5,1-2,1L1+2,1+4)

b) G =(51L1+21+3,1+4).

Ornek 3.2.10. Katlilig1 5 olan Arf sayisal yarigrup drnekleri,

G = (5,28,31,32,34) = {0,5,10,15,20,25,28,30 =}

G = (5,32,33,34,36) = {0,5,10,15,20,25,30,32 =}

G = (5,33,34,36,37) = {0,5,10,15,20,25,30,33 —}
G = (5,32,34,36,38) = {0,5,10,15,20,25,30,32,34 —}

Onerme 3.2.11. Katlilig1 6 ve iletkeni I olan Arf sayisal yarigruplar asagidakilerden
biri olarak yazilabilir. [14]

1 =0,2,3,4 yada5(mod6)
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(1) I = 0(mod6)

a) G=(61+11+21+31+41+5)

b) G =(6,6k+2,6k+41+1,1+31+5)

©) G=(66k+3,1+11+21+41+5)

d) G=(6,6k+4,6k+8,1+1,I+3,I+5)igin(m=1,2,...,é—l)
(i) I = 2(mod6)

a) G=(66l+26l+41+1,1+3,1+5)

b) G =1(66k+3,1,1+21+31+H5)

©) G=1(66k+46k+8I1+1,1+3,1+5)

icin (1 =1,2, ... % k=12, .. % 1)

(iii) I = 3(mod6)

G =(6,6k+3,1+1,1+2,1+4,1+5)icin (k =12 .. ?)

@iv) I = 4(mod6)
a) G=(66l+26l+41+1,1+3,1+05)
-4

b) G=(66l+46l+81+1,1+3,1+5)icin(l=1,2,.. ’T)

(v) I = 2(mod6)
a) G=(6,I,1+2,1+3,1+4,1+5)

b) G =(6,60+3,1,1+21+3,1+5)icin(l=12,.. ,%).

Ornek 3.2.12. Katlilig1 6 olan Arf sayisal yarigrup drnekleri,

G =(6,89,10,11,13) = {0,6,8 -}
G =(6,9,10,11,13,14) = {0,6,9 =}
G =(6,31,32,33,34,35) = {0,6,12,18,24,30, -}
G = (6,20,22,31,33,35) = {0,6,12,18,20,22,24,26,28,30, -}
G =(6,14,16,31,33,35) = {0,6,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30, -}
G = (6,8,10,31,33,35) = 0,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30, -}

Onerme 3.2.13. | tam say1 olmak iizere, I > 8 ve I # 1(mod8) olarak alalim.
Katlilig1 8 ve iletkeni I olan G Arf sayisal yarigrubunu asagidakilerden biri olarak

yazilabilir.[17]

1=0,23,4,5,6,7(mod8) olmak tizere,
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Eger I = 0(mod8)

(1) G=@&I+1,1+2,1+3,1+41+51+6,]1+7)

(i) G=(8,8k+2,8k+48k+61+11+31+5I+7),(1<k<=)

~

i) G =(8,8k+480+28+6I+1,1+3,1+5I1+7),1<k<I<-

~

iv) G=(8,8k+480—-28l+2,1+1,1+3,1+5I+7),1<k<I<-

[ee]

V) G=(81-31+11+21+3,1+41+6I1+7)
(vi) G =(88k+68k+10,8k+121+1,1+3,1+5I+7),1<k<—"

(vi) G=(@,I—=5I1-2,1+1,1+2,1+4,1+51+7)

Eger I = 2(mod8)

i G=(88k+2,8k+48k+6I+11+3I1+5I+7),1<k<"
i G=(88k+48l+28l+6]+1LI1+31+5I+7),1<k<l<"
ii.  G=(88k+48/—28l+2I+1L1+31+5I+7),1<k<l<"
iv.  G=(8I1-5L1+1,1+21+41+51+7)
v.  G=(88k+68k+10,8k+121+1,1+3,1+5I+7),1<k<
1-10
8

Eger I = 3(mod8)
. G=@LI+1,I+21+31+41+61+7)
i G=(88k+4LI+21+31+41+61+7),1<k<"—

Eger I = 4(mod8)
i G=(88k+28k+48k+6I+11+3,I+5I+7)1<k<—"
i G=(88k+48l—28l+6I+1L1+31+5I+7),1<k<l<—"

iil. G =(8,8k+4,8l—2,8l+2,1+1,I+3,I+5,I+7),1Sk<lSH-?4

1v. G=(88k+68k+10,8ck+12,1+1,I+3,1+5I1+7),1<k<
1-12

8
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Eger I = 5(mod8)

1. G=@I1-211+1,1+2,1+4I1+51+7)
il. G=(8LI+1,1+2,1+4I1+5I1+6I+7)

Eger I = 6(mod8)

i G=(88k+28k+48k+61+11+31+5I+7),1<k<""

. G=(81—=3,L1+1,1+3,1+41+61+7)
i, G=(88k+48l+28l+6I+11+31+5[+7),1<k<I<=°

iv.  G=(88k+48/—-28l+2,I+11+31+5I+7)1<k<I<~

~

[«))

v. G=(88k+68k+10,8k+12,1+11+3,1+5I1+7),1<k<

|

Eger I = 7(mod8)

1. G=(8,8k+4,1,1+2,I+3,I+4,I+6,I+7),1Skﬁ%

1. G=(8I1-21,1+2,1+31+41+51+7)
1il. G=(81,1+21+31+4I1+5I1+6I1+7)

Ornek 3.2.14. Katlilig1 8 olan Arf sayisal yarigrup drnekleri,
G =(8,17,18,19,20,21,22,23) = {0,8,16 —}
G = (8,25,26,27,28,29,30,31) = {0,8,16,24, —}
G = (8,19,20,21,22,23,25,26) = {0,8,16,19 -}
G = (8,13,18,19,20,22,23,25) = {0,8,13,16,18 -}
G =(8,21,22,23,25,26,27,28) = {0,8,16,21 -}

Onerme 3.2.15. I > 9 ve I # 1(mod9) olacak sekilde bir I tam sayis1 alalim. Bu
durumda katliligt 9 ve iletkeni I olan Arf sayisal yarigrubu asagidakilerden biri

olarak yazilabilir.[13]

1=0,2,3,4,5,6,7,8(mod9)
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Eger 1 = 0(mod9)

I. G=0OI+1,1+21+31+41+51+6,+7,]+8)
il. G=(9,9%+3,9%+6I1I+1,1+2,1+41+5I1+71+8),1<k<

I_

|
O

iii. G=01-41-21+11+2,1+3,1+4,1+6,] +8)
iv. G=0OI1-41+11+2,1+3,1+4,1+6,1+7,]+8)
V. G=(99%+69% +12,1+1,1+2,1+41+41+7,1+8),1<k<

I—

|
el

VL. G=(9,1-2,1+1,1+2,1+3,1+41+51+6,1+8)
I = 2(mod9)

I. G=0OL1+1,1+2,1+3,1+4I1+5I1+6,]+8)
1-11

ii. G=(9,9%+3,9%+6,1,1+2,1+3,1+51+6,1+8),1<k sS—

i, G=(99k+6,9% +12,1,1+ 2, +3,1 +51+6,1+8),1<k <

iv. GG=(9,1—-41+1,1+21+3,I1+41+6I1+7,1+8)
I = 3(mod9)

I. G=(9,9%+3,9%+6I+1,1+2,1+41+5I1+71+8),1<k<

I-3
9

il G=(99% +69% +12,1+1,1+2,1+4,1+5I1+7,1+8),1<k<
1-12
9

I = 4(mod9)

L. G=0OLI+1,1+2,1+3,1+41+6I1+7,1+8)
il G=091-211+1,1+2,1+3,1+41+6,]+8)
Il G=091-6I1-211+1,1+2,1+41+6,]+8)

I = 5(mod9)

. G=(9,,1+1,1+21+31+51+61+71+8)

ii. G =(9,9 + 3, 9k+6,I,I+2,I+3,I+5,I+6,I+8),1Skﬁ%
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iii. G=wﬁk+a9k+uJJ+2J+3J+5J+6J+8x1Sks?ﬁ

I = 6(mod9)
I. G=0,1-41-211+1,1+2,1+41+6,]+8)
il. G=(9,9%+3,9%+6I1I+1,1+2,1+41+5I1+71+8),1<k<
I-15

9
iii. G=(99+69%+12,1+1,1+2,1+41+51+71+8),1<k<
-6

9
iv. G=0,1-21,1+1,1+2,1+41+5I1+6,]+8)

~

I = 7(mod9)

I. G=(9,1-31L1+11+3,1+41+5I1+7,1+8)
ii. G=9,1-21,1+1,1+3,1+4,1+51+6,]+8)
iii. G=0LI+1,1+31+4I1+5I1+6I1+7,]1+8)

I = 8(mod9)

i G=(9,1—6I1—41-211+21+41+6,I+8)
i, G:4a9k+&9k+@L1+zl+&1+51+a1+8x1sks%ﬁ
iii. G=(9,1—-41—-211+21+31+41+6,1+8)
iv.  G=9,1—-4L1+21+31+41+61+71+8)
v, G=(9,1—-311+21+31+41+51+71+8)

Vi. G=(9,9%+69% +12,1,1+2,1+3,[+5I1+6+8),1<k S?

Vil. G=(9,,1+21+31+41+5I1+6I1+7,1+8)
Ornek 3.2.16. Katlilig1 9 olan say1sal yarigrup rnekleri,

G = (9,28,29,30,31,32,33,34,35) = {0,9,18,27 -}
G = (9,20,21,22,23,24,25,26,28) = {0,9,18,20 —}
G =(9,21,24,31,32,34,35,37,38) = {0,9,18,21,24,27,30 —}
G =(9,40,41,42,43,44,46,47,48) = {0,9,18,27,36,40 —}
G = (9,35,37,38,39,40,41,42,43) = {0,9,18,27,35 -}
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Onerme 3.2.17. 1 > 10 ve I # 1(mod10) olacak sekilde bir I tam sayis1 alalim. Bu

durumda katliligi 10 ve iletkeni I olan Arf sayisal yarigrubu asagidakilerden biri

olarak yazilabilir. [13]

1=0,2,3,4,5,6,7,89(mod10)

I = 0(mod10)

ii.

iil.

1v.

V1.

Vil.

viii.

1X.

G=(10,1+1,1+2,1+3,1+4,1+5I1+6,I+7,1+8,1+9)
G =(10,10k + 2,10k + 4,10k + 6,10k + 8,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7I+9)1<k<—>

G = (10,10k + 4,10k + 6,10k + 8,10k + 12,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,1 +9),1 <k <=2
10

G =(10,10k + 4,10k + 8,10k + 12,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,1 +9),1 <k <=2
10

G =(10,10k +5,1 = 2,1+ 1,1+ 2,1+ 3,1+ 4,1+ 6,1+ 7,1+

9),1<k<l
10

G =(10,10k + 5,1+ 1,1 +2,1+3,1+4,1+6,1+7,1+8,1+

91<k<=
10

G =(10,10k + 6,10k + 8,10x + 12,10x + 14,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7.04+9),1<k <2
10

G =(10,10k + 6,10k + 12,10k + 14,10k + 18,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,0+9),1<k <2
10

G=(10,1-3,1+1,1+21+31+41+51+61+8,1+09)
G = (10,10k + 8,10k + 12,10k + 14,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,1 +9),1<k <=2
10

I = 2(mod10)

G =(10,10k + 2,10k + 4,10k + 6,10k + 8,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

71+9),1<k<™2
10
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il G =(10,10k + 4,10k + 6,10k + 8,10k + 12,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,0+9),1<k<Z2
10

1il. G =(10,10k + 4,10k + 8,10k + 12,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,0+9),1<k<Z2
10

1v. G =(10,10k +5,,I1 + 1,1+ 2,1+ 4,1+51+6,1+7,1+9),1<

I1-12
- 10

k <

V. G =(10,10k + 6,10k + 8,10k + 12,10k + 14,1 + 1,1 + 3,1+ 5,1 +

I-12

7,1 +9),1<k <—
10

V1. G =(10,10k + 6,10k + 12,10k + 14,10k + 18,1+ 1,1+ 3,1 + 5,1 +

7I+9)1<k<—"

vii. G=(0,I-5L1+11+21+3,1+41+6I1+7,1+9)
viii. G =(10,10k + 8,10k + 12,10k + 14,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

70+9),1<k<2
10

I = 3(mod10)
1. G=(10,,LI+1,1+2,1+3,I1+4,1+51+6,1+8,1+9)
ii. G =(10,10k +5,I,1 + 1,1 + 3, + 4,1+ 5, + 6, + 8,1 +9),1 <
k<218

10
1il. G=(10I-6I11+11+21+3,I+51+6+8,1+9)

I = 4(mod10)

i G = (10,10k + 2,10k + 4,10k + 6,10k + 8,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
70+9),1<k<™2
10
ii. G =1{(10,10k + 4,10k + 6,10k + 8,10k + 12,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
71+9),1<k<™2
10
iii. G =(10,10k + 4,10k + 8,10k + 12,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,1+9),1<k <222
10
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iv.

Vi.

Vii.

Viii.

G =(10,10k +5,1,1 + 2,1+ 3,1 +4,1+5I1+7,1+8,1+9),1<

k< 1-14
10

G =(10,10k +5,1 = 2,1,1 + 2,1 +3,1+4,1+51+7,1+9),1<

I1-14
10

G =(10,10k + 6,10k + 8,10k + 12,10k + 14,1 + 1,1 + 3,1+ 5,1 +

k <

I-14

7,1 +9), 1<k <—
10

G =(10,10k + 6,10k + 12,10k + 14,10k + 18,1+ 1,1+ 3,1 + 5,1 +

I-12

7,[+9>,1Sk§7
G =(10,10k + 8,10k + 12,10k + 14,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 7,1 +

9),1<k<22
10

I = 5(mod10)

il.

1il.

G=10,1-2,L1+1,1+21+31+41+61+71+9)
G=(10,10k +51 2,1+ 1,1+ 2,1 +3, 1 +4,1+6,1+7,1+
9),1<k<

10
G={(10,10k + 5,1+ 1,1+ 2,1 + 3,1+ 41+ 6,1 +7,1+8,1 +

9),1<k<2
10

I = 6(mod10)

ii.

iil.

iv.

G = (10,10k + 2,10k + 4,10k + 6,10k + 8,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
7,1+9),1<k <8

10
G=(10,1—3,1,1+1,1+2,1+3,1+51+61+81+09)
G = (10,10k + 4,10k + 6,10k + 8,10k + 12,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
70+9),1<k<=8

10
G = (10,10k + 4,10k + 8,10k + 12,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
7.04+9),1<k <28

10
G = (10,10k + 6,10k + 8,10k + 12,10k + 14,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

70+9),1<k<=8
10
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V1.

Vii.

G =(10,10k + 6,10k + 12,10k + 14,10k + 18,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,0+9),1<k<28
10

G =(10,10k + 8,10k + 12,10k + 14,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

7,0+9),1<k <28
10

I = 7(mod10)

il

1il.

G=(0,I-311+1,1+21+4I1+51+6I+8,1+9)
G =(10,10k +5, 1,1 + 1,1+ 2,1 +4,1+5I1+6,1+7,1+9),1<

k<=
10

G=(10IL1+1,1+21+4I1+5I1+6I1+71+8,1+9)

I = 8(mod10)

il.

1il.

iv.

Vi.

Vii.

viil.

G = (10,10k + 2,10k + 4,10k + 6,10k + 8,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
7,1+9),1<k<Z2

10
G=(10,1—51—-2,1,1+1,1+3,1+41+61+71+9)
G = (10,10k + 4,10k + 6,10k + 8,10k + 12,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
70+9),1<k<=8

10
G = (10,10k + 4,10k + 8,10k + 12,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
70+9),1<k<=8

10

G =(10,10k +5,1,1 + 1,1+ 3,1+ 4,1+ 514+ 6,1 +8,1+9),1 <

-8
10

G =(10,10k + 6,10k + 8,10k + 12,10k + 14,1 + 1,1 + 3,1+ 5,1 +

k <
71+9),1<k<Z28

10
G = (10,10k + 6,10k + 12,10k + 14,10k + 18,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +
7,1 +9),1<k <228

10
G = (10,10k + 8,10k + 12,10k + 14,10k + 16,1 + 1,1 + 3,1 + 5,1 +

71+9),1<k<=8
10
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I = 9(mod10)

i G=(10,1—61—3,1,1+2,1+3,1+51+6,1+81+9)
ii.  G=(10,10k+51—211+21+3,1+41+5I1+81+9),1<
k<=

10
1il. G =(10,10k +5,1,1 + 2,1+ 3,1 + 4,1+ 51+ 6,1 +8,1+9),1 <

-9
k<—
10

1v. G=(10,I1-311+2,1+31+41+6I1+71+8,1+9)
V. G=(10,1-21,1+2,1+31+4I1+51+6I+7,1+9)
Vi. G=(1011+21+31+4I1+5I1+6I1+71+8,1+9)

Ornek 3.2.18. Katliligi 10 olan Arf sayisal yarigruplarma bazi érnekler asagida

verilmigtir.
G = (10,33,35,36,37,38,39,41,42,44) = {0,10,20,30,33,35 -}
G =(10,22,24,25,26,27,28,29,31,33) = {0,10,20,22,24 —}
G =(10,63,64,65,66,67,68,69,71,72) = {0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 63 —}

G = (10,45,63,64,66,67,68,69,71,72) = {0, 10, 20, 30, 40, 45, 50, 55, 60, 63 —}
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BOLUM 4

4.1 ARF SAYISAL YARIGRUPLARDA RF-MATRISLERI

Bu bolimde Arf sayisal yarigruplarinin ideallerinin elde edilebilmesi i¢in gerekli
olan RF (satir-faktorizasyon)-matris kavrami agiklanacaktir. Herhangi bir Arf sayisal
yarigrubunun RF-matrisini hesaplayabilmek i¢in gerekli olan GAP program kodlar1
verilmistir.[7]

Tamm 4.1.1. f € PF(G) olsun. f'nin RF-matrisi, her i igin a;; = —1, her i # j i¢in

a;j €ENveheri=1,..,eicin

[\

al-jnj = f
j=1

olarak tanimlanan bir A = (a;;) matrisidir.[8]

Onerme 4.1.2. RF-matrislerinin boyutu, G Arf sayisal yarigrubunun minimal iireteg

sistemindeki eleman sayisi ile belirlenir.
Ornek 4.1.3.
G = (3,11,13) = {0,3,6,9,11 =}

RF-matrislerini bulmak i¢in oOncelikle sozde-Frobenius kiimesinin elemanlarini

belirlememiz gerekmektedir. O halde,
H(G) = {1,2,45,7,810} ve F(G) = 10
PF(G) ={f ¢ G|f +n; €G,Vi =123}
n, = 3,n, = 11,n3; = 13 alalim,
f=1=214+3=4¢G=1¢PF(G)
f=2=2+4+3=5¢G=2¢PF(G)

f=4=>4+3=7¢G=>4¢PF(G)
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f=8=>8+3=11€G,8+11=19€G,8+13=21€ G = 8 € PF(G)
f=10=>10+3=13€G,10+11=21€¢,10+13 =23 €G
= 10 € PF(G)
Bu durumda,
PF(G) = {8,10}
Eger f = 8 € PF(G) ise;
a1 = —1igin,
8= 0a41.3 + a4.11 + a43.13
8=(-1)3 + a;,.11 + a43.13
RF-matrisinin ilk satir elemanlari: [-1 1 0]
f =8 € PF(G) ise;
a,, = —1igin,
8= a51.3 + ay;.11 + a,3.13
8= a,.3 +(—1).11 + a43.13
RF-matrisinin ikinci satir elemanlari: [2 —1 1]

f =8 € PF(G) ise;

a3z = -1 i(;in,
8 = a31.3 + a32.11 + a33.13
8 = a21.3 + a32.11 + (_1)13

RF-matrisinin {i¢lincii satir elemanlari: [7 0 —1]

-1 1 0
RF8 =2 -1 1
7 0 -1
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Eger f = 10 € PF(G) ise;

a1 = —1igin,

10 = a41.3 + a42-11 + a43.13

10 = (—1).3 + a42.11 + a43.13

RF-matrisinin ilk satir elemanlari: [-1 0 1]
f =10 € PF(G) ise;

a,, = —1igin,

10 = ay1.3 + ay;. 11 + a,3.13

10 = ay;.3 +(—1).11 + a45.13

RF-matrisinin ikinci satir elemanlari: [7 —1 0]
f =10 € PF(G) ise;

azz; = —1ig¢in,

10 = a3z1.3 + aszy. 11 + az3.13

10 = ay;.3 +as,. 11 + (—1).13

RF-matrisinin ii¢iincii satir elemanlari: [4 1 —1]

-1 0 1
RF(10)=|7 -1 0
4 1 -1

Verilen bir Arf sayisal yarigrubun RF-matrislerini GAP program kullanarak bulmak

icin gerekli olan kodlar;

LoadPackage("num");

true

S:= NumericalSemigroup(3,11,13);
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< Numerical semigroup with 3 generators >

pf:= PseudoFrobenius(S);

[8,10]

RFMatrices(8,5);

[[[-11,0][2—-1,1],[7,0,—-1]]]

RFMatrices(10,5);

[[[ _1' 01 1]' [7' _11 O]r [4' 11 _1]]]

Not 4.1.4. S6zde-Frobenius kiimesindeki her eleman i¢in bir RF-matrisi yazilabilir.

Yazilan bu matrisler genellikle tek degildir.[5]
Ornek 4.1.5.

G = (4,21,22,23) = {0,4,8,12,16,20, -}
Arf sayisal yarigrubu olsun.

RF-matrislerini  hesaplayabilmek i¢in oOncelikle s6zde-Frobenius kiimesinin

elemanlarin belirlememiz gerekmektedir. O halde,
H(G) = {1,2,3,5,6,7,9,10,11,13,14,15,17,18,19} ve F(G) = 19
= PF(G) = {17,18,19}
Eger f = 19 € PF(G) ise;

a;; = —1igin,

19 = a41.4 + a12-21 + a43.22 + a4.23

19 = =14 + a4,.21 + a43.22 + a44.23

RF-matrisinin ilk satir elemanlari: [-1 0 0 1]

Eger f =19 € PF(G),
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a,, = —1igin,

19 = ay;.4 + a5,.21 + a,3.22 + a,,4.23

19=—-1.4 + a5,.21 + ay3.22 + a,4.23

RF-matrisinin ikinci satir elemanlari: [10 —1 0 0]
f =19 € PF(G),

asz3 = —1igin,

19 = a31.4 + asz;.21 + a33.22 + as,.23

19 = a31.4 + a3,.21 + —1.22 + a3,4.23

RF-matrisinin ti¢lincii satir elemanlari: [5 1 —1 0]
f =19 € PF(G),

az, = —1igin,

19 = a41.4 + a42.21 + ay3.22 + ay4.23

19 = a41.4 + a4.21 + a43.22 + —1.23

RF-matrisinin dordiincti satir elemanlari: [0 2 0 —1]yada[5 0 1 -—1]

G sayisal yarigrubunun minimal iirete¢ kiimesinin eleman sayis1 4 oldugundan, RF-

matrisleri 4 X 4 tipinde bir matris olacaktir.

—1 0 0 1
CCDEH [
0 2 0 -1

-1 0 0 1
RE) = [0 0 00
5 0 1 -2

Teorem 4.1.5. f,f' € PF(G) ve f + f' & G olsun. RF(f) = A = (a;;) ve

33



RF(f") = B = (b;;) olarak alalim. Bu durumda Her i # j i¢in a;; = 0 veya b;; = 0

F©)
2

dir. Ozellikle, eger RF ( ) = (ai j) ise 0 zaman her i # j i¢in a;; = 0 veya

aj; = 0.[4]
Ispat. f € PF(G) i¢in f> nin RF-matrisi A = (a;;) ise, i = 1,...,e ve
f =aun + apny,+--- +an; +-- +qen,
ve Vi i¢in a;; = —1 oldugundan
f=aun + apny +--- + (D0 +- 00+ aiene
=>f+n=ann +- F Gp-nNi-1) T GgrnMivr T F Genle
=+ = Dewi QirTe

elde edilir. Benzer sekilde, ' € PF(G) ve f'niin RF-matrisi B = (b;;) ise,

f’+nj=z 'bﬂnl
l#j

bulunabilir. a;; = 1ve b;; = 1ise,
f=aun+ apn,+--- +(=Dn; +--- + aien,
f'=byn+--- +byn;+--- +(=n; +--- + bjen,
esitliklerini taraf tarafa toplanirsa,
f+f = (an+b)ng+-+(bi— g+ +(a; — Dnj + -

+ (a + bje)ne
f_l_fr — (bji _ 1)”1 + (aij - 1)7’1] + zt;t' .(ait +bjt)nt
LJ

elde edilen esitlik G’ nin bir elemani olur. Bu f + f’ & G olmast ile gelisir.

Boylece, a;; = 1 ve bj; = 1 varsayimi yanlistir. Bu durumda, her i # j i¢in

x;; = O veyay;; = 0olur.
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F©)
2

F(©&)

2

Eger € PF(G) ve RF( = (a;j ) ise, Ustteki ifade de f =

fl= gve RF(f) = RF(@) = (a;)),

, F(G)
RE(f") = RF(T) = (bij) = (a)

yazabilecegimizden, her i # j i¢in a;; = 0 ve bj; = a; = 0 elde edilebilir.
Ornek 4.1.6. G = (g, ¢,, g3) ve bir Arf sayisal yarigrup olsun.

f = @ alalm. RF(f) = (a;j) kabul edilirse, Teorem 4.5.’den Vi # j i¢in a;; =

0 veyaaj; = 0’ dir.

Boylece, a,; = a3 = az, = 0 kabul edebilir.

-1 a;, O
RF(f) = [ 0 -1 a23]
a; 0 -1
olarak yazilir. Bu matristen,
F(G)
f = T= (—1)711 + a12.-My + 0.n3
F(G)
f = T= 0.n1 + (—1)1’12 + ay3.M3
F(G)
f = T= as,.MNq + O.le + (—1)1’13

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri kullanarak RF(F(G)) = (b;;) matrisini elde

etmeye caligalim.
F(G) == (—1)711 + blz.nz + b13.n3

esitligindeki b,, ve b;3 sayilarini elde etmek icin

F(G
%: (—1)711 + Aq12.-My + 0.n3
F(G)
T = 0.111 + (—1)112 + a23.n3
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esitlikleri taraf tarafa toplandiginda,

F(G) = (_1)711 + (alz - 1)n2 + a23.n3
esitligi elde edilir. Boylece, b;, = a4, — 1 ve bj3 = a,3 olarak elde edilir. Yine,

F(G) = b21.n1 + (_1)n2 + b23.n3

ifadesindeki b,; ve b,3 sayilarini elde edebilmek i¢in

F(G
%: O.Tll + (—1)712 + ay3.N3
F(G)
T = a31.n1 + O.nz + (_1)n3

esitliklerini taraf tarafa toplandiginda,

F(G) = azy.ng+ (=1).ny, + (a3 — 1).n3
bulunur ki, buradan b,; = asz; ve byz = ay3 — 1 yazilir. Son olarak,
F(G) = b31.ny + bzy.n, + (—1).n4
esitligindeki bsq ve bz, sayilarini elde edelim.

F(G
%= (—1)1’11 + Aq12.-My + 0.n3

F(G)
T = a31.n1 + O nz + (_1)n3

esitliklerini topladigimizda,

F(G) = (a31 - 1)n1 + alz.nz + (_1)n3

esitligi elde edilir. Buradan, b3; = az; — 1 ve by, = a4, bulunur. Boylece,

-1 aip; — 1 a23
RF(F(G))=| a1 -1 a,—1
asz; — 1 aqo -1

olarak

bulunur.
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BOLUM 5
5.1 RF-MATRISLERI iLE IDEALLERIN HESAPLANMASI

Bu bolimde Arf sayisal yarigruplarinin RF-matrisleri satir vektorlerine ayrilmistir.
Bulunan satir vektorleri kullanilarak Arf sayisal yarigruplarmin ideallerinin nasil
bulundugu agiklanmistir.

Tanim 5.1.1. Bir k sonsuz cismi tizerindeki A vektor uzayl, Vx, ¢,z € Avea,ff € k

i¢in,

1) »y = yx

(ii) x(y2) = (xy)3z

(ix(y +2) =2y + x3
(ivia(xy) = (ax)y = x(ay)
V) a(Bx) = (af)x

ozelliklerini sagliyorsa, A’ya degismeli k — cebiri denir.[4]

Tanmim 5.1.2. A ve B, bir k cismi tizerinde k — cebirleri ve f: A — B bir fonksiyon

olsun. Vx, 4 € A ve c € k igin,

@) fx+y) =)+ f(y)
(D) f(x.g) = f(x). f(»)
(i) f(c.x) = c. f(x)

ozelliklerini saglayan f fonksiyonuna k — cebir homomorfizmasi denir.[4]

t, k cismi iizerinde bir bilinmeyen olsun. G = (n, ..., n,) sayisal yarigrubunun k[G]

yarigrup halkasi,
k[G] = k[t™, ..., t"e] C k[t]
olarak tanimlanir.

klxq,...,%x.], kcismi flzerinde x4,..,x, bilinmeyenli polinom halkasi olsun.
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T:k[xqg, 24, ..., 2. = k[G]
x;, > tM,i=12..e
bir orten k — cebiri homomorfizmasidir.
cekt = {f € k[xy, ..., z]I7(f) = 0}
ideali, cekt = I; olarak gosterilir.[4]

Tamm 5.1.3. I; idealine F[G] halkasinin tamamlayici ideali denir. I; homojen bir

idealdir ve binomlar tarafindan tretilir.[4]
Not 5.1.4. ¢ = [16_, x;" — lexl.ﬁi binomunu alalim.
¢ El; & ¢ € cekt
© 1(P) = Okg)
o 1™ ..xle —xP1xfe = 0
& (tM)%, (t"e)% — (t™)P1 , (t"e)Be = 0

= tn1a1+~--+neae — tn1ﬂ1+~-~+neﬁe

e e
< z n;a; = z n; i
i 1

Burada, ¢’nin derecesi,

e
der(¢) = z n;a;
i
olur.
Ornek 5.1.5.
G = (4,21,22,23)
Arf sayisal yarigrubu olsun. Burada,

n,=4,n, =21,n3 =22,n, =23 olur.
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PF(G) ={f ¢ G|f +n; € G,Vi = 1,2,3,4} esitliginden,
PF(G) = {17,18,19}

olur. I; idealinin elemanlarini bulmaya ¢alisalim.

4 4
pel; = Z.niai = Zlniﬁi
L

oldugunu biliyoruz.

0.4+ 2.22=1.21+1.23
Esitliginden,

na; + nzaz = nyf; +nyfy
elde edilir. Bu,

_ a1,z B2 Ba
b=z %" —x°x,

¢ = x5 — 2,24
demektir. Boylece,

¢ =25 — 2y, €l

bulunur. Benzer islemler uygulanarak diger polinomlar bulunabilir. Elde edilen bu

polinomlar verilen Arf sayisal yarigrubun ideal kiimesinin {ireteglerini olusturur.

Arf sayisal yarigrubunun ideallerinin GAP programui ile bulunmasi,

LoadPackage("num");

true

S:= NumericalSemigroup(4,21,22,23);;

BinomialldealO f NumericalSemigroup(GF(2),S);

< Two — sided ideal in GF (2) [x_1,x_2,x_3,x_4], (6 generators) >

GeneratorsOfTwoSidedldeal(last);
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[x 1*x2"24+x4"2,x 1"6 *x 2 +x 3 *x_4,x_1"11 + x_3"2,

X 1M1+ x2*x 4,x 1"5*xx 4+x 2*x_3,x_ 1"5*%xx 3 +x_2"2]

Tamm 5.1.6. a = (a4, ...,a,) € Z™ vektorii igin, a™ vektorii eger a; = 0 ise,
at = (0,..,0,q;,0,..,0) vea” = a* — a olarak tanimlanir.

Bu durumda, a = a* — a” olarak yazilir.[4]

Ornek 5.1.7. a = (3,-2,-5,1,0,0) € Z° vektoriinii ele alalm. a* ve a”

vektorlerini bulalim.

a, = 3 olup a; > 0 oldugundan a* vektériiniin elemanidir.

a, = —2 olup a, < 0 oldugundan a™ vektériiniin elemani degildir.
a; = —5 olup a; < 0 oldugundan a™ vektériiniin elemani degildir.
a, = 1 olup a, > 1 oldugundan a* vektoriiniin elemanidir.

as = 0 olup ag = 0 oldugundan a™ vektoriiniin elemanidir.

ag = 0 olup ag = 0 oldugundan a* vektoriiniin elemanidr.

Q
Il

+ =(3,0,0,1,0,0) olarak yazilir. Bu durumda,

a” =a*—a=(300100) —(3,—-2,-51,0,0) = (0,2,5,0,0,0) olup

Q
I

- =(0,2,5,0,0,0) vektorii elde edilir.
olur.

5.2 RF-BAGINTILAR

Tamm 5.2.1. G =(g4,...,g,) bir Arf sayisal yarigrup ve f € PF'(G) olsun.

aq, Ay, ..., Ay vektorleri RF (f)’nin satir vektorlerive 1 < i < j < nigin
a;; =a; —a; iken ¢ = X% — X% € I; formundaki binom bagintisina RF(f) —

baginti veya RF — baginti denir.[4]
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Yardimeir Teorem 5.2.2. RF-matrisinin satir vektorlerini a4, @5, ..., &, olarak alalim

ve 1 <i<j<nolan Vi,j sayilar i¢in a;; = a; — a; olarak alalim. Bu durumda,

i <jicing¢ = X4 — X% € I olur. Ayni zamanda, der(¢;;) < f + e; + e;’dir.[4]

Ispat. a;, a5, ..., @, vektdrlerini RF(f) matrisinin satir vektdrleri olarak alalm. O

halde, 1 < i <j < nigin,
f= anes + - +aue + -+ apmey, (a; =—1)
f = ajlel + -+ a”e] + -+ ajnen . (a” = —1)

Ayn1 zamanda,

a; = (ail, Aioy eeny Ajjy veny aij, oD ain), (ail- = —1)
aj = (ajl, ajz, . aﬁ, cHp ajj, . ajn), (a” = —1)
yazabiliriz.

f=apes ++(—De;+ -+ a;e+ -+ apey
f + e; = a;1eq + -+ ai(i_l)ei_l + 0. €; + ai(i+1)ei+1 + -+ al-jej + -+ Ainn
Bu esitliginin her iki tarafi e; ile toplanirsa,

f + €; + ej = aj161 + -+ ai(i+1)el~_1 + O.el- + ai(i+1)€i+1 + .+ (aij + 1)6’] + .-

+ apnén

elde edilir. Boylece, f + e; + e;‘nin bir faktorizasyonunun katsay1 vektorii

(ail, vy al-(l-+1), 0, ai(Hl), ey aij + 1, ey am)

olarak yazilir. Simdi, bu vektoriin a; + n; + n; vektortine esit oldugunu gérelim.

a; + n; + n; = (ail, e Ai(i-1)» -1, Ai(i+1)r =0s Aijy ooy Aijiy oo ain)

+0., 1,0+ (0,.0,1,..,0)

i.bilesen

= (al-l, . ai(i_l), -1+ 1, ai(i+1), . aij + 1, ey ain)

= (al-l, . ai(i_l), 0, al-(l-+1), ey al-j + 1, . ain)
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olarak bulunur. Benzer sekilde,

f=aje;+-+a e +--+ajje+-+ape,
o
-1

f + e = ajlel + -+ ajiei + -+ aj(j_l)ej_l + 0. ej + aj(j+1)ej+1 i ajnen
esitliginin her iki tarafi e; ile toplanirsa,

f + e; + ej = ajlel + -+ (aji + 1)€i + -+ aj(j_l)ej_l + Oe] + aj(j+1)ej+1 + -

+ ajnen
bulunur ki, bu esitlikten f + e; + ¢; ' nin bir faktorizasyonunun katsay1 vektorii
(ajl, kine 5 aji + 1, we ) aj(j_l), 0, aj(j+1), v il Cljn)
olarak bulunur. Yine,

aj +Tli +le = (ajl,ajz,..., C\_Lz_l; ,...,—1,...ajn) + (0,..., }_, ,...,0)

i. bilesen j. bilesen
+(0,.., 1 ,..0)= (ajp, ra+ 1,0, =14+ 1,...,a)
i.bilesen

= (ajl, ey @+ 1,...,0, ...,ajn)
oldugundan a; + n; + n; vektoride bu katsay1 vektortine esit olur.
(a;+ni+n) = (aqp+n+m) =a;— aj = a
ayni zamanda,
aij = (ail,aiz, e =1 ay, ...,ain) — (ajl, ey @y ey — 1, ...ajn)
= (an — @j1, 0, =1+ @jj, o, @;j — 1, oo, Qi — Q)
olur.
(al-1 - ajl)el + -+ (—1 + aji)ei + -+ (aij - 1)ej + -+ (al-n - ajn)en
= (apes + -+ (—De; + -+ a;jej + -+ Ain€n)

- (ajle1 + -+ ajet+ -+ (—De+ -+ ajnen)
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>f—-f=0

oldugundan, c¢; = (aik — ajk) sayilar1 a;; vektoriiniin bilesenleri iken Y} _;crey

olan a;; vektorii elde edilir. Buradan,
= ¢i; = X — X% € I,
olur.
Not 5.2.3. PF'(G) = PF(G) — F(G)
Ornek 5.2.4.
G = (3,4,5) ={0,3,-}

Arf sayisal yarigrubu olsun. RF-bagintilar metodu kullanilark G Arf sayisal

yarigrubunun ideallerini bulalim.
RF-matrisini yazabilmemiz i¢in s6zde-Frobenius kiimesi: PF(G) = {1,2}
PF'(G) = PF(G) — F(G) = PF'(G) = {1}

f =1¢€ PF'(G) igin,

-1 1 0
RF =0 -1 1
2 0 -1

RF (1)-matrisinin satir vektorleri;
a, =(—1,1,0), a, =(0,—-1,1), a; = (2,0,—-1)
RF (1)-matrisinde birinci ve ikinci satirlarin farklarini alirsak;
a; =a;—a,=(-1,1,0)-(0,-1,1) = (-1,2,-1)
a; = (—1,2,—1) € Z3 vektorii igin,
af, =(0,0,2) ve a;,~ = a;,t — ay, oldugundan,
a;, = (1,0,1) olarak bulunur.

Bu durumda Yardimci Teorem 5.1.2. kullanilarak
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x%2 = x2 ve x%412 = x, x5 elemanlart elde edilir.
Boylece ¢, = x5 — x,x3 € I; binom iireteci elde edilir.
Benzer sekilde a3 ve a,; ile elde edilen binom fireteglerini bulalim.
a3 =a; —az=(-3,1,1)
af; =(0,1,1) vea; =(3,0,0)
= x3 = x,x5 ve x5 = x3
Buradan,
$13 = X223 — x{ € g
binom {ireteci elde edilir.
A3 =a; —az =(—=2,-1,2)
ai; =(0,0,2) ve ay; = (2,1,0)
= x% = x2 ve x93 = x2x,
Boylece,
b13 = x5 — x{x; € Ig
binom iiretecini elde ederiz.
Boylece, I;’nin 3 minimal {ireteci
Ig = (x5 — X1X3, Xo%3 — x§, x5 — X{x;)
olarak yazilir.
Ornek 5.2.5.
G = (7911,12,13,15,17) = {0,7,9,11, -}
G Arf sayisal yarigrubunun ideallerini RF-matrisleri metodunu kullanarak bulalim.
H(G) = {1,2,3,4,5,6,8,10} ve F(G) = 10ve PF(G) = {2,4,5,6,8,10}
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PF'(G) = PF(G) — F(G) = PF'(G) = {2,4,5,6,8}

f =8¢€ PF'(G),

-1 0 0 0 0 1 0 7

0 -1 0 0 0 0 1

1 0 -1 1 0 0 0

RF(8)=1]0 1 1 -1 0 0 0

3 0 0 0 -1 O 0

2 1 0 0 0 -1 O

L1 2 0 0 0 0 -1

RF (8) matrisinin satir vektorleri,
a; =(-1,0,0,0,0,1,0), a, =(0,-1,0,0,0,0,1),a; = (1,0,—1,1,0,0,0)
a, =(0,1,1,-1,0,0,0), as =(3,0,0,0,—-1,0,0),a6 = (2,1,0,0,0,—1,0)
a; =(1,2,0,0,0,0,—1)
RF (8) matrisindeki birinci ve ikinci satirin farklarim alirsak,
a, =a, —a, =(-11000,1,-1)
af, = (0,1,0,0,0,1,0)and a7, = (1,0,0,0,0,0,0,1)
= x4 = x,x, ve X412 = x,%, 0 halde,
¢12 = X3Xg — X1X7 € I; binom iireteci elde edilir.
RF (8) matrisinin birinci ve ligiincii satir vektorlerinin farkini alirsak,
a3 =a, —az =(0,0,1,-1,0,1,0)
ai; = (0,0,1,0,0,1,0)ve a;; = (0,0,0,1,0,0,0)
= x5 = xyx, ve x93 = x, bu durumda,
$13 = XaX3 — X4 € Ig
Benzer sekilde islemler yapilarak asagidaki binom iiretecleri elde edilir.

_ _ 4 2 3
P14 = X4Xe — X1XX3 € Ig, 15 = X5X6 — X1 € I, P16 = X5 — x1x € I
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_ 2.2 _ _ 2
P17 = XeX7 — X7X5 € I, a3 = X3X7 — X1X2X4 € I, os = X4X7 — X3%3 € I
= — x3x, €1 =x.x, — x°x2 €] =xZ— xx3€l
P25 = X5X7 — X1X; 6 P26 = XeX7 1X2 6 P27 = X7 — X1%3 G
_ 2 2 _ 2 _
P34 = X1X5 — Xx3 € I, 35 = X4X5 — X7X3 € I, P36 = X4Xg — X1X2X3 € I
_ _ 3 _ 2
P37 = X4X7 — XaX3 € I, Pas = XpX3X5 — X7X4 € I, Pue = X3Xg — X7X4 € I
_ _ _ .2 2
Pa7 = X3X7 — X1X2X4 € I, Pse = X1Xg — XX5 € Ig, P57 = X7X7 — X5X5X7 € I
Pe7 = X1X7 — XX € I

Elde edilen binom iireteglerinden ayni olanlar ve birbirinin terimi olarak yazilanlar

cikarilarak minimal binom iirete¢ kiimesi elde edilir.
Bu durumda minimal binom tirete¢ kiimesi;
I. = _ _ W 4 2.3
¢ = (X2Xe — X1X7, XpX3 — X4, XgXe¢ — X1XX3, XsXg — X1, Xg — X1X2,
2.2 2 3 2 3 2 2
XeX7 — X1 X3, X4X7 — X3X3, X5X7 — X1X3, X7 — X1X3, X1Xy — XpX3,
2 il _ .3 2
X4Xs — Xi1X3, XgX7 — XX3,X3X3X5 — XiX4, X3Xg — XiXg4,
_ 2. _ .2
X1Xe — XaXs, X{X7 — X3X5X7)

olarak yazilir.
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BOLUM 6 SONUCLAR

Yapilan bu ¢aligmada sayisal yarigruplarin ne oldugu ve nasil elde edildigine dair
bilgiler verilmistir. Elde edilen sayisal yarigruplarin bazi 6zellikleri verilmistir.
Herhangi bir sayisal yarigrubun bir Arf sayisal yarigrup olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul verilmistir. Sayisal yarigruplarda verilen 6zelliklerin hepsinin 6zel bir
siifi olan Arf sayisal yarigruplarda gecerli oldugu kabul edilmistir.Herhangi bir Arf
sayisal yarigrubunu olusturabilmek icin gerekli olan iletken ve Frobenius sayilari
kullanilarak katliliga bagli olarak Arf sayisal yarigruplarinin iireteglerini bulabilme
formiilleri tanimlanmistir. Bulmus oldugumuz Arf sayisal yarigruplarinin sdzde-
Frobenius kiimesi hesaplanmis ve bu kiimeye bagli olarak RF-matrisleri yazilmistir.
Yazmis oldugumuz RF-matrislerini satir vektorlerine ayirarak, Arf sayisal

yarigruplari i¢in ideallerin RF-matrisleri yontemi ile nasil bulundugu agiklanmistir.
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