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MULTIPLICITY OF ARF NUMERICAL SEMIGROUPS INVESTIGATION 
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In this study, basic information about numerical semigroups and Arf numerical 

semigroups is given. It is examined how Arf numerical semigroups are obtained with 

the help of conductors. The necessary propositions for obtaining Arf numerical 

semigroups with multiplicity up to 10 with conductors are given. RF-matrices of the 

obtained Arf numerical semigroups are found. By decomposing these RF-matrices 

into row vectors, generator sets of ideals of Arf numerical semigroups were obtained. 

All these studies were supported by GAP program and codes. 
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ÖZET 
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Danışman: Doç.Dr. Belgin ÖZER  
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50 sayfa 

 

 

Bu çalışmada sayısal yarıgruplar ve Arf sayısal yarıgruplar ile ilgili temel bilgilere 

yer verilmiştir. Arf sayısal yarıgruplarının iletkenler yardımıyla nasıl elde edildiği 

incelenmiştir. Katlılığı 10’a kadar olan Arf sayısal yarıgruplarını iletkenler ile elde 

edebilmek için gerekli önermeler verilmiştir. Elde edilen Arf sayısal yarıgrupların 

RF-matrisleri bulunmuştur. Bulunan bu RF-matrisleri satır vektörlerine ayrılarak Arf 

sayısal yarıgrupların ideallerinin üreteç kümeleri elde edilmiştir. Yapılan bütün bu 

çalışmalar GAP programı ve kodlarıyla desteklenmiştir. 
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SEMBOLLER LİSTESİ 

 

 

 

ℤ Tam sayılar kümesi ℕ Doğal sayılar kümesi (Negatif olmayan tam sayılar kümesi) 𝑮 Sayısal Yarıgrup ⟨𝒈𝟏, . . . , 𝒈𝒏⟩ {𝑔1, . . . , 𝑔𝑛} tarafından üretilen bir sayısal yarıgrup 

m(𝑮) 𝐺′nin katlılığı 
e(𝑮) 𝐺′nin gömme boyutu 

g(𝑮) 𝐺′nin cinsi (Boşluk kümesinin eleman sayısı) 

H(𝑮) 𝐺′nin boşluk kümesi 
t(𝑮) 𝐺′nin tipi (Sözde − Frobenius′un eleman sayısı) 
F(𝑮) 𝐺′nin Frobenius sayısı 

PF(𝑮) 𝐺′nin Sözde − Frobenius sayısı 𝑷𝑭′(𝑮) Sözde-Frobenius – Frobenius (PF( 𝐺) −  𝐹(𝐺)) 𝑨𝒑(𝑮,x) x sayısına göre Apery kümesi  #(𝑮) Bir kümenin eleman sayısı 
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BÖLÜM 1  

GİRİŞ 

Sayısal yarıgrup fikri basit bir kavram olsa da, çözümü olmayan sorunları ortaya 

çıkarır. Bu durum 19. Yüzyıl matematikçileri Ferdinand Frobenius ve James Joseph 

Sylvester’ın dikkatini çekmiştir. Tarihsel olarak “Frobenius madeni para problemi” 

olarak bilinen problem aslında “Ortak böleni olmayan madeni paralar kullanılarak 

elde edilemeyecek en büyük para miktarı nedir?” sorusuyla ifade ediliyordu. Kısaca, 

“𝑎 ve 𝑏 doğal sayılar olmak üzere, 𝑝 ve 𝑞 1’den büyük aralarında asal sayılar olsun; 𝑎𝑝 + 𝑏𝑞 doğrusal kombinasyonu olarak ifade edilemeyen en büyük tam sayı kaçtır? 

Bu soru Frobenius problemi olarak bilinmektedir. Bu problemin 𝑝 ve 𝑞 gibi iki sayı 

için çözümü; 𝑝𝑞 − 𝑝 − 𝑞 olarak belirtilir. Bu sayı 𝐹(𝐺) ile gösterilir [10]. Böyle iki 

sayı için [0, 𝐹(𝐺)] aralığındaki sayılardan p ve q’nun doğrusal kombinasyonu olarak 

kaç tam sayının yazılıp yazılamayacağı belirtilir ve Sylvester (1884) bu teoriyi 

kanıtlar.[12] Brauer (1942) [3] çalışmasında Frobenius problemine yer vermiş ve 

1958-1978 yılları arasında birçok bilim insanı bu konuda çeşitli araştırmalar 

yapmıştır. 

Sayısal yarıgruplar bir süre sonra cebirde yeniden önem kazanmış ve özellikle 

cebirsel geometride uygulama alanı bulmuştur. 

Du Val [15] İstanbul Üniversitesi’nde Jacobian algoritması ve cebirsel bir dalın 

çokluk karesi üzerine makalesini sunarken yaptığı geometrik yaklaşımın cebirsel bir 

ifadesi olup olmadığını sordu. Du Val’in dersine katılan Arf, Du Val’in 

karakterlerinin cebirsel yollarla hesaplanabileceğini söyledi ve bir hafta sonra bunun 

nasıl yapılacağını gösterdi. Sonuçlar [2]’de yayınlandı ve daha sonra bu karakterler 

bir eğrinin Arf karakterleri olarak adlandırıldı. Arf’in fikri Lipman’ın daha sonra 

yayınladığı [9]’da verilen eğrilerin koordinat halkasının Arf halka kapanışı olarak 

adlandırdığı şeyi ve ardından onun değer yarıgrubunu (ki bu bir Arf sayısal 



 

2 

 

yarıgrubudur) hesaplamaktı. Bu yarıgrubun minimal üreteçlerine Arf karakterleri 

deniliyor.  

Günümüz matematikçilerinin oldukça ilgisini çeken Arf sayısal yarıgrupları üzerine 

çalışmalar devam etmektedir. 

Arf sayısal yarıgrupları her zaman maksimal gömme boyutuna sahiptir. Maksimal 

gömme boyutuna sahip olmak, üreteçteki en küçük eleman ile üreteçteki eleman 

sayısının eşit olduğu anlamına gelir. Üreteçteki en küçük eleman ise bizlere 

yarıgrubun katlılığını vermektedir.  

Bu çalışmada yukarda verilen bilgilerin ışığında Arf sayısal yarıgrupları üzerinde 

çalışmalar yapılacaktır. 

2. Bölüm’de, bir grubun sayısal yarıgrup olabilmesi için gerek ve yeter koşullar 

verilecektir. Bir sayısal yarıgrubun Frobenius sayısı, boşluk kümesi, Sözde-

Frobenius kümesi gibi bazı önemli temel tanım ve teoremlerden bahsedilecektir. 

3. Bölüm’de bir sayısal yarıgrubun Arf sayısal yarıgrup olabilmesi için gerekli olan 

tanım ve teoremler verilecektir. Arf sayısal yarıgruplarının yapısı, katlılığı ve nasıl 

elde edildiği açıklanacaktır. İletken ve Frobenius sayısı kullanılarak 10 katlılığa 

kadar olan Arf sayısal yarıgruplarının nasıl yazılabileceği gösterilecektir. 

4. Bölüm’de herhangi bir Arf sayısal yarıgrubunun sözde-Frobenius kümesinin 

elemanları kullanılarak RF (Satır Faktorizasyon)-matrisinin nasıl elde edilebileceği 

açıklanacaktır. 

5. Bölüm’de Arf sayısal yarıgrubunun ideallerinin bulunabilmesi için öncelikle ideal 

kavramının ne olduğundan bahsedilecektir. Bir Arf sayısal yarıgrubunun ideallerinin 

nasıl bulunabileceği açıklanacaktır. Daha sonra elde edilen RF-matrisi satır 

vektörlerine ayrılacak ve RF-bağıntılar kullanılarak Arf sayısal yarıgrubun idealleri 

hesaplanacaktır. 

6. Bölüm’de Arf sayısal yarıgrupları üzerinde yapmış olduğumuz bütün çalışmalar 

özetlenerek verilmiştir.
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BÖLÜM 2 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Bu bölümde gerekli olan temel tanım ve teoremler [1] [6] ve [11]’de yer almaktadır. 

Tanım 2.1. 𝐵 ≠ ∅ bir küme olsun. 𝐵 × 𝐵’den 𝐵’ye tanımlı bir  ⊛ : 𝐵 × 𝐵 → 𝐵 (𝓍, 𝓎) → 𝓍 ⊛ 𝓎 

fonksiyonuna, 𝐵 üzerinde bir ikili işlem denir. 

Örnek 2.2. 𝑋 = ℕ alalım. ⊛ : 𝒳 × 𝒳 → 𝒳 𝓍 ⊛ 𝓎 =  3 + 𝓍𝓎 + 𝓍 + 𝓎 

olarak tanımlanan işlem bir ikili işlemdir. 𝑥, 𝑦 ∈  𝑋 ise 𝑥 = 0 𝑣𝑒 𝑦 = 0 alalım. 𝓍 ⊛ 𝓎 =  3 + 𝓍𝓎 + 𝓍 + 𝓎 ⇒ 0 ⊛ 0 =  3 + 0.0 + 0 + 0 = 3 ∈ 𝒳 = ℕ 

olup alınan en küçük elemanın işleme girmesiyle birlikte sonuç tekrar doğal sayılar 

kümesi üzerinde olduğundan dolayı verilen işlem bir ikili işlemdir. 

Tanım 2.3. Eğer ∀𝓍,𝓎, 𝓏 ∈ 𝒳 için (𝓍 ⊛ 𝓎) ⊛ 𝓏 = 𝓍 ⊛ (𝓎 ⊛ 𝓏) eşitliği 

sağlanıyorsa ⊛ ikili işleminin birleşme özelliği vardır. 

Tanım 2.4. Eğer ∀𝓍 ∈ 𝒳 için 𝓍 ⊛ 𝑔 =  𝑔 ⊛ 𝓍 = 𝓍 olacak şekilde bir 𝑔 ∈ 𝐵 varsa 𝑔 elemanı ⊛ ikili işleminin birim elemanı olarak tanımlanır. 

Tanım 2.5.  𝐵 ≠ ∅ bir küme ve " ⊛ ", 𝐵 üzerinde bir ikili işlem olsun. Üzerinde ikili 

işlem tanımlanan kümelere cebirsel yapı denir. Cebirsel yapılar (𝐵,⊛) şeklinde 

gösterilir.
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Tanım 2.6. 𝐵 ≠ ∅ bir küme ve " ⊛ ", 𝐵 üzerinde bir ikili işlem olsun. İkili işlemin 

birleşme özelliğini sağlayan cebirsel yapılara yarıgrup denir. 

Tanım 2.7. 𝐵 bir yarıgrup olsun. 𝐵 yarıgrubu birim elemanlı bir yarıgrupsa eğer 𝐵’ye monoid denir. 

Tanım 2.8. 𝐵 boştan farklı bir küme olsun. 𝐺 ⊆ 𝐴 olacak şekilde 𝐴 monoidi alalım. 

Eğer 0 ∈ 𝐺 ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 için 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐺 olur ise 𝐺 kümesine 𝐴 kümesinin alt monoidi 

denir. 

Tanım 2.9. Eğer 𝐺 alt monoidi için;  

(i) 0 ∈ 𝐺 

(ii) ∀𝓍, 𝓎 ∈ 𝐺 için 𝓍 + 𝓎 ∈ 𝐺  

(iii) ℕ\𝐺 sonlu  

İfadeleri sağlanıyorsa 𝐺’ye sayısal yarıgrup denir. 𝐺 bir sayısal yarıgrup olmak üzere; 𝓍1 < 𝓍2 <,… ,< 𝓍𝑘 olacak şekilde 𝓍1, 𝓍2, . . . , 𝓍𝑘 ∈ 𝐺 için,  

𝐺 = ⟨𝓍1, 𝓍2, . . . , 𝓍𝑘⟩ = ∑ 𝓍𝑛𝑝𝑚𝑘
𝑚=1 : 𝑝𝑚 ∈ ℕ 

olarak yazılır. 

Tanım 2.10. 𝐺 bir yarıgrup olsun. 𝑆’ de 𝐺’nin boştan farklı bir alt kümesi ise 𝐺’nin 𝑆’yi kapsayan en küçük alt yarıgrubuna 𝑆′nin ürettiği yarıgrup denir. O halde 𝑆 

kümesine 𝐺 kümesinin üreteç kümesi denir. 𝐺 = ⟨𝑆⟩ ile gösterilir. Eğer 𝑆 üreteç 

kümesinden daha küçük bir üreteç kümesi bulunamıyorsa o zaman 𝑆 kümesi 𝐺’nin 

minimal üreteç kümesi olur.  

Lemma 2.11. 𝐺, ℕ’nin boştan farklı bir alt kümesi olsun. ⟨𝐺⟩’nin bir sayısal yarıgrup 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑒𝑏𝑜𝑏(⟨𝐺⟩) = 1 olmasıdır. 

İspat. 𝑑 = 𝑒𝑏𝑜𝑏(⟨𝐺⟩) olsun. Açıktır ki, eğer ℊ, ⟨𝐺⟩'ye aitse, o zaman 𝑑|ℊ. ⟨𝐺⟩ 
sayısal bir yarıgrubu, ℕ\⟨𝐺⟩ sonludur ve dolayısıyla 𝑑|ℊ olacak şekilde pozitif bir 𝓍 

tam sayısı vardır ve 𝑑|𝓍 + 1. Bu da 𝑑'yi bir olmaya zorlar. 
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Tersi için ℕ\⟨𝐺⟩'nin sonlu olduğunu kanıtlamak yeterlidir. 𝑒𝑏𝑜𝑏(⟨𝐺⟩) = 1 

olduğundan, 𝑧1, … , 𝑧𝑛 ve 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐺 tam sayılarının kümede olduğunu varsayalım 

öyle ki 𝑧1𝑎1 + ⋯+ 𝑧𝑛𝑎𝑛 = 1 olsun. Burada 𝑧𝑖 negatif terimlerini sağ tarafa 

alırsak,𝑖1, … , 𝑖𝑘, 𝑗1, … , 𝑗𝑙 ∈ {1,… , 𝑛} olmak üzere,  𝑧𝑖1𝑎𝑖1 + ⋯+ 𝑧𝑖𝑘𝑎𝑖𝑘 = 1 − 𝑧𝑗1𝑎𝑗1 − ⋯− 𝑧𝑗1𝑎𝑗1 

eşitliği elde edilir.  

Dolayısıyla şöyle bir durum vardır ki ℊ ∈ ⟨𝐺⟩ öyle ki ℊ + 1 ∈ ⟨𝐺⟩ olsun. 𝑛 ∈ ⟨𝐺⟩ olduğunda 𝑛 ≥ (ℊ − 1)ℊ + (ℊ − 1) olduğunu ispatlayacağız. 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ olsun öyle 
ki 0 ≤ 𝑟 < ℊ iken 𝑛 = 𝑞. ℊ + 𝑟 olsun. Bu durumda, 𝑞 ≥ ℊ − 1 ≥ 𝑟 olduğunda 𝑛 ≥ (ℊ − 1)ℊ + (ℊ − 1) olduğu sonucuna varırız.  
Buradan 𝑛 = (𝑟ℊ + 𝑟) + (𝑞 − 𝑟) = 𝑟(ℊ + 1) + (𝑞 − 𝑟)ℊ ∈ ⟨𝐺⟩ 
elde edilir. 

Örnek 2.12.  𝐺 =  ⟨2,5,7⟩ 
tarafından üretilen küme bir sayısal yarıgruptur. 

Tanım 2.9.’dan 𝐺 = ⟨2,5,7⟩ = {2𝑝1 + 5𝑝2 + 13𝑝3;  𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 ∈ ℕ} olarak 

yazılabilir. Buradan 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 = 0 𝑖ç𝑖𝑛 0 ∈ 𝐺 𝑝1 = 1 , 𝑝2 = 0 𝑣𝑒 𝑝3 = 0 𝑖ç𝑖𝑛 2 ∈ 𝐺 𝑝1 = 2 , 𝑝2 = 0 𝑣𝑒 𝑝3 = 0 𝑖ç𝑖𝑛 4 ∈ 𝐺 𝑝1 = 0 , 𝑝2 = 1 𝑣𝑒 𝑝3 = 0 𝑖ç𝑖𝑛 5 ∈ 𝐺 𝑝1 = 3 , 𝑝2 = 0 𝑣𝑒 𝑝3 = 0 𝑖ç𝑖𝑛 6 ∈ 𝐺 

Benzer şekilde doğal sayıların elemanları işleme girdiğinde 𝐺 = ⟨2,5,7⟩ = {0,2,4,→} 
kümesi elde edilir. Bu elde edilen küme sayısal yarıgrup mudur?  



 

6 

 

0 ∈ 𝐺 olduğu açıkca görülmektedir. Kümeden alınan herhangi iki elemanın toplamı 

yine küme içerisindedir. Yani ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐺 olduğu açıktır.  ℕ\𝐺 = {0,1,2,3, . . . }\{0,2,4, . . . } = {1,3} olup sonlu olduğu açıktır. Bu durumda 

sayısal yarıgrup olabilmesi için verilen üç şart sağlandığından elde ettiğimiz 𝐺 

kümesi sayısal yarıgruptur. 

Aynı zamanda 𝐺’nin sayısal yarıgrup olması için gerek ve yeter koşulu sağlaması 

gerekmektedir. Bu durumda 𝐺’nin minimal üreteç sistemindeki elemanların en büyük 

ortak böleninin bir olup olmadığına bakılması gerekmektedir. 𝐺 = ⟨2,5,7⟩ ⇒ 𝑒𝑏𝑜𝑏{2,5,7} = 1 

olup 𝐺 bir sayısal gruptur. 

Bir kümenin sayısal yarıgrup olduğunu doğrulayan GAP program kodları aşağıda 

verilmiştir. 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(2,5,7); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐼𝑠𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(𝑆); 𝑡𝑟𝑢𝑒 

Not 2.13. Örnek 2.12.de verilen 𝐺 = ⟨2,5,7⟩ = {0,2,4,→} sayısal yarıgrubundaki  " → " notasyonu küme içerisinde 4 rakamından sonra tüm tam sayıların 𝐺 sayısal 

yarıgrubunun elemanı olduğunu göstermektedir. 

Örnek 2.14. 𝐺 = ⟨2,4,8⟩ = {0,2,4,6,8, . . . } olsun. 𝐸𝑏𝑜𝑏(2,4,8, ) ≠ 1 olduğundan 

dolayı ℕ\𝐺 kümesi sonlu bir küme değildir. O halde 𝐺 = ⟨2,4,8⟩ kümesi bir sayısal 

yarıgrup değildir. 

Tanım 2.15. 𝐺 bir sayısal yarıgrup olsun. Tanım 2.9. (iii) seçeneğinde belirttiğimiz ℕ\𝐺 kümesine 𝐺 sayısal yarıgrubunun boşlukları olarak adlandırılır ve 𝑆(𝐺) ile 



 

7 

 

gösterilir. Boşluk kümesinin eleman sayısına da 𝐺′nin cinsi denir ve 𝑔(𝐺) ile 

gösterilir. 

Örnek 2.16. 𝐺 = ⟨2,5,7⟩ = {0,2,4,→} 
sayısal yarıgrup olsun.  ℕ\𝐺 = {0,1,2,3, . . . }\{0,2,4, . . . } = {1,3} olarak bulunur. O halde 𝐺’nin 

boşluklarının kümesi 𝑆(𝐺) = {1,3} olup 2 elemanlı olduğundan sayısal yarıgrubunun 

cinsinin 𝑔(𝐺) = 2 olduğu açıktır. 

Sayısal yarıgrubun boşluklarını bulabilmek için kullanılan kodlar; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(2,5,7); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐺𝑎𝑝𝑠(𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(2,5,7)); [1, 3] 
Tanım 2.17. Tanım 2.10.’da ifade ettiğimiz sayısal yarıgrubun katlılığı, bir üreteç 

kümesinin en küçük elemanı olarak tanımlanır ve 𝑚(𝐺) ile gösterilir. Aynı zamanda 

sayısal yarıgrubu üreten minimal üreteç kümesinin eleman sayısına, sayısal 

yarıgrubun gömme boyutu denir ve 𝑒(𝐺) ile gösterilir.  

Örnek 2.18. 𝐺 = {0,4,5,8,9,10,12,→} sayısal yarıgrubunun minimal üreteç sistemi 𝐺 = {4,5,10} = ⟨4,5,10⟩’dir. Minimal üreteç sisteminin eleman sayısı 3 olduğundan 𝑒(𝐺) = 3 olur. Aynı zamanda 𝐺’nin en küçük elemanı 4 olduğundan dolayı 𝐺 

sayısal yarıgrubunun katlılığı 𝑚(𝐺) = 4 olur.  

GAP program kodları ile katlılık bulma; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 
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𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(4,5,10); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝑀𝑢𝑙𝑡𝑖𝑝𝑙𝑖𝑐𝑖𝑡𝑦(𝑆); 4 

Tanım 2.19. 𝐺 sayısal yarıgrubunun katlılığı ve gömme boyutu birbirine eşit ise yani 𝑚(𝐺) = 𝑒(𝐺) oluyorsa, 𝐺 sayısal yarıgrubuna maksimal gömme boyutlu sayısal 

yarıgrup (MGB-sayısal yarıgrup) denir.[16]  

Örnek 2.20. 𝐺 = ⟨3,8,10⟩ = {0,3,6,8,→} sayısal yarıgrubunun katlılığı 𝑚(𝐺) = 3 

ve gömme boyutu 𝑒(𝐺) = 3 olduğundan dolayı maksimal gömme boyutlu sayısal 

yarıgruptur. 

GAP kodları yardımıyla gömme boyutunu belirlemek için; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,8,10); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐸𝑚𝑏𝑒𝑑𝑑𝑖𝑛𝑔𝐷𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛(𝑆); 3 

Tanım 2.21. 𝐺 sayısal yarıgrup ve 𝔪 ≠ 0 ∈ 𝐺 olmak üzere, 𝐴𝑝(𝐺,𝔪) = {𝑔 ∈ 𝐺 ∶  𝑔 − 𝔪 ∉ 𝐺} 
şeklinde ifade edilen kümeye 𝔪‘nin Apery kümesi denir ve 𝐴𝑝(𝐺,𝔪) ile gösterilir. 

Örnek 2.22. 𝐺 = ⟨3,4,7⟩ = {0,3,4,6,→} sayısal yarıgrup olsun,  

▪ 𝑔 = 3 ∈ 𝐺 için  
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𝐴𝑝(𝐺, 3) = {𝑔 ∈ 𝐺 ∶  𝑔 − 3 ∉ 𝐺} kümesini bulalım: 0 − 3 ∉ 𝐺 ⟹ 0 ∈ 𝐴𝑝(𝐺, 3) 3 − 3 ∈ 𝐺 ⟹ 3 ∉ 𝐴𝑝(𝐺, 3) 4 − 3 ∉ 𝐺 ⟹ 4 ∈ 𝐴𝑝(𝐺, 3) 6 − 3 ∈ 𝐺 ⟹ 6 ∉ 𝐴𝑝(𝐺, 3) 7 − 3 ∈ 𝐺 ⟹ 7 ∉ 𝐴𝑝(𝐺, 3) 8 − 3 ∉ 𝐺 ⟹ 6 ∈ 𝐴𝑝(𝐺, 3) 8’den büyük olan tüm tam sayılar 𝐺 sayısal yarıgrubunun elemanı olacaktır. O halde, 𝐴𝑝(𝐺, 3) = {0,4,8} 
olur. 𝐺 sayısal yarıgrubunun diğer tüm elemanları için aynı işlemler yapılarak Apery 

kümeleri yazılabilir. 

GAP programı kullanılarak bütün elemanların Apery kümeleri yazılabilir; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,4,7); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐴𝑝𝑒𝑟𝑦𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑆, 3); [0, 4, 8] 𝑔𝑎𝑝 >  𝐴𝑝𝑒𝑟𝑦𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑆, 4); [0, 9, 6, 3] 𝑔𝑎𝑝 >  𝐴𝑝𝑒𝑟𝑦𝐿𝑖𝑠𝑡(𝑆, 6); [0, 7, 8, 3, 4, 11] 
Tanım 2.23. 𝐺 sayısal yarıgrup olsun. ℕ\𝐺 olarak ifade ettiğimiz boşluk 

kümesindeki en büyük elemana Frobenius sayısı denir ve 𝐹(𝐺) ile gösterilir. 𝐹(𝐺) = 𝑚𝑎𝑥(ℕ\𝐺) 
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olarak tanımlanır. 

Örnek 2.24. 𝐺 = ⟨3,8,10⟩ = {0,3,6,8,→} sayısal yarıgrubu için Frobenius sayısı; ℕ\𝐺 =  {1,2,4,5,7} kümesi 𝐺 kümesinin boşluklarının elemanlarından oluşmaktadır. 

Elde edilen bu kümenin en büyük elemanı olan 7 verilen sayısal yarıgrubun 

Frobenius sayısıdır yani 𝐹(𝐺) = 7’dir. 

GAP program kodları; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,8,10); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐹𝑟𝑜𝑏𝑒𝑛𝑖𝑢𝑠𝑁𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟(𝑆); 7 

Önerme 2.25. ∀𝔞, 𝔟 ∈ ℤ+ ve 𝔞, 𝔟 sayıları aralarında asal sayılar yani ebob(𝔞, 𝔟) = 1 

olsun. Bu durumda, 

1) 𝐹(⟨𝔞, 𝔟⟩) =  𝔞𝔟 − 𝔞 − 𝔟 

2) 𝑔(⟨𝔞, 𝔟⟩) =  𝔞𝔟−𝔞−𝔟+12 = 𝐹(⟨𝔞,𝔟⟩)+12   
ifadeleri elde edilir.[11]  

Örnek 2.26. 𝐺 = ⟨2,41⟩ üreteç kümesine sahip sayısal yarıgrubunun Frobenius 

sayısını ve cinsini belirleyebilmek için kümenin elemanlarını tek tek yazmak 

gerekmektedir. Fakat bu küme uzun bir küme olduğundan elemanları yazmak yerine 

Önerme 2.25’ten yararlanırsak, 𝔞 = 2 ve 𝔟 = 41 olmak üzere,  𝐹(⟨𝔞, 𝔟⟩) = 2.41 − 2 − 41 = 39 

olarak bulunur. Benzer şekilde değerler yerine yazılarak sayısal yarıgrubun cinsi, 

𝑔(⟨𝔞, 𝔟⟩) = 39 + 12 =  20 

olarak hesaplanabilir. 
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Gömme boyutu 2 olan sayısal yarıgruplar için sayısal yarıgrubun cinsi  

genellikle 𝑔(𝐺) = 𝐹(𝐺)+12   olarak ifade edilebilir (burada 𝐹(𝐺)’nin her zaman bir tek 

sayı olduğu görülmektedir). Bu durum daha yüksek gömme boyutuna sahip sayısal 

yarıgruplar için genellikle geçerli değildir. 

Eğer ℊ ∈ 𝐺 ise o zaman (𝐹(𝐺) − ℊ) ∉ 𝐺 olur. Bu da bize 𝑔(𝐺) = 𝐹(𝐺)+12   

eşitliğinin aslında bir eşitsizlik olduğunu gösterir. 

Önerme 2.26. 𝐺 bir sayısal yarıgrup olmak üzere, 

𝑔(𝐺) ≥ 𝐹(𝐺) + 12  

olarak gösterilir.[11]  

Eşitliğin sağlandığı sayısal yarıgruplar ‘en az’ boşluğa sahip olan sayısal  

yarıgruplardır. 

Tanım 2.27. Bir sayısal yarıgrup olan 𝐺 ve bu yarıgrubun Frobenius sayısı 𝐹(𝐺) 

olsun. O zaman 𝑛(𝐺) = #({0, 1, 2, . . . , 𝐹(𝐺)} ∩ 𝐺) 

sayısı 𝐺’nin belirteç sayısı olarak adlandırılır. 

Tanım 2.28. 𝐹(𝐺) ve 𝑛(𝐺) sırasıyla, 𝐺’nin Frobenius sayısı ve belirteç sayısı olmak 

üzere, 𝐺 = {0 = ℊ0, ℊ1, . . . , ℊ𝑟−1, ℊ𝑟 , . . . , ℊ𝑛(ℊ) = 𝐹(𝐺) + 1,⟶. . . } şeklinde verilsin. 

Burada ℊ𝑖 < ℊ𝑖+1 olup " ⟶ " 𝐹(𝐺) + 1 sayısından büyük olan her tam sayının 𝐺’ye 

ait olduğunu gösterir. 𝐹(𝐺) + 1 tam sayısına 𝐺’nin iletkeni denir  

Örnek 2.29. 𝐺 = ⟨3,8,10⟩ = {0,3,6,8,→} sayısal yarıgrubunun, Frobenius sayısının 𝐹(𝐺) =  7 olduğunu Örnek 2.24’te belirttik. O halde  𝑛(𝐺) = #({0, 1, 2, . . . , 𝐹(𝐺)} ∩ 𝐺) ⟹ 𝑛(𝐺) = #({0, 1, 2, . . . ,7} ∩ {0,3,6,8,→}) 

olup 𝑛(𝐺) = #(0,3,6) = 3 olarak bulunur.  

Aynı zamanda Frobenius sayısının bir fazlası bize sayısal yarıgrubun iletkenini verir.  
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𝐹(𝐺) + 1 =  7 + 1 =  8  
O halde 8, 𝐺 sayısal yarıgrubunun iletkenidir. 

İletkenin GAP programı ile bulunması; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,8,10); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐶𝑜𝑛𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜𝑟(𝑆); 8 

Tanım 2.30. 𝐺 bir sayısal yarıgrup olsun ve 𝑥 ∉ 𝐺 olacak şekilde bir 𝑥 tam sayısı 

alalım. Bu durumda ℊ ∈ 𝐺\{0} ve 𝑥 + ℊ ∈ 𝐺 oluyorsa 𝑥 tam sayısına 𝐺’nin bir 

sözde-Frobenius sayısı denir. 𝐺’nin tüm sözde-Frobenius sayılarının kümesi 𝑃𝐹(𝐺) 

ile gösterilir. 𝑃𝐹(𝐺)’nin eleman sayısına 𝐺’nin tipi denir ve 𝑡(𝐺) ile gösterilir. Bu 

sayısal yarıgrubunun Frobenius sayısı, Sözde-Frobenius sayılarının kümesinin en 

büyük elemanıdır. 

Örnek 2.31. 𝐺 = ⟨3,8,10⟩ = {0,3,6,8,→} sayısal yarıgrubunun Sözde-Frobenius 

sayılarını bulmak için boşluk kümesindeki elemanlar ile sayısal yarıgrubun üreteç 

kümesindeki bütün elemanları sırasıyla topladığımızda kümenin içerisine düşüyorsa 

boşluk kümesinden aldığımız eleman sözde-Frobenius sayısı olacaktır.  

O halde boşluk kümesi ve üreteç kümesi sırasıyla 𝑆(𝐺) =  {1,2,4,5,7} 𝑣𝑒 𝐺 = ⟨3,8,10⟩ 
olur. Buradan,  1 ∈ 𝑆(𝐺) için, 1 + 3 = 4 ∉ 𝐺 olup sözde-Frobenius sayısı olamaz. 2 ∈ 𝑆(𝐺) için, 
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2 + 3 = 5 ∉ 𝐺 olup sözde-Frobenius sayısı olamaz. 4 ∈ 𝑆(𝐺) için, 4 + 3 = 7 ∉ 𝐺 olup Sözde-Frobenius sayısı olamaz. 5 ∈ 𝑆(𝐺) için, 5 + 3 = 8 ∈ 𝐺, 5 + 8 = 13 ∈ 𝐺 ve 5 + 10 = 15 ∈ 𝐺 olup 5 ∈ 𝑃𝐹(𝐺)’dir. 7 ∈ 𝑆(𝐺) için, 7 + 3 = 10 ∈ 𝐺, 7 + 8 = 15 ∈ 𝐺 ve 7 + 10 = 17 ∈ 𝐺 olup 7 ∈ 𝑃𝐹(𝐺)’dir. 

Bu durumda 𝑃𝐹(𝐺) = {5,7} olur. Sözde-Frobenius kümesinin en büyük elemanı 

sayısal yarıgrubunun Frobenius sayısıdır yani 𝐹(𝐺) = 7’dir. Sözde-Frobenius 

kümesinin eleman sayısı sayısal yarıgrubun tipini belirler bu durumda 𝑡(𝐺) = 2 olur. 

Sözde-Frobenius kümesini bulabilmek için GAP programı kodları; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,8,10); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝑃𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝐹𝑟𝑜𝑏𝑒𝑛𝑖𝑢𝑠(𝑆); [5, 7 ] 
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BÖLÜM 3 

3.1 ARF SAYISAL YARIGRUPLAR 

Bu bölümde Arf sayısal yarıgrupları ile ilgili temel tanım ve teoremler verilecektir. 

Herhangi bir sayısal yarıgrubun Arf sayısal yarıgrup olup olmadığı incelenecektir. 

Tanım 3.1.1. 𝐺 bir sayısal yarıgrup olsun.  ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 için 𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧 ⟹ 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 ∈ 𝐺 

şartını sağlayan 𝐺 sayısal yarıgrubuna Arf sayısal yarıgrup denir.[1] 

Önerme 3.1.2. 𝐺 bir sayısal yarıgrup olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺: 𝑥 ≥ 𝑦 ⟹ 2𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐺 

eğer 𝐺 sayısal yarıgrubu yukardaki özelliği sağlıyorsa, o zaman 𝐺 Arf sayısal 

yarıgrup olarak adlandırılır.[14]  

Örnek 3.1.3. 𝐺 =  ⟨3, 10, 11⟩  =  {0, 3, 6, 9,→} sayısal yarıgrup Arf sayısal 

yarıgruptur. Gerçekten, 𝑥 = 3, 𝑦 = 3 ⟹  2.3 −  3 =  3 ∈ 𝐺 𝑥 = 6, 𝑦 = 3 ⟹  2.6 −  3 =  9 ∈ 𝐺 𝑥 = 6, 𝑦 = 6 ⟹  2.6 −  6 =  6 ∈ 𝐺 𝑥 = 9, 𝑦 = 3 ⟹  2.9 −  3 =  15 ∈ 𝐺 𝑥 = 9, 𝑦 = 6 ⟹  2.9 −  6 =  12 ∈ 𝐺 𝑥 = 9, 𝑦 = 9 ⟹  2.9 −  9 =  9 ∈ 𝐺 𝑥 ≥ 9 olduğunda, 𝑥 − 𝑦 ≥ 8 olur bu yüzden 2𝑥 − 𝑦 her zaman 𝐺′nin elemanı 

olacaktır. Bu durumda 𝐺 Arf sayısal yarıgruptur.
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Herhangi bir sayısal yarıgrubun Arf sayısal yarıgrup olup olmadığını kontrol 

edebilmek için GAP programı kodları; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,10,11); < 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 𝑤𝑖𝑡ℎ 3 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑠 > 𝑔𝑎𝑝 >  𝐼𝑠𝐴𝑟𝑓(𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,10,11)); 𝑡𝑟𝑢𝑒 

Önerme 3.1.4. Her Arf sayısal yarıgrup maksimal gömme boyutludur (MGD). 

Ancak bunun tersi mevcut değildir. [11]  

Örnek 3.1.5. 𝐺 =  ⟨3, 4, 8⟩  =  {0, 3, 4, 7, 8, 9, 10 →} sayısal yarıgrubu 𝑚(𝐺) =  𝑒(𝐺) =  3 olup maksimal gömme boyutludur ancak Arf sayısal yarıgrup 

değildir. 𝑥 = 3, 𝑦 = 3 ⟹  2.3 −  3 =  3 ∈ 𝐺 𝑥 = 4, 𝑦 = 3 ⟹  2.4 −  3 =  5 ∉ 𝐺 𝐺 sayısal yarıgrubu Arf değildir çünkü 𝑥 = 4, 𝑦 = 3 için 5 ∉ 𝐺 olduğundan Arf 

değildir 

Bir sayısal yarıgrubun Arf olup olmadığını kontrol edebilmek için gerekli olan 

kodlar; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,4,8); < 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 𝑤𝑖𝑡ℎ 3 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑠 > 
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𝑔𝑎𝑝 >  𝐼𝑠𝐴𝑟𝑓(𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,4,8)); 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 

Önerme 3.1.6. Arf sayısal yarıgrupları maksimum gömme boyutuna sahiptir. Bu 

durumda, katlılığı 𝑚 olan bir Arf sayısal yarıgrup 𝐺'nin minimal üreteç sistemi (𝐴𝑝(𝐺,𝑚)\{0} ∪ {𝑚} kümesi verir. [18] 

Not 3.1.7. 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ için 𝑏 − 𝑎 ∈ 𝐺 oluyorsa eğer 𝑎 ≤𝐺 𝑤 bağıntısına kısmi sıralı 

bağıntı denir. Bu kısmi sıralı bağıntı kullanılarak 𝑃𝐹(𝐺)’nin bir karakterizasyonunu 

elde edebiliriz. 

Yardımcı Teorem 3.1.8. Eğer 𝐺 bir Arf sayısal yarıgrup ve katlılığı 𝑚 > 1 ise, o 

zaman, 

(i) 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙𝑠 ≤𝐺 𝐴𝑝(𝐺,𝑚){0}, 
(ii) 𝑃𝐹(𝐺) = {𝜔 − 𝑚:𝜔 ∈ 𝐴𝑝(𝐺,𝑚)\{0} 

şeklindedir. [11].  

Tanım 3.1.9. 𝐺 katlılığı 𝑚(𝐺) = 𝑚 olan bir Arf sayısal yarıgrup olsun. (𝐴𝑝(𝐺,𝑚) ∪ {𝑚}) ∖ {0} = {𝑚,𝜔(0) = 0,𝜔(1), … , 𝜔(𝑚 − 1)} kümesi 𝐺 Arf sayısal 

yarıgrubu için minimal üreteç kümesini oluşturmaktadır. Ayrıca eğer 𝐺 minimum 

olarak {𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑒} tarafından üretiliyorsa, o zaman  𝑃𝐹(𝐺) = {𝑛2 − 𝑛1, 𝑛3 − 𝑛1, … , 𝑛𝑒 − 𝑛1} 
sözde-Frobenius kümesini yukarıdaki gibi yazabiliriz.  

3.2 ARF SAYISAL YARIGRUPLARININ KATLILIĞI 

Bu bölümde Arf sayısal yarıgrupların iletkenler yardımıyla katlılığa bağlı olarak 

nasıl elde edilebileceği ile ilgili önermeler verilmiştir Katlılığı bilinen Arf sayısal 

yarıgrup örnekleri yapılmıştır. 

Önerme 3.2.1. Katlılığı 1 olan sayısal yarıgruplar sadece ℕ (Doğal sayılar) 

kümesidir. 1 tarafından üretilen sayısal yarıgruplar aynı zamanda Arf sayısal 

yarıgruptur.[14]  
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Önerme 3.2.2. 2 katlılığa sahip herhangi bir sayısal yarıgrup aynı zamanda bir Arf 

sayısal yarıgruptur. 𝐺 sayısal yarıgrubunun iletkeni 𝐼(𝐺) = 𝐼 alınırsa,  𝐺 = ⟨2, 𝐼 + 1⟩ 
ile üretilen bütün sayısal yarıgruplar Arf sayısal yarıgruptur.[14] 

Örnek 3.2.3. Katlılığı 2 olan Arf sayısal yarıgrubu, 𝐺 = ⟨2,7⟩ = {0,2,4,6,⟶} 
Not 3.2.4. Katlılığı 3 ve 3’ten büyük Arf sayısal yarıgrupları iletken tarafından tek 

başına açıkça üretilememektedir. Bu Arf sayısal yarıgruplarını belirleyebilmek için 

sayısal yarıgrubun cinsine ihtiyaç vardır. Eğer Arf özelliği kabul edilirse, Arf sayısal 

yarıgrupları katlılık ve iletken tarafından tam olarak belirlenebilir. 

Önerme 3.2.5. 𝐼 bir tam sayı olmak üzere, 𝐼 ≥ 3 ve 𝐼 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑3) alalım. Katlılığı 3 

olan 𝐺 Arf sayısal yarıgrubu aşağıdakilerden biri olarak yazılabilir.[14]  𝐼 ≡ 0 𝑜𝑟 2 (𝑚𝑜𝑑3) 𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒, 
(i) 𝛪 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑3) 𝑖𝑠𝑒 𝐺 = ⟨3, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2⟩. 
(ii) 𝛪 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑3) ise 𝐺 = ⟨3, 𝐼, 𝐼 + 2⟩. 

Örnek 3.2.6. Katlılığı 3 olan Arf sayısal yarıgrup örnekleri,  𝐺 = ⟨3,4,5⟩ = {0,3 →} 𝐺 = ⟨3,8,10⟩ = {0,3,6,8 →} 𝐺 = ⟨3,10,11⟩ = {0,3,6,9 →} 𝐺 = ⟨3,11,13⟩ = {0,3,6,9,11,→} 𝐺 = ⟨3,13,14⟩ = {0,3,6,9,12,→} 𝐺 = ⟨3,17,19⟩ = {0,3,6,9,12,15,17 →} 
Önerme 3.2.7. Katlılığı 4 ve iletkeni 𝐼 olan bir 𝐺 Arf sayısal yarıgrubu 

aşağıdakilerden biri olarak yazılabilir. [14]  𝛪 ≡ 0,2 ya da 3(𝑚𝑜𝑑4) olmak üzere, 

(i) 𝛪 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑4) 𝑖𝑠𝑒 𝐺 =  ⟨4,4𝑘 + 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3⟩ için (𝑘 ∈ {1,… , 𝛪4}) 
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(ii) 𝛪 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑4) ise 𝐺 = ⟨4,4𝑘 + 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3⟩ için (𝑘 ∈ {1,… , 𝛪−24 }) 

(iii) 𝛪 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑4) ise 𝐺 =  ⟨4, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3⟩  
Örnek 3.2.8. Katlılığı 4 olan Arf sayısal yarıgrup örnekleri,  𝐺 = ⟨4,5,6,7⟩ =  {0,4,→} 𝐺 = ⟨4,5,7,9⟩ =  {0,4,5,7 →} 𝐺 = ⟨4,9,10,11⟩ =  {0,4,8 →} 𝐺 = ⟨4,6,9,11⟩ =  {0,4,6,8 →} 𝐺 = ⟨4,23,25,26⟩ =  {0,4,8,12,16,20,23 →} 𝐺 = ⟨4,6,23,25⟩ =  {0,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22 →} 
Önerme 3.2.9. I iletkenli ve 5 katlılıklı Arf sayısal yarıgrubu aşağıdakilerden biri 

olarak yazılabilir.[14]  𝛪 ≡ 0,2,3 ya da 4(𝑚𝑜𝑑5) olmak üzere, 

(i) Eğer 𝛪 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑5)  

a) 𝐺 =  ⟨5, 𝛪 − 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4 ⟩  
b) 𝐺 =  ⟨5, 𝛪 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4 ⟩ 

(ii) 𝛪 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑5) ise 𝐺 = ⟨5, 𝛪, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4 ⟩ 
(iii) 𝛪 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑5) ise 𝐺 =  ⟨5, 𝛪, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4 ⟩ 
(iv)  Eğer 𝛪 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑5) 

a) 𝐺 = ⟨5, 𝛪 − 2, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4 ⟩ 
b) 𝐺 = ⟨5, 𝛪, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4 ⟩. 

Örnek 3.2.10. Katlılığı 5 olan Arf sayısal yarıgrup örnekleri,  𝐺 = ⟨5,28,31,32,34⟩ =  {0,5,10,15,20,25,28,30 →} 𝐺 = ⟨5,32,33,34,36⟩ =  {0,5,10,15,20,25,30,32 →} 𝐺 = ⟨5,33,34,36,37⟩ =  {0,5,10,15,20,25,30,33 →} 𝐺 = ⟨5,32,34,36,38⟩ =  {0,5,10,15,20,25,30,32,34 →} 
Önerme 3.2.11. Katlılığı 6 ve iletkeni 𝐼 olan Arf sayısal yarıgrupları aşağıdakilerden 

biri olarak yazılabilir. [14] 𝛪 ≡ 0,2,3,4 ya da 5(𝑚𝑜𝑑6) 
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(i) 𝛪 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑6)  

a) 𝐺 = ⟨6, 𝛪 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5⟩ 
b) 𝐺 = ⟨6,6𝑘 + 2,6𝑘 + 4, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ 
c) 𝐺 = ⟨6,6𝑘 + 3, 𝛪 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5⟩ 
d) 𝐺 = ⟨6,6𝑘 + 4,6𝑘 + 8, 𝛪 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ için (𝑚 = 1,2,… , 𝛪6 − 1)  

(ii) 𝛪 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑6)  

a) 𝐺 = ⟨6,6𝑙 + 2,6𝑙 + 4, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ 
b) 𝐺 = ⟨6,6𝑘 + 3, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ 
c) 𝐺 = ⟨6,6𝑘 + 4,6𝑘 + 8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ 

için (𝑙 = 1,2, … , 𝛪−26 , 𝑘 = 1,2, … , 𝛪−26 − 1) 

(iii) 𝛪 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑6)     𝐺 = ⟨6,6𝑘 + 3, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5⟩ için (𝑘 = 1,2, … , 𝛪−36 ) 

(iv)  𝛪 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑6)  

a) 𝐺 = ⟨6,6𝑙 + 2,6𝑙 + 4, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ 
b) 𝐺 = ⟨6,6𝑙 + 4,6𝑙 + 8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ için (𝑙 = 1,2, … , 𝛪−46  ) 

(v) 𝛪 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑6)  

a) 𝐺 = ⟨6, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5⟩ 
b) 𝐺 = ⟨6,6𝑙 + 3, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5⟩ için (𝑙 = 1,2, … , 𝛪−56 ).  

Örnek 3.2.12. Katlılığı 6 olan Arf sayısal yarıgrup örnekleri, 𝐺 = ⟨6,8,9,10,11,13⟩ =  {0,6,8 →} 𝐺 = ⟨6,9,10,11,13,14⟩ =  {0,6,9 →} 𝐺 = ⟨6,31,32,33,34,35⟩ =  {0,6,12,18,24,30,→} 𝐺 = ⟨6,20,22,31,33,35⟩ =  {0,6,12,18,20,22,24,26,28,30, →} 𝐺 = ⟨6,14,16,31,33,35⟩ =  {0,6,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,→} 𝐺 = ⟨6,8,10,31,33,35⟩ = 0,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,30,→} 
Önerme 3.2.13. 𝐼 tam sayı olmak üzere, 𝐼 ≥ 8 ve 𝐼 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑8) olarak alalım. 

Katlılığı 8 ve iletkeni 𝐼 olan 𝐺 Arf sayısal yarıgrubunu aşağıdakilerden biri olarak 

yazılabilir.[17]  𝐼 ≡ 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7(𝑚𝑜𝑑8) 𝑜𝑙𝑚𝑎𝑘 ü𝑧𝑒𝑟𝑒, 
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Eğer 𝐼 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑8)  

(i) 𝐺 = ⟨8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩ 
(ii) 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 2, 8𝑘 + 4, 8𝑘 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−88 ) 

(iii) 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 8𝑙 + 2, 8𝑙 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼8 

(iv) 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 8𝑙 − 2, 8𝑙 + 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼8 

(v) 𝐺 = ⟨8, 𝐼 − 3, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩ 
(vi) 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 6, 8𝑘 + 10, 8𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−88  

(vii) 𝐺 = ⟨8, 𝐼 − 5, 𝐼 − 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩ 
Eğer 𝐼 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑8)  

i. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 2, 8𝑘 + 4, 8𝑘 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−28  

ii. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 8𝑙 + 2, 8𝑙 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼−28  

iii. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 8𝑙 − 2, 8𝑙 + 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼−28  

iv. 𝐺 = ⟨8, 𝐼 − 5, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩  
v. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 6, 8𝑘 + 10, 8𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−108  

Eğer 𝐼 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑8)  

i. 𝐺 = ⟨8, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−118  

Eğer 𝐼 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑8)  

i. 𝐺 = ⟨8,8𝑘 + 2, 8𝑘 + 4, 8𝑘 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3 , 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−48   

ii. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 8𝑙 − 2, 8𝑙 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼−48  

iii. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 8𝑙 − 2, 8𝑙 + 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼+48  

iv. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 6, 8𝑘 + 10, 8𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−128  
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Eğer 𝐼 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑8)  

i. 𝐺 = ⟨8, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨8, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩ 

Eğer 𝐼 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑8)  

i. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 2, 8𝑘 + 4, 8𝑘 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−68  

ii. 𝐺 = ⟨8, 𝐼 − 3, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩ 
iii. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 8𝑙 + 2, 8𝑙 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼−68  

iv. 𝐺 = ⟨8,8𝑘 + 4, 8𝑙 − 2, 8𝑙 + 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝐼+28   
v. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 6, 8𝑘 + 10, 8𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−68  

Eğer 𝐼 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑8)  

i. 𝐺 = ⟨8, 8𝑘 + 4, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−78  

ii. 𝐺 = ⟨8, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7⟩ 
iii. 𝐺 = ⟨8, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7⟩ 

Örnek 3.2.14. Katlılığı 8 olan Arf sayısal yarıgrup örnekleri, 𝐺 = ⟨8,17,18,19,20,21,22,23⟩ = {0,8,16 →} 𝐺 = ⟨8,25,26,27,28,29,30,31⟩ = {0,8,16,24,⟶} 𝐺 = ⟨8,19,20,21,22,23,25,26⟩ = {0,8,16,19 →} 𝐺 = ⟨8,13,18,19,20,22,23,25⟩ = {0,8,13,16,18 →} 𝐺 = ⟨8,21,22,23,25,26,27,28⟩ = {0,8,16,21 →} 
Önerme 3.2.15. 𝐼 ≥ 9 ve 𝐼 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑9) olacak şekilde bir 𝐼 tam sayısı alalım. Bu 

durumda katlılığı 9 ve iletkeni 𝐼 olan Arf sayısal yarıgrubu aşağıdakilerden biri 

olarak yazılabilir.[13] 𝐼 ≡ 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8(𝑚𝑜𝑑9) 
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Eğer 𝐼 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑9)  

i. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 3, 9𝑘 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−99  

iii. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 4, 𝐼 − 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩  
iv. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 4, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  
v. 𝐺 = ⟨9,9𝑘 + 6,9𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 4, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−99  

vi. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩  𝐼 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑9)  

i. 𝐺 = ⟨9, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 3, 9𝑘 + 6, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−119  

iii. 𝐺 = ⟨9,9𝑘 + 6, 9𝑘 + 12, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−119   
iv. 𝐺𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 4, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  𝐼 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑9)  

i. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 3, 9𝑘 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−39  

ii. 𝐺 = ⟨9,9𝑘 + 6,9𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−129   
𝐼 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑9) 

i. 𝐺 = ⟨9, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  
ii. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩  
iii. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 6, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩  𝐼 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑9) 

i. 𝐺 = ⟨9, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  
ii. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 3, 9𝑘 + 6, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−59   
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iii. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 6, 9𝑘 + 12, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−149  

𝐼 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑9) 

i. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 4, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 3, 9𝑘 + 6, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−159  

iii. 𝐺 = ⟨9,9𝑘 + 6, 9𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤𝐼−69   
iv. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩  𝐼 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑9) 

i. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 3, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  
ii. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩  
iii. 𝐺 = ⟨9, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  𝐼 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑9) 

i. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 6, 𝐼 − 4, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 3, 9𝑘 + 6, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−89  

iii. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 4, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩  
iv. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 4, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  
v. 𝐺 = ⟨9, 𝐼 − 3, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩  
vi. 𝐺 = ⟨9, 9𝑘 + 6,9𝑘 + 12, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−89   
vii. 𝐺 = ⟨9, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8⟩ 

Örnek 3.2.16. Katlılığı 9 olan sayısal yarıgrup örnekleri, 𝐺 = ⟨9,28,29,30,31,32,33,34,35⟩ = {0,9,18,27 →} 𝐺 = ⟨9,20,21,22,23,24,25,26,28⟩ = {0,9,18,20 →} 𝐺 = ⟨9,21,24,31,32,34,35,37,38⟩ = {0,9,18,21,24,27,30 →} 𝐺 = ⟨9,40,41,42,43,44,46,47,48⟩ = {0,9,18,27,36,40 →} 𝐺 = ⟨9,35,37,38,39,40,41,42,43⟩ = {0,9,18,27,35 →} 
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Önerme 3.2.17. 𝐼 ≥ 10 ve 𝐼 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑10) olacak şekilde bir 𝐼 tam sayısı alalım. Bu 

durumda katlılığı 10 ve iletkeni 𝐼 olan Arf sayısal yarıgrubu aşağıdakilerden biri 

olarak yazılabilir. [13] 𝐼 ≡ 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9(𝑚𝑜𝑑10) 𝐼 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨ 10, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 2, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

iii. 𝐺 = ⟨10,10𝑘 + 4,10𝑘 + 6,10𝑘 + 8,10𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

iv. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

v. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼 − 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 +  6, 𝐼 + 7, 𝐼 +9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

vi. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 +  5, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8, 𝐼 +9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

vii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑥 + 12, 10𝑥 + 14, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

viii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 18, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

ix. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 3, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩  
x. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1010  

𝐼 ≡ 2(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨ 10, 10𝑘 + 2, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−210  
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ii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1210  

iii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1210  

iv. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−1210  

v. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1210  

vi. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 18, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1210  

vii. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 5, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 9⟩ 
viii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1210  

𝐼 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨ 10, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩  
ii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−1310  

iii. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 6, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩  
 𝐼 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 2, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−410  

ii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−410  

iii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1410  
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iv. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−1410  

v. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−1410  

vi. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1410  

vii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 18, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1210  

viii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 7, 𝐼 +9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1210  

𝐼 ≡ 5(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 9⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼 − 2, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 +9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1510  

iii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8, 𝐼 +9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−510  

 𝐼 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 2, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−610  

ii. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 3, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩ 
iii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−610  

iv. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1610  

v. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−610  
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vi. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 18, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1610  

vii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1610  

𝐼 ≡ 7(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 3, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−710  

iii. 𝐺 = ⟨10, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 2, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩ 𝐼 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 2, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−810  

ii. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 5, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 9⟩ 
iii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−810  

iv. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 4, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−810  

v. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−810  

vi. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 6, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−810  

vii. 𝐺 = ⟨10,10𝑘 + 6,10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 18, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−1810  

viii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 8, 10𝑘 + 12, 10𝑘 + 14, 10𝑘 + 16, 𝐼 + 1, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 +7, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐼−810  
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𝐼 ≡ 9(𝑚𝑜𝑑10)  

i. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 6, 𝐼 − 3, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩ 
ii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−910  

iii. 𝐺 = ⟨10, 10𝑘 + 5, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩, 1 ≤𝑘 ≤ 𝐼−910  

iv. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 3, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩ 
v. 𝐺 = ⟨10, 𝐼 − 2, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 9⟩ 
vi. 𝐺 = ⟨10, 𝐼, 𝐼 + 2, 𝐼 + 3, 𝐼 + 4, 𝐼 + 5, 𝐼 + 6, 𝐼 + 7, 𝐼 + 8, 𝐼 + 9⟩ 

Örnek 3.2.18. Katlılığı 10 olan Arf sayısal yarıgruplarına bazı örnekler aşağıda 

verilmiştir. 𝐺 = ⟨10,33,35,36,37,38,39,41,42,44⟩ = {0,10,20,30,33,35 →} 𝐺 = ⟨10,22,24,25,26,27,28,29,31,33⟩ = {0,10,20,22,24 →} 𝐺 = ⟨10,63,64,65,66,67,68,69,71,72⟩ = {0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 63 →} 𝐺 = ⟨10,45,63,64,66,67,68,69,71,72⟩ = {0, 10, 20, 30, 40, 45, 50, 55, 60, 63 →} 
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BÖLÜM 4 

4.1 ARF SAYISAL YARIGRUPLARDA RF-MATRİSLERİ 

Bu bölümde Arf sayısal yarıgruplarının ideallerinin elde edilebilmesi için gerekli 
olan RF (satır-faktorizasyon)-matris kavramı açıklanacaktır. Herhangi bir Arf sayısal 
yarıgrubunun RF-matrisini hesaplayabilmek için gerekli olan GAP program kodları 
verilmiştir.[7]  

Tanım 4.1.1. 𝑓 ∈ 𝑃𝐹(𝐺) olsun. 𝑓′nin RF-matrisi, her 𝑖 için 𝑎𝑖𝑖 = −1 , her 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℕ ve her 𝑖 = 1,… , 𝑒 için 

∑𝑎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑓𝑒
𝑗=1  

olarak tanımlanan bir 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) matrisidir.[8]  

Önerme 4.1.2. RF-matrislerinin boyutu, 𝐺 Arf sayısal yarıgrubunun minimal üreteç 

sistemindeki eleman sayısı ile belirlenir.  

Örnek 4.1.3.  𝐺 =  ⟨3,11,13⟩ =  {0,3,6,9,11 →} 
RF-matrislerini bulmak için öncelikle sözde-Frobenius kümesinin elemanlarını 

belirlememiz gerekmektedir. O halde,  𝐻(𝐺) =  {1,2,4,5,7,8,10} 𝑣𝑒 𝐹(𝐺) =  10 𝑃𝐹(𝐺) = {𝑓 ∉ 𝐺|𝑓 + 𝑛𝑖 ∈ 𝐺, ∀𝑖 = 1,2,3} 𝑛1 = 3, 𝑛2 = 11, 𝑛3 = 13 alalım, 𝑓 = 1 ⇒ 1 + 3 = 4 ∉ 𝐺 ⇒ 1 ∉ 𝑃𝐹(𝐺) 𝑓 = 2 ⇒ 2 + 3 = 5 ∉ 𝐺 ⇒ 2 ∉ 𝑃𝐹(𝐺) 𝑓 = 4 ⇒ 4 + 3 = 7 ∉ 𝐺 ⇒ 4 ∉ 𝑃𝐹(𝐺)
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𝑓 = 8 ⇒ 8 + 3 = 11 ∈ 𝐺, 8 + 11 = 19 ∈ 𝐺, 8 + 13 = 21 ∈ 𝐺 ⇒ 8 ∈ 𝑃𝐹(𝐺) 𝑓 = 10 ⇒ 10 + 3 = 13 ∈ 𝐺, 10 + 11 = 21 ∈ 𝐺, 10 + 13 = 23 ∈ 𝐺 ⇒ 10 ∈ 𝑃𝐹(𝐺) 

Bu durumda,  𝑃𝐹(𝐺) = {8,10} 
Eğer 𝑓 = 8 ∈  𝑃𝐹(𝐺) ise; 𝑎11  =   −1 için,  8 =  𝑎11. 3 +  𝑎12. 11 + 𝑎13. 13    8 = (−1).3 + 𝑎12. 11 + 𝑎13. 13  

RF-matrisinin ilk satır elemanları: [−1 1 0] 𝑓 = 8 ∈  𝑃𝐹(𝐺) ise; 𝑎22  =   −1 için,  8 =  𝑎21. 3 +  𝑎22. 11 + 𝑎23. 13    8 =  𝑎21. 3 + (−1).11 + 𝑎13. 13  
RF-matrisinin ikinci satır elemanları: [2 −1 1] 𝑓 = 8 ∈  𝑃𝐹(𝐺) ise; 𝑎33  =   −1 için,  8 =  𝑎31. 3 +  𝑎32. 11 + 𝑎33. 13    8 =  𝑎21. 3 + 𝑎32. 11 + (−1).13  
RF-matrisinin üçüncü satır elemanları: [7 0 −1] 

𝑅𝐹(8) = [−1 1 02 −1 17 0 −1] 
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Eğer 𝑓 = 10 ∈  𝑃𝐹(𝐺) ise; 𝑎11  =   −1 için,  10 =  𝑎11. 3 +  𝑎12. 11 + 𝑎13. 13    10 = (−1).3 + 𝑎12. 11 + 𝑎13. 13  
RF-matrisinin ilk satır elemanları: [−1 0 1] 𝑓 = 10 ∈  𝑃𝐹(𝐺) ise; 𝑎22  =   −1 için,  10 =  𝑎21. 3 + 𝑎22. 11 + 𝑎23. 13    10 =  𝑎21. 3 + (−1).11 + 𝑎13. 13  
RF-matrisinin ikinci satır elemanları: [7 −1 0] 𝑓 = 10 ∈  𝑃𝐹(𝐺) ise; 𝑎33  =   −1 için,  10 =  𝑎31. 3 + 𝑎32. 11 + 𝑎33. 13    10 =  𝑎21. 3 + 𝑎32. 11 + (−1).13  
RF-matrisinin üçüncü satır elemanları: [4 1 −1] 

𝑅𝐹(10) = [−1 0 17 −1 04 1 −1] 
Verilen bir Arf sayısal yarıgrubun RF-matrislerini GAP program kullanarak bulmak 

için gerekli olan kodları; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(3,11,13); 
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< 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝 𝑤𝑖𝑡ℎ 3 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑠 > 𝑔𝑎𝑝 >  𝑝𝑓:= 𝑃𝑠𝑒𝑢𝑑𝑜𝐹𝑟𝑜𝑏𝑒𝑛𝑖𝑢𝑠(𝑆); [8, 10] 𝑔𝑎𝑝 >  𝑅𝐹𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠(8, 𝑆); [[[ −1, 1, 0], [2, −1, 1], [7, 0, −1]]] 𝑔𝑎𝑝 >  𝑅𝐹𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠(10, 𝑆); [[[ −1, 0, 1], [7, −1, 0], [4, 1, −1]]] 
Not 4.1.4. Sözde-Frobenius kümesindeki her eleman için bir RF-matrisi yazılabilir. 

Yazılan bu matrisler genellikle tek değildir.[5] 

Örnek 4.1.5.  𝐺 = ⟨4,21,22,23⟩ =  {0,4,8,12,16,20,→} 
Arf sayısal yarıgrubu olsun. 

RF-matrislerini hesaplayabilmek için öncelikle sözde-Frobenius kümesinin 

elemanlarını belirlememiz gerekmektedir. O halde,  𝐻(𝐺) =  {1,2,3,5,6,7,9,10,11,13,14,15,17,18,19} 𝑣𝑒 𝐹(𝐺) =  19 ⟹ 𝑃𝐹(𝐺) =  {17,18,19} 
Eğer 𝑓 = 19 ∈  𝑃𝐹(𝐺) ise; 𝑎11  =   −1 için,  19 =  𝑎11. 4 +  𝑎12. 21 + 𝑎13. 22 + 𝑎14. 23   19 =  −1.4 + 𝑎12. 21 + 𝑎13. 22 + 𝑎14. 23  

RF-matrisinin ilk satır elemanları: [−1 0 0 1] 
Eğer 𝑓 = 19 ∈  𝑃𝐹(𝐺), 
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𝑎22  =   −1 için, 19 =  𝑎21. 4 + 𝑎22. 21 + 𝑎23. 22 + 𝑎24. 23   19 = −1 .4 + 𝑎22. 21 + 𝑎23. 22 + 𝑎24. 23 

RF-matrisinin ikinci satır elemanları: [10 −1 0 0] 𝑓 = 19 ∈  𝑃𝐹(𝐺), 𝑎33  =   −1 için, 19 =  𝑎31. 4 + 𝑎32. 21 + 𝑎33. 22 + 𝑎34. 23   19 =  𝑎31. 4 + 𝑎32. 21 + −1.22 + 𝑎34. 23   
RF-matrisinin üçüncü satır elemanları: [5 1 −1 0] 𝑓 = 19 ∈  𝑃𝐹(𝐺), 𝑎44  =   −1 için, 19 =  𝑎41. 4 + 𝑎42. 21 + 𝑎43. 22 + 𝑎44. 23   19 =  𝑎41. 4 + 𝑎42. 21 + 𝑎43. 22 + −1.23   
RF-matrisinin dördüncü satır elemanları: [0 2 0 −1] ya da [5 0 1 −1] 𝐺 sayısal yarıgrubunun minimal üreteç kümesinin eleman sayısı 4 olduğundan, RF-

matrisleri 4 × 4 tipinde bir matris olacaktır. 

𝑅𝐹(19) =  [−1 0 0 110 −1 0 05 1 −1 00 2 0 −1] 

𝑅𝐹(19) =  [−1 0 0 110 −1 0 05 1 −1 05 0 1 −2] 

Teorem 4.1.5. 𝑓, 𝑓′ ∈ 𝑃𝐹(𝐺) 𝑣𝑒 𝑓 + 𝑓′ ∉ 𝐺 olsun. 𝑅𝐹(𝑓) = 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ve 
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 𝑅𝐹(𝑓′) = 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) olarak alalım. Bu durumda Her 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑎𝑖𝑗 = 0 veya 𝑏𝑗𝑖 = 0 

dır. Özellikle, eğer 𝑅𝐹 (𝐹(𝐺)2 ) = (𝑎𝑖𝑗) ise o zaman her 𝑖 ≠ 𝑗 için 𝑎𝑖𝑗 = 0 veya 𝑎𝑗𝑖 = 0. [4] 

İspat. 𝑓 ∈  𝑃𝐹(𝐺) için 𝑓’ nin RF-matrisi 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗) ise, 𝑖 =  1, . . . , 𝑒 ve 𝑓 =  𝑎𝑖1𝑛1 + 𝑎𝑖2𝑛2 + · · ·  + 𝑎𝑖𝑖𝑛𝑖  + · · ·  + 𝑎𝑖𝑒𝑛𝑒 

ve ∀𝑖 için 𝑎𝑖𝑖  =  −1 olduğundan 𝑓 =  𝑎𝑖1𝑛1 + 𝑎𝑖2𝑛2 + · · ·  + (−1)𝑛𝑖  + · · ·  + 𝑎𝑖𝑒𝑛𝑒 ⇒ 𝑓 + 𝑛𝑖 = 𝑎𝑖1𝑛1 + · · ·  + 𝑎𝑖(𝑛−1)𝑛(𝑖−1)  +  𝑎𝑖(𝑖+1)𝑛𝑖+1 + · · ·  + 𝑎𝑖𝑒𝑛𝑒 ⇒𝑓 + 𝑛𝑖 =  ∑ 𝑎𝑖𝑘𝑛𝑘𝑘≠𝑖   
elde edilir. Benzer şekilde, 𝑓′ ∈  𝑃𝐹(𝐺) ve 𝑓′nün RF-matrisi 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) ise, 

 𝑓′  +  𝑛𝑗 = ∑ 𝑏𝑗𝑙𝑛𝑙𝑙≠𝑗  

bulunabilir. 𝑎𝑖𝑗 ≥  1 𝑣𝑒 𝑏𝑗𝑖 ≥  1 ise, 𝑓 =  𝑎𝑖1𝑛1 + 𝑎𝑖2𝑛2 + · · ·  + (−1)𝑛𝑖  + · · ·  + 𝑎𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑓′ = 𝑏𝑗1𝑛1 + · · ·  + 𝑏𝑗𝑖𝑛𝑖 + · · ·  + (−1)𝑛𝑗  + · · ·  + 𝑏𝑗𝑒𝑛𝑒 

eşitliklerini taraf tarafa toplanırsa, 𝑓 + 𝑓′ = (𝑎𝑖1 + 𝑏𝑗1)𝑛1 + · · ·  + (𝑏𝑗𝑖 −  1)𝑛𝑖  + · · ·  + (𝑎𝑖𝑗  −  1)𝑛𝑗 + · · ·  + (𝑎𝑖𝑒 + 𝑏𝑗𝑒)𝑛𝑒  
𝑓 + 𝑓′ = (𝑏𝑗𝑖  −  1)𝑛𝑖  +  (𝑎𝑖𝑗  −  1)𝑛𝑗 + ∑ (𝑎𝑖𝑡  + 𝑏𝑗𝑡)𝑛𝑡𝑡≠𝑖,𝑗  

elde edilen eşitlik 𝐺’ nin bir elemanı olur. Bu 𝑓 + 𝑓′  ∉  𝐺 olması ile çelişir.  

Böylece, 𝑎𝑖𝑗 ≥  1 ve 𝑏𝑗𝑖 ≥  1 varsayımı yanlıştır. Bu durumda, her 𝑖 ≠  𝑗 için 𝑥𝑖𝑗 =  0 veya 𝑦𝑗𝑖 =  0 olur. 
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Eğer 𝐹(𝐺)2 ∈ 𝑃𝐹(𝐺) ve 𝑅𝐹( 𝐹(𝐺)2  )  =  (𝑎𝑖𝑗 ) ise, üstteki ifade de 𝑓 =  𝐹(𝐺)2  ve  

𝑓′ = 𝐹(𝐺)2  ve 𝑅𝐹(𝑓)  =  𝑅𝐹( 𝐹(𝐺)2 )  =  (𝑎𝑖𝑗), 

𝑅𝐹(𝑓′ )  =  𝑅𝐹(𝐹(𝐺)2 )  =  (𝑏𝑖𝑗 )  =  (𝑎𝑖𝑗) 

yazabileceğimizden, her 𝑖 ≠  𝑗 için 𝑎𝑖𝑗 = 0 ve 𝑏𝑗𝑖 = 𝑎𝑗𝑖 =  0 elde edilebilir. 

Örnek 4.1.6. 𝐺 = 〈ℊ1, ℊ2, ℊ3〉 ve bir Arf sayısal yarıgrup olsun. 

𝑓 =  𝐹(𝐺)2   alalım. 𝑅𝐹(𝑓)  =  (𝑎𝑖𝑗) kabul edilirse, Teorem 4.5.’den ∀𝑖 ≠  𝑗 için 𝑎𝑖𝑗 = 0 veya 𝑎𝑗𝑖 =  0 ’ dır.  

Böylece, 𝑎21 = 𝑎13  =  𝑎32 =  0 kabul edebilir. 

𝑅𝐹(𝑓) = [−1 𝑎12 00𝑎31 −10 𝑎23−1] 
olarak yazılır. Bu matristen,  

𝑓 =  𝐹(𝐺)2 =  (−1). 𝑛1  + 𝑎12. 𝑛2 +  0. 𝑛3 

𝑓 =  𝐹(𝐺)2 =  0. 𝑛1  +  (−1). 𝑛2 + 𝑎23. 𝑛3 

𝑓 =  𝐹(𝐺)2 =  𝑎31. 𝑛1  +  0. 𝑛2  +  (−1). 𝑛3 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikleri kullanarak 𝑅𝐹(𝐹(𝐺))  =  (𝑏𝑖𝑗) matrisini elde 

etmeye çalışalım. 𝐹(𝐺) =  (−1). 𝑛1  +  𝑏12. 𝑛2  +  𝑏13. 𝑛3 

eşitliğindeki 𝑏12 ve 𝑏13 sayılarını elde etmek için 

 𝐹(𝐺)2 =  (−1). 𝑛1 + 𝑎12. 𝑛2 +  0. 𝑛3  𝐹(𝐺) 2  =  0. 𝑛1 + (−1). 𝑛2 + 𝑎23. 𝑛3  
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eşitlikleri taraf tarafa toplandığında, 𝐹(𝐺) =  (−1). 𝑛1  +  (𝑎12  −  1). 𝑛2  +  𝑎23. 𝑛3 

eşitligi elde edilir. Böylece,  𝑏12 = 𝑎12  −  1 ve 𝑏13 = 𝑎23 olarak elde edilir. Yine, 𝐹(𝐺) =  𝑏21. 𝑛1 + (−1). 𝑛2  +  𝑏23. 𝑛3 

ifadesindeki 𝑏21 ve 𝑏23 sayılarını elde edebilmek için  𝐹(𝐺)2 =  0. 𝑛1  + (−1). 𝑛2  + 𝑎23. 𝑛3 

𝐹(𝐺)2  =  𝑎31. 𝑛1 +  0. 𝑛2 + (−1). 𝑛3  
eşitliklerini taraf tarafa toplandığında, 𝐹(𝐺) =  𝑎31. 𝑛1 + (−1). 𝑛2  +  (𝑎23  −  1). 𝑛3 

bulunur ki, buradan 𝑏21 = 𝑎31 ve 𝑏23 = 𝑎23 −  1 yazılır. Son olarak,  𝐹(𝐺) =  𝑏31. 𝑛1  +  𝑏32. 𝑛2  + (−1). 𝑛3 

eşitliğindeki  𝑏31 ve 𝑏32 sayılarını elde edelim.  𝐹(𝐺) 2 =  (−1). 𝑛1  +  𝑎12. 𝑛2  +  0. 𝑛3  𝐹(𝐺) 2 = 𝑎31. 𝑛1  +  0. 𝑛2 + (−1). 𝑛3 

eşitliklerini topladığımızda, 𝐹(𝐺) =  (𝑎31  −  1). 𝑛1  +  𝑎12. 𝑛2 + (−1). 𝑛3 

eşitliği elde edilir. Buradan,  𝑏31 = 𝑎31  −  1 ve 𝑏32  =  𝑎12 bulunur. Böylece,   

𝑅𝐹(𝐹(𝐺)) = [ −1 𝑎12 − 1 𝑎23𝑎31𝑎31 − 1 −1𝑎12 𝑎23 − 1−1 ] 
olarak bulunur. 
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BÖLÜM 5 

5.1 RF-MATRİSLERİ İLE İDEALLERİN HESAPLANMASI 

Bu bölümde Arf sayısal yarıgruplarının RF-matrisleri satır vektörlerine ayrılmıştır. 
Bulunan satır vektörleri kullanılarak Arf sayısal yarıgruplarının ideallerinin nasıl 
bulunduğu açıklanmıştır. 

Tanım 5.1.1. Bir 𝑘 sonsuz cismi üzerindeki 𝐴 vektör uzayı, ∀𝓍,𝓎, 𝓏 ∈ 𝐴 ve 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑘 

için,  

(i) 𝓍𝓎 = 𝓎𝓍 

(ii) 𝓍(𝓎𝓏) = (𝓍𝓎)𝓏 

(iii)𝓍(𝓎 + 𝓏) = 𝓍𝓎 + 𝓍𝓏 

(iv) 𝛼(𝓍𝓎) = (𝛼𝓍)𝓎 = 𝓍(𝛼𝓎) 

(v) 𝛼(𝛽𝓍) = (𝛼𝛽)𝓍 

özelliklerini sağlıyorsa, 𝐴’ya değişmeli 𝑘 − 𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟𝑖 denir.[4]  

Tanım 5.1.2. 𝐴 ve 𝐵, bir 𝑘 𝑐𝑖𝑠𝑚𝑖 üzerinde 𝑘 − 𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟𝑙𝑒𝑟𝑖 ve 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵 bir fonksiyon 

olsun. ∀𝓍,𝓎 ∈ 𝐴 ve 𝑐 ∈ 𝑘 için, 

(i) 𝑓(𝓍 + 𝓎) = 𝑓(𝓍) + 𝑓(𝓎) 

(ii) 𝑓(𝓍.𝓎) = 𝑓(𝓍). 𝑓(𝓎) 

(iii)𝑓(𝑐. 𝓍) = 𝑐. 𝑓(𝓍) 

özelliklerini sağlayan 𝑓 fonksiyonuna 𝑘 − 𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟 homomorfizması denir.[4]  𝑡, 𝑘 cismi üzerinde bir bilinmeyen olsun. 𝐺 = ⟨𝑛1, … , 𝑛𝑒⟩ sayısal yarıgrubunun 𝑘[𝐺] 
yarıgrup halkası,  𝑘[𝐺] ≔ 𝑘[𝑡𝑛1 , … , 𝑡𝑛𝑒] ⊂ 𝑘[𝑡] 
olarak tanımlanır. 𝑘[𝓍1, … , 𝓍𝑒], 𝑘 𝑐𝑖𝑠𝑚𝑖 üzerinde 𝓍1, … , 𝓍𝑒 bilinmeyenli polinom halkası olsun.
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𝜏: 𝑘[𝓍1, 𝓍2, … , 𝓍𝑒] → 𝑘[𝐺] 𝓍𝑖 → 𝑡𝑛1 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑒 

bir örten 𝑘 − 𝑐𝑒𝑏𝑖𝑟𝑖 homomorfizmasıdır. ç𝑒𝑘𝜏 = {𝑓 ∈ 𝑘[𝓍1, … , 𝓍𝑒]|𝜏(𝑓) = 0} 
ideali, ç𝑒𝑘𝜏 = 𝐼𝐺  olarak gösterilir.[4]  

Tanım 5.1.3. 𝐼𝐺  idealine 𝐹[𝐺] halkasının tamamlayıcı ideali denir. 𝐼𝐺  homojen bir 

idealdir ve binomlar tarafından üretilir.[4]  

Not 5.1.4. 𝜙 = ∏ 𝓍𝑖𝛼𝑖 − ∏ 𝓍𝑖𝛽𝑖𝑒𝑖=1𝑒𝑖=1  binomunu alalım. 𝜙 ∈ 𝐼𝐺  ⇔ 𝜙 ∈ ç𝑒𝑘𝜏 ⇔ 𝜏(𝜙) = 0𝑘[𝐺] ⇔ 𝜏(𝓍1𝛼1 …𝓍𝑒𝛼𝑒 − 𝓍1𝛽1𝓍𝑒𝛽𝑒 = 0 ⇔ (𝑡𝑛1)𝛼1 …(𝑡𝑛𝑒)𝛼𝑒 − (𝑡𝑛1)𝛽1 …(𝑡𝑛𝑒)𝛽𝑒 = 0 ⇔ 𝑡𝑛1𝛼1+⋯+𝑛𝑒𝛼𝑒 = 𝑡𝑛1𝛽1+⋯+𝑛𝑒𝛽𝑒 

⇔ ∑ 𝑛𝑖𝛼𝑖𝑒𝑖 = ∑ 𝑛𝑖𝛽𝑖𝑒1  

Burada, 𝜙’nin derecesi, 

𝑑𝑒𝑟(𝜙) = ∑ 𝑛𝑖𝛼𝑖𝑒𝑖  

olur. 

Örnek 5.1.5. 𝐺 = ⟨4,21,22,23⟩ 
Arf sayısal yarıgrubu olsun. Burada, 𝑛1 = 4 , 𝑛2 = 21 , 𝑛3 = 22 , 𝑛4 = 23 olur. 
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𝑃𝐹(𝐺) = {𝑓 ∉ 𝐺|𝑓 + 𝑛𝑖 ∈ 𝐺, ∀𝑖 = 1,2,3,4} eşitliğinden, 𝑃𝐹(𝐺) =  {17,18,19} 
olur. 𝐼𝐺  idealinin elemanlarını bulmaya çalışalım. 

𝜙 ∈ 𝐼𝐺  ⇔ ∑ 𝑛𝑖𝛼𝑖4𝑖 = ∑ 𝑛𝑖𝛽𝑖41  

olduğunu biliyoruz. 0.4 + 2.22 = 1.21 + 1.23 

Eşitliğinden, 𝑛1𝛼1 + 𝑛3𝛼3 = 𝑛2𝛽2 + 𝑛4𝛽4  

elde edilir. Bu, 

𝜙 = 𝓍1𝛼1𝓍3𝛼3 − 𝓍2𝛽2𝓍4𝛽4 𝜙 = 𝓍32 − 𝓍2𝓍4 

demektir. Böylece, 𝜙 = 𝓍32 − 𝓍2𝓎4 ∈ 𝐼𝐺 

bulunur. Benzer işlemler uygulanarak diğer polinomlar bulunabilir. Elde edilen bu 

polinomlar verilen Arf sayısal yarıgrubun ideal kümesinin üreteçlerini oluşturur.  

Arf sayısal yarıgrubunun ideallerinin GAP programı ile bulunması, 𝑔𝑎𝑝 >  𝐿𝑜𝑎𝑑𝑃𝑎𝑐𝑘𝑎𝑔𝑒("𝑛𝑢𝑚"); 𝑡𝑟𝑢𝑒 𝑔𝑎𝑝 >  𝑆:= 𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(4,21,22,23); ; 𝑔𝑎𝑝 >  𝐵𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙𝑂𝑓𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙𝑆𝑒𝑚𝑖𝑔𝑟𝑜𝑢𝑝(𝐺𝐹(2), 𝑆); < 𝑇𝑤𝑜 − 𝑠𝑖𝑑𝑒𝑑 𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 𝑖𝑛 𝐺𝐹(2) [𝑥_1, 𝑥_2, 𝑥_3, 𝑥_4], (6 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑠) > 𝑔𝑎𝑝 >  𝐺𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟𝑠𝑂𝑓𝑇𝑤𝑜𝑆𝑖𝑑𝑒𝑑𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙(𝑙𝑎𝑠𝑡); 
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[𝑥_1 ∗ 𝑥_2^2 + 𝑥_4^2, 𝑥_1^6 ∗ 𝑥_2 + 𝑥_3 ∗ 𝑥_4, 𝑥_1^11 + 𝑥_3^2,  𝑥_1^11 + 𝑥_2 ∗ 𝑥_4, 𝑥_1^5 ∗ 𝑥_4 + 𝑥_2 ∗ 𝑥_3, 𝑥_1^5 ∗ 𝑥_3 + 𝑥_2^2 ] 
 

Tanım 5.1.6. 𝑎 =  (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈  ℤ𝑛 vektörü için, 𝑎+ vektörü eğer 𝑎𝑖 ≥ 0 ise, 𝑎+ = (0, … ,0, 𝑎𝑖, 0, … ,0) ve 𝑎− = 𝑎+ − 𝑎 olarak tanımlanır.  

Bu durumda, 𝑎 = 𝑎+ − 𝑎− olarak yazılır.[4]  

Örnek 5.1.7. 𝑎 =  (3, −2, −5,1,0,0) ∈  ℤ6 vektörünü ele alalım. 𝑎+ ve 𝑎− 

vektörlerini bulalım.  𝑎1 = 3 olup 𝑎1 > 0 olduğundan 𝑎+ vektörünün elemanıdır. 𝑎2 = −2 olup 𝑎2 < 0 olduğundan 𝑎+ vektörünün elemanı değildir. 𝑎3 = −5 olup 𝑎3 < 0 olduğundan 𝑎+ vektörünün elemanı değildir. 𝑎4 = 1 olup 𝑎4 > 1 olduğundan 𝑎+ vektörünün elemanıdır. 𝑎5 = 0 olup 𝑎5 ≥ 0 olduğundan 𝑎+ vektörünün elemanıdır. 𝑎6 = 0 olup 𝑎6 ≥ 0 olduğundan 𝑎+ vektörünün elemanıdır. 𝑎+ = (3,0,0,1,0,0) olarak yazılır. Bu durumda,  𝑎− = 𝑎+ − 𝑎 = (3,0,0,1,0,0) − (3,−2,−5,1,0,0) = (0,2,5,0,0,0) olup  𝑎− = (0,2,5,0,0,0) vektörü elde edilir. 

olur.  

5.2 RF-BAĞINTILAR 

Tanım 5.2.1. 𝐺 = ⟨ℊ1, … , ℊ2⟩ bir Arf sayısal yarıgrup ve 𝑓 ∈ 𝑃𝐹′(𝐺) olsun. 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 vektörleri 𝑅𝐹(𝑓)’nin satır vektörleri ve 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 için  𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 iken 𝜙 =  𝑋𝑎𝑖𝑗+ − 𝑋𝑎𝑖𝑗− ∈ 𝐼𝐺 formundaki binom bağıntısına 𝑅𝐹(𝑓) −𝑏𝑎ğ𝚤𝑛𝑡𝚤 veya 𝑅𝐹 − 𝑏𝑎ğ𝚤𝑛𝑡𝚤 denir.[4]  
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Yardımcı Teorem 5.2.2. RF-matrisinin satır vektörlerini 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 olarak alalım 

ve 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 olan ∀𝑖, 𝑗 sayıları için 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 olarak alalım. Bu durumda, 𝑖 < 𝑗 için 𝜙 =  𝑋𝑎𝑖𝑗+ − 𝑋𝑎𝑖𝑗− ∈ 𝐼𝐺 olur. Aynı zamanda, 𝑑𝑒𝑟(𝜙𝑖𝑗) ≤ 𝑓 + 𝑒𝑖 + 𝑒𝑗’dir.[4]  

İspat. 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 vektörlerini 𝑅𝐹(𝑓) matrisinin satır vektörleri olarak alalım. O 

halde, 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 için,  𝑓 =  𝑎𝑖1𝑒1 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑖𝑒𝑖 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑒𝑛 , (𝑎𝑖𝑖 = −1) 𝑓 =  𝑎𝑗1𝑒1 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑗𝑒𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑛𝑒𝑛 , (𝑎𝑗𝑗 = −1) 

Aynı zamanda, 𝑎𝑖 = (𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, … , 𝑎𝑖𝑖, … , 𝑎𝑖𝑗, … , 𝑎𝑖𝑛), (𝑎𝑖𝑖 = −1) 𝑎𝑗 = (𝑎𝑗1, 𝑎𝑗2, … , 𝑎𝑗𝑖 , … , 𝑎𝑗𝑗 , … , 𝑎𝑗𝑛), (𝑎𝑗𝑗 = −1) 

yazabiliriz. 𝑓 = 𝑎𝑖1𝑒1 + ⋯+ (−1)𝑒𝑖 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑒𝑛 𝑓 + 𝑒𝑖 = 𝑎𝑖1𝑒1 + ⋯+ 𝑎𝑖(𝑖−1)𝑒𝑖−1 + 0. 𝑒𝑖 + 𝑎𝑖(𝑖+1)𝑒𝑖+1 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑒𝑛 

Bu eşitliğinin her iki tarafı 𝑒𝑗 ile toplanırsa, 

𝑓 + 𝑒𝑖 + 𝑒𝑗 = 𝑎𝑖1𝑒1 + ⋯+ 𝑎𝑖(𝑖+1)𝑒𝑖−1 + 0. 𝑒𝑖 + 𝑎𝑖(𝑖+1)𝑒𝑖+1 + ⋯+ (𝑎𝑖𝑗 + 1)𝑒𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑒𝑛 

elde edilir. Böylece, 𝑓 + 𝑒𝑖 + 𝑒𝑗‘nin bir faktorizasyonunun katsayı vektörü 

(𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖(𝑖+1), 0, 𝑎𝑖(𝑖+1), … , 𝑎𝑖𝑗 + 1,… , 𝑎𝑖𝑛) 

olarak yazılır. Şimdi, bu vektörün 𝑎𝑖 + 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗  vektörüne eşit olduğunu görelim. 

𝑎𝑖 + 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 = (𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖(𝑖−1), −1, 𝑎𝑖(𝑖+1), … , 𝑎𝑖𝑗, … , 𝑎𝑖𝑗 , … 𝑎𝑖𝑛)+ (0,… , 1⏟𝑖.𝑏𝑖𝑙𝑒ş𝑒𝑛 , … ,0) + (0,… ,1, … ,0)
= (𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖(𝑖−1), −1 + 1, 𝑎𝑖(𝑖+1), … , 𝑎𝑖𝑗 + 1,… , 𝑎𝑖𝑛)= (𝑎𝑖1, … , 𝑎𝑖(𝑖−1), 0, 𝑎𝑖(𝑖+1), … , 𝑎𝑖𝑗 + 1, … , 𝑎𝑖𝑛) 
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olarak bulunur. Benzer şekilde, 𝑓 = 𝑎𝑗1𝑒1 + ⋯+ 𝑎𝑗1𝑒𝑖 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑗⏟−1 𝑒𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑛𝑒𝑛 

𝑓 + 𝑒𝑖 = 𝑎𝑗1𝑒1 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑖𝑒𝑖 + ⋯+ 𝑎𝑗(𝑗−1)𝑒𝑗−1 + 0. 𝑒𝑗 + 𝑎𝑗(𝑗+1)𝑒𝑗+1 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑛𝑒𝑛 

eşitliğinin her iki tarafı 𝑒𝑖 ile toplanırsa, 𝑓 + 𝑒𝑖 + 𝑒𝑗 = 𝑎𝑗1𝑒1 + ⋯+ (𝑎𝑗𝑖 + 1)𝑒𝑖 + ⋯+ 𝑎𝑗(𝑗−1)𝑒𝑗−1 + 0. 𝑒𝑗 + 𝑎𝑗(𝑗+1)𝑒𝑗+1 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑛𝑒𝑛 

bulunur ki, bu eşitlikten 𝑓 + 𝑒𝑖 + 𝑒𝑗 ' nin bir faktorizasyonunun katsayı vektörü 

(𝑎𝑗1, … , 𝑎𝑗𝑖 + 1,… , 𝑎𝑗(𝑗−1), 0, 𝑎𝑗(𝑗+1), … , 𝑎𝑗𝑛) 

olarak bulunur. Yine, 𝑎𝑗 + 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 = (𝑎𝑗1, 𝑎𝑗2, … , 𝑎𝑗𝑖⏟𝑖. bilesen 

, … , −1,…𝑎𝑗𝑛) + (0,… , 1⏟𝑗. bilesen 

, … ,0)
+ (0,… , 1⏟

i.bilesen 

, … ,0) = (𝑎𝑗1, … , 𝑎𝑗𝑖 + 1,… ,−1 + 1,… , 𝑎𝑗𝑛)= (𝑎𝑗1, … , 𝑎𝑗𝑖 + 1,… ,0, … , 𝑎𝑗𝑛) 

olduğundan 𝑎𝑗 + 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗 vektörüde bu katsayı vektörüne eşit olur. 

(𝑎𝑖 + 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗) − (𝑎𝑗 + 𝑛𝑖 + 𝑛𝑗) = 𝑎𝑖 − 𝑎𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 

aynı zamanda, 𝑎𝑖𝑗 = (𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, … , −1, … , 𝑎𝑖𝑗, … , 𝑎𝑖𝑛) − (𝑎𝑗1, … , 𝑎𝑗𝑖, … , −1,…𝑎𝑗𝑛) 

= (𝑎𝑖1 − 𝑎𝑗1, … , −1 + 𝑎𝑗𝑖 , … , 𝑎𝑖𝑗 − 1,… , 𝑎𝑖𝑛 − 𝑎𝑗𝑛) 

olur. (𝑎𝑖1 − 𝑎𝑗1)𝑒1 + ⋯+ (−1 + 𝑎𝑗𝑖)𝑒𝑖 + ⋯+ (𝑎𝑖𝑗 − 1)𝑒𝑗 + ⋯+ (𝑎𝑖𝑛 − 𝑎𝑗𝑛)𝑒𝑛 

= (𝑎𝑖1𝑒1 + ⋯+ (−1)𝑒𝑖 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑒𝑛)− (𝑎𝑗1𝑒1 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑖𝑒𝑖 + ⋯+ (−1)𝑒𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑗𝑛𝑒𝑛) 
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⇒ 𝑓 − 𝑓 = 0 

olduğundan, 𝑐𝑘 = (𝑎𝑖𝑘 − 𝑎𝑗𝑘) sayıları 𝑎𝑖𝑗 vektörünün bileşenleri iken ∑𝑘=1𝑛  𝑐𝑘𝑒𝑘 

olan 𝑎𝑖𝑗 vektörü elde edilir. Buradan, 

⇒ 𝜙𝑖𝑗 = 𝑋𝑎𝑖𝑗+ − 𝑋𝑎𝑖𝑗− ∈ 𝐼𝐺 

olur. 

Not 5.2.3. 𝑃𝐹′(𝐺) = 𝑃𝐹(𝐺) − 𝐹(𝐺)  

Örnek 5.2.4. 𝐺 =  ⟨3,4,5⟩ = {0,3,→} 
Arf sayısal yarıgrubu olsun. RF-bağıntılar metodu kullanılark 𝐺 Arf sayısal 

yarıgrubunun ideallerini bulalım.  

RF-matrisini yazabilmemiz için sözde-Frobenius kümesi: 𝑃𝐹(𝐺) =  {1,2} 𝑃𝐹′(𝐺) = 𝑃𝐹(𝐺) − 𝐹(𝐺)  ⟹  𝑃𝐹′(𝐺) = {1} 𝑓 = 1 ∈  𝑃𝐹′(𝐺) için, 

𝑅𝐹(1) = [−1 1 00 −1 12 0 −1] 

𝑅𝐹(1)-matrisinin satır vektörleri; 𝑎1 = (−1, 1, 0), 𝑎2 = (0,−1, 1), 𝑎3 = (2, 0, −1) 𝑅𝐹(1)-matrisinde birinci ve ikinci satırların farklarını alırsak; 𝑎12 = 𝑎1 − 𝑎2 = (−1, 1, 0) − (0,−1, 1) = (−1, 2, −1)  𝑎12 = (−1, 2, −1) ∈ ℤ3 vektörü için, 𝑎12+ = (0, 0, 2) ve 𝑎12− = 𝑎12+ − 𝑎12 olduğundan, 𝑎12− = (1, 0, 1) olarak bulunur. 

Bu durumda Yardımcı Teorem 5.1.2. kullanılarak 



 

44 

 

 𝑥𝑎12+ = 𝑥32 ve 𝑥𝑎12− = 𝑥1𝑥3 elemanları elde edilir.  

Böylece 𝜙12 = 𝑥32 − 𝑥1𝑥3 ∈ 𝐼𝐺  binom üreteci elde edilir. 

Benzer şekilde 𝑎13 ve 𝑎23 ile elde edilen binom üreteçlerini bulalım. 𝑎13 = 𝑎1 − 𝑎3 = (−3, 1, 1)  𝑎13+ = (0, 1, 1) ve 𝑎13− = (3, 0, 0) 

⟹ 𝑥𝑎13+ = 𝑥2𝑥3 ve 𝑥𝑎13− = 𝑥13  

Buradan, 𝜙13 = 𝑥2𝑥3 − 𝑥13 ∈ 𝐼𝐺  

binom üreteci elde edilir. 𝑎23 = 𝑎2 − 𝑎3 = (−2,−1, 2)  𝑎23+ = (0, 0, 2) ve 𝑎23− = (2, 1, 0) 

⟹ 𝑥𝑎23+ = 𝑥32  ve  𝑥𝑎23− = 𝑥12𝑥2  

Böylece, 𝜙13 = 𝑥32 − 𝑥12𝑥2 ∈ 𝐼𝐺  

binom üretecini elde ederiz. 

Böylece, 𝐼𝐺’nin 3 minimal üreteci 𝐼𝐺 = ⟨𝑥22 − 𝑥1𝑥3,  𝑥2𝑥3 − 𝑥13,  𝑥32 − 𝑥12𝑥2⟩ 
olarak yazılır. 

Örnek 5.2.5.  𝐺 =  ⟨7,9,11,12,13,15,17⟩ =  {0,7, 9, 11,→} 𝐺 Arf sayısal yarıgrubunun ideallerini RF-matrisleri metodunu kullanarak bulalım. 𝐻(𝐺) =  {1,2,3,4,5,6,8,10} ve 𝐹(𝐺) =  10 ve 𝑃𝐹(𝐺) =  {2,4,5,6,8,10}  
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𝑃𝐹′(𝐺) = 𝑃𝐹(𝐺) − 𝐹(𝐺)  ⟹  𝑃𝐹′(𝐺) = {2,4,5,6,8} 𝑓 = 8 ∈  𝑃𝐹′(𝐺), 

𝑅𝐹(8) =  
[  
   
 −1 0 0 0 0 1 00 −1 0 0 0 0 11 0 −1 1 0 0 00 1 1 −1 0 0 03 0 0 0 −1 0 02 1 0 0 0 −1 01 2 0 0 0 0 −1]  

   
 
 

𝑅𝐹(8) matrisinin satır vektörleri, 𝑎1 = (−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0 ), 𝑎2 = (0,−1, 0, 0, 0, 0, 1), 𝑎3 = (1, 0, −1, 1, 0, 0, 0) 𝑎4 = (0, 1, 1, −1, 0, 0, 0), 𝑎5 = (3, 0, 0, 0, −1, 0, 0), 𝑎6 = (2, 1, 0, 0, 0, −1, 0) 𝑎7 = (1, 2, 0, 0, 0, 0, −1) 𝑅𝐹(8) matrisindeki birinci ve ikinci satırın farklarını alırsak, 𝑎12 = 𝑎1 − 𝑎2 = (−1, 1,0,0,0,1, −1)  𝑎12+ = (0,1,0,0,0,1,0)𝑎𝑛𝑑 𝑎12− = (1,0,0,0,0,0,0,1) 

⟹ 𝑥𝑎12+ = 𝑥2𝑥6 𝑣𝑒 𝑥𝑎12− = 𝑥1𝑥7 o halde, 𝜙12 = 𝑥2𝑥6 − 𝑥1𝑥7 ∈ 𝐼𝐺 binom üreteci elde edilir. 𝑅𝐹(8) matrisinin birinci ve üçüncü satır vektörlerinin farkını alırsak, 𝑎13 = 𝑎1 − 𝑎3 = (0,0,1, −1,0,1,0)  𝑎13+ = (0, 0,1,0,0,1,0)𝑣𝑒 𝑎13− = (0,0,0,1,0,0,0) 

⟹ 𝑥𝑎13+ = 𝑥3𝑥6 𝑣𝑒 𝑥𝑎13− = 𝑥4 bu durumda, 𝜙13 = 𝑥2𝑥3 − 𝑥4 ∈ 𝐼𝐺  

Benzer şekilde işlemler yapılarak aşağıdaki binom üreteçleri elde edilir. 𝜙14 = 𝑥4𝑥6 − 𝑥1𝑥2𝑥3 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙15 = 𝑥5𝑥6 − 𝑥14 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙16 = 𝑥62 − 𝑥13𝑥2 ∈ 𝐼𝐺  
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𝜙17 = 𝑥6𝑥7 − 𝑥12𝑥22 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙23 = 𝑥3𝑥7 − 𝑥1𝑥2𝑥4 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙24 = 𝑥4𝑥7 − 𝑥22𝑥3 ∈ 𝐼𝐺  𝜙25 = 𝑥5𝑥7 − 𝑥13𝑥2 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙26 = 𝑥6𝑥7 − 𝑥12𝑥22 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙27 = 𝑥72 − 𝑥1𝑥23 ∈ 𝐼𝐺  𝜙34 = 𝑥1𝑥42 − 𝑥2𝑥32 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙35 = 𝑥4𝑥5 − 𝑥12𝑥3 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙36 = 𝑥4𝑥6 − 𝑥1𝑥2𝑥3 ∈ 𝐼𝐺  𝜙37 = 𝑥4𝑥7 − 𝑥2𝑥3 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙45 = 𝑥2𝑥3𝑥5 − 𝑥13𝑥4 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙46 = 𝑥3𝑥6 − 𝑥12𝑥4 ∈ 𝐼𝐺 𝜙47 = 𝑥3𝑥7 − 𝑥1𝑥2𝑥4 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙56 = 𝑥1𝑥6 − 𝑥2𝑥5 ∈ 𝐼𝐺 , 𝜙57 = 𝑥12𝑥7 − 𝑥22𝑥5𝑥7 ∈ 𝐼𝐺 𝜙67 = 𝑥1𝑥7 − 𝑥2𝑥6 ∈ 𝐼𝐺  

Elde edilen binom üreteçlerinden aynı olanlar ve birbirinin terimi olarak yazılanlar 

çıkarılarak minimal binom üreteç kümesi elde edilir. 

Bu durumda minimal binom üreteç kümesi; 𝐼𝐺 = ⟨𝑥2𝑥6 − 𝑥1𝑥7,   𝑥2𝑥3 − 𝑥4,   𝑥4𝑥6 − 𝑥1𝑥2𝑥3,   𝑥5𝑥6 − 𝑥14,   𝑥62 − 𝑥13𝑥2, 𝑥6𝑥7 − 𝑥12𝑥22, 𝑥4𝑥7 − 𝑥22𝑥3,   𝑥5𝑥7 − 𝑥13𝑥2,   𝑥72 − 𝑥1𝑥23,   𝑥1𝑥42 − 𝑥2𝑥32, 𝑥4𝑥5 − 𝑥12𝑥3,   𝑥4𝑥7 − 𝑥2𝑥3, 𝑥2𝑥3𝑥5 − 𝑥13𝑥4,   𝑥3𝑥6 − 𝑥12𝑥4, 𝑥1𝑥6 − 𝑥2𝑥5,   𝑥12𝑥7 − 𝑥22𝑥5𝑥7⟩ 
olarak yazılır.
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BÖLÜM 6 SONUÇLAR 

 

Yapılan bu çalışmada sayısal yarıgrupların ne olduğu ve nasıl elde edildiğine dair 

bilgiler verilmiştir. Elde edilen sayısal yarıgrupların bazı özellikleri verilmiştir. 

Herhangi bir sayısal yarıgrubun bir Arf sayısal yarıgrup olabilmesi için gerek ve 

yeter koşul verilmiştir. Sayısal yarıgruplarda verilen özelliklerin hepsinin özel bir 

sınıfı olan Arf sayısal yarıgruplarda geçerli olduğu kabul edilmiştir.Herhangi bir Arf 

sayısal yarıgrubunu oluşturabilmek için gerekli olan iletken ve Frobenius sayıları 

kullanılarak katlılığa bağlı olarak Arf sayısal yarıgruplarının üreteçlerini bulabilme 

formülleri tanımlanmıştır. Bulmuş olduğumuz Arf sayısal yarıgruplarının sözde-

Frobenius kümesi hesaplanmış ve bu kümeye bağlı olarak RF-matrisleri yazılmıştır. 

Yazmış olduğumuz RF-matrislerini satır vektörlerine ayırarak, Arf sayısal 

yarıgrupları için ideallerin RF-matrisleri yöntemi ile nasıl bulunduğu açıklanmıştır. 
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