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1. GIRIS

Aritmetik olarak adlandirilan Sayilar Teorisi matematik biliminde 6nemli bir yere
sahiptir. Son yillarda bilgisayar bilimlerinin hizli gelisimi sonucu 6nemi ve uygulama
alanlar1 hizla artmaktadir. Bu alanlardan bazilar sifreleme sistemleri, iletisim
sistemleri, finansal tahminler ve kuantum bilgisayarlardir.

Matematigin tiim alanlarinda temel olusturan fonksiyon konusu sayilar teorisinde
de aritmetik fonksiyon veya teorik say1 fonksiyonu olarak ele alinmistir. Aritmetik
fonksiyonlar pozitif tamsayilar kiimesinden reel veya kompleks sayilar kiimesine
tanimlanan bir fonksiyondur. Literatiirde ve bu ¢alismada incelenen baslica aritmetik
fonksiyonlar; Euler fonksiyonu, Mobius fonksiyonu, Mangoldt fonksiyonu, Bolen
fonksiyonlar1 ve Liouville fonksiyonudur.

Aritmetik fonksiyonlar, tizerinde tanimlanan Dirichlet ¢arpim ile birlikte yeni cebirsel
yapi elde edilmektedir. Aritmetik fonksiyonlar kiimesinin bir alt kiimesi olan f(1) #
0 bi¢imindeki biitlin aritmetik fonksiyonlar kiimesi, Dirichlet ¢arpima gore bir
degismeli grup olusturmaktadir. Bu grubun alt gruplar1 olan carpimsal ve tam
carpimsal fonksiyonlarin 6zellikleri incelenerek aritmetik fonksiyonlar hakkinda daha
genis bilgilere ulasilabilmektedir.

Aritmetik fonksiyonlarda tam ¢arpimsal fonksiyonlar tarafindan tiretilen ¢arpimsal
fonksiyonlarin alt grubuna rasyonel fonksiyonlar grubu adi verilmektedir. Bu grup
tizerinde R.Vaidyanathaswamy, T. B. Carroll & A. A. Gioia ve Trueman MacHenry
bazi ¢alismalar yapmislardir. Bu gruba rasyonel fonksiyon ismi R.Vaidyanathaswamy
tarafindan verilmistir.

1) Vaidyanathaswamy (1931), The theory of multiplicative arithmetic functions
adli eserinde carpimsal aritmetik fonksiyonlar ve rasyonel fonksiyonlar {izerinde
calismistir.

2) Cashwell and Everett (1959), The ring of number-theoretic functions adlh
eserlerinde teorik say1 fonksiyonlar1 halkas1 izerinde calhismislardir.

3) Apostol (1971), Some properties of completely multiplicative arithmetic functions
adli eserinde carpimsal ve tam carpimsal aritmetik fonksiyonlar tizerinde bazi

calismalar yapmistir.



4) Carroll and Gioia (1975), On a subgroup of the group of multiplicative arithmetic
functions adli eserlerinde carpimsal aritmetik fonksiyonlarin bir altgrubu olan
rasyonel fonksiyonlar iizerinde ¢alismislardir.

5) Apostol (1976), Introduction to Analytic Number Theory adli eserinde Aritmetik
fonksiyonlar, aritmetik fonksiyonlarin dirichlet carpimi iizerinde calismuis, bazi
aritmetik fonksiyon ve c¢arpimsal fonksiyon ornekleri ile bir¢ok temel teoremler
vermistir.

6) McCarthy (1985), Introduction to arithmetical functions adli kitabinda Aritmetik
fonksiyonlar, ¢arpimsal ve tam carpimsal fonksiyonlar ve aritmetik fonksiyonlarin
dirichlet carpimi tizerinde ¢alismistr.

7) MacHenry (1999), A Subgroup of the Group of Units in the Ring of Arithmetic
Functions adli eserinde tam carpimsal fonksiyonlar tarafindan iiretilen, carpimsal
fonksiyonlarin bir altgrubu olan rasyonel fonksiyonlar grubu iizerinde ¢alismistir.
8) MacHenry (2000), Generalized Fibonacci and Lucas polynomials and
Multiplicative Arithmetic Functions adli eserinde Genellestirilmis fibonacci ve lucas
polinomlari ile carpimsal aritmetik fonksiyonlar tizerinde calismalar yapmistir.

9) Meyer and Rubinfeld (2005), Generating functions adli eserlerinde tireteg

fonksiyonlar tizerinde baz1 yontem ve calismalar vermislerdir.
Tezin Yapisi

Bu tez ¢alismasi alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde kisaca tezde islenecek
konulardan bahsedilmis, literatiirdeki galismalar 6zetlenmis, tezin yapisi ve isleyisi
anlatilmistir. Ikinci boliimde bazi cebirsel yapilar, aritmetik fonksiyonlar, aritmetik
fonksiyonlarin Dirichlet carpimlari, carpimsal ve tam ¢arpimsal fonksiyonlar ve Euler
fonksiyonu, Mobius fonksiyonu, Mangoldt fonksiyonu, Liouville fonksiyonu, bolen
fonksiyonu gibi aritmetik fonksiyon ornekleri ile ilgili temel tanim, teorem, ¢rnek
ve sonuclar iizerinde durulmustur. Uciincii boliimde, Vaidyanathaswamy (1931),
Apostol  (1971), Carroll ve Gioia (1975) tarafindan calsilan rasyonel
fonksiyonlar, ¢carpimsal ve tam ¢arpimsal aritmetik fonksiyonlar, Meyer ve Rubinfeld
(2005) tarafindan galisilan tireteg fonksiyonlar ve literatiirdeki bazi say1 dizilerinin

tirete¢ fonksiyonlarina ait bazi temel tamim ve teoremler ile MacHenry (1999)



tarafindan yapilan calismalar iizerinde durulmustur. MacHenry (1999) bu
calismasinda rasyonel fonksiyonlar grubunu M B ile ifade etmistir. Ayrica burada

My tam carpimsal fonksiyonlarin kiimesi olmak tizere
Mk: {’}/EM.,’YIOZ**OQ kdef&, OéeMl}

ve

My ={y' e My € My}

kiimelerini bu sekilde tanmmlamistir. Yani M; fonksiyonlar:, Mj kiimesindeki
elemanlarim Dirichlet carpimina gore tersleridir. Sonug olarak da vy, € My, ve y; € M;
olmak {izere, M™ grubunun her elemani ~* fyj_l carpimi seklinde yazilabilecegini

ifade etmistir. Dordincii bolumde de v € Mj, olmak iizere v nin her p asali icin
P(z)=2" + a2 4+ +ay

monik polinomu tarafindan lokal olarak tammlanmasi incelenmistir. — (p")
fonksiyonunun, bu polinomun 7r; kokleri ve diskriminant1 ile acik olarak nasil
belirlendigi gosterilmistir. Bu polinomlar P,(x) polinomunun p deki Bell
polinomlaridir. Burada p asali sabitlenerck A/™ nin lokal davranist irdelenmistir.
Besinci boliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarmin, MacHenry (1999)
da ifade ettigi yontemle elde edilisi ve bu yontemin literatiirdeki bazi say1 dizileri
lizerine uygulamasi yapilmistir. Tartisma ve sonug kisminda ise elde edilen sonuglarin

oneminden bahsedilerek ¢alisma tamamlanmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu bolimde galismamiz igerisinde kullamilan bazi cebirsel yapilar ve tanimlar

verilecektir.

Tamim 2.0.1. G bir kiime, ® G lzerinde bir ikili islem olsun. Eger asagidaki tig

aksiyomu sagliyorsa < G, ® > cebirsel yapisina bir grup denir.

G,: Her a,b,c € G igin
(a®b)®c=a® (b®c)

esitligi saglanir. (Birlesme 6zelligi)
Go: Oyle bir e € G vardur ki, her z € G i¢in

e®r=r®e==zx

esitligi saglanir. (Birim eleman)
Gs: Her z € G icin G de

T®r =1 ®r=e
olacak sekilde bir 2 elemani vardir.(z elemanin tersi)
Tamm 2.0.2. Ikili islemi degismeli olan gruba Abel grup denir.

Tamim 2.0.3. H bir kiime, + ve - islemleri H tizerinde tanmiml iki ikili islem olsun.
Eger asagidaki ii¢ aksiyomu saghyorsa < H,+,- > cebirsel yapisina bir halkadir

denir.

H, : < H,+ > bir Abel gruptur.
Hy : < H,- > nin birlesme 06zelligi vardir.

Hjs : Her a,b,c € H igin sol dagilma yasasi
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

ve sag dagilma yasasi

(a+b)-c=(a-c)+(b-c)



ozellikleri vardir.

Tamim 2.0.4. - isleminin degismeli oldugu < H,+,- > halkasina degismeli halka

denir.

Tanim 2.0.5. - islemine gore birim elemani olan < H, +, - > halkasina birimli halka

denir.

Tamim 2.0.6. Sifir halkas1 disindaki bir D halkasi birimli, degismeli ve sifir bolensiz

ise D ye bir tamlik bolgesi denir.

Tanim 2.0.7. (Fraleigh, 2003) Asagidaki sartlar1 saglayan bir D tamlik bolgesine

bir tek carpanlama bolgesi denir.

Dy : Sifir veya tersinir olmayan D nin her elemani sonlu sayida indirgenemezin bir
carpimu seklinde yazilabilir.

Dy : Eger D nin aym elemaninin indirgenemezlerin ¢arpimi seklinde iki yazilisi
PiP2- - Dr V€ 1q2- -+ Qs ise, 7 = s dir. Ve p; ve g; aralarinda ilgili olacak sekilde

yeniden numaralandirilabilir.

Ornek 2.0.8. Z bir tek carpanlama bolgesidir. Mesela Z de

dir. Burada 3 ve -3 gibi 2 ve -2 aralarinda ilgilidir. Boylece sira ve aralarinda ilgililik

disinda 24 iin bu iki carpanlamasinda indirgenemez ¢arpanlar aynidir.

Tanim 2.0.9. (Karakas, 2008) F' bir Abel grubu, X C F, X # @ olsun. Eger

asagidaki iki kosul saglaniyorsa, X kiimesi F' nin bir tabanidir denir.

(t.1) (X)=F,
(t.2) X in herhangi r tane farkli elemam xy - - -z, ve r tane tamsay1 ny ---n, € Z

i¢in nyxy + - - - + n,x, = 0 olunca, daima ny = --- = n, = 0 olur.

Tanmim 2.0.10. (Karakas, 2008) Eger X, F' nin bir tabani ise, ' grubu X tizerinde
serbest Abel grubudur denir.



Uyari1 2.0.11. (Karakas, 2008) F', X {izerinde serbest Abel grubu ise, tanim geregi,
X # @ dir. Ayrica, 0 ¢ X tir; ¢iinkii, 0 € X olunca, tamimdaki ikinci kosul
saglanmaz. Sadece sifirdan ibaret {0} grubu, tabanm & olan serbest Abel grubu

olarak tamimlanir.

Ornek 2.0.12. ({1}) = (1) = Z ve nl = 0 olan tek tamsay1, n = 0 oldugundan,
X = {1} kiimesi, Z nin bir tabanidir.

Ornek 2.0.13. Z @ Z grubu, X = {(1,0),(0,1)} {izerinde serbest Abel grubudur.

Tanmimdaki kosullarin saglandigy,

(t.1) (myn)€eZ®7Z = (m,n) =m(1,0)+ n(0,1)
(t2) 7’L1(1,0) —I—n2(0, 1) = (0,0) — n1=n9=20

ile gortilebilir.

Ornek 2.0.14. Z, grubu serbest abelyen degildir. Ctunkii her x € Z,, ve n # 0 i¢in
nx = 0 Tanmm 2.0.9 deki kosul 2 ile celisir.

Tanim 2.0.15. (Fraleigh, 2003) Tiim elemanlari sonlu mertebeli olan gruba torsiyon
grup denir. Sonlu mertebeli tek elemani birim eleman olan gruba da torsiyonsuz grup

denir.

Ornek 2.0.16. Z grubu torsiyonsuz bir gruptur. n € Z* olmak iizere, na = 0
olacak sekildeki tek a tamsayis1 0 dir. Yani sifirin disinda mertebesi sonlu olan bir

eleman yoktur.

Ornek 2.0.17. Zg grubu torsiyon gruptur. |1| = |5| = 6, (2| = |4| = 3, |3| = 2 olup

tum elemanlarin mertebeleri sonludur.

Tamim 2.0.18. Baslangi¢ sartlar fy = 0 ve f; = 1 seklinde verilen, n > 1 icin,

fn+1 = fn + fnfl

yineleme bagintisi ile tanimlanan
{fu}iy=0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, - - -

tamsay1 dizisine Fibonacci say1 dizisi denir.
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Tanmim 2.0.19. Baslangi¢ sartlan [y = 2 ve [; = 1 seklinde verilen, n > 1 icin,

ln—l—l = ln + ln—l

yineleme bagintisi ile tanimlanan

(1,32 =2,1,3,4,7,11,18,29,47, 76,123, - - -

tamsay1 dizisine Lucas say1 dizisi denir.

Tamim 2.0.20. Baslangi¢ sartlar py = 0 ve p; = 1 seklinde verilen, n > 1 icin,

Prt1l = 2Dn + Pn—1

yineleme bagintisi ile tanimlanan

{pn}r2y=0,1,2,5,12,29,70, 169, 408, 985, 2378, - - -

tamsay1 dizisine Pell say1 dizisi denir.

Tanim 2.0.21. Baslangig sartlar1 ¢y = 2 ve ¢; = 2 seklinde verilen, n > 1 icin,

qn+1 = 2Qn + qn—1
yineleme bagintisi ile tanimlanan
{an}o =2,2,6,14,34,82,198,478, 1154, 2786, 6726, - - -

tamsay1 dizisine Pell Lucas say1 dizisi denir.

Tanim 2.0.22. Baslangig sartlar jo = 0 ve j; = 1 seklinde verilen, n > 1 igin,

Jnt1 = Jn + 2Jn—1



yineleme bagintisi ile tanimlanan

{gntry=0,1,1,3,511,21,43,85,171, 341,683, 1365, - - -

tamsay1 dizisine Jacobsthal say1 dizisi denir.

Tanim 2.0.23. Baslangig sartlari ¢y = 2 ve ¢; = 1 seklinde verilen, n > 1 i¢in,

Cpny1 = Cp + an—l

yineleme bagintisi ile tanimlanan

{entie o =2,1,5,7,17,31,65,127,257,511, 1025, 2047, 4097, - - -

tamsay1 dizisine Jacobsthal Lucas say1 dizisi denir.

Tanim 2.0.24. {f,(z)} Fibonacci polinom dizisi, baslangi¢ sartlar1 fo(x) = 0 ve

fi(z) = 1 olmak iizere, n > 1 igin,

fn—i-l(x) = xfn(x) + fn—1<x>

yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Tanim 2.0.25. {/,(z)} Lucas polinom dizisi, baslangic sartlari [o(z) = 2 ve

l1(z) = x olmak tizere, n > 1 igin,

ln1(z) = xly(z) + L1 ()

yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Tanim 2.0.26. {P,(x)} Pell polinom dizisi, baslangi¢ sartlar1 Py(x) = 0 ve

Py (xz) =1 olmak tizere, n > 0 igin,

Pn+2(x) = 237Pn+1(x) + Pn(m)

yineleme bagintisi ile tanimlanir.



Tanim 2.0.27. {Q,(x)} Pell Lucas polinom dizisi, baslangi¢ sartlar: Qo(x) = 2 ve

Q1(z) = 2x olmak tizere, n > 0 igin,

Qn2(7) = 22Qn41(7) + Qn(2)

yineleme bagintisi ile tanimlanir.
Tanim 2.0.28. {j,(z)} Jacobsthal polinom dizisi, baslangi¢ sartlar jo(z) = 0 ve

J1(z) = 1 olmak tizere, n > 0 igin,

jn+2<x) = Jn+1 (l‘) + 21‘]n(£€)

yineleme bagintisi ile tanimlanir.
Tanim 2.0.29. {¢,(z)} Jacobsthal Lucas polinom dizisi, baslangig sartlari ¢o(z) = 2

ve ¢;(x) = 1 olmak tizere, n > 0 igin,

Cnt2(x) = Cpy1(z) + 220, ()

yineleme bagintisi ile tanimlanir.

2.1. Aritmetik Fonksiyonlar

Bu boltimde aritmetik fonksiyonlarin tanimi verilip daha sonra bazi temel aritmetik

fonksiyonlar ve bunlarla ilgili teoremler incelenecektir.

Tanim 2.1.1. (Apostol, 1976) Pozitif tamsayilar kiimesinden reel veya kompleks
sayilar kiimesine tanimlanan fonksiyonlara aritmetik fonksiyon ya da teorik sayi

fonksiyonu denir.

Tanim 2.1.2. (Apostol, 1971) f 6zdes olarak sifir olmayan bir aritmetik fonksiyon

olmak tizere (m,n) = 1 olan her m,n pozitif tamsay1 ¢ifti i¢in,

f(mn) = f(m)f(n)



esitligini gercekleyen f fonksiyonuna carpimsal fonksiyon, biitiin m,n tamsayilari
icin

f(mn) = f(m)f(n)
esitligini saglayan f aritmetik fonksiyonuna ise tam carpimsal fonksiyon denir.

Lemma 2.1.3. (Apostol, 1976) f carpimsal bir fonksiyon ise f(1) =1 dir.

jspat. f fonksiyonu ¢arpimsal ve her n tamsayisi i¢in (1,n) = 1 oldugundan
f(n) = f(nl) = f(n)f(1)
dir. Ayrica n nin biitiin degerleri igin f(n) 6zdes olarak sifir olmadigindan f(n) # 0

olup

esitliginden f(1) =1 elde edilir.

Ornek 2.1.4. Herhangi iki f, g carpimsal aritmetik fonksiyonlarinin F' = fg elementer
carpimit ile verilen F fonksiyonu, biitiin m, n pozitif tamsayilari igin (m,n) = 1 olmak

uzere

F(mn) = f(mn)g(mn)
= f(m)f(n)g(m)g(n)

oldugundan carpimsal fonksiyondur. Ayrica f ve g aritmetik fonksiyonlarimin tam

carpimsal olmalari durumunda F' = fg fonksiyonu da tam ¢arpimsaldir.

Ornek 2.1.5. k gercel veya karmasik say1 olmak tizere

fr(n) = n*
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seklinde tanimlanan fonksiyonu goz 6niine alalim. Her m,n € Z* igin

fr(mn) = (mn)" = m*n* = fy(m) fu(n)

oldugundan bu fonksiyon tam ¢arpimsal fonksiyondur.

Ornek 2.1.6. Her n € Z* icin u(n) = 1 olarak tammlanan fonksiyon, fi(n) = n*

fonksiyonunun k£ = 0 i¢in 6zel durumu oldugundan tam ¢arpimsal bir fonksiyondur.

Ornek 2.1.7. Her n € Z* icin
N(n)=n

seklinde tanimlanan fonksiyon
N(mn) = mn = N(m)N(n)

oldugundan tam carpimsal fonksiyondur.

Ornek 2.1.8. k gercel veya karmasik olmak tizere

1
hi(n) = k
olarak tanimlanan fonksiyon
1 11
hi(mn) = = —— = hx(m)hy(n)

(mn)k  mknk
oldugundan acgik olarak tam ¢arpimsal fonksiyondur.

Teorem 2.1.9. (Senay, 2007) Pozitif bir n tamsayisinin standart bi¢imi

.

— (%}

n = | |pil
i=1

olmak iizere f carpimsal fonksiyon ise



dir.

Ispat. Ispat1 r iizerinden tiimevarimla yapalim. Iddia r = 1 i¢in agk olarak

dogrudur. Simdi iddianin r = £ i¢in dogru oldugunu varsayalm ve

k+1

o
n = H b;
i=1

yazalim. Kabulumiize gore

k k
f (Hzﬁ”) =@
i=1 i=1
dir. Ayrica

ebob (le ,pif{l) —4il

ve f carpimsal bir fonksiyon oldugundan

= f ((ﬁpa> pﬁ?) = (Hp ) (Peii!)

bulunur. Bu sonugta istedigimiz gibi

k+1

=Hf(p“)

oldugunu, yani iddianin » = k£ + 1 i¢in dogru oldugunu gosterir. Ayrica bu teoremin

karsit1 da dogrudur.

Teorem 2.1.10. (Senay, 2007) Carpimsal bir f fonksiyonunun tam ¢arpimsal olmasi

icin gerek ve yeter kosul her p asal ve her o > 1 tamsayisi i¢in

olmasidir.

12



jspat. Carpimsal bir f fonksiyonunun tam c¢arpimsal fonksiyon oldugunu varsayalim.

Bu durumda n = p® ise

oldugunu varsayalim. Buradan f nin ¢arpimsal oldugu g6z 6niine alinarak

f(%) = fpp-.p) = f(p).f(p)-f(P)---f(p)

bulunur. Bu esitlik her p asal igin gerceklendiginden f nin tam carpimsal oldugu

sonucuna varilir.

Tanim 2.1.11. (Apostol, 1976) Pozitif bir m tamsayisi i¢in m den kiigiik veya esit ve
m ile aralarinda asal olan sayilarin sayisi ¢(m) ile ifade edilir. Bunu kesfeden Leonard
Euler (1707-1783) in isminden dolay1 Euler’in ¢ fonksiyonu denir. Bu tamimdan
#(1) =1 ve p asal olmak tizere ¢(p) = p — 1 dir.

Ornek 2.1.12. Buérnekte 1 < m < 10 i¢in ¢(m) degerlerinin hesaplanisi verilmistir.

m 123456789 10
om) 1 1 2 2 426 46 4

Euler ¢ fonksiyonunun g¢arpimsal oldugunu gostermeden once asagidaki lemmay1

vermek ispat icin kolaylik saglayacaktir.

Lemma 2.1.13. (Senay, 2007) (m,m’) = 1 , ayrica r,m modiiliine gére bir tam
kalan smiflar sistemine ait biitiin degerleri, ' de m’ modiiliine gore bir tam kalan
simuflar1 sistemine ait biitiin degerleri alsmn. Bu takdirde r'm+rm’ tamsayilari, mm’

modiiliine gore bir tam kalan siniflar1 sistemine ait biitiin degerleri alir.

13



jspat. r'm + rm’ lerin sayismim mm’ oldugu acktir. Simdi bunlardan herhangi

ikisinin mm’ modiiliine gére kongruent olamayacagini gosterelim. Eger karsit olarak
rim 4 rim’ = rym + rom mod(mm)
olsaydi, o zaman
m (r; - 7“,2> +m (r—1y) =0 (modmm/>
olurdu. Oysa mm’ ile béliinebilme m ile béliinebilmeyi gerektirdiginden
m (rll - ré) +m (1, — 1) = 0(modm) => m' (r; — r5) = 0 (modm)
ve (m,m’) = 1 oldugundan

1 —re = 0(modm) = r; = ry (modm)

ve benzer olarak
7’/1 — 7”/2 =0 (modm/> — 7“/1 = 7”/2 (modm/>

bulunur ki tam kalan siniflar1 tanimina gore bu miimkiin degildir. Boylece bu
mm’ sayidaki sayilarmm hepsi mm  modiiliine gore bir tam kalan smiflarn sistemi

olustururlar.
Teorem 2.1.14. (Senay, 2007) Euler ¢ fonksiyonu ¢arpimsal fonksiyondur.

Ispat. Oncelikle (1) = 1 oldugundan ¢ ézdes olarak sifir degildir. Aksi halde
teoremin iddiasi acik olurdu. (m,m’) = 1 ise Lemma 2.1.13 e gore 7 ve 1 sirasiyla m
ve m’ modiiliine gére tam kalan simiflarindaki biitiin degerleri almak tizere r'm+rm’
tamsayilar1 da mm’ modiiliine gore bir tam kalan simiflar1 sistemi olusturacaktir.
Boylece

(r'm+rm ,mm) =1

14



kosulunu gerc¢ekleyen yani mm’ modiiliine gére bir asal kalan siniflar1 sistemi olusturan
r'm + rm
tamsayilarinim sayisi ¢(m.m’) olacaktir. Bu kosulun gergeklesmesi ise asagidaki
(rm+rm,m)=1ve (rm+rm,m)=1
kosullarmin gergeklenmesine, bunlar da
(rm’,m)=1ve (rm,m) =1veya (rrm)=1ve (r,m) =1

sartlarinin gergeklenmesine denktir. Bdylece (r,m) = 1 bagmtisim gergekleyen r
lerin sayis1 ¢(m) ve (r',m’) = 1 sartma uyan r’ lerin sayis1 ¢(m’) oldugundan mm’

ile asal olan r'm +rm’ ler ¢(m).¢p(m’) sayida olacaktir. Buradan

4 ’

¢(mm ) = ¢(m)p(m )

elde edilir.

Ornek 2.1.15. o(4) = 2 # ¢(2)¢(2) = 1.1 = 1 oldugundan ¢ tam garpimsal
fonksiyon degildir.

Teorem 2.1.16. (Senay, 2007) Eger n > 1 ise

o(1) =1

SRR GH
dir.

Ispat. ¢(1) = 1 oldugu aciktir. n > 1 tam sayisim standart bicimi tek oldugundan

yani; asal ¢arpanlarmin sirasmin degisikligi disinda n sayist asallarin ¢arpimi olarak
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tek tirli yazilabildiginden n tamsayisi
n = H p
pln

bi¢iminde yazilabilir. ¢ carpimsal oldugundan
o(n) = [T o)
i=1

elde edilir. Burada ¢(p®) degerini hesaplayabilirsek ¢(n) degerini bulmus oluruz.
Tamm geregi ¢(p®) nm (z,p*) = 1 ve 1 < z < p* sartlarim gercekleyen z
tamsayilarim sayisi oldugunu biliyoruz. Ote yandan 1 ve p® arasinda tam olarak

(6%

p* sayida x tam sayilar1 vardir. Ancak bu sayilar arasinda p® ile aralarinda asal

olmayan

—1 a—1

p.2p,3p, ..., (p* = 2)p, (p* " = )p,p*'p

sayillarmim tam olarak p®~! tane oldugu goz oniine alinirsa

Qb(pa) — pa_pa—l

ve buradan da
r o 1
o(n) = sz‘ (1- f)
i=1 pi
- 1
= n][0-—)
i=1 pi

elde edilir.

Teorem 2.1.17. (Senay, 2007) Herhangi bir n > 1 tam sayisi igin

> o) =n

dln

dir.
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jspat. Iddianin 6nce herhangi bir p asali icin, n tam sayisimm n = p® seklinde bir
tek asalin kuvveti olmasi durumunda gegerli oldugunu gosterelim. ) semboliiniin

dln
tanimi ve Teorem 2.1.16 ya gore

Yo o(d) = ¢(1)+6(p) + 6(0°) + ..+ ¢(p°)

dn
= 1+p@-1D)+plp—1)+..+p*p-1)

(67

= P

= n

bulunur. Simdi iddianin » > 1 olan her n igin gegerli oldugunu tiimevarimla
gosterelim. Bunun i¢in teoremin k tane farkli asal carpanlari bulunan tamsayilar
icin dogru oldugunu varsayalim ve k£ + 1 tane farkl asal carpani bulunan herhangi
bir N tamsayisi goz oniine alahm. p, N nin asal carpanlarindan biri ve p® da p
nin N yi bélen en biiylik kuvveti olsun. Bu durumda n tamsayis1 k£ tane farkh asal

carpanlara sahip olmak ve (p,n) = 1 olmak tizere
N =p*n

olacaktir. Buradan d nin, n tamsayisinin bolenleri ciimlesindeki biitiin degerleri

almas1 durumunda

{d,pd,de, ...,pad}

climlesi de N nin biitiin bolenlerinin climlesi olur. Boylece iddianin n i¢in dogru

oldugunu goz oniine alarak

doold) = > sd)+> dlpd)+-+ > d0p°)

d|N dln dln dln

= Y o). {1+ (@) + 6(p*) + -+ 6(p%)}

din

= ) o(d)> ()

din o|p™
a

:np
= N
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elde edilir.

Ornek 2.1.18. n = 20 olsun. 20 nin bolenleri 1,2,4,5,10 ve 20 oldugundan

o(1) =1

$(2) = 1

o(4) = ¢(2)=2(2-1)=2

o(5) = 4

$(10) = ¢(2.5)=(2-1).(6-1)=14=4
p(20) = #(2°.5)=2.(2—1).(65—-1)=24=38

elde edilir. Buradan

D> dd) = ¢(1)+6(2) + d(4) + 6(5) + ¢(10) + ¢(20)
d|20
= 14+14+24+44+4+8

= 20
elde edilir.

Tanim 2.1.19. (Apostol, 1976) Mobius fonksiyonu

, eger n = 1 ise
eger n, 1 den farkli bir kare ile boliiniiyorsa

(—=1)", eger n = pips...p. (p; ler farkh asallar) ise
seklinde tanimlanan aritmetik fonksiyondur.

Ornek 2.1.20. Buérnekte 1 < n < 10 icin p4(n) degerlerinin hesaplanisi verilmistir.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
un) 1. -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1
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Ornek 2.1.21. Bu 6rnekte baz tamsayilar i¢gin p(n) degerleri hesaplanmistir.

p(50) = pu(2.5%) =0
w(42) = pu(2.3.7) = (-1)°*=-1

©(210) = p(2357) =(-1)"=1

Teorem 2.1.22. (Senay, 2007) Mobius fonksiyonu carpimsal bir aritmetik

fonksiyondur.

Ispat. (m,n) = 1 olmak iizere m ve n tamsayilarimn her ikisi de kare seklinde

birden biiyiik bir ¢arpana boliiniiyorlarsa Mobius fonksiyonunun tanimina gore
p(mn) =0

ve

p(m)p(n) =0

olur. Eger m ve m nin her ikisi de birden biiylik bir kare seklinde bir carpanla

boliinemiyorsa

ve

icin p; ve g; farkl asallar olmak iizere

m:p1p2...pr

ve

n=qqz---gs
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seklinde yazilabilecektir. Boylece

ve

olup buradan

p(mn) = p(m)u(n)
elde edilir ki, bu da p fonksiyonunun carpimsal olmas1 demektir.

Ornek 2.1.23. 1 fonksiyonunun tanmndan z(4) = 0 ve 1(2) = —1 oldugu aciktar.
Fakat 11(4) # pu(2)p(2) oldugundan p tam garpimsal bir fonksiyon degildir.

Tanim 2.1.24. (Apostol, 1976) n > 1 olmak tizere

logp, n=p* a>1,p asal ise
A(n) = gp p p
0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan fonksiyona Mangoldt fonksiyonu denir.

Ornek 2.1.25. Bu érnekte 1 < n < 101i¢in A(n) degerlerinin hesaplanisi verilmistir.

n =1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A(n) = 0 log2 log3 log2 logh 0 log7 log2 log3 0

Ornek 2.1.26. Bu ornekte baz tamsayilar igin A(n) degerleri hesaplanmistir.

A(125) = A(5%) =log5
A(30) = A(235)=0
A(32) = A(2°) =log2
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Sonug 2.1.27. Lemma 2.1.3 e gore A(1) = 0 oldugundan Mangoldt fonksiyonu

carpimsal fonksiyon degildir.

Teorem 2.1.28. (Senay, 2007) n > 1 i¢in

logn = Z A(d)

din
dir.

fspat. n =1 igin

logn = Z A(d)

dln
esitliginin her iki yam sifir oldugundan teoremin iddiasi bu durumda dogrudur.

Boylece n > 1 kabul edip
n= H i
i=1

yazalim. Buradan her iki tarafin logaritmasi alinarak

logn = Z a; log p;

i=1

bulunur. Simdi

logn = Z A(d)

dln
esitliginin sagindaki toplami goz oniine alalim. Bu toplamda sifir olmayan terimler
Mangoldt fonksiyonunun tamimi geregi yalnizca k& = 1,2,...,¢a; ve i = 1,2,...71

igin p¥ seklindeki bélenlerle olusacaktir. O halde

SAm) = Y AGH
dn i=1 k=1

r

= ZEIngz‘

i=1 k=1

= i a; log p;
i=1

= logn
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elde edilir.

Tanim 2.1.29. (Apostol, 1976) Gergek veya karmasik olabilen bir k sayisi, n > 1

ve k=0,1,2,... igin
or(n) = d*
din
seklinde tanimlanan aritmetik fonksiyona bolen fonksiyonu denir.

Tanim 2.1.30. (Apostol, 1976)

or(n) = Z d*

din

ifadesinde &k = 0 alinirsa n nin 1 ve n dahil olmak iizere biitiin pozitif bolenlerinin

say1sini veren aritmetik fonksiyon elde edilir ki, bunu ézel olarak 7(n) ile gosterecegiz.

Tanim 2.1.31. (Apostol, 1976)

or(n) = d*

din

ifadesinde k = 1 almirsa bu defa n nin bélenlerinin toplamini veren o(n) aritmetik

fonksiyonu elde edilir.

Ornek 2.1.32. n=12ve k =0 icin d = 1,2,3, 4, 6, 12 oldugundan

ox(n) = de

dn
0o(12) = Y _d

d|12
7(12) = M1

d|12

= 141414+1+1+1
- 6
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elde edilir. £ =1 i¢in

ox(n) = Z d"

dn
o(12) = Y d

d|12
o(12) = Y d

d|12

= 14+243+4+6+12
= 28

elde edilir. £ = 2 i¢in

ox(n) = Z d"

dn

0y(12) = Y _d’

d|12
= 12422432 4+42+6%2+12°
= 14+4+9+16+36+ 144

= 210

elde edilir.

Teorem 2.1.33. (Senay, 2007) Standart bigimi

r

_ (673

n = | |pi1
i=1

olan n > 1 tamsayisi igin
T (Oli-i-l)k’ . 1

dir.

jspat. Ornek 2.1.5 den fr(n) = n* fonksiyonunun ¢arpimsal oldugunu biliyoruz.

Buna gore

or(n) = Z d"

dln
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olmak iizere Sonug 2.2.16 ye gore ox(n) ¢arpimsal bir fonksiyon olacaktir. Buradan

standart bigimi
,
n= H i
i=1

olan n > 1 tamsayisi i¢in Teorem 2.1.9 a gore

ou(n) = T (o)

yazabiliriz. O halde k£ # 0 i¢in

T

or(n) = Hak(p?i)

= I +pf+p*+ - 400
=1

k _
=1 P 1

elde edilir.
Teorem 2.1.34. (Senay, 2007) 7 carpimsal bir fonksiyondur.

Ispat. 7 fonksiyonunun tamimmdan 7(1) = 1 olacag aciktir.(m,n) = 1 ise m.n nin
her boleni sayilarin standart bigimlerinin goz ontine alinmasiyla m nin bir boleni n
nin bir boleninin ¢arpimi seklinde tek olarak gosterilebilecektir. Karsit olarak boyle

her ¢arpim m.n nin bir bélenidir. Buna gore
T(m.n) = 7(m).7(n)

elde edilir.

Teorem 2.1.35. (Senay, 2007) Eger n > 1 ve

.,
n= | |pf“
i=1

ise
,

7(n) = H(oz,» +1)

i=1
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dir.

Ispat. Teorem 2.1.34 ¢ gore 7 ¢arpimsal oldugundan Teorem 2.1.9 e gore
(n) = [ (1)
i=1
elde edilir. Ote yandan p¢* nin biitiin pozitif bolenleri

17pi7p127 ap@az

olup bunlarin sayis1 agik olarak (a; + 1) dir. Buna gore n nin bélenlerinin sayisi her

7 icin p
H(Oéz‘ +1)
i=1
yani )
7(n) = [J(ai + 1)
i=1
olacaktir.

Ornek 2.1.36. n = 4500 i¢in n == 22.32.53

r

T(n) = H(aﬁ—l)

— H(aﬂrl)

— @11+1).(a2+1).(ag+1>
— 2+1).2+1).3+1)
— 334

= 36

elde edilir.
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Tanim 2.1.37. (Apostol, 1976) p; po,...,pr farkli asal sayilar olmak tizere her

n= p‘flpzk pozitif tamsayisi i¢in

L,
A(n) =
(_1)a1+a2+...+ak’ n = p?}ka

n=1

bi¢giminde tanimlanan fonksiyona Liouville fonksiyonu denir.
Teorem 2.1.38. (Senay, 2007) Lioville fonksiyonu tam ¢arpimsal bir fonksiyondur.

jspat. m=mn =1 ise
A(mn) = A(1) = ADA(1) = AM(m)A(n)
elde edilir. m = p{'..p;* ve n = pl{f...pgt olsun. Bu durumda

)\(m) — (_1)a1+a2+...+ak

ve
A(n) = (—1)brtoatth
olup
A(mn) = (_1)al+a2+...+ak+b1+b2+m+bt
= A(m)A(n)

elde edilir.

2.2. Aritmetik Fonksiyonlarin Dirichlet Carpimi

Bu boliimde aritmetik fonksiyonlarin tizerinde tanimlanan toplama, elementer carpim
ve Dirichlet ¢arpimi ve bu carpimin ozelliklerini gosterecegiz. Bu carpim yardimu ile
Mobius fonksiyonu ile Euler ¢ fonksiyonu arasindaki iliskiler ve Dirichlet ¢arpimina

gore aritmetik fonksiyonlarin terslerinin varligi ele alinacaktir.
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Tanim 2.2.1. (Apostol, 1976) Herhangi iki f ve g aritmetik fonksiyonlarimin f x g

Dirichlet ¢arpimi pozitif bir n tamsayist i¢in degeri

(Fxo)m) = Y f(d)g(5)
din
= > f(d)g(dy)

dido=n

ile verilen yeni bir aritmetik fonksiyon olarak tanimlanir. Buradaki birinci toplam
n nin biitiin pozitif tamsay1 bolenleri {izerindedir. Ikinci toplam, carpimlar: n olan

pozitif tamsayilarin biitiin dy, dy siral ikileri iizerinden alinmaktadar.

Teorem 2.2.2. (Apostol, 1976) Herhangi f, g aritmetik fonksiyonlar i¢in

fxg=gxf

degisme ozelligi gecerlidir.

Ispat. Dirichlet carpiminin taniminda bulunan iki toplamin esit oldugu aciktir.
Ayrica do, dq siral ikililerin ciimlesi ile dy, ds sirali ikililerinin climlesi birbirinin aynisi

oldugundan Dirichlet carpiminin

fxg=gxf

degisme 0zelliginin bulundugunu gosterir.

Teorem 2.2.3. (Apostol, 1976) Herhangi f, g, h aritmetik fonksiyonlar igin

(fxg)xh=[fx(gxh)

birlesme ozelligi gecerlidir.
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fspat. Esitligin sol tarafi i¢in f * g = F’ yazarsak

(Fxg)xh)(n) = (Fxh)n)
= Y F(d)h(dy)

dds=n

= Z F(di)g(da) Y h(ds)
dida= ddz=n

= Z £(d1)g(da)h(ds)
didad3z=n

seklinde olacaktir. Esitligin sag tarafi icin G = g * h yazarsak

(f*(gx)(m) = (f*C)n)
— 3 f(d)G()

did=n

= ) fd) Y g(da)h(ds)

did=n dod3z=d

= Z f(d1)g(d2)h(ds)

seklinde olacaktir. Bu iki sonu¢ Dirichlet carpimi icin birlesme ozelliginin gegerli

oldugunu gosterir.

1, n=11ise
Tamm 2.2.4. (Apostol, 1971) 6(n) = [1] = seklinde tanimlanan
0, n>1ise

fonksiyona ozdeslik fonksiyonu denir.

([ ] sembolii Tam deger gosterimi olarak kullanilmistir.)

Teorem 2.2.5. (Senay, 2007) Ozdeslik fonksiyonu tam c¢arpimsal bir aritmetik

fonksiyondur.

Ispat. Ozdeslik fonksiyonu tam deger fonksiyonu olarak ifade edilebildiginden, tam

deger fonksiyonunun ¢zelliklerinden faydalanarak her m,n € 7Z igin

) - [

- [+
= §(m).5(n)
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elde edilir. Bu esitlik §(n) 6zdeslik fonksiyonunun tam garpimsal oldugunu gosterir.

Teorem 2.2.6. (Senay, 2007) Her f aritmetik fonksiyonu igin

fxo=0«xf=f

dir. Yani ozdeslik fonksiyonu Dirichlet carpimi icin birim fonksiyondur.

fspat.

(Fxd)m) = Y F(di()

sl

dln

ve d < n igin [%} = 0 oldugundan

(f*0)(n) = f(n)

elde edilir.

Tanim 2.2.7. (Senay, 2007) § 6zdeslik fonksiyonu ve f fonksiyonu da f(1) # 0 olan

bir aritmetik fonksiyon olmak iizere

frg=gxf=9

esitligini gercekleyen g fonksiyonuna f nin Dirichlet tersi denir.

Teorem 2.2.8. (Apostol, 1976) f aritmetik fonksiyonunun f(1) # 0 olmak iizere

-1 . L

ve n > 1 igin

1 B —1 n, .4
f (”)—m > f(g)f (d)

dind<n

indirgeme formiilleri ile verilen bir tek f~! Dirichlet tersi vardir.
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jspat. Verilen bir f fonksiyonu icin

(f * f71)(n) = d(n)

denkleminin f~!(n) degerleri cinsinden bir tek ¢oztimiiniin bulundugunu n iizerinde

tiimevarimla gosterelim. Oncelikle n = 1 icin

(f =11 =0(1)

veya

fO.fH ) =1
denkleminin f(1) # 0 oldugundan bir ve yalmz bir tek ¢éziimii vardir ki bu ¢éziim

By 4BY
j? (1) __tf(l)

dir.
Simdi k& < n olan biitiin k tamsayilar i¢in f~' (k) degerlerinin tek olarak belirtildigini

kabul edelim. Dolayisiyla
(f*f7)(n) =d(n)

veya

> FEIT ) =0

din

denklemini ¢ozmemiz gerekir. Bu denklemi

FOf )+ > f(g)f‘l(d) —0

din,d<n

seklinde de yazabiliriz. Burada d < n olan biitiin d bélenleri igin f~*(d) degerleri
tiimevarim varsayimi geregi bilindiginden ve f(1) # 0 oldugundan {istteki son

denklemden f~!(n) icin tek olarak belirli olan

1 B —1 n, , 4
) =2y X0 ST )

dind<n
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degeri elde edilir ki, bu sonug da ispat1 tamamlar.

Ornek 2.2.9. f(n) = 2n+ 3 biciminde tammlanan aritmetik fonksiyon icin f~*(6)

degerini hesaplayalim.

f(1) =5 # 0 oldugundan

1 B 1 _1
f (U—m—g

ve 6 nin bolenleri 1, 2,3 ve 6 oldugundan

3 % FO) W)+ B @+ @ B3)]
1

1

= [15.5 +9.f742) + 7.f‘1(3)}

elde edilir. Denklemdeki f~1(2) ve f~%(3) degerlerini de hesaplayip yerine yazarsak,

I DN

d|2d<2

ve



oldugundan

f16) = —% -15%+9.f‘1(2)+7.f‘1(3)]
= —% :15.%+9.(—2—2)+7.(—%)}
1 [(75—63—63)
-5 25 ]
= ()
1
T2

elde edilir.

Sonug 2.2.10. (Senay, 2007) Dirichlet ¢arpiminin tanimindan
(fx9)(1) = f(1)g(1)
olup f(1) # 0 ve g(1) # 0 ise

(f+g)(1) #0

olacagr agiktir. Boylece f(1) # 0 olan biitiin aritmetik fonksiyonlarmin ciimlesi,
Dirichlet carpiminin tanimindan, degismeli, birlesmeli, birimli ve her eleman i¢in

terslenebilir oldugundan, Dirichlet ¢arpimina gore Abelyen bir grup olusturur.

Bilindigi gibi her f ve g fonksiyonlar: icin, f 4 g toplami her n icin

(f +9)(n) = f(n) +g(n)

biciminde tamimlanir. Buna gore asagidaki sonug yazilabilir:

Sonug 2.2.11. Tim aritmetik fonksiyonlari kiimesi A olmak iizere (A, +) cebirsel

yapisi bir abel gruptur.

Teorem 2.2.12. (Senay, 2007) Biitiin aritmetik fonksiyonlarin A ciimlesinde f, g, h €

A olmak fizere her n € Z™ icin

[f*(g+h)](n) = (f+g+ f*h)(n)
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dagilma ozelligi vardir.

Ispat. Her n € Z+ icin ” 4 7 islemi ile Dirichlet ¢arpiminin tanimimdan

[ (g+mm) = 2}ﬂ@@@»+m§ﬂ

dn

= D Fg(5)+ D fdh
din din

= (fxg)(n)+(f+h)(n)
= (fxg+fxh)(n)

elde edilir.

Sonug 2.2.13. Aritmetik fonksiyonlarin (A, +, x) halkasi birimli degismeli bir halkadur.

Teorem 2.2.14. (McCarthy, 1985) f ve g carpimsal iki fonksiyon olmak tizere f*g

Dirichlet carpimlar1 da ¢arpimsal bir fonksiyondur.

Ispat. (m,n) =1 olsun. Bu taktirde

(f*g)(n }jf

oldugundan

(f + g)(mn) = Y J(d)g("

d|mn
olacaktir. Sayilarin standart bigimlerinden mn nin her d béleninin dy [m , ds|n

olmak tizere d = d;ds seklinde yazilabilecegini ve

m n

(dla d2) = (d_17 d_2)
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oldugunu gorebiliriz. Boylece

Fimn) = (f*g)(mn)

elde edilir.

Tam c¢arpimsal iki fonksiyonun Dirichlet carpiminin tam ¢arpimsal olmasi gerekmedigine

ilgi ¢ekilmelidir.

Ornek 2.2.15. Tam carpimsal bir aritmetik fonksiyon olan Liouville fonksiyonunu

goz oniine alalim. Dirichlet ¢carpimin tanimindan
(A A) () =D Ad)A
dn
yazilabilir. n = (2%) = 8 igin
AxX)(28) = D ADAG
dj8
= AMDAB) + A(2)A(4) + A(4)A(2) + A(8)A(1)
= L(=1P+ (=D"(=1)>+ (=1)%(=) '+ (=1)*1

= 4
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ve n = 2 igin

A2 (@2) = Y MDA

ifadeleri elde edilir. Teorem 2.1.10 a gore (A % A\) (n) in tam c¢arpimsal olmast igin

(A A) (p*) = (A A) (p)*

olmas: gerekmektedir. Fakat

AxA) (28) £ (AxN)(2)°
4 # (2
4 £ -8
oldugundan (A * A) (n) fonksiyonunun tam garpimsal olmadig1 goriilmektedir.

Sonug 2.2.16. f carpimsal ise F'(n) = Y f(d) esitligi ile tanimlanan fonksiyon da
dln
carpimsal bir fonksiyondur.

Ispat. fr(n) = n* fonksiyonundan k& = 0 i¢in elde edilen g(n) = 1 sabit fonksiyonu
her n igin agik olarak ¢arpimsal fonksiyon oldugundan Teorem 2.2.14 e gére de F'(n)

carpimsal bir fonksiyon olur.

Teorem 2.2.17. (Senay, 2007) Eger hem g hem de f * g carpimsal fonksiyonlar ise

f carpimsal fonksiyondur.

fspat. f nin carpanlanamaz fonksiyon oldugunu varsayalim ve ayni sekilde

F=Ffxg
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nin de ¢arpanlanamaz bir fonksiyon oldugunu gosterirsek iddiay1 ispatlamis oluruz.

O halde f fonksiyonunu carpanlanamaz kabul ettigimizden
(m,n) =1

ve

f(m,n) # f(m)f(n)

gerceklenecek sekilde pozitif m ve n tamsayilari bulunacaktir. Simdi m ve n yi
aritmetik fonksiyon tamm geregi m.n € Z* olacak sekilde se¢meliyiz. Buna gore
eger mn = 1 ise

f) # Q) = f(1) # 1

olur. Hipotez geregi g carpimsal fonksiyon oldugundan g(1) = 1 olup, buradan

(fxg)=f()g(1) = f(1) #1

ve buradan da f * g nin ¢arpimsal olmadig1 oldugu sonucuna varilir.
Eger mn > 1 ise carpimsal fonksiyon tanimindaki uyarilarimizdan d;dy < mn ve

(d1ds) = 1 olan biitiin dy, dy pozitif tamsayilar igin

f(d1d2) = f(dl)f(dQ)

yazabiliriz. Simdi bu durumu Teorem 2.2.14 de d; = m ve dy = n halini harig

tutarak degerlendirelim. Boylece

F(mn) = (f*g)(mn)
= Y [fldid)g >+f<mn> (1)

dilmdz|n
dida<mn



elde edilir. Ote yandan
f(mn) # f(m)f(n)

oldugu goz oniine alinarak

elde edilir ki bu f * g nin carpimsal olmadigini gosterir. Bu da hipotezle gelisir. O

halde kabuliimiiz yanhstir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.18. (McCarthy, 1985) Carpimsal bir f fonksiyonunun f~' Dirichlet

tersi de carpimsal bir fonksiyondur.

Ispat. Kabul edelim ki (m,n) = 1 olsun.Eger m = n = 1 ise bu taktirde
fH(mn) =1= f~(m)f~(n)

elde edilir. Kabul edelim ki mn # 1 olsun.(my,n1) = 1 ve myn; < mn igin
FH ) = [ ma) f7H ()

elde edilir. Eger m =1 veyan =1 ise

dir.
Kabul edelim ki m # 1 # n olsun. Teorem 2.2.8 den dolay1

Fimn) == 3 @ ()

dmnd>1

dir.(m,n) = 1 ve mn nin biitiin d bolenleri dy |m ve ds |n olacak sekilde d = d;d,

bigiminde yazilabilir. Dolayisiyla (dy,ds) = 1 ve (m|dy ,n|ds) =1 dir. Bu taktirde

) — — o mn
f7(mn) = g;t f(dida) f (d1d2>
dire1
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ve (m|dy ,n|dy) < mn oldugundan

o mn) = = 30 S f) TN ()
&,
= 7w XD f@T ) - X A ()
da2|nd2>1 di|mdi>1
|- X farG ) (- X f@r)
dilmdi>1 da|nda>1

= [T ) )+ fTHm) T ) = ST m) T (n)
= [ m)f 7 (n)

elde edilir.

Teorem 2.2.19. (Senay, 2007) p fonksiyonu Tanmm 2.1.19 da verilen fonksiyon

olmak tizere,

1, eger n =1 ise,
> u(d) =

dn 0, eger n > 1 ise,

dir.

Ispat. Eger n =1 ise tamimdan

D oud) = uld) = p(1) =1

dn d\1
olur. Simdi n > 1 i¢in

M(n) =>_ u(d)

dln
olsun. Buradan g carpimsal oldugundan Sonug 2.2.16 ye gore M (n) de garpimsal

olur. Boylece n nin standart bigimi

T
o= 11
=1

ise Teorem 2.1.9 a gore

Mw) =T M)
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dir. Buna gore her ¢ igin

M(pf) = Y u(d)

= (1) + plps) + p(07) + - - 4 p(pf)

= 1+(-1)+0+---+0=0

elde edilir.

Sonug 2.2.20. Teorem 2.2.19 den ve 6zdeslik fonksiyonunun tanimindan dolay1
> u(d) =8(n)
din

dir.

Teorem 2.2.21. (Senay, 2007) p Mobius fonksiyonu, her ne Z icin u(n) = 1

fonksiyonunun Dirichlet tersidir.

Ispat. Teorem 2.2.19 ye gore S 1u(d) = 6(n) oldugunu biliyoruz. Buradan Dirichlet
din
carpimi ve u fonksiyonunun tanimindan

(nxw) = Y p(du(3)

dn

= > uld)

dn

= 0(n)

elde edilir. O halde i ve u fonksiyonlar: birbirlerinin Dirichlet tersi olup u = ! ve

pu=u"t dir.

Teorem 2.2.22. (Senay, 2007) (Mdbius birinci ters gevirme formiilii) f (n) herhangi

bir aritmetik fonksiyon ise

F(n) = Y f(d) & f(n) = > p(d)F(Z) = Y u(Z)F(d)
din

dln din
dir.
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fspat.

olur. Bu son esitlikteki f(d) nin katsayis: durumunda olan ikinci toplam, Teorem

2.2.19 ye goére & = 1(n = d) disinda sifirdir. Bu toplam 1 oldugundan son esitlik
f(n) e esit olup, bu da ispati tamamlar.

Simdi teoremin karsitim ispatlayalim. Yani
n
f(n) = ZM(E)F(d) = F(n) =Y f(d)
dln dln
oldugunu gosterelim. Dirichlet fonksiyonunun tanimindan dolay:
n
fln) =3 u()F(d) = (F* p)(n)
dln

1

yazilabilir. Buradan Dirichlet carpiminin birlesme ozelligi ve ¢ = v oldugu goz

ontne alinarak
fru=(Fxp)xu=Fx(uxu)=F*xj=F
elde edilir. Bu ise

Fin) = Y f(du(3)

dn
= > f(d)

din

olmasi demektir.
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Teorem 2.2.23. (Senay, 2007) n > 1 i¢in

dir.

jspat. Teorem 2.1.17 den Y ¢(d) = n oldugunu biliyoruz. Bdylece Teorem 2.2.22
dn
e gore

F(n)=> ¢(d)=n
dln

aliirsa

on) = > F(5)n(d)

din

= Y F@u()

dln

= > gu(d)

din

_ ()

dn
bulunur ki bu sonug ispat1 tamamlar. Buna gore @ garpimsal oldugundan Sonug
2.2.16 ye gore % fonksiyonu ve sonugta ¢ ¢arpimsal bir fonksiyon olur.
Teorem 2.2.24. (Senay, 2007) (Ikinci Mébius ters cevirme formiilil)f aritmetik

fonksiyonu ve x > 1 icin

F(e)= Y f(5) & fl@) = > pm)F (%)

n<x n<z

[z]
dir. Bu teoremde gegen ) bicimindeki toplam isareti ) seklinde ve sifir olan
n<z n=1

higbir terimi bulunmayan bir toplam olarak degerlendirilmelidir. O halde 0 < z < 1
ise F(z) =0 olur.
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jspat. F fonksiyonunun tanimindan = > 1 ise

S umFC) = Y un) Y f)

n<lx n<x m§%
N uln) ()
p— n R
et H mn
1<mn<z

bulunur. Simdi bu son toplami 1 < k& < z i¢in m.n = k olan terimleri bir araya

getirip yeniden diizenlersek

>0 umf(o) = Y () p) = fla)

m,n 1<k<z nlk

bulunur ve Teorem 2.2.19 ye gore k£ = 1 i¢in yukaridaki son esitlikteki ikinci toplam
bir ve k£ > 1 i¢in sifir oldugundan teoremin ilk kisminin ispati tamamlanmis olur.

Teoremin karsitini ispat etmek i¢in > 1 olmak tizere

fa) = 3 umg(>)

n<x

oldugunu varsayalim. Bu durumda

DI = 3N ()

m<z m<z ng%
X
= ; M(”)Q(%)
1§m7n<:c

ve yukaridakine benzer olarak bu son toplam

> 9(5) Y n)

1<k<z nlk

seklinde yazilir ve yine Teorem 2.2.19 g6z Oniine alinirsa bu toplamim F(x) e esit

oldugu gortilerek ispat tamamlanmis olur.

Uyar1 2.2.25. Simdi daha once verdigimiz carpimsal bir fonksiyonun tam carpimsal

bir fonksiyonu olmasi igin bir kriter olusturan Teorem 2.1.10 dan farkh olarak
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cle alacagimiz asagidaki teorem, ayni zamanda tam carpimsal fonksiyonlarm ters

fonksiyonlarimin varhigi icin de bir kriter olusturmaktadir.

Teorem 2.2.26. (Senay, 2007) Carpimsal bir f fonksiyonunun tam ¢arpimsal olmasi

icin gerek ve yeter kosul her n > 1 i¢in

olmasidir.

Ispat. Carpimsal bir f fonksiyonunun tam ¢arpimsal oldugunu kabul edelim. Ayrica

olsun. Bu durumda;

(hx ) = D udFDF()

dln

= Y p(d)f(n)

dln

= f(n) ) u(d)

din

= [f(n)I(n)

elde edilir. Ote yandan Lemma 2.1.3 e gére f(1) = 1 ve ¥n > 1 i¢in I(n) = 0 ve
I(1) =1 oldugundan h x f = I dir. Buradan Teorem 2.2.8 geregi h = f~! olur.

Tersine olarak

ve f carpimsal olsun. Simdi f fonksiyonunun tam carpimsal oldugunun gosterelim.

«

Teorem 2.1.10 geregi her p asali ve Yo > 1 tamsayisi icin f(p®) = f(p)* oldugunu
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gosterirsek ispat tamamlanacaktir. Sonug 2.2.20 de goz oniine alinarak n > 1 icin

(Fe D) = Y @FAE)
din
= Y udFDf)

dln

= f())_nld)

dln

= I(n)
-0

bulunur. Burada n = p® alinirsa Mébius fonksiyonunun tanimindan

p(D)FQ)F(P™) + pup) f(p) f(*1) = 0 ve p(1) =1

ve garpimsal f fonksiyonu igin Lemma 2.1.3 ye gore f(1) = 1 oldugundan

fe* = f)fe*"

bulunur. Bu sonug da ispati tamamlar.

Teorem 2.2.27. (Senay, 2007) Carpimsal bir f fonksiyonu i¢in

> ) f(d) =]~ fp)
din

pin
dir.
fspat. Kabul edelim ki

hn) = u(d)f(d)
din

olsun ve h(n) fonksiyonunun teoremi gercekledigini gosterelim. Oncelikle Teorem

2.2.14 geregi h(n) fonksiyonunun garpimsal oldugunu belirtelim. Buna gore h(n) yi
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hesaplamak igin h(p®) y1 hesaplamak yeterli olacaktir. Boylece

h(p®) = Y u(d)f(d)

d|p*
= u(1).f(1) + u(p).f(p)
= 1+ (=1)f(p)

= 1-f(p)

ve buradan da

pln
elde edilir.

Asagidaki teorem birinci Mobius ters ¢evirme formiiliiniin giizel bir uygulamasimi

verir.

Teorem 2.2.28. (Senay, 2007) n > 1 olmak iizere

An) = > p(d log

dn

= = p(d)log(d

dn
dir.

fspat. Teorem 2.1.57 deki

logn = Z A(d)

din

esitligine birinci Mobius ters ¢evirme formiiliiniin uygulanmas ile

= uld) log

dn
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elde edilir. Buradan

An) = > uld log
dln
= log(n) Y pu(d) = u(d)log(d
dln dln

= log(n Z w(d)log(d

elde edilir. AyricaVn > 1igin I(n) =0, n = 1igin logl = 0 ve I(n) = 1 oldugundan
n > 1 i¢in
log(n).I(n) =0

dir. Buna gore

== p(d)log(d

dn

elde edilir.
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3. ARITMETIK FONKSIYONLAR HALKASINDA TERSINIR
ELEMANLARIN OLUSTURDUGU GRUBUN BIiR ALT GRUBU

Bir 6nceki boliimde aritmetik fonksiyonlarin (A, +, ) cebirsel yapisinin birimli
degismeli bir halka oldugu gosterilmisti. Cashwell ve Everett (1959) (A, +, *) tamlik
bolgesinin bir tek ¢arpanlama bolgesi oldugunu birkag yolla gostermistir. Bu tamhik
bolgesinin tersinir elemanlar grubu, ozellikle carpimsal fonksiyonlar alt grubu bir
cok kisi tarafindan uzun yillar ¢ahsilmistir. Carpimsal fonksiyonlar bu aritmetik
fonksiyonlar gibi karakterize edilirler. Buradaki aritmetik fonksiyonlar asallarin
kuvvetlerindeki degerleri ile tam olarak belirlenirler. Bu fonksiyonlar arasinda

asallarin degerleri tarafindan karakterize edilen tam carpimsal fonksiyonlar vardir.

3.1. Rasyonel Fonksiyonlar Grubu

Teorem 3.1.1. M carpimsal fonksiyonlarin kiimesi olmak tizere (M, %) cebirsel

yapisi bir gruptur.

Ispat. (i) f,t € M = [+t € M oldugunu gésterelim. k = f *t ve (m,n) = 1
olmak {izere k =  f(c)t(™*) olup burada mn nin her ¢ bdleni ¢ = ab bi¢iminde

clmn

ve a|m ve b|n dir. Ayrica (a,b) =1 ve ("2, %) = 1 olur. Buradan

k(mn) = 37 f@b)() = 7 F@)fOCHG)
ablmn alm
bln

= Y H@H) Y FOHT) = km)k(n)

alm bln

olur. Boylece

(f s t)(mn) = [(f * ) (m)][(f * t)(n)]

elde edilir.

(i) Teorem 2.2.6 da gosterildigi tizere 0 birim elemandir.
iii) Teorem 2.2.8 de f(1) =1 # 0 oldugundan her elemanin tersi vardir.
iv) (A, x*) birlesmeli ve M C A oldugundan (M, *) birlesmelidir.
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Tanim 3.1.2. (Carroll ve Gioia, 1975) Eger f fonksiyonu n tane lineer aritmetik

fonksiyonun Dirichlet ¢arpimi ise; f aritmetik fonksiyonuna n — ic fonksiyon denir.

Tanim 3.1.3. (Carroll ve Gioia, 1975) Eger h, bir f n—ic ve g m—ic fonksiyonunun
tersinir konvoliisyonu bigiminde ise; h fonksiyonuna (n,m) mertebeden Rasyonel

Fonksiyon diyecegiz.

(r, s) mertebeden Rasyonel Fonksiyon teriminin orjinali Vaidyanathaswamy (1931)’de
ifade edilmistir.

(1,1) mertebeden bir Rasyonel Fonksiyon totient olarak isimlendirilir.

d(k) = [1] ozdeslik fonksiyon olmak iizere & bir 0 — ic fonksiyon olarak kabul edilir.
Bundan dolayi; bir f = f % d n — ic fonksiyonu (n,0) mertebeden bir Rasyonel

Fonksiyon ve bir m —ic fonksiyonun tersi, (0, m) mertebeden bir Rasyonel Fonksiyon

olarak dustiniilebilir. Rasyonel fonksiyon kiimesi M ® olarak gosterilecektir. Yani,

M™ ={f1f (n,m) mertebeden bir rasyonel fonksiyon, m,n € Z* U {0}}
dir. Ilerleyen béliimde (M™, x) cebirsel yapisinm (M, %) m bir alt grubu oldugunu

gosterecegiz. Bu alt grup Rasyonel fonksiyonlar grubu olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.4. (Apostol, 1971) Kabul edelim ki f ¢arpimsal olsun. Bu taktirde,
f tam carpimsaldir <> Her p asali ve a > 2 icin f~'(p*) =0

dar.

Ispat. Eger f tam carpimsal ise Teorem 2.2.26 den dolayr her p asali ve a > 2
igin f~!(p*) = 0 dir. Tersine olarak farz edelimki f~(p®) = 0 olsun. n, bir asalin
karesini igeriyor ise f~!(n) = 0 oldugunu gosterecegiz. Herbir n, (¢,p) =1 ve a > 2

icin n = p®q biciminde yazilabilir. f~! carpimsal oldugundan da

yazilabilir. Buradan Teorem 2.2.26 den dolay1 her n i¢in f tam ¢arpimsaldir.
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Lemma 3.1.5. (Carroll ve Gioia, 1975) f bir aritmetik fonksiyon olsun. Bu taktirde,

f n —ic tir <= f carpimsaldir ve her a € Z* ve her p asali icin

70" = =AW ") + 97 (")

dir. Burada f; bir tam garpimsal (lineer fonksiyon), g bir (n — 1) — ic fonksiyon ve

f~17 %7 islemine gore f nin tersidir.

fspat. Eger f n — ic ise, bu taktirde f; ve g fonksiyonlar: meveuttur. Oyleki f;
lineer, g (n-1)-ic ve f~' = f;' o g~'. Bu nedenle f; lineer oldugundan a € Z* ve

bir p asali i¢in

10" = e ") +9 (0%
= —A@g )+ (%)

dir. Tersine olarak f nin n — ¢c oldugunu gostermek i¢in, f carpimsal oldugundan,

a € Z* ve herhangi bir p asali i¢in sadece

oldugunu gostermeliyiz. a € Z1 ve p bir asal, f; lineer oldugundan her a > 2 i¢in

fit(p*) = 0 dir. Boylece,

e = =AW e + 97 (")
= ')+ e e+ g ) A (%)

— gfl o ffl<pa)
elde edilir.

Teorem 3.1.6. (Carroll ve Gioia, 1975) f bir aritmetik fonksiyon olsun. Bu taktirde

f carpimsal ve her p asali ve a > nicin f'(p?) =0 = f n —ic tir.
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jspat. Ispat1 n icin tiimevarim ile gosterecegiz. Teorem 3.1.4 ve Lemma 3.1.5 den
dolay1 teorem n = 1 i¢in dogrudur. Farz edelim ki n > 1 ve £ < n — 1 i¢in teorem
dogru olsun. Her a € Z* ve her p asali i¢in bir f; lineer fonksiyonu ve bir (n—1) —ic

g fonksiyonu insa edecegiz.

0% =—hg ) + 97 ()

oldugunu biliyoruz. Sabit bir p asali i¢in insamiz su sekilde olacaktir. Kabul edelim
ki her a > A i¢in f~'(p®) = 0 olacak sekilde A = A(p) en kiigiik tamsay1 olsun. Agik
olarak

n>A>0ve f{p?)#£0

dir. Eger A=0 ise g(1) = fi(1) = 1 ve her a > 0 igin ¢g(p®) = f1(p®) olarak durum
kolayca gosterilebilir. Eger A > 0 ise,

b

0= (1A~ k) — (—)A 7 (0%

e
Il

polinom esitligini ele alalim. Sifir olmayan sabit terimlerle birlikte A inci dereceden
olan bu esitlik x = B bi¢iminde 0 dan farkh bir ¢oziime sahiptir. Bir carpimsal
fonksiyon olan g yi tiimevarimla baslangi¢ kosullart,

A—l) o fﬁl(pA)
B

g (p

olan ve a = 1,2,3, -+ icin,

9 @)+ By ' (") = (")

1. dereceden fark denklemi ile tamimlayalim. Bu fark denkleminin ¢oziimii, her
a>A—1igin
g @) =0
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ve j = 2,3, i¢in,

<.
|
—

g ) = Y (FYMIBTEF ) 4 (-1 BT ()
1

b
Il

dir. Burada j = A i¢in ¢6ziim, B nin

A-1
0=>Y (=" 0" — (=) (")
k=0
esitliginin ¢oziimi oldugunda gegerlidir. Simdi p asali i¢in fi(p) = —B olmasi i¢in f;

lineer fonksiyonunu tanimlayalim. Her bir asal i¢in insa tamamlandiginda f; lineer,
her a 2 A = A(p) i¢in g (p®) = 0 elde ederiz. Bu nedenle tiimevarim hipotezinden,

tiim p asallar1 igin A(p) < n oldugunda, g (n — 1) — ic olur. Ve
g ") + By (") = (")

ifadesi acikga gosterirki Lemma 3.1.5 in sartlar1 saglanir, boylece f n — ic olur.

Sonug 3.1.7. (Carroll ve Gioia, 1975)
f n—ic= f carpimsal ve her p asali ve a > n icin f~'(p®) =0

dar.

MacHenry (1999) Rasyonel fonksiyonlar grubunu M/™® seklinde ifade etmistir. Rasyonel
fonksiyonlar grubu Carroll ve Gioia (1975) tarafindan ¢alisilmistir. Bu gruba rasyonel
fonksiyon ismini Vaidyanathaswamy (1931) vermistir. MacHenry (1999) da M™ nin
bir ¢ok alt grubundan, aritmetik fonksiyonlar1 ssmflandirmak i¢in ilging olan alt grup
yapilarini incelemistir. Biz de MacHenry (1999) nin bu ¢alismalarini ayrintih olarak

ele alacagiz.

Tanmim 3.1.8. (MacHenry, 1999) M; tam carpimsal fonksiyonlarin kiimesi olmak
uzere

Mk:{VEM.;vza*~-*a, kdefa,ozEMl}
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ve

My ={v"e M%y e M}

seklinde tanimlanir. Yani M} kiimesinin elemanlar1, Mj, kiimesindeki elemanlarin

Dirichlet carpimina gore tersleridir.

Sonug 3.1.9. (MacHenry, 1999) v, € M ve 7; € M; olmak iizere, M"® grubunun

her elemani ~* ,ijl carpimu seklinde yazilabilir.

Tanim 2.2.4 de tanimlanan ¢ aritmetik fonksiyonu Dirichlet carpiminin birim elemanidir
ve tam carpimsal bir fonksiyondur. Ayrica birim elemanin tersi de kendisine esit

oldugundan § € M, ve § € M} olup
0 € My N M
elde edilir. Eger M* ve M * kiimeleri
M* = UM;,

ve

M * = UM,
seklinde tanimlanirsa /™ grubu
M® =M« M~

seklinde ifade edilebilir.
MacHenry (1999), Carroll ve Gioia (1975) deki Teorem 2.2 yi soyle ifade etmistir.

Teorem 3.1.10. (MacHenry, 1999) Eger v € My, ise her bir p asali ve n > k igin
-1/, n\ __
v (P") =0

Teorem 3.1.11. (MacHenry, 1999) v # 6 ve v € My ise herhangi bir n pozitif
tamsayist i¢in vy~ ¢ M, dir.
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jspat. Varsayalim ki tersi dogru olsun. Yani herhangi bir n pozitif tamsayisi igin
v~ € M, olan bir v € M} bulunsun ve bu sart1 saglayan en kiigiikk tamsay1 da k
olsun. Ayrica 3,y € M®™ icin v = 3 % y olsun. Bu durumda Teorem 3.1.10 den
v € My, ise her bir p asali ve t > k igin v~ 1(p') = 0 olur. Dolayisiyla kabulumiizden
v~1 € M, oldugundan ¢t > n i¢in (y™1) " (p') = 0 olup buradan ¢ > n icin v(p') = 0
elde edilir.

v = B * x ve sag taraf k tane fonksiyonun carpimi seklinde oldugudan 8 € M; ve
X € My, olarak alip y = v * 57! seklinde yazabiliriz.

Simdi bir r pozitif tamsayisi icin esitligi agalim;

X0 = () = X x@)s ()

d|p”
= @B W) + (B () + ()BT P + ...

)BT ) )BT ()BT

olup burada 3 ve dolayisiyla 3! ¢arpimsal fonksiyondur ve 371(1) = 1 olur, ayrica 3 €
M oldugundan k = 1 dir ve Teorem 3.1.10 den dolay1 7 > 2 igin B~ (p?) = 0

degerleri yerlerine yazilirsa

X@) = @) 1+v@B p) + (" ).0+ ..+ 3(p%).0 + ¥(p).0) +~(1).0

= ")+ N8 p)

elde edilir. Burada eger r = n + 3 alimrsa, ¢ > n igin y(p') = 0 oldugundan

n+3) n+2)

= 0 olup

Y(p"P) = (P

X@"?) = A@"?) +v(")B 7 (p)

X@"?) = 0+0.67(p)

x@"?) = 0

elde edilir.
r =n+3icin x(p") = 0 oldugundan, yani x(p"*3) = 0 oldugundan x ! € M, dir.
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Simdi v = 3 * x oldugundan 8 = v * x~! olup
B = (vxxHO) = iv(p”)xl(p")
=0
= ")+ vgp’"‘l)x‘l(p) AT WX
elde edilir. Burada, xy € Mj_; oldugundan 5 > k£ — 1 igin
X'(p') =0

olur, bu durumda

BE) = A TO) +F@ I ) AT Y
Hy ()X X T (DX TR
= X AT D) + I
+9(@").0 + ... +9(p).0 +7(1).0

= Y)x ')+ P) + TR

elde edilir. Ayrica t > n igin y(p') = 0 dir. Eger r > k + n alimirsa

olur. Bu degerler yerine yazilirsa

B = @)X L) +@ ) + AT R
= 0x ') +0x p) 4+ ... +0x 1"
— 0

olup r > k + n ic¢in B(p") = 0 bulunur. Bu nedenle 8~' € M 41 olur. Fakat

kabiiliimiizde € My, yani 3 tam ¢arpimsaldir ve

Bp") =B(p)" =0=03(p)" =0=75(@p)

o4



olur. Yani r > k+n+ 1 i¢in S(p) = 0 olur. Bu nedenle § = § fonksiyonudur.
v = B*x oldugundan v = x olup v € Mj_; olur. Bu ise kabulumuzle ¢elisir. Ciinkii
kabiilimiizde x € M, olacak sekildeki en kii¢iik n degeri k olarak segilmisti, simdi

ise k — 1 de bu sartlan sagladi.

Teorem 3.1.12. (MacHenry, 1999) M™ nin her elemaninin M; in iiretecleri cinsinden

tek tirli temsili vardir.

Ispat. Sadece v € M* oldugunu ve v nmin M* i¢gindeki temsilini gostermek yeterlidir.
Kabul edelim ki

Y=y ke x = kxS

olacak sekilde iki farkhi bicimde gosterilsin. Burada 0 # a5, 0 # 5, ve oy, B; € M,
dir. Ayrica r < s oldugunu kabul edelim. Teorem 3.1.10 den v~ fonksiyonu j < r
degerleri i¢in a; = v !(p’) seklinde tek tiirlii belirlidir. Bu nedenle, her bir a-ya bir
B karsilik geleceginden r = s olur. Ayrica a;(p) ve §;(p) degerleri

a4 o,
polinomunun kékleridir. Bu yiizden {1, ...,7} kiimesinin bir 7 permutasyou i¢in

Q; = 57r(z')

dir. Yani o lar # larm farkh bir siralanmisidir. Dolayisiyla sira harig gosterim tektir.
Sonug 3.1.13. (MacHenry, 1999) M™ grubu torsiyonsuz bir gruptur.
Teorem 3.1.14. (MacHenry, 1999) M™ grubu bir serbest abelyen gruptur.

Ispat. Teorem 3.1.12 den M™ grubunun her eleman M; fonksiyonlar: tarafindan tek
tiirlii temsil edilir. Sonsuz tane M; fonksiyonu vardir. Bu nedenle M™ grubu iireteg
kiimesi sonsuz olan serbest abelyen gruptur. Ustelik bu sonsuzluk sayilamayan

sonsuzluktur.

Teorem 3.1.15. (MacHenry, 1999) M ® orubunun, her p asal sayisi icin ayni degeri

olan M iireteclerine sahip elemanlar1, A/™ grubunun bir alt grubudur.
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Tamim 3.1.16. (MacHenry, 1999) M™ grubunun, her p asal sayisi icin ayn1 degeri
olan M iireteglerine sahip alt grubuna tekdiize (uniform) alt grup denir. Buradaki

carpimsal fonksiyonlara da tekdiize (uniform) fonksiyonlar denir.
Tekdiize alt grup M™ grubunun 6z alt grubudur.
Teorem 3.1.17. (MacHenry, 1999) M™ grubu M grubunun 6z alt grubudur.

jspat. Oyle bir 0 carpimsal fonksiyonu bulalim ki M™ grubunun icinde olmasin.
{xxr} tekdiize fonksiyonlar ailesi olsun ve su sartlar1 saglasm. Her bir k pozitif

tamsayisi i¢in ¢t < k& durumunda

Xi (@) = Xes1(p)

olsun ve diger durumlarda

X1 (PFT) # 0

seklinde tanimlansin.

Simdi # ¢arpimsal fonksiyonunu tamimlayalim. Bunun igin 6! fonksiyonunu {x;}

tekdiize fonksiyonlar cinsinden ifade edelim. yj fonksiyonunun tersinin ilk k£ degerinde
6! ile her p asal igin aym olacak sekilde tammmlayalim. Yani 6, her p asali i¢in

j€{1,2,....k} degerlerinde 65 (p) = xx(p) olacak sekilde tanimlansi.

Simdi M}, veya M7 min herhangi bir elemam £ tane sabit tarafindan lokal sekilde

(sadece asallarn kuvvetlerinde degerlerini inceliyoruz) tam olarak belirlenmis olur.

Yani bunlarin tam c¢arpimsal tireteclerinin p deki degerleri yardimi ile veya onlarin

P(x) polinomunun katsayilar1 yardimi ile belirlenmis olur. Bu nedenle 6 kesinlikle

ne M* nin iginde ne de M * nin iginde bir elemandir. Eger v € M}, ve x € M; igin

9:7*)(_1

ise 0%y~' = x~! olur. x € M; oldugundan x~' € M; " ve dolaywsiyla 6 y~' € M
elde edilir. Boylece 6 sonlu sayida sabit tarafindan belirlenmis olur. Fakat bu dogru

degildir. Yani celiski oldu.
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3.2. I"Jreteg Fonksiyonlar:

Urete¢ Fonksiyonlari, verilen bir dizinin elemanlar: kullamlarak elde edilen bir kuvvet
serisidir. Kullanim ve uygulama olanaklarina gore cesitli iirete¢ fonksiyonlar: vardir.
Ornegin adi iireteg fonksiyonu, iistel tirete¢ fonksiyonu, Lambert serisi, Bell serisi ve
Dirichlet serisi gibi. Her tip iirete¢ fonksiyonu bir dizi kullanilarak elde edilir. Meyer
and Rubinfeld (2005), Generating functions adli eserlerinde iireteg¢ fonksiyonlari
izerinde bazi yontem ve calismalar vermislerdir. Bu kisim bu ¢alisma kullamlarak

olusturulmustur.

Tanim 3.2.1. (go, g1, 92, g3....) sonsuz dizisi i¢in klasik iireteg fonksiyonu

G(z) = gnt" = go+ 1o+ goa” + gsa® + - -
n=0

kuvvet serisidir. Bunun i¢in

(90,91, 92, 93,) = go + 17 + G’ + g3t + - -
gosterimi kullanilabilir.

Tanim 3.2.2. (go, g1, g2, g3...) sonsuz dizisi i¢in iistel tireteg fonksiyonu

o 2 3
NI CLAN L A
G(l’)—zoax = g0+ g+ S+ o +

seklinde kuvvet serisidir.

Ornek 3.2.3. Baz diziler i¢in tirete¢ fonksiyonlari

(0,0,0,0,...) «— 0+ 0z + 02>+ 02° +--- =0
(1,0,0,0,...) «— 1+ 02 +02* +02° 4+ --- =1
(3,2,1,0,...) +— 3+ 20+ 12* + 02° - - - = 3 + 22 + 2*

seklinde ifade edilir. Buradaki dizideki i’inci terim (0’dan indekslenen), tireteg

fonksiyonundaki 2% nin katsayisidir.
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Uyar: 3.2.4. Sonsuz bir geometrik dizinin toplami

1
1—=2

l+z+22+2°+--- =

seklinde ifade edilir. Bu denklem, |z| > 1 oldugunda saglamamaktadir. Bu formiil,

dizilerin tamamu i¢in tirete¢ fonksiyonlarin kapali formunu verir.

Ornek 3.2.5.
2 3 1
(1,1,1,1,..)«—1+ax+2"+2x _|_...:1
-
2 3 1
<1,—1,1,—1,.,,><—>1—$—{—gg — x4 =
1+
1
<1,a,a2,a3,...><—>1+aq;+ax2+ax3+...:
1—ax
(1,0,1,0,1,0,...) «— 1+ 2® +2* +... = 1
? 9 J Y ? PR 1_1.2

Onerme 3.2.6. (Skalerle Carpma) Eger

{fo, f1, far ) = F(x)

ise bu taktirde,

<Cf0, Cfl, Cfg, .. > — CF(iL‘)
dir.

fspat.

(cfo,cfi cfa,...) —— cfo+cfix+cfox® +---

= C.(fo+f1$+f2$2+"')
= cF(2)

elde edilir.
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Ornek 3.2.7.

1
1,0,1,0,1,0,... 1 204 =
<777,,,><—>+I’—|—ZL‘—|— 12

tirete¢ fonksiyonunu 2 ile carparsak

2
<2,O,2,0,2,0,...><—>2+2x2+2x4+-..:1 -

-

elde edilir.

Onerme 3.2.8. (Toplama) Eger

(for f1, fa, - -) «— F(x)

ve

<90791a92, .. > — G(l‘)

ise bu taktirde,

(fo+ g0, fi+to1, fo+92,...) — F(z)+ G(x)
dir.

fspat.

(fotgo frtgufotge..) — > (futgn)r"

) o
- Fl)+Gl)

elde edilir.
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Ornek 3.2.9. Ureteg fonksiyonlarin toplanmast, iki dizinin terim terime toplanmasima

karsilik gelir. Orneéin,

(1, 1, 1, 1, 1, 1...) — =
1
+ (1, -1, L =1, 1, —1..) ez
(2, 0, 2, 0, 2, 0,...) —— = + 13
dir. Ve
1 1 (1+2)+(1—ux) 2

1—x+1+x_ (1—z)1+x)  1—22
elde edilir.

Onerme 3.2.10. (Saga Oteleme) Eger

(fo, f1, f2, .- ) = F(z)

ise bu taktirde

<0,0, .. .0, fo,fl,fg, . > D— ilj'kF(ZE)
N—_——

k tane sifir
dir.
Ispat.

<0707“'07f0af17f27-"> — fOIk+f1xk+1 +f2$k+2+
——

k tane sifir

= $k(f0+fll’+f2$2+"')
= 2" F(2)

elde edilir.

1,1,1,1,...
<7777 >%>1_x
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dizisini alahm. Simdi sifirlar ekleyerek diziyi saga dogru oteleyelim.

<0,0,...0,1,1,1,1,...> —
——

k tane sifir

P S S B

A+ +?+23+-00)

1—2z

Agikca, diziye k tane sifir eklenmesi, iireteg fonksiyonunun z* ile arpilmasina karsilik

gelir. Bu genel olarak gecerlidir.

Onerme 3.2.11. (Tiirev) Eger

(fo, f1, f2, f3, .. .) = F(z)
ise bu taktirde
(f1,2f2,3f3,...) «— F ()
dir.
fspat.
(f1,2f2,3f3,...) «— fi+2fox+3fsa”+---

dx
d
—F
(@)
elde edilir.

Ornek 3.2.12.

d .
%(1+x+x2+az5+x4+---)
142z 4322+ 423 + - -+

(1,2,3,4,...)
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elde edilir. Burada pozitif tamsayilarin (1,2, 3,4, ...) dizisi i¢in bir iireteg fonksiyonu

elde ettik.

Ornek 3.2.13. Tam kare sayllarm olusturdugu (0,1,4,9,16,...) dizisinin tireteg

fonksiyonunu elde edelim. Her bir terim kendisi ile ¢arpildigindan

(0.0,1.1,2.2,3.3,...) = (0,1,4,9,...)

ifadesi yazilabilir. Yukaridaki 6érnekten yola ¢ikarak

(1,1,1,1,...

)

(0,1,2,3,...

(1,2,3,4, ..

(1,4,9,16, ...

(0,1,4,9,16, . ..

) —

1
1—=x
d 1 1
del—z  (1—2z)?
1 B T
T—ep T @-ep
d x 1+2

de(1—xz)2  (1—2)
l+z  z(l+x)

U= T (—ap

Béylece (0,1,4,9, 16, .. .) dizisinin iireteg fonksiyonu

seklinde elde edilir.

z(l+ x)
(1)

Onerme 3.2.14. (Konvoliisyon) Eger

ve

<607 b17 b27 -

ise bu taktirde

Cp 1= aobn + albn,l + agbnfz + -+ CLnbo

62



olmak lizere

(co,C1,C2,...) > A(x).B(z)
dir.

fspat. Bu karali anlamak i¢in Kabul edelim ki

C(z) == A(x).B(z) = chx”

n=0

olsun. A(z)B(x) ¢carpimin tespit edebilmek igin asagidaki gibi bir tablo kullanabiliriz.

0 1 2 3

ng blfL' bQI b3CL’

apz’ | aghox® | agbixt | agbex?® | agbsz®

arxt | arboxt | arbi2? | a1byz®

a2 | asbox? | axbix®

asx> | asbox®

Tablodan
aobn + Cblbnfl + agbnfg + -+ anbo

ifadesi elde edilir ve dolayisiyla (co, ¢1, ca, . . .) dizisinin (ag, a1, as, . ..) ve (bg, by, ba, . ..)

dizilerinin konvoliisyonu oldugu soylenebilir.

Onerme 3.2.15. (Fibonacci Dizisi ve Fibonacci Polinomunun Uretec Fonksiyonlar)
F(x) = fo+ fiz + for® + faa® + fa* - -

fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan

<0717f1—|—f07f2+f17f3+f27"'>

ifadesi yazilabilir.
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(0, 1, 0, 0, 0,...) =

<07 f07 fla f27 f3,><—>l’F($>
+(0, 0, o, fi, far..) e— 2*F(x)

<0, ]_—I—f(), f1+f07 f2+f1, f3+f2,...> <—>£E+IL‘F(ZL‘)+ZL‘2F(JZ)
toplamindan

F(&T) = f0+f137—|-f21’2+f3$3—|—f4x4+...

v aF(x)+2*F(x) = 0+ 1+ fo)o+ (it fo)a® + (fa+ f)a" + (fs+ fo)2' + -
elde edilir. Denklemin sag tarafi esit oldugundan
F(z) =z + oF(z) + 2°F ()

elde edilir ve bu denklem F'(z) e gore ¢oziiliirse Fibonacci dizisi i¢in tireteg fonksiyonu

F(z) &

T 11— a2
seklinde elde edilir. Bu ifadeyi su sekilde de gosterebiliriz.

(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...) v

11—z —22

Fibonacci polinomlari i¢in de tireteg fonksiyonu

> t
W) = ——
T;f(x) 1— ot — 2

seklindedir.

Onerme 3.2.16. (Fibonacci Dizisinin Kapali Formu) oy = 1+ V5) ve ap =
(1 —=+/5) icin

l—2—2°=(1—o2z)(1 — ayr)
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ifadesini ¢carpanlarima ayrilmis seklinde yazabiliriz. Buradan

x Ay Ay

1—x—x2_1—a1x+1—a2x

denklemini saglayan A; ve A, yi

1 1
A pr— = —
' ar—az 5
—1 1
A p— = —e—
? a1 — Qg \/5

olacak sekilde bulabiliriz. Dolayisiyla

T 1 1 1
l—-z—22 B\l-air 1—aox

esitligi yazilabilir. Burada

! = 1+ 2
= ox +ojxrt + -
11—
! = 1+ i
= a2x+a2l‘ +
1 — anx

seklinde yazilabildiginden

F(z) = % (1 _1a1x 1 —1a2x)

(I+oz+ajz®+ ) = (L4 az + aga” + )

5l-

ve boylece

elde edilir.

Ureteg foksiyonlar ile ilgili literatiirde sikca karsilasilan bazi say1 dizilerine ait tireteg

fonksiyonlar1 su sekildedir.
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Lucas sayilarinin iireteg fonksiyonu;
=, . 2% +
= E Iy = ——
1—z—2?
n=1

seklinde verilir.

Lucas polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonu;

> 2 —uxat
(o) = ——
T; @t =1 g

seklindedir.

Pell sayilarinin tirete¢ fonksiyonu;

X
an 1w

seklinde verilir.

Pell polinomu i¢in iirete¢ fonksiyonu;

o0 : 1
2 P =g

seklindedir.

Pell Lucas sayilarinin tirete¢ fonksiyonu;
Qn 1—2r—2a2

seklinde verilir.

Pell Lucas polinomu igin tireteg¢ fonksiyonu;

- . 2r+2y
; QT-FI(‘T)y - 1 _ 2$y N yg

seklindedir.
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Bell serisi olarak tanimlanan iireteg fonksiyonu;

formiili ile verilir.
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4. RASYONEL FONKSIYONLAR GRUBUNUN LOKAL
OZELLIKLERI

Bu boliimde v € M), olmak tizere v nin her p asali i¢in
P(z)=2" +a12" ' 4+ +ay

monik polinomu tarafindan lokal olarak tammlanmasi incelenecektir. — ~(p")
fonksiyonunun, bu polinomun 7r; kokleri ve diskriminant1 ile acik olarak nasil
belirlendigi gosterilecektir. ~ Bu polinomlar P, (z) polinomunun p deki Bell

polinomlaridir. Burada p asali sabitlenerek //™ nin lokal davranisi incelenecektir.

Tanim 4.0.17. (Apostol, 1976) Bir f aritmetik fonksiyonu ve bir p asali verilsin.

Bu durumda

fo(z) = Z f(p™)z"

seklinde ifade edilen f,(x) formal kuvvet serisine p modiiliine gére f nin Bell Serisi

denir.

Ornek 4.0.18. (Apostol, 1976) u(p) = —1 ve n > 2 icin u(p™) = 0 oldugundan

Mobius fonksiyonu i¢in Bell serisi

po(x) = Y p"a" = p(")a’ + p(p)z + pp®)a” + ..
= ;_—i- () +0+..40

= 1—-z

dir.
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Ornek 4.0.19. (Apostol, 1976) n > 1 icin ¢(p") = p™ — p"~! oldugundan Euler ¢

fonksiyonu ic¢in Bell serisi
Ble) = 143, (" —p)a"
n=1
= 1+ anxn _ an—lxn
n=1 n=1
_ anxn - anflajnfl
n=0 n=1
n=0 n=0

= (1-—x) Zp”x"
n=0

1

r- <1_I)1—pm

1—=x

1—pzx
dir.

Ornek 4.0.20. (Apostol, 1976) Liouville fonksiyonu icin Bell serisi

M) = (-1

dir.

Sonug 4.0.21. (Apostol, 1976) Tam ¢arpimsal bir f fonksiyonu igin Bell serisi

folz) = > flp)a”

1
1— f(p)z

dir.

M"® carpimsal fonksiyon ve iiretecleri tam carpimsal oldugundan asagidaki sonucu

verebiliriz.
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Sonug 4.0.22. (MacHenry, 1999) M™ nin lokal iiretec fonksiyonu, yani p ye bagh

Bell serisi, a € M; igin

1
[ a)r
dir. Béylece ™! icin iirete¢ fonksiyonu
1 —a(p)z

olur.

Tanim 4.0.23. (MacHenry, 1999) Bir p asali ve
P,(x) = o+ a4
polinomu i¢in ~ aritmetik fonksiyonu

an n <k ise

0, diger durumlarda

seklinde lokal olarak tanimlanir.

Tanim 4.0.24. (MacHenry, 1999) «; € M, igin
V=g ke ok Qg
olacak sekilde v € M}, y1 goz ontine alalim. Kabul edelim ki
a;(p) =i

olsun. Aritmetik fonksiyonlarin Dirichlet ¢garpimlarinin, onlarin tireteg fonksiyonlarinin

noktasal ¢arpimlaria doniistiirdigt kullanilarak v icin tirete¢ fonksiyonlar

k k—1
" +art T+t ag
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olarak elde edilir. Burada a; ler r; lerin isaretleri hari¢ uygun simetrik fonksiyonlaridir.

Ozel olarak
a, = — Z T
ve
ap = (—1)* H T
j
dir.

Boylece bir p asali ve ay, ..., a; herhangi bir kompleks sayilar kiimesi verilirse y~!(p?) =
a; ile bir tek v € M}, lokal olarak belirlenir. Simdi v(p™) nin r; ve a; cinsinden agik

ifadelerini arastiralim.

Tanim 4.0.25. (MacHenry, 1999) Kabul edelim ki
P(z) = 2" +a12" 4 +ay

polinomu verilsin. Bu takdirde

1 1
Tl .. T’k
AkIA(Tl,"‘,Tk): . ) . = H (rj—ri)
: c : 1<i<j<k
k—1 k—1
T Ty
ve
1 1
™ Tk
Ak,n = Ak,n<r1a T ﬂ“k) =
r’f‘z r’,j_z
r?+k72 .. TZ+k72
kxk

seklinde tanimlanir.

Ornek 4.0.26. P,(z) = 2® — 422 + x + 6 olsun. Buradan denklemin kokleri r; = 1,

ro = 2, r3 = 3 ve katsayillar a; = —4, a; = 1, a3 = 6 olarak bulunur. k =3 ven =2
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icin

Ap=A(1,2,3)=|1 2 3 |=2
12 22 32

ve

Apo=2032(1,2,3)=| 1 2 3 |=12
13 23 33

elde edilir.

Ornek 4.0.27. P,(z) = 2° — 22> —z+2 olsun. Buradan denklemin kokleri r; = —1,

ro = 1, r3 = 2 ve katsayilari a; = 2, as = —1, a3 = 2 olarak bulunur. k =3ven =5
icin
1 1|
Ar=A(-1,1,2)=| -1 1 2 |=6
(—1)? 12 22
ve
1 1 1
App=A235(-1,1,2) = -1 1 2 |=126
(—1)8 16 28

elde edilir.

Lemma 4.0.28. (MacHenry, 1999) r; ve a;

P(z) = 2" + a12" 4+ +ay,

polinomunun sirasiyla kokleri ve katsayilar: olmak tizere, 7 =1,...,k ve k > 2 i¢in
k
rj ==
i=1

bi¢iminde ifade edilebilir.
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jspat. Ji = 1,...,k ve k > 2 i¢in, Vieta Teoreminden core polinomun katsayilari

kokler cinsinden
a; = (=1 rj e

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda lemmanin sag tarafi énce ¢ sonra j i¢in acilirsa
s=1,...,kigin

— E ar?™t = — [aﬂ‘?fl + agrghz o aryT "]

(=1) )y + (1) () 77
+eot (CDF Sy ) g
= (=12 (ritrat+-+m)ri T+ (1) (rra + rrs o+ e 1)
e (=) (g - Tk) iy’
= (ridrate ) T = (e s e ) 7
o (D gy E

.l n
_Tj

seklinde olup ispat tamamlanir.

Ornek 4.0.29. k =3 ve J = 2 i¢in esitligin saglandigini gosterelim.

Sart = o o)
= (=D (ritr2+rs)ry 4 (=17 (rara + rars + rars) 1§

H(=1)* (rirars) 10

= [(rry™ 3 ey ™) = (rry ™ s s g rs) + (rry ) |

_ n

Teorem 4.0.30. (MacHenry, 1999) P(x) polinomu k dereceli monik bir polinom, bu
polinomun katsayilari i = 1,..., k i¢in a; € C ve kokleri rq, ..., rg olsun. Ayrica M*

kiimesinin i¢indeki vy aritmetik fonksiyonu P, (x) tarafindan belirlenen bir fonksiyon
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olsun. Bu takdirde
Bkntl g5

=9
r’, =1
olur.
Ornek 4.0.31. P,(z) = 2° — 22®> — z + 2 polinomu verilsin ve & = 3 olsun.

P, (x) polinomuna bagh olarak ~ aritmetik fonksiyonu p = 3 i¢in lokal olarak soyle

belirlenir.
n = 0 i¢in
1 1 1
-1 1 2
A (=12 1?2 22| ¢
3 1 1 1
-1 1 2
(_1)2 12 22
n =1 i¢in
1 1 1
—1 1 2
A (=1)* 17 2% | g9
7(3Y) =1(3) = A‘Q”Q = = =2
3 1 1 1
-1 1 2
(_1)2 12 22
n = 2 i¢in
1 1 1
-1 1 2
A (-1t 1t 28| 30
1) =1(9) = 3 = -5 =5
3 1 1 1
—1 1 2
(—1)2 12 22
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n = 3 i¢in

1 1 1
—1 1 2
(5) = ~(27) = AAB,A _ (1) 15 29 ) % .
3 1 1 1
—1 1 2
(—1)2 12 22

elde edilir.
Sonug 4.0.32. (MacHenry, 1999) Ay, A, 'nin bir ¢arpanidir.

Sonug 4.0.33. (MacHenry, 1999)

Uyar1 4.0.34. (MacHenry, 1999) Teorem 4.0.30 de k& = 2 i¢in durum ilgi ¢ekicidir.

2% + a1z + as polinomunun kokleri r; ve 7y olmak iizere, bu polinom M B {izerinde

7{&1 _ T;LJrl
L —T2
olacak sekilde carpimsal bir fonksiyon belirtir. Ozel olarak a; = ay = —1 icin

Fibonacci sayilar: elde edilir.

Uyar1 4.0.35. A? ifadesi v aritmetik fonksiyonunu belirleyen P, polinomunun

diskriminantidar.

Ornek 4.0.36. P(z) = 2> — x — 1 polinomu verilsin.
A=1*-41.(-1)=5

ve
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elde edilir. Buradan

Ay =

App =

AV

Aga

2

] () () s

LN (g2 | == et ) =) =15 =5
(=) (%)

1 1
(1\/5>3 <1+\/5)3 =1y — 1y = (r2 = 1)(r3 + rira + 17)
2 )

(ro = r1)((ra + 1) — rire) = V5(1 + 1)
2v/5

1 4

1
_ A A _ (2 22 2
(1\/5>4 <1+\/5>4 =1y — 1y = (ry —17) (13 +77)
2 2

= (ro+71)(rs — ) ((re 4+ 1r1)% = 2r115) = V5(1+2)
— 35

yazilir. Buradan da

oldugundan

1(p") A]X;H = r?iiifﬂ
1" = i—izleo

V(') = AA—’fzézlzﬂ
1) = AA—":”=2—\/\/§:2=FQ
1(p®) = AA—ng—\f:?):Fg
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seklinde hesaplanir. Bu sekilde

Fy Fy Iy F
1 1 2 3

elde edilir.

Bu ornekte P(z) = 2? —x — 1 polinomu ele alimdiginda bir aritmetik fonksiyon olan
Fibonacci sayilarini elde edebilecegimizi gordiik. Literatiirde Fibonacci ve Fibonacci
tip say1 dizileri 6nemli ¢alisma konularidir. Sahin (2013) doktora tezinde literatiirde
var olan bircok rektirans iliskili say1 dizilerinin Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas

polinomlarimin 6zel hali oldugunu gostermistir. Simdi bu polinomlar: inceleyelim.
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5. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI ve LUCAS POLINOMLARI

Bu bolumde
{Fpn (tr,--- ,te)}

ve

{ka (tb T >tk)}

olacak sekilde iki rekiirans polinom ailesi iizerinde ¢alisilacaktir. Burada Carroll
(1973) un
Y(P") = Fepr (@, -+, ax)

ifadesi, v aritmetik fonksiyonunun; P(x) in a; katsayilar1 cinsinden lokal temsilini
verdigi gosterilecektir. Ayrica {Fj,, (t1,- - ,tx)} F-polinomlarimin kismi tiirevleri ile

{Gin (t1,- -+ ,tx)} G-polinomlar iiretilecektir.

Tanim 5.0.37. (MacHenry, 1999) = degiskenli ve ¢4, ..., ;, parametreli bir P polinomu
P(J)’ tl) e ;tk,‘) - xk - tlxk_l — thk_Q —_ e — tk’

bi¢iminde tanimlanir.

Tamm 5.0.38. (MacHenry, 2000) & € N ve n € Z olmak tizere, t = (t1,..., 1)

parametreli Fy,(¢) polinomlar

Fk70(t) = 1, n=>0
Fin(t) = Fro1n(t), 1<n<k
k
Fin(t) = > tiFpn—s(t), n>k
=1
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ve Gy, »(t) polinomlar:

Gk70(t) = k‘, n=>0

Gk,l(t) = 11, n=1

Gkﬁ(t) = kal,n(t) 1<n<k
k

Gronl) = S t,Grons(t) 1>k

seklinde tanimlanirlar.

Ornek 5.0.39. neZve k=1 igin

Foo(ty,ta) =
Fyq(ty,t) =

Foo(ty,ta) =

Fos(ti,ta) =

Fou(ti,ty) =

Fo5(t1,ta) =

0

1

t1F51(th, t2) + taFoo(th, t2)
7]

t1Foa(ty, ta) + taFo1(th, t2)
t1ty + to

t]+to

t1Fo3(ty, ta) + taFoo(ty, ta)
t(t] + ta) + tats

£+ 2t

t1Fy4(th, t2) + taF3(th, t2)
(5 + 2t1te) + (] + ta)

1+ 3ty +
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ve

Gaolti,ta) = 2

Gaa(t1,ta) = 1

Gaa(ti ta) = t1Gai(te,ta) + t2Gao(te, t2)
= 1742y

Gas(ti, te) = t1Gaa(ti, ta) +taGai(th, t2)
= (6] + 2t) + taty
= 13+ 3tity

Gaoua(ti,ta) = t1Gas(t1,te) + t2Gaa(ty, t2)
= (8 + 3tita) + ta (] + 2to)
= ]+ 4tits + 215

Gas(t,te) = t1Gau(ts, ta) +t2Gas(th, t2)
= b (t] 4 482, + 2t2) + to(£3 + 3tity)

= 74 btity + 5tyts
n € Z ve k = 3 igin

F370(t1,t2,t3) =0
F371(t1,t2,t3) = 1
Fyo(ty,ta,t3) = t1F3.(t1,t2,13)
= #
Fss(ti,to,t3) = t1F30(t1,te,ts) + taF51(t1, t2, t3)
= t1t1 + 1o
= ti+ty
Fya(tita, ts) = tiF33(th,ta,t3) +talsa(ty, ta) + t3F31(t, ta, t3)

= ]+ 24ty + 13
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ve

G370(t1, to, t3) = 3
Gsi(ty,ta,t3) = t
Gso(ti,ta,t3) = t1Gs1(t1,ta,t3)
= 1]+ 2t
Gs3(ti,ta,t3) = t1Gsa(t1,ta,t3) + t2G3 1 (1, L2, t3)
= 3 4 3t1ty + 33
Gsalti to, ts) = t1Gas(ti, ta,ts) +taGsa(ty, ta) + t3Gs1(th, ta, t3)

= 1]+ 4Tty + 215 + 4ty t3

seklinde elde edilir.

Sonug 5.0.40. k € N ve n € Z olmak {lizere, t = (ty,...,t) parametreli Fy ,(t) ve

G.n(t) polinomlarmin en genel halleri

k
Fren=Fu(t) =) t;F0j(t)
j=1

ve

n—1
Gk,n = Gn(t) = thGn—j + ntn
j=1
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bi¢imindedir. Bu ifadelerin hesaplanmis bir ka¢ adimi su sekildedir.

ve

)

Gra
G2
Gr3
G5
G

1

3]

t+ to

13 4 21ty + t3

t] + 3tTty + 15 + 2tit3 + 1y

10 4 Atdty + 3tyt2 4 2oty + 3t3ts + 2tity + L5

t9 + Btity + 6tTts + t5 + Atity + 15 + Gtitats + 3tity + 2toty + 2tits + Lo

1

t

t] + 2ty

t3 4 3t ity + 3ty

t1 + ATty + 245 4 4ty ts + 4ty

9+ 5t3ty + Btyts + Stots + 5tits + 5tyty + bt

t + 6tity + OtTts + 6ts + 6tits + 6t5 + 12t1tats + 6tity + 6taty + 6t1ts + 64

Burada j > k i¢in ¢t; = 0 degerini alir.

Teorem 5.0.41. (MacHenry, 2000) Her k pozitif tamsayisi i¢in Gyo = k ve n > 1

icin

dir.

k-1
Gin = Frni1 + thj—i-le,n—j

j=1
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fspat. Tanim 5.0.38 den

k k k-1
Grn = Z tiGrnj = th [(Z iti+1Fk,n—j—i) + Fk,n—j+1]
j=1 J=1

i=1

k k-1 k
= Z tiFymy1—j + Z Z 1t Fln—j—i
=1

i=1 j=1

k-1 k
= Frny+ Z i1 (Z thk7(n—i)—j>
=1 =1

k-1

= Fk,n+1+§ i1 Fm—i
i=1

elde edilir.

Sonug 5.0.42. (MacHenry ve Wong, 2000) Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas

polinomlar1 6zel olarak

ve

Gra= Y, 1 )
ar, -, o) |af

atn

k k
seklinde de ifade edilebilir. Burada |a| = ) «a; dir. Ayrica o F nifadesi, n = ) jo;

=1 j=1
seklinde n nin bir parcalanisini temsil etmektedir ki bazen 1%t + - - - + k** bicimnde

de gosterilmektedir.
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Uyar1 5.0.43. (MacHenry, 1999) k = 2 icin Fj,,(t) ve Gy, (t) polinomlar:

Foo(ti,t2) = 0

Foa(tyts) = 1

Fos(ti,ta) = t

Fos(ty,ty) = 62+,

Fou(tite) = 18+ 2tty
(t1,12)

= t]+3tity + 15

ve

Goo(t,t2) = 2

Goi(ti,t2) = 4

Gaa(ti,ta) = 2+ 2ty

Gos(t,ty) = 134 3tit,

G274(t1, tg) — til + 4t%t2 —|— 2t§

Gas(ti,ta) = ]+ 5tits + 5t
seklinde hasaplanir. £ = 2 durumu i¢in bu polinomlar sirasiyla Genellestirilmis
Fibonacci Polinomlar: ve Genellestirilmis Lucas Polinomlari’dir. (t1,t2) = (1,1)

oldugunda F' polinomu Fibonacci sayilarini verirken G polinomu ise Lucas sayilarini

verir.

Lemma 5.0.44. (MacHenry, 1999) n > 0 igin

V") == a7

dir.
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Ispat. a = (ay, ..., a;) olmak iizere

0, s>0
1, s=0

oldugundan ve P,(z) in tammmdan s < k+ 1 i¢in v7(p*) = a, oldugunu biliyoruz.
Ayrica Tanim 5.0.38 den Fio(a) = 0 ve Fj1(a) = 1 oldugunu biliyoruz. s =n + 1

icin

vE T M) = ATy T F @)y T ) AT T )
@) E) F )y e () M
0p™) = A" a0 + (0" ar + (" az + -+
0 = (") +ary(®") +axy(P" )+
Y = = ay(®") +ay (@) + asy (") + any(p" ) + ]
Y = =) et

elde edilir.

Teorem 5.0.45. (Carroll, 1973) a = (a4, ..., a) olmak iizere

(") = Fin(a)

dir.

fspat. ispatl timevarim yontemi ile verelim. Lemma 5.0.44 den elde edilen

V") = = [ay (") + axy (") 4+ azy(p" %) + ary (") + -+ apy (D))

ifadesinde t; = —a; alinip n nin degerleri yerine yazilirsa, n = 0 i¢in

Y(p) = —ary(l) = —a1 =t = Fiyo
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ve n =1 i¢in
1(P?) = = a1y (p) + asy(D)] = (—a1)(—ar) — ay = af — ay =17 + by = Fy,

elde edilir. Simdi n den kii¢iik degerler i¢in ifadenin dogru oldugunu kabul edelim.
Yani m < n i¢in

(") = Fim(a)

ifadesi dogru olsun. Bu takdirde

n+1>

Y = = e @)+ aay () + - (D))

= G Fpp1+tolypno+ -+ Fhn i

k

= > tFa ()
j=1

- Fk,n

elde edilir.

Teorem 5.0.46. (MacHenry, 1999) 2% + ay2*~! + - -+ + a; polinomunun koklerinin

kiimesi {rq,rq,...7x} ve a = (aq, ..., ax) olmak tlizere

dir.

Ispat. Ispati n iizerinden tiimevarmm yontemi ile yapalm. a = (a1, ...,ax) olmak
tzere, Gyo(a) =) +---4+7r) =1+---+1 = k olup ifade dogrudur. n ve n den

kiiciik degerler i¢in Gy ,(a) = 77" + - - - + 1} ifadesi dogru olsun. Simdi ¢; = —a; i¢in
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G, nin tanimindan

k
Grnr(@) = > 1,Grnjia(a)
j=1

elde edilir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlar literatiirde var olan rekiirans iliskisine
sahip bir ¢ok say1 dizisinin genel halidir. Yani a; ve k degerleri farkli alinarak
baz1 say1 dizileri elde edilebilir. Bu say1 dizilerinin kapal formunu (Binet benzeri
formiillerini) elde etmek igin literatiirde farkli yontemler vardir. Bunlardan biri olan
tirete¢ fonksiyon yontemi (Fibonacci kapali formu) benzerdir. Biz simdi Mchenry
tarafindan yukarida ispatlari verilen Teorem 5.0.45 ve Teorem 5.0.46 yardimiyla yeni

kapali form elde etme yontemini farkh rektirans iliskili say1 dizileri i¢in kullanalim.

Ornek 5.0.47. Tribonacci Say1 Dizisinin Elde Edilmesi

P,(z) = 2* — 2 — x — 1 polinomu verilsin. Buradan denklemin kokleri
_ 1 L 17 /97 4 19 4 13/1 A7 /57 4 19

1
19+§

2
V11
no= 4 - WEVIIVIT+ 2~ Liv3 (Q/%\/n\/zw;—?—
2
V11

4
3/ 1 19
9 \/27\/11\/27+27)
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r3

— 4 + i/L
T 93/1 19 2
9%/ = V11V2T+32 7

VILVET + 2+ L
seklinde elde edilir. £ = 3 oldugundan

Ak - 1

AkA = ™

Ak,S = (a1

38

— —2iV/11

= —-2iv11

= —2iv11

= —4iv11

= —8iv11

= —14iv11

= —206iv11

= —48iv11



elde edilir. Dolayisiyla

0 Api  —2iV11
v(p') = = — =1
Ay —22\/ﬁ
n DN —20/1T
Y(p) = = — =1
Ay —2iV/11
o Aps —4iVI1
v(p7) = = =2
A —2iV11
At = Db _&.m =4
Ay —2iy/11
Aps  —14iV/11 .

4 p— pr— pr—
v(p*) Y
A —26i\/11
V%) = =X = ,Z\/_ ~ 13
Ay —21\/ﬁ

W) - Apr _ —A8IWVIT_
p Ap =211

oldugundan

1,1,2,4,7,13,24, 44,81, 149, - - -

Tribonacci Say1 Dizisi elde edilir.
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Ornek 5.0.48. P,(z) = 2* — 22 — 1 polinomu verilsin. Buradan denklemin kokleri

rm=1—v2vers=1++2 seklinde elde edilir. k& = 2 oldugundan

Ay = ! TN
1-v2 V2+1

Ap1 = ! ! =2V2
1-v2 V2+1

Apy = ! ) ! , [ =4v2
(1-v2)" (V2+1)

Aps = ! f ! 5 = 10v2
(1-v2)" (v2+1)

Aga = : 4 ! L | =24v2
(1-v2) (v2+1)

Aps = ! d ! . | =58v2
(1-v2)" (vV2+1)

elde edilir. Dolayisiyla

W) = S B2,
Ay 2\/§
Aps 42
Vp') = =22 = W2_,
Ay 2\/§

A 10v/2
YY) = 2 =——=5
Ay 22

A 244/2

~p?) = ﬁz_\/_zlg
Ay 2V/2
A 2

k5 58v/2 _ 99

7(294) = A—k—m—

oldugundan

1,2,5,12,29,70,169, 408,985, - - -
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Pell say1 dizisi elde edilir.

Ornek 5.0.49. P,(z) = 2* — 2 — 2 polinomu verilsin. Buradan denklemin kokleri

r1 = —1 ve ro = 2 seklinde elde edilir. £ = 2 oldugundan
1 1
A = =3
-1 2
1 1
Ak,l - - 3
-1 2
1 1
AV =3
(_1)2 22
1 1
Ak’g - = 9
(_1)3 23
1 1
Ags = =15
(-1t 2
1 1
Ak75 - = 33
(_1)5 25
1 1
Akﬁ - - 63
(_1)6 26
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elde edilir. Dolayisiyla

1% = %fzgzl
(p') = %fzgzl
%ﬁ)z-%f=§=3

oldugundan

1,1,3,5,11,21,43,85,171,341, - - -
Jacobsthal say1 dizisi elde edilir.

Ornek 5.0.50. P,(z) = 2* —  — 1 polinomu verilsin. Buradan denklemin kokleri

ry = 1+Tﬁ ve rg = %5 seklinde elde edilir. k& = 2 oldugundan

ri+rys = 1
r% + rg = 3
rrd = 4
ritry = T
7"‘;’ + 7‘3 = 11
r? + rg = 18

olmak tlizere

1,3,4,7,11,18,29,47,76,123, - - -

Lucas say1 dizisi elde edilir.
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Ornek 5.0.51. P,(z) = 2* — 22 — 1 polinomu verilsin. Buradan denklemin kokleri

rm=1—v2vers=1++2 seklinde elde edilir. k& = 2 oldugundan

1+ 7o
7‘%%—7“%
T?—i-rg’
i+
4+

6 6
Ty + 1y

olmak tlizere

14
34
82

198

2,6,14,34,82,198, 478, 1154, - - -

Pell Lucas say1 dizisi elde edilir.

Ornek 5.0.52. P,(z) = 2> — x — 2 polinomu verilsin. Buradan denklemin kokleri

r1 = —1 ve ro = 2 seklinde elde edilir. £ = 2 oldugundan

1+ 72

2 2
r]+r;

3 3
r] +r;
4 4
ry + 71y
5 5
r] + s

6 6
ry + 71y

olmak tlizere

17
31
65

1,5,7,17,31,65,127,257, 511, - - -

Jacobsthal Lucas say1 dizisi elde edilir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, MacHenry (1999) nin bir p asal ve
P(z)=a2" +a12" '+ -+ ay
polinomu ve v aritmetik fonksiyonu icin lokal olarak tanimladig

. an n < k ise
v (p") = '
0, diger durumlarda

seklindeki fonksiyondan yola ¢ikarak, r; ve a;

P(z) =2 + a12" 4+ +ay

polinomunun kokleri ve katsayilari olmak {izere, y(p™) nin r; ve a; cinsinden nasil

ifade edilebildigi tizerinde durulmustur.

Bu polinom igin alinan farkli k& ve katsayilar icin, literatiirde var olan bazi sayi

dizileri elde edilmistir.

i. k=2 ve ozel olarak alinan a; = as = —1 katsayilar1 i¢in Fibonacci sayilar1 ve

Lucas sayilar elde edilmistir.

ii. k= 2 ve ozel olarak alinan a; = —2 ve as = —1 katsayilar: i¢in Pell sayilar

ve Pell Lucas sayilar: elde edilmistir.

iii. & = 2 ve ozel olarak aliman a; = —1 ve a; = —2 katsayilar i¢in Jacobsthal

sayilar1 ve Jacobsthal Lucas sayilar1 elde edilmistir.

iv. k = 3 ve ozel olarak aliman a; = as = a3 = —1 katsayilan i¢in Tribonacci

sayilar1 elde edilmistir.

Bu calisma ile, literatiirde var olan farkli rekiirans iliskisine sahip say1 dizilerinin elde

edilmesine yonelik yapilan ¢alismalara katk: saglamak amaciyla, MacHenry (1999)
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'nin uyguladig1 bir yontem arastirilmaya calisilmistir. Dolayisi ile bu yontem ile
P

(2) = 2" + a4

polinomu i¢in alinacak farkl £ ve katsayilar icin farkli say1 dizileri iizerinde farkh

sonuclar elde edilebilir.
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