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OZET
ASAL HALKALARIN (TERS-) HOMOMORFIZMA OLARAK
HAREKET EDEN BAZI DONUSUMLERI UZERINE

PEHLIVAN, Taylan

Yiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Emine ALBAS

Agustos 2015, 98 sayfa

Bu tez esas olarak alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tez konusu tanitilip konu ile ilgili yapilan bazi ¢aligmalar

hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde, bu tezi anlamada ve okumada kolaylik saglayacak bazi
temel tanimlara, teoremlere ve Ozelliklere yer verilmistir. Ayrica halkalardaki
tirev c¢esitleri tanitilip, giiniimiize kadar olan c¢alismalarin kisa 6zeti ve tezde

kullanilan kavram ve énemli referans sonuglar1 sunulmustur.

Uciincii boliimde, oncelikle Asma, Rehman ve Shakir (2003)° deki
caligmalar1 daha sonra Rehman (2004)’ deki ¢aligmasi ve son olarak Rehman’ in
calismasindaki bazi eksiklikleri tamamlamak i¢in Gusic (2005)’ deki ¢alismasi

incelenmistir.



viii
Dordiincii boliimde, Ashraf et al. in (2012)’ deki galismasi esas olarak ele
alinmis ve asal halkalarin sifirdan farkli idealleri tizerinde (ters-) homomorfizma
olarak hareket eden doniisiimler incelenip bu doniisiimlerin bir karakterizasyonu

verilmistir.

Besinci boliimde, esas olarak Xiao-Wei Xu ve Hong-Ying Zhang’
(2011)’ deki galismasi ele alinmistir. Asal bir halkanin sifirdan farkli Jordan ideali
veya alt halkasi iizerinde (ters-) homomorfizma olarak hareket eden tiirevler

incelenmistir.

Altinct bolimde, Ali ve Kumar (2009)’ daki c¢alismasi esas olarak ele
alinmigtir. Asal ve yari asal halkalarin Jordan ideal ve alt halkasi {izerinde (ters-)

homomorfizma olarak hareket eden (6,¢)-tirev ve sol (6,¢)-tiirevler

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Asal halka, tiirev, genellestirilmis tiirev, (6,¢)-tiirevler,

(ters-)homomorfizma olarak hareket eden doniistimler.



ABSTRACT

ON CERTAIN MAPS ACTING AS (ANTI-)HOMOMORPHISM IN
PRIME RINGS

PEHLIVAN, Taylan
Msc in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Emine ALBAS

August 2015, 98 pages

This thesis meanly consists of six chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced and short information is

given about the works that have been done so far related to this subject.

In the second chapter, some basic theorems, definitions and properties
which may help to make easy understanding and reading of this thesis are given.
Furthermore, the types of derivations in rings have been introduced a summary of
some works have been done over rings so far and frequently used important

results from the references took place in this chapter.

In the third chapter, firstly A. Asma, N. Rehman and A. Shakir’ s work in
2003 after N. Rehman’ s work in 2004 and finally in order to complete some

deficiency on N. Rehman’ s work in 2004, I. Gusic’ s work in 2005 is studied.



X
In the fourth chapter, Ashraf et al.” s work in 2012 is primarily considered
and mappings acting as (anti-)homomorhism on non-zero ideal in prime rings are

studied and the characterization of these mappings is given.

In the fifth chapter, Xioa-Wei Xu and Hong-Ying Zhang’ s work in 2011 is
primarily considered. Derivations acting as (anti-)homomorphism on non-zero

Jordan ideal in prime ring or on subring in prime ring are examined.

In the sixth chapter, A. Al and Deepak Kumar’ s work in 2009 is

considered. Also, (6,¢)-derivations and left (6,¢)-derivations acting as (anti-

)homomorphism on Jordan ideal and subring in prime or semi-prime rings are

examined.

Key words: Prime ring, derivation, generalized derivation, (&,¢)-derivations,

mappings acting as (anti-)homomorphism.
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1.GIRIS

Asal halkalarin tiirevleri iizerine ilk calisma 1957° de E. C. Posner
tarafindan yapilmistir. Bu c¢alismada Posner, asal halkalarin degismeliligini

incelemistir. Daha sonra bu konu ile ilgili bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. (Herstein,

1957; 1979, Giambruno and Herstein, 1981, Lee, P. H. and Lee, T. K., 1981).

Daha sonra tiirev teorisinin gelisimi, farkli tiirev kavramlarinin
tanimlanmasma ve asal halkalarda bu tlirevlerin sagladigi bazi ozelliklerin
verilmesine yol a¢mistir. Bu tiirev kavramlari ig¢inde genellestirilmis tlirevli
halkalar olduk¢a 6nemli bir yere sahiptir. Son yillarda ilk kez 1991 de Bresar
genellestirilmis tiirevi tanimlamis ve bu ¢alismasinda iki tiirevin bileskesi ile ilgili
bazi 6zellikleri genellestirilmis tiirevlere tasimistir. Bu ¢alismay1 (Hvala, 1998) ve
(Lee, 1999) nin ¢alismalari takip etmistir. Bu aragtirmalar sayesinde asal halkalar
izerinde tamimli genellestirilmis tiirevlerin yapis1 karakterize edilmis ve Kimi
zamanda baz1 Ozellikleri saglayan genellestirilmis tiirevli asal halkalarin cebirsel

Ozellikleri verilmistir.

Calismalar, belirli bir 0zdeslik saglayan asal halkalardan, halkanin
ideallerine, Lie idealleri veya Jordan idealleri {izerinde saglanan 6zdeslikleri
incelemeye dogru yonelmistir. Bu ¢alismalarin dogrultusunda bir ¢ok yapisal

sonug elde edilmistir.

Asal ve yar1 asal halkalardaki tiirev ile ilgili ¢aligmalar daha sonra farkli
yonlere ilerlemis olup cesitli tiirev tanimlar1 yapilmistir. ilk olarak Bresar ve
Vukman 1990’ da sol tirev kavramimi tanimlamis ve bu tarz tiirevlerin asal
halkalar {izerindeki hareketlerini incelemislerdir.  Genellestirilmis tlirev
tamimindan hareketle, (Ashraf ve Shakir, 2008) genellestirilmis sol tiirev ve
genellestirilmis Jordan sol tiirev tanimlarini vermislerdir. Daha sonraki yillarda

(0, ¢) -tiirev kavrami tamimlanmistir ve buradan hareketle, (Zaidi, Ashraf ve Ali,

2004) calismasinda sol (€, ¢) -tiirev tanimin1 vermislerdir.



Asal ve yari asal halkalardaki tiirevlerle ilgili farkli ¢alismalardan biri de
homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket eden tiirev doniistimleri
iizerinedir. Ilk olarak Bell ve Kappe 1989’ daki ¢alismalarinda bu konuyu ele
almiglar ve asal bir halkanin sifirdan farkli tek yanl bir ideali {izerinde hareket
eden tiirevi incelemislerdir. Daha sonra (Ashraf et al., 1999), Bell ve Kappe’ nin

inceledigi durumu (o, 7) -tiirevlerde ele almiglardir. Ayrica (Asma et al., 2003) bu

durumu Lie ideallere genisletip incelemislerdir.

Bu calismadaki ilk amacimiz asal halkalarin sifirdan farkli idealleri
tizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket eden
doniigiimleri inceleyip, halkalar veya idealler hakkinda bir karakterizasyon
vermektir. Ardindan bu karakterizasyonlar1 ¢esitli tiirev ve genellestirilmis tiirev
kavramlarin1 kullanarak Lie ideallere, alt halkalara ve Jordan ideallere

genisletebilmektir.



2. ONBILGILER
2.1 Genel Bilgiler

Bu boliimde, tezin okunabilirligini ve anlasilabilirligini kolaylastirmak icin diger
boliimlerde gececek olan tanimlar ile yapilacak ispatlarda ¢ok sik kullanilacak asal
halkalarin baz1 6zellikleri, bagsvuru kolaylig1 i¢in alindiklar1 kaynaklarla birlikte

verilecektir.

Tamm 2.1.1 [(Hungerford, 1974), Tanim 1.7] R ve R’ herhangi iki halka,
f :R— R’ bir toplamsal doniisiim olsun. Her x,yeR igin f(xy)=f(x)f(y)

ise f dontisimiine bir halka homomorfizmasi, f(xy)=f(y)f(x) ise f
dontisimiine bir halka ters-homomorfizmasi, 6zel olarak R=R’ almirsa f
dontigtimine R halkasinin bir endomorfizmasi denir. Eger f:R —> R’ halka
homomorfizmasi bire-bir ve orten bir doniisiim ise f doniisiimiine bir halka
izomorfizmasi denir. Ozel olarak R=R’ aliirsa f doniisiimiine R halkasinin

bir otomorfizmasi denir.

Tamim 2.1.2 [(Hungerford, 1974), Tanim 1.2] R bir halka, M ve N iki sag (sol)

R —modiil olsun. f:M — N toplamsal doniisiimii her me M ve her r eR igin
f(mr)=f(m)r (f(rm)= rf(m) sartimi saghyorsa f doniisiimiine bir sag (sol)

R -modiil homomorfizmasi denir.

Tamm 2.1.3 (Hungerford, 1974) R bir halka ve M bir sol R—modiil, A M ' nin

bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Ann (A)={reR: her ac A i¢in ra=0}

kiimesine A nin sol sifirlayam (left annihilator) denir. Sag sifirlayan da

yukaridaki tanima benzer sekilde yapilir.



Tamim 2.1.4 [(Hungerford, 1974), Tanim 1.8] R bir halka olsun. Her ae R igin
na=0 olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 varsa bu n’ lerin en kiiciigiine

halkanin karakteristigi denir ve Char(R)=n ile gosterilir. Eger bdyle bir en

kiiglik pozitif n tamsayisi yoksa R halkasina sifir karakteristiklidir denir.

Tamm 2.1.5 R bir halka ve n bir tamsay1 olsun. xe R i¢in nx=0 oldugunda

n=0 yada x=0 oluyorsa R’ ye n—burulmasiz (n-torsion free) halka denir.

Tammm 2.1.6 R bir halka olsun. Z(R)={xeR: her reR igin Xxr=rx}

kiimesine R halkasinin merkezi denir. Z(R), R halkasinin bir alt halkasidir.

Tamm 2.1.7 [(Lam, 2001), Tanim 10.1] R bir halka ve P, R’ nin bir ideali
olsun. PR ve R’ nin herhangi I,J idealleri igin IJ P iken I P veya

J < P oluyorsa P idealine R’ nin bir asal ideali denir.

Onerme 2.1.1 [(Lam, 2001), Onerme 10.2] R halkasinin bir P =R ideali icin
asagidakiler denktir:

(i) P asal idealdir.

(i) a,beR icin (a)(b) =P ise acP veya be P dir.

(iii) a,beR i¢in aRbc P ise ae P veya be P dir.

(iv) R’ nin I,J sag (sol) idealleri i¢in IJ <P ise | cP veya JcP

dir.

Tamim 2.1.8 R bir halka olsun. a,beR i¢in aRb=0 oldugunda a=0 veya

b =0 oluyorsa R halkasina asal halka denir.

Tamm 2.1.9 [(Lam, 2001), Tanim 10.8] R bir halka ve Q, R’ nin bir ideali

olsun. 1, R’ nin bir ideali olmak iizere 1> = Q iken | —Q oluyorsa Q idealine

R’ nin bir yar1 asal ideali denir. Her asal ideal bir yar1 asal idealdir.



Onerme 2.1.2 [(Lam, 2001), Onerme 10.9] R bir halka ve Q, R’ nin bir ideali

olmak tizere asagidakiler denktir:

(i) Q yar asal idealdir.

(i) aeR icin (a)*> < Q ise acQ dur.

(iii) aeR icin aRacQ ise aeQ dur.

(iv) R’ ninbir | sag (sol) idealiigin 1> Q ise | = Q dur.

Tammm 2.1.10 R bir halka olsun. ae R olmak iizere aRa=0 oldugunda a=0

oluyorsa R halkasina yar1 asal halka denir. Her asal halka bir yar1 asal halkadir.

Onerme 2.1.3 [(Lam, 2001), Onerme 10.16] Herhangi bir R halkasi igin
asagidakiler denktir:

(i) R yari asal bir halkadir.
(ii) R’ nin herhangi bir nilpotent ideali yoktur.
(iii) R’ nin herhangi bir nilpotent sol ideali yoktur.

Yardimer Ozellik 2.1.1 R asal bir halka ve 1, R’ nin bir sag(sol) ideali olsun.

Bu durumda | idealinin sag (sol) sifirlayan1 sifirdir.

Yardimar Ozellik 2.1.2 R asal bir halka, a,beR olsun. acZ(R) ve abe Z(R)
oldugunda beZ(R) yada a=0 dur.

Tammm 2.1.11 R, bir halka ve U, R’ nin toplamsal bir alt grubu olsun.

[U,R]cU ise U ya R’ nin bir Lie ideali denir.



Tamm 2.1.12 R, bir halka ve J, R’ nin toplamsal bir alt grubu olsun. Her x e R

ve reJ igin (Xor)=xy+yxeJ olursa J ye R’ nin bir Jordan ideali denir.

Tamim 2.1.13 (Beidar et al. 1996) R yar1 asal bir halka olsun.

N ={1:1, R’ nin bir ideali ve Ann,(1)=(0)}

kiimesi carpim ve sonlu arakesit altinda kapalidir.

T={(f;J):JeN, f:J; >R, sag R—modiil homomorfizmasi1}

kiimesini g6z Oniine alalim. T kiimesi ilizerinde asagidaki sekilde tanimlanan ~

bagintis1 bir denklik bagintisidir:

(f;3)=(9;K): 0= LcJ K olacak sekilde bir LeD(R) vardir ve L

tizerinde f =g dir.

(f;3),(f;J)eT elemanmin denklik sinifin1 gostersin. Denklik siniflar iizerinde

toplama ve carpma islemlerini asagidaki gibi tanimlayalim:

{f;I}+{g; K}={f +g;KJI}

{f;IHg:K}={fg;KJI}

Bu sekilde tanimlanan islemlerle T ° nin elemanlarinin denklik siiflarinin kiimesi
bir halka teskil eder. Bu halkaya R’ nin iki yanh sag (Martindale) kesirler
halkas1 denir ve Q(R) ile gosterilir. Herhangi bir R yar1 asal halkasinin iki yanl

sag kesirler halkasi izomorfizmaya bagli olarak asagidaki ozellikleri saglayan

Q(R) halkasi olarak karakterize edilebilir.

(i) R, Q(R)’ nin bir alt halkasidir.



(i) Her gqeQ(R) i¢cin gJ < R olacak sekilde R halkasinin sifirdan

farkli bir ideali vardir.
(iii) Her ge Q(R) ve J eligin qJ =(0) ise q=0 dur.

(iv) Her Jel, ¢:J; > R, sag R—modiil doniisiimii ve her X e J igin

¢(X) = gx olacak sekilde bir g € Q(R) vardir.

Q(R)’ nin Q,(R)={qeQ(R): baz1 J e D(R) icin qJwJgc R} alt halkasina
R’ nin simetrik (Martindale) Kkesirler halkas1i denir. Q(R) halkasinin

merkezine R’ nin genisletilmis merkezi denir ve C ile gosterilir. R yar1 asal bir

halka ise

C=Z(Q,(R)=Z(Q(R))={q€U(R): her r eR igin gr =rq}

dir. Ustelik R asal bir halka ise C bir cisimdir.

Tamm 2.1.14 (Lam, 2001) R bir halka olsun. Her a,beR i¢cin ab=0 olmasi

a=0 yada b =0 olmasini gerektirirse bu durumda R’ ye bolge denir.

Tamim 2.1.15 (Hungerford, 1974) R bir halka olsun. Eger e € R olmak iizere
e’ =e olursa e elemanma R’ nin idempotent elemam denir. Eger € € R elamani
R halkasinin merkezinde igeriliyorsa 0 zaman e elemanma R’ nin merkezi

idempotent elemani denir.



2.2 Adi Tiirevli ve (0, ¢) -Tiirevli Halkalar

Bu béliimde, tez boyunca sik¢a kullanacagimiz bazi kavram ve sonuglara yer
verecegiz. Tirevli asal halkalar lizerindeki ilk ¢alisma 1957 yilinda E. C. Posner
tarafindan baslatilmistir. Son 50 yilda bir ¢ok 6nemli sonuglar elde edilmistir. Bu
caligmalarda asal ve yar1 asal halkalar {izerine Onemli yapisal sonuglara
ulasilmigtir. Daha sonraki yillarda tanimlanan farkli tiirev kavramlari ile bu teori
gelisimine devam etmistir. Bu calismada ele alinacak bazi tiirev tanimlart sol

tirev, (6,¢)-tirev, sol (O,¢)-tirev ve Jordan sol (O,¢)-tirev kavramlari
olacaktir. Sol tiirev tanimi ilk olarak Bresar ve Vukman (1990) tarafindan
yapilmigtir. Daha sonra bu tanimdan hareketle sol (6,¢)-tiirev ve Jordan sol

(0, ¢) -tiirev tanimlar1 da verilmistir.

R bir halka ve X,yeR i¢in bu elemanlarin komiitatér ¢arpimi

[X, y]=xy — yx olarak tanimlanir.

Tanmm 2.2.1 R bir halka d :R — R toplamsal bir doniigiim olsun. Her X, y € R
icin d(xy)=d(x)y+xd(y) ise d donlisimiine R’ nin bir tiirevi denir. aeR
olmak iizere her X € R igin J(X)=[a, X] ile taniml1 doniisiim bir tiirevdir ve bu tip

tiirevlere i¢ tiirev denir.

Asagida asal bir halkanmn sifirdan farkli ideali ic¢in iyi bilinen bir 6zellik

verilecektir.

Yardimer Ozellik 2.2.1 R, asal bir halka, I, R’ nin sifirdan farkli bir ideali
olsun. Eger her a,beR igin alb=(0) olursa 0 zaman ya a=0 dir yada b=0

dir.



Yardimear Ozellik 2.2.2 [(Herstein, 1969), Y. Ozellik 1.1] R bir halkave I, R’
nin sifirdan farkli bir sag ideali olsun. n sabit bir tamsay1 olmak iizere a €l

verildiginde a" =0 ise R’ nin sifirdan farkli bir nilpotent ideali vardir.

Yardimar Ozellik 2.2.3 [(Herstein, 1969), Y. Ozellik 1.3] R, sifirdan farkli

nilpotent ideali olmayan ve R’ de 2x=0 olmasi x=0 olmasin1 gerektiren bir

halka olsun. U #(0), R’ nin hem bir Lie ideali hem de bir alt halkasi ise bu
durumda ya U — Z(R)’ dir ya da U, R’ nin sifir olmayan bir idealini kapsar.
Ustelik [U,U]=# (0), yani U degismeli degilse R[U,U]JR cU ’ dur.

Teorem 2.2.1 [(De Filippis, 2000), Teorem 1] R, char(R)=2 olan asal bir
halka, d R’ nin sifirdan farkli bir tiirevi, L, R’ nin merkezi olmayan bir Lie

ideali ve a€ R olsun. Her ue L i¢in a[d(u),u]=0 ise a=0 dir.

Tammm 2.2.2 (Bresar and Vukman, 1990)R herhangi bir halka, #:R—>R

toplamsal dontisiimii her X,y e R i¢in z(xy) = Xu(y) + yu(x) (,u(xz) = 2x,u(x))

kosulunu saglarsa 0 zaman x ye R’ nin bir sol tiirevi (Jordan sol tiirevi) denir.

Tamim 2.2.3 (Zaidi, Ashraf and Ali, 2004) R, birlesmeli bir halka, 8 ve ¢, R’
nin endomorfizmalar1 olsun. z:R— R toplamsal doniisiimii her X,y eR igin
1) = ()O(Y) + YY) (11(6*) = (x)0(X) +(x) p1(x)) kosulunu saglarsa

4 dontisimiine R’ nin bir (8, @) -tiirevi (Jordan (6, @) -tiirevi ) denir.

Tamm 2.2.4 (Zaidi, Ashraf and Ali, 2004) R birlesmeli bir halka, & ve ¢, R’
nin endomorfizmalart olsun. Her X,y €R i¢in 6:R — R toplamsal doniisiimii
o(xy) =60(x)o(y)+¢(y)o(X) kosulunu saglarsa o zaman ¢ ya R’ nin bir sol

(8, ¢) -tiirevi denir.

Tammm 2.2.5 (Herstein, 1957) R birlesmeli bir halka, d:R—R toplamsal
doniisiimii her xeR i¢in d(x*)=d(x)x+xd(x) kosulunu saglarsa o zaman d

doniisiimiine R’ nin bir Jordan tiirevi denir.
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Tammm 2.2.6 (Ali, 2011) R, birlesmeli bir halka, 6 ve ¢, R’ nin
endomorfizmalar1 olsun. G:R—> R toplamsal donilisimii her X,yeR i¢in
G(x*) = (X)G(X) + #(X)G(X) kosulunu saglarsa G déniisiimiine R’ nin bir

Jordan sol (8, ¢) -tiirevi denir.

Tamm 2.2.7 (Yenigiil and Argag, 1994) R, birlesmeli bir halka ve «, R’ nin
sifirdan farkli bir doniisiimii olsun. d :R — R toplamsal doniisimii her X, y e R
icin d(xy) =d(X)a(y)+xd(y) kosulunu saglarsa o zaman d ye R’ nin bir « -

tiirevi denir.

2.3 Genellestirilmis Tiirevli Halkalar

Bu bdliimde bir 6nceki boliimde oldugu gibi, tez boyunca ele alacagimiz
tirev kavramlarindan biri olan genellestirilmis tiirev kavramlar1 tanitilacaktir.
Genellestirilmis tiirevler cebirsel anlamda ilk olarak 1991 de Bresar daha sonra
1998 de Hvala tarafindan ¢alisilmistir. Daha 6nce tiirevli halkalar teorisinde ele
alinan bazi problemler genellestirilmis tiirevli asal ve yar1 asal halkalar i¢in de

incelenmistir.

Tamm 2.3.1 (Hvala, 1998) R bir halka, g:R — R toplamsal bir doniisiim olsun.
Her x, y e R i¢in g(xy) =g(X)y+xd(y) olacak sekilde R’ nin bir ¢ tiirevi varsa
g doniisiimiine R’ nin bir genellestirilmis tiirevi denir. Burada 6 tiirevine, ¢
genellestirilmis tiirevine karsihk gelen tiirev denir. a,be R olmak iizere her
xeR igin g(x) =ax+xb ile tanimli doniisiim bir genellestirilmis tiirevdir ve bu

tip genellestirilmis tiirevlere genellestirilmis i¢ tiirev denir.
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Teorem 2.3.1 [(Lee, 1999), Teorem 4] R yari asal bir halka olsun. O zaman, R’
nin yogun bir sag ideali iizerindeki her g genellestirilmis tirevi, U(R) ye tek
tirlii genisletilebilir ve uygun bir acU(R) ve U(R)’ nin bir ¢ tiirevi i¢in
g(x) =ax+5(x) formundadir. Ustelik a ve §, g genellestirilmis tiirevi ile tek

turla belirlenir.

Tanmm 2.3.2 R birlesmeli bir halka, & ve ¢, R’ nin endomorfizmalari olsun.
0:R—>R toplamsal donlisimii g, R’ nin bir (6,¢)-tirevi olmak tizere her
X,yeRigin 8(xy)=6(x)o(y)+ 1(X)¢(y) kosulunu saglarsa o zaman &

doniigtimiine R’ nin bir genellestirilmis (&, @) -tiirevi denir.

Tammm 2.3.3 (Ali, 2011) R birlesmeli bir halka, 6 ve ¢, R’ nin
endomorfizmalart olsun. G:R — R toplamsal doniisiimii &, R’ nin bir Jordan
sol (6,¢)-tirevi olmak tiizere her X,yeRicin G(xy)=8(X)G(Yy)+d(y)o(X)
kosulunu saglarsa o zaman G doniisiimiine R’ nin bir genellestirilmis sol (&, ¢) -

tirevi denir.

Tammm 2.3.4 (Ali, 2011) R birlesmeli bir halka, 6 ve ¢, R’ nin
endomorfizmalar1 olsun. G:R — R toplamsal doniistimii &, R’ nin bir Jordan
sol (8,¢)-tirevi olmak iizere her X,yeRicin G(X*)=8(X)G(X)+d(x)5(X)
kosulunu saglarsa o zaman G doniisiimiine R’ nin bir genellestirilmis Jordan

sol (@, ¢) -tiirevi denir.

Tamim 2.3.5 (Ashraf and Ali, 2008) R birlesmeli bir halka, G : R — R toplamsal
bir doniisiim olmak tizere her X,y € R i¢in G(xy) = xG(y)+ yo(x) olacak sekilde

R’ nin bir 6 Jordan sol tiirevi varsa G ye R’ nin bir genellestirilmis sol tiirevi

denir.
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Tamim 2.3.6 (Ashraf and Ali, 2008) R birlesmeli bir halka, G : R — R toplamsal
bir doniisiim olmak iizere her X,y € R i¢in G(x*) = XG(X) + xJ(X) olacak sekilde
R’ nin bir 6§ Jordan sol tiirevi varsa G ye R’ nin bir genellestirilmis Jordan

sol tiirevi denir.
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3. IDEALLER UZERINDE HAREKET EDEN TUREVLER

Bu bolimde ilk olarak, Nadeem Ur Rehman’ in "On Generalized
Derivations as Homomorphisms and Anti-Homomorphisms™ adli ¢alismasi ve
Rehman’ i bu ¢alismasindaki eksikliklerin tamamlanmasi amaciyla Ivica Gusic’
in "A Note on Generalized Derivations of Prime Rings" adli ¢alismasi ele
aliacaktir. Daha sonra Asma Ali, Nadeem-Ur-Rehman ve Shakir Ali” in "On Lie
Ideals with Derivations as Homomorphisms and Anti-Homomorphisms" adl

calismalar1 incelenecektir.

3.1 ideal Uzerinde Hareket Eden Genellestirilmis Tiirevler

Bu béliimde esas olarak N. Ur Rehman’ 1 "On Generalized Derivations as
Homomorphisms and Anti-Homomorphisms" adli ¢alismasi ele alinacaktir ve
daha sonra bu ¢alismadaki bazi eksiklikleri tamamlamak icin Ivica Gusic’ in "A
Note on Generalized Derivations of Prime Rings" adli ¢alismasi incelenecektir.
Makalenin okunabilirligini kolaylastirmak amaciyla ¢alisma boyunca kullanilan

bazi tanimlar1 verelim.

Bu boliim boyunca aksi belirtilmedik¢e, R merkezi Z(R) olan birlesmeli bir
halkay gosterecektir. Belirli bir aeR i¢in I, : R — R olmak lizere |, (x)=[x,a]
ile verilen donlisim i¢ tlirevi goOsterecektir. Bazi a,beR igin eger
F.p,(X)=ax+xb  olarak tammlanan F, :R—>R toplamsal doniisiim
genellestirilmis i tiirev olarak adlandirilacaktir. Bu boliim boyunca F, R’ nin bir

d tiirevi ile belirlenen R’ nin bir genellestirilmis tiirevini gosterecektir.

(Bell ve Kappe, 1989), calismalarinda R asal bir halka ve d, R’ nin bir
tirevi, I R’ nin sifirdan farkli bir sag ideali olmak tiizere eger d, | iizerinde

homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket ederse o zaman d =0

olmas1 gerektigini ispatlamiglardir.
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Daha sonra (Ashraf et al., 1999), Bell ve Kappe’ nin inceledigi durumu

(o,7)-tlirevlerde ele almiglardir. Bu boliimde Bell ve Kappe’ nin ¢alismasinin

asal bir halkanin ideali tizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak

hareket eden genellestirilmis tiireve genislemesinin ispati verilecektir.

Teorem 3.1.1 R, 2-burulmasiz asal bir halka, | R’ nin sifirdan farkli iki yanl
bir ideali, F:R— R, R’ nin sifirdan farkli bir d turevi ile belirlenen sifirdan

farkli bir genellestirilmis tiirevi olsun.

(i) Eger d #0 ve F, | tlizerinde homomorfizma olarak hareket ederse o

zaman R degismelidir.

(i) Eger d=#0 ve F, | izerinde ters-homomorfizma olarak hareket

ederse 0 zaman R degismelidir.

Teoremin ispatina baslamadan 6nce ispatta kullanacak bazi 6zellikleri verelim.

Yardimer Ozellik 3.1.1 [(Mayne, 1984), Y. Ozellik 3] R, asal bir halka olsun.

Eger R sifirdan farkli degismeli bir sag ideal icerirse o zaman R degismelidir.

Yardimar Ozellik 3.1.2 R asal bir halka ve |, R’ nin sifirdan farkli bir ideali

olsun. Eger ae R igin al =(0) ise 0 zaman a=0 dur.

Yardimei Ozellik 3.1.1 in ispat1 igin asagidaki yardimer dzellige ihtiyag vardir.

Yardima Ozellik 3.1.3 [(Mayne, 1984), Y. Ozellik 2] R, asal bir halkave 1, R’
nin sifirdan farkl bir sag ideali olsun. d, R’ nin tiirevi olmak tizere eger d(1)=0

ise 0 zaman d(R) =0 dir.
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Yardimei Ozellik 3.1.1 in ispat1 |, R’ nin sifirdan farkli degismeli bir sag ideali
olsun. I degismeli oldugundan her xel igin 1 (I)=[x,1]=0 olur. Y. Ozellik
3.1.3 den her xel i¢in I (R)=[x,R]=0 elde edilir. Yani her aeR igin
I,(1)=0 dir. Tekrar Y. Ozellik 3.1.3 den I,(R) =[a,R]=0 elde edilir. Bu ise her

aeR i¢in aeZ(R) demektir, yani R degismelidir.
Teorem 3.1.1 in ispat1 Ispat: iki durumda ele alacagiz.

(i) Ik olarak F, 1 iizerinde homomorfizma olarak hareket etsin. Bu

durumda her x,y el i¢in

F(xy)=F(X)y+xd(y) = F(x)F(y) B.1D
olur ve F bir genellestirilmis tiirev oldugundan her x,y,z el i¢in
F(xyz) = F((xy)z)=F(xy)z+xyd(z) (3.1.2)

elde edilir. Diger taraftan her x,y,zel igin

F(xyz) = F()F(yz) = F(x) (F(y)z+yd(z))
=F(X)F(y)z+F(X)yd(2) (3.1.3)

dir. (312) ve (3.1.3)  Dbirlikte disiinilirse her X,y,zel igin
(F(X) - X) yd(z)=0 elde edilir. Son bagmtidan her Xx,zel igin
(F(x)—x)1d(z)=(0) bulunur. Y. Ozellik 2.21 den her x,zel ic¢in ya
F(X)—x=0 dir ya da d(z)=0 dir. Eger her zel igin d(z)=0 ise 0o zaman
d =0 olur ve bu bir ¢eliskidir. Eger her x e | i¢in F(X) =X ise bu durumda her

X,y el igin xy =F(xy) =F(x)y+xd(y) olur ve xd(y)=0 bulunur.
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Boylece her yel igin 1d(y)=0 dir. Eger r e R olmak {izere y Yyerine yr
alinirsa o zaman Id(y)=0 oldugundan Ilyd(r)=0 dir. Buradan hareketle
11d(r) = (0) olur. Y. Ozellik 2.2.1 son bagintiya uygulanirsa | #0 oldugundan
reR olmak iizere d(r)=0 olur. Buradan d =0 sonucuna varilir ki bu bir

celiskidir.

(ii) Diger bir yandan F, | {izerinde ters-homomorfizma olarak hareket

etsin. Her x,y el i¢in
F(xy) =F(X)y+xd(y) =F(y)F(x) (3.1.4)
olur ve (3.1.4) de x yerine xy alinip baginti kullanilirsa her X,y €| i¢in
FOoy) = F(xy)y +xyd(y)

bulunur. Bagmtinin her iki tarafi genellestirilmis tiirev tanimlarmi kullanarak

acilirsa her X,y el icin

(FOQy+xd(y))y+xyd(y) =F(y)(F(x)y+xd(y))

F(xy)y+xyd(y) = F(xy)y+F(y)xd(y)

xyd(y) = F(y)xd(y) (3.1.9)

olur ve (3.1.5) de x yerine zx alinirsa her X,y,z el igin

zxyd (y) = F(y)zxd(y) (3.1.6)

elde edilir. (3.1.5) sol taraftan z ile ¢arpilirsa her X,y,z el i¢in

zxyd(y) = zF (y)xd(y) (3.1.7)
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olur. Diger yandan (3.1.6) ve (3.1.7) den her xvy,zel igin
F(y)zxd(y) =zF(y)xd(y) olur. Bu bagintidan hareketle [F(y),z]xd(y)=0
bulunur. En son elde edilen bagintidan her y,zel i¢in [F(y),z]Rd(y)=(0)
dir. R asal bir halka oldugundan her y,zel i¢in ya [F(y),z]=0 dir ya da
d(y)=0  dir.  Simdi A={yel|[F(y),z]=0, her zel} ve
B={yel|d(y)=0} gibi I’ nin iki alt kiimesini tanimlayalim. (A,+) ve (B,+),
(1,+)* mnin iki toplamsal alt grubu ve (I,+)=(A,+)U(B,+) dir. Ayrica bir grup
iki 6z altgrubun birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya | =A dir ya da

| =B dir. Kabul edelim ki | =B olsun. O zaman her yel i¢in d(y)=0 yani
d(1)=0 olur. Bu ise daha 6nce yapilanz irdelemeden d =0 olmasim gerektirir,
bu bir ¢eligkidir. Diger yandan |=A olsun. O zaman her y,zel igin

[F(y),z]=0 dir. Bubagmtida y yerine yz alinip bagint1 kullanilirsa
[F(yz).2]=0
[F(y)z+yd(2),z]=0
[F(Y)z.z]+[yd(2),2] =0
yld(2). z]+[y, z]d(z) =0
olur. Son bagintida y yerine xy alinirsa her X,y,z el igin
xy[d(2), z]+[xy, z]d(z) =0
[y, z1d(z) +[x, z]yd (z) + xy[d(2), 2] =0

x([y, z1d(2) +yld(2), 2])+[x zlyd(z) =0
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olur. Son bagintida y[d(z),z]+[Y,z]d(z) =0 olmasi1 kullanilirsa her x,z el igin
[x,z]1d(z) =(0) bulunur. R asal bir halka oldugundan ya [X,z]=0 dir ya da
d(z)=0 dir. Benzer sekilde C={zel|[x,z]=0, her xel} ve
D= {Z el|d(2) =0} gibi I’ nin iki alt kiimesini tanimlayalim. (C,+) ve (D,+)
(I,+)> mn iki toplamsal alt grubu olmak tizere ve (I,+)=(C,+)u(D,+) dir.
Ayrica bir grup iki 6z altgrubun birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya | =C
dir yada 1=D dir. Eger | =D olursa, her zel i¢in d(z)=0 yani d(1)=0
olur ve buradan daha 6nce irdeledigimiz gibi d =0 ¢eliskisi elde edilir. Diger
yandan |1 =C olursa her x,zel igin [X,z]=0 olur ve bu I nin, R’ nin

degismeli bir ideali oldugunu ifade eder. Y. Ozellik 3.1.1 den R degismelidir
sonucu elde edilir.

Rehman’ 1n makalesindeki tiirevin sifir olma durumundaki eksiklikleri

tamamlamak i¢in simdi Ivica Gusic’ in ¢alismasinin ilgili boliimiini inceleyelim.

Teorem 3.1.2 R, birlesmeli asal bir halka, |, R’ nin sifirdan farkli bir ideali, d,
R’ nin herhangi bir fonksiyonu (tlirev veya toplamsal doniisiim olmas1 gerekmez),
F, her x,yeR igin F(xy)=F(x)y+xd(y) kosulunu saglayan R’ nin herhangi

bir fonksiyonu olsun.(F ’ nin toplamsal olmasi gerekmez)

(@) Her x,yel i¢in F(xy)=F(X)F(y) oldugunu kabul edelim. O

zaman d=0 ve bu durumda ya F=0 ya da her xeR i¢in
F(x)=x dir.

(b) Her x,yel icin F(xy)=F(y)F(x) oldugunu kabul edelim. O
zaman d =0 ve ve bu durumda ya F=0 ya da her xeR i¢in

F(x) =x dir. Budurum R’ nin degismeli olmasini verir.
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Ispat (a) F|, nin homomorfizma oldugunu kabul edelim. (Rehman, 2004), her
X,¥,zel igin (F(X)—X) yd(z) =0 oldugunu gostermistir. Bu bagintidan her
X,zel igin (F(X)—X)Id(z):(O) olur. d|,#0 oldugunu kabul edelim. Bu
durumda Y. Ozellik 2.2.1 den her xel i¢in F(x)=x elde edilir. O zaman her

X,y el icin
xy =F(xy) =F(x)y +xd(y)
=Xy +xd(y)

olur. Son bagintidan her X, yel i¢in xd(y)=0 olur. reR olmak iizere x
yerine xr alalim. O zaman xRd(y)=(0) olur. R, asal bir halka ve 10
oldugundan y el i¢in d(y)=0 elde edilir. Bu durumda d(1)=0 olmalidir. Bu

bir geliskidir. O zaman d|,=0 dir. Ayrica her X, y € | icin

F(xy)=F(X)y+xd(y)

=F()y

olur. F|, homomorfizma oldugundan F(xy)=F(x)F(y) dir. Yukaridaki iki
bagintidan her X, yel igin F(X)y=F(X)F(y) elde edilir. Son bagmtidan t e |

olmak tlizere x yerine zt aliirsa her z,t, y el igin

0=F(zt)(y—F(y))

=F(t(y-F(y))

olur. Yukaridaki bagmtidan her z,yel igin (0)=F(2)I(y—-F(y)) dir. Y.

Ozellik 2.2.1 den ya her zel igin F(z)=0 dir ya da her yel igin F(y)=y

dir. Her z el i¢in F(2) =0 oldugunu kabul edelim. O zaman r € R igin
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0=F(rz)=F(r)z+rd(2)
=F(r)z

olur. Yani (0)=F(r)l dir. 1 #(0) oldugundan Y. Ozellik 3.1.2 den R iizerinde
F =0 sonucuna varilir. Diger yandan her yel igin F(y)=y oldugunu kabul

edelim. O zaman r e R igin
ry =F(ry)=F(r)y+rd(y)
=F(r)y

dir. Yukaridaki bagintidan her re R ve yel i¢in ry=F(r)y elde edilir. Bu ise
(r—F(r))1 =(0) demektir. 1 (0) oldugundan Y. Ozellik 3.1.2 son bagintiya
uygulanirsa her reR i¢in F(r)=r dir. Simdi R tizerinde d =0 oldugunu
gostermek i¢in ilk olarak F =0 oldugunu kabul edelim. (burada aslinda F| =0

oldugunun kabul edilmesi de yeterlidir)
O zamanher reR ve zel igin
0=F(zr)=F(2)r+zd(r)
=zd(r)

olur. zel oldugundan yukarida yapilan ¢ikarimin aynisiyla her reR igin

d(r)=0 olur yani R iizerinde d =0 dir. Diger yandan F =1, oldugunu kabul

edelim. (burada F|,=1; oldugunun kabul edilmesi de yeterlidir)

Her zel ve reR igin
zZr =F(zr)=F(2)r+zd(r)

=zr+zd(r)
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olur. Son bagintidan hareketle her zel ve reR icin zd(r)=0 bagmntisina
ulasilir. Buradan 1d(r)=(0) olur. | #(0) oldugundan Y. Ozellik 3.1.2 son
bagintiya uygulanirsa her r e R i¢in d(r) =0 sonucuna varilir. Bu ise R {izerinde

d =0 demektir.

(b) F|, nin ters-homomorfizma oldugunu kabul edelim. Rehman (2004) te her
X, ¥,zel igin [F(z),y]xd(z) =0sonucuna elde edilmistir. Buradan hareketle
[F(z), y]ld(z) = (0) olur ve Y. Ozellik 2.2.1 denyaher ze| igin d(z) =0 dir ya
da her y,zel igin [F(z),y]=0 dir. Kabul edelim ki baz1 zel igin d(z)#0
olsun. O zaman her y el igin [F(2),y]=0 olur yani F(z)y=yF(z) dir. aeR,

xel ve reR icin ax=xa oldugundan
(ar—ra)x =a(rx)—r(ax)
=rxa—rxa
=0

olur. Son elde edilen esitlikten (ar —ra)l =(0) bagmtisa ulasilir. Y. Ozellik
3.1.2 den 1#0 oldugundan ar=ra olur. Bu esitlik reR olmak iizere

F(z)r =rF(z) olmasini verir. Son bagintidan hareketle her X, yel ve d(z) =0

olmak iizere z e igin
F(xyz) = F(xy)z+xyd(2)

olur. Diger yandan
F(xyz) = F(z)F (Y)F(x)
=F(y)F(2)F(x)

=F(y)F(x2)



22
=F(y)(F(X)z+xd(2))
=F(xy)z+F(y)xd(z)
olur. Her x, y el ve d(z) #0 olmak ilizere z €| i¢in yukaridaki iki bagintidan
0=(xy—F(y)x)d(2) (3.1.8)
elde edilir. t e R i¢in (3.1.8) de x yerine tx alinirsa
txyd(z) = F(y)txd(2)
olur. (3.1.8) sol taraftan t ile carpilirsa
txyd(z) =tF (y)xd(2)

bagmtisina varilir. Son iki baginti birlikte diigtiniildiigiinde her Xx,yel ve

d(z) # 0 olmak tizere z |l i¢in

F(y)txd(z) =tF(y)xd(z)
olur. Buradan
(F()t—tF(y))1d(z)=(0)

elde edilir. R, asal bir halka ve Y. Ozellik 2.2.1 den her yel ve teR igin
F(y)t=tF(y) olur. Bu durumda

F(xy) =F(y)F(x) = F(X)F(y)

olur. Yani F|, homomorfizma olur. O zaman (a) sikkindan d(1)=0 olur. Bu bir

celiskidir yani d||, =0 olmalidir. Diger yandan her X,y, ze€ | igin
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F(X)yz =F(xyz) = F(2)F(xy)
ve
F(OF(xy)=F(@)F(X)y=F(2)y=F(x)zy

oldugundan her x,y,z el igin

F(X)zy =F(x)yz

bagintisina ulagilir. te | igin X yerine xt alinirsa

F()t(zy—yz)=0

elde edilir. Yani F(x)!(zy—yz)=(0) olur. Y. Ozellik 2.2.1 den ya her xeR igin

F(x)=0 diryadaher z,yel i¢in zy =yz dir.

Eger her z,yel igin zy=yz olursa | degismeli olur. Bu durumda Y. Ozellik
3.1.1 den R degismelidir sonucuna varilir. O zaman F|, homomorfizma olur ve

(a) sikkindan ispat sonuglanir.

3.2 Lie ideal Uzerinde Hareket Eden Tiirevler

Bu bolimde Asma Ali, Nadeem-Ur-Rehman ve Shakir Ali’ in "On Lie
Ideals with Derivations as Homomorphisms and Anti-Homomorphisms" adli

calismasi esas olarak incelenecektir.

Bu boliim boyunca aksi belirtilmedikge, R merkezi Z(R) olan birlesmeli
bir halkayr gosterecektir. Ayrica U, herhangi bir kiime olmak {izere her ueU

icin u”>eU kosulu saglanirsa U kiimesi karesel kapali bir kiime olarak

adlandirilacaktir.
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Bu béliimde Bell ve Kappe’ nin ¢alismasinin (Asma et al., 2003) tarafindan

Lie ideallere genisletilmesi ele alinacaktir.

Teorem 3.2.1 R, 2-burulmasiz asal bir halka, d R’ nin bir tiirevi ve U, her

ueU icin u?’eU kosulunu saglayan R’ nin sifirdan farkli bir Lie ideali

olsun. Eger d, U iizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak

hareket ederse o zamanya d =0 diryada U < Z(R) dir.

Teoremin ispatina baglamadan Once ispatta kullanilacak olan bazi yardimci

ozellikleri verelim.

Yardimer Ozellik 3.2.1 [(Awtar, R., 1984), Teorem 7]R, 2-burulmasiz asal bir

halka, d, R’ nin tirevi ve U, R’ nin sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Her

ueU igin [u,d(u)]eZ(R) ise 0 zaman U < Z(R) dir.

Yardimer Ozellik 3.2.2 [(Bergen et al., 1981), Y. Ozellik 4] R, 2-burulmasiz asal
bir halka, U € Z(R) olmak tizere R’ nin bir Lie ideali olsun. Eger a,beR igin
aUb =(0) ise 0 zamanya a=0 dir yada b=0 dir.

Yardimer Ozellik 3.2.3 [(Bergen et al., 1981), Y. Ozellik 5] R, 2-burulmasiz asal
bir halka, U R’ nin sifirdan farkli bir Lie ideali ve d, R’ nin sifirdan farkli bir

tiirevi olmak tizere d(U) =0 ise 0 zaman U < Z(R) dur.

Teorem 3.2.1 in ispati U € Z(R) oldugunu kabul edelim. Ispat: iki durumda
irdeleyelim. ilk olarak d, R’ nin bir tirevi olmak iizere U iizerinde
homomorfizma olarak hareket etsin. Bu durumda Tanim 2.1.1 den her u,veU
icin d(uv)=d(u)d(v) dir ve Tanim 221 den her wu,veU igin
d(uv) =ud(v) +d(u)v dir. Son iki bagint1 birlikte diisliniildiigiinde her u,veU

i¢cin

d(uv) =ud(v)+d(u)v=d(u)d(v)
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sonucuna varilir. Son bagintida U yerine u® yazilip, baginti kullanilarak her

u,veU igin
uZd (v) +d (u®)v =d (u?)d (v)
bulunur ve burada esitligin her iki taraft tirev tanimlari kullamlarak agilirsa
uZd (v) + ud (u)v+d (u)uv = d (u)ud (v) -+ ud (u)d (v)
u(ud (v) +d (u)v) +d(u)uv = d(uyud (v) +ud (uv)
ud (uv) + d (u)uv = d (u)ud (v) +ud (uv)
d(u)uv =d(u)ud(v)
d(u)u(v—d(v)) =0 (3.2.1)

elde edilir. Hipotezden her v, weU igin (v+w)*,v*, w* €U dir ve ayrica U, R’

nin bir toplamsal alt grubu oldugundan vw+wv=(v+w)’—v>—w’eU den

w+wv eU elde edilir. Diger yandan U bir Lie ideal oldugundan

[v,w]=vw—wv eU dir. Elde edilen son iki bagintidan 2vw U sonucuna varilir.

(3.2.1) de v yerine 2vw almip (3.2.1) kullanilirsa her u,v,weU ig¢in

0=d(uu(2vw—d(2w))

= 2d (u)vw—2d (u)uvd (w) — 2d (u)ud (V)w
= 2d (u)u (v —d (v) ) w—2d (u)uvd ()
=—2d(u)uvd(w)

bulunur ve buradan 2d(u)uvd(w) =0elde edilir. Char(R)=2 oldugundan, her

u,v, wel igin
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d(u)uvd(w) =0 (3.2.2)

bagntisina ulasilir. Diger taraftan (3.2.2) de w yerine 2ww, yazilip, (3.2.2)

kullanilirsa her u, v, w, w,eU igin
0 =2d (u)uvd (W)w, + 2d (u)uvwd (w;) = d (u)uvd (2ww,)

olur. Char(R)#2 oldugunu kullanarak d(u)uvwd(w,)=0 elde edilir. Buradan
her u, v, w,eU i¢in d(u)uvUd(w,) = (0) dir. Y. Ozellik 3.2.2 ya d(w,) =0 ya da
d(u)uv =0 olmasini gerektirir. ilk durumda Y. Ozellik 3.2.3 den, ya d =0 ya da

U cZ(R) dir. Ispata baslarken U € Z(R) kabul edildiginden d =0 dir. Diger

yandan her u, veU i¢in
d(u)uv=0 (3.2.3)

olmasi durumunda (3.2.1) ve (3.2.3) birlikte diisiiniiliirse

d(uu (v —d (V)) =0=d(u)uv bagmtisina ulasilir ve buradan her u,veU i¢in

d(wud(v)=0 (3.2.4)

olur. d, U iizerinde homomorfizma olarak hareket ettiginden her u, veU igin
d (u(uv)) =d(u)d(uv) olur ve son bagintidan

d(u(uv))=d(u)uv+ud(uv) =d(u)d(uv) elde edilir. Diger taraftan,
d(u(uv))=d(u®)=u’d(v)+d(u*)Vv
=u’d(v)+d(u)uv+ud(u)v

dir ve ayrica d (u(uv)) =d(u)d(uv)=d(u)d(u)v+d(u)ud(v) oldugundan

u®d(v) +d(u)uv+ud(u)v =d(u)d(u)v+d(u)ud(v) bagmtisi elde edilir. (3.2.3),
(3.2.4) ve yukaridaki esitlikten
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u®d(v) +ud (u)v =d(u)d (u)v

olur. Bu bagmtidan

u®d(v) = (d (u)d (u) —ud (u))v = (d (u)® —ud (u))v (3.2.5)

bulunur. Her u €U ig¢in

d(u?) =d(u)d(u) =d(u)?

oldugundan ve ayni zamanda

du)® =d(u?) =d(u)u+ud(u)

bagintisindan d(u)® —ud(u) =d(u)u elde edilir. (3.2.5) de bu ifade yerine
yazilirsa u*d(v) = d(u)uv bagintisia ulasilir. (3.2.3) ve son bagmtidan her

u,velU igin

0=u’d(v) (3.2.6)

olur. (3.2.6) da v yerine 2vw yazilip, (3.2.6) kullanilirsa

0=u’d(2ww)

= 2u%d (V)w+ 2u?vd (W)

sonucuna ulasilir ve Char(R) =2 oldugundan her u,v,weU igin

u’vd(w) =0 (3.2.7)



28

elde edilir. (3.2.7) den her v,weU icin u’Ud(w)=(0) bagmtisim elde edilip Y.
Ozellik 3.2.2 kullanirsa ya her ueU igin u>=0 dir ya da her weU igin
d(w)=0 dir. Her weU i¢in d(w)=0 oldugunu kabul edelim. O zaman
d(U) =0 olur ve Y. Ozellik 3.2.3 den U c Z(R) elde edilir bu ise bir ¢eliskidir.
Diger taraftan her ueU igin u?=0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda her
ueU, reR i¢in U bir Lie ideal oldugundan ur—rueU olur ve kabulden
0= (ur—ru)® = (ur)® —ur’u—ru’r +(ru)® elde edilir. Her iki tarafin soldan u ile
carpilip diizenlenmesiyle 0=u(ur —ru)® = u?rur —u’r?u—uru’r +u(ru)?
bagintisina ulasilir. Daha sonra her ueU igin u®=0 oldugu kullanilarak
u(ru)>=0 bulunur. Elde edilen son bagmti sol taraftan r ile carpilirsa
(ru)® =0elde edilir. Y. Ozellik 2.2.3 de | yerine RU ve a yerine ru almip

uygulanirsa R yari-asal halka oldugundan ve yari-asal halkalarda sifirdan farkli
nilpotent eleman olmadigindan her ueU ve reR igin ru=0 elde edilir.

Ru=(0) ve R asal bir halka oldugundan U =(0) olmasimi gerektirir ki, bu ise
bir ¢eliskidir. Her iki durumda geliski verdiginden d =0 olmak zorundadir. d

nin U iizerinde homomorfizma olarak hareket ettigi durumda ispat tamamlanmis

olur.

Simdi d, U iizerinde ters-homomorfizma olarak hareket etsin Tanim 2.1.1 den

her u,veU igin d(uv)=d(v)d(u) dir ve Tanim 2.2.1 den her u,veU i¢in

d(uv) =ud(v) +d(u)v dir. Bu iki tanimdan hareketle

d(u)v+ud(v) =d(v)d(u) (3.2.8)

bagintis1 elde edilir. (3.2.8) de v yerine 2uv almip (3.2.8) kullanilirsa

d(u)2uv +ud(2uv) =d(2uv)d(u)

2d (u)uv + 2ud (uv) = 2d (u)vd (u) +2ud (v)d (u)

2d (u)uv + 2ud (uv) = 2d (u)vd (u) + 2ud (uv)
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2d (uW)uv = 2d (u)vd (u)
2(d(u)vd (u)—d(u)uv)=0

olur. Char(R)#2 oldugundan her u,veU i¢in d(u)vd(u)—d(u)uv=0 elde

edilir. Buradan
d(u)vd(u) =d(u)uv (3.2.9)

olur. (3.2.9) da v yerine 2vw alinip, (3.2.9) kullanilirsa her u,v,weU igin
d(u)2vwd(u) =d(u)u2vw dir. Buradan hareketle 2(d(u)vwd (u)—d(u)uvw)=0

elde edilir ve Char(R)#2 oldugundan
d(u)vwd (u) =d (u)uvw (3.2.10)
bulunur. (3.2.9) bagintis1 sag taraftan w ile ¢arpilirsa her u,v,weU igin
d(u)vd (u)w=d (u)uvw (3.2.1)

dir. Simdi de A={ueU |d(u)=0} ve B={ueU |[w,d(u)]} gibi U’ nun iki alt
kiimesini tanimlayalim. (A,+) ve (B,+), (U,+)’ nm iki toplamsal alt grubu ve
(A+)u(B,+)=(U,+) dir. Ayrica bir grup iki 6z altgrubun birlesimi seklinde
yazilamayacagindan ya U =A dir ya da U =B dir. Bu iki durumu ayr1 ayri

inceleyelim.

Ik olarak U = A oldugunu kabul edelim. Bu durumda her ueU icin d(u)=0
dir ve Y. Ozellik 3.2.3 den ya d =0 dir ya da U < Z(R)elde edilir. Ancak
kabulden U £Z(R) oldugundan bu durumda d =0 olmalidir. Diger yandan
U =B oldugunu kabul edelim. O zaman her u,weU i¢in [w,d(u)]=0 olur ve
ozel olarak W=u alinirsa her ueU i¢in [u,d(u)]=0 elde edilir. Buradan her
ueU igin [u,du)]=0eZ(R) elde edilir ve Y. Ozellik 3.2.1 den U c Z(R)

olmasini gerektirir ve bu bir ¢eligkidir.
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4. HALKALARDA GENELLESTIRILMIS SOL («, 8)-TUREVLER

Bu bolimde Mohammad Ashraf, Shakir Ali, Nadeem-Ur-Rehman ve

Muzibur Rahman Mozumder’ in "On Generalized Left («, f)-Derivations in

Rings" adli ¢alismasi incelenecektir.

(Bresar ve Vukman, 1990), R karakteristigi 2 ve 3 ten farkli asal bir halka
olmak iizere eger R halkasinda sifirdan farkli bir Jordan sol tiirev varsa o zaman
R’ nin degismeli oldugunu gostermislerdir. (Bresar, 1991), R asal bir halka,

F:R—>R ye tanimli toplamsal bir doniisiim olmak iizere her X,y eR i¢in
F(xy) =F(X)y+xd(y) olacak sekilde R’ nin bir d tiirevi varsa F doniistimiinii

R’ nin bir genellestirilmis tiirevi olarak adlandirilmistir. Bresar’ in ¢aligmasindan
hareketle Ashraf ve Ali, 2008 deki galismalarinda tezin baginda tanimlar1 verilen
genellestirilmis sol tiirev ve genellestirilmis Jordan sol tiirevleri tanimlamiglardir.
Ashraf ve Ali’ nin ¢alismasindan hareketle bu boliimde genellestirilmis sol

(a, p) -tirev ve genellestirilmis Jordan sol (e, ) - tiirev tanimlar1 verilmistir. R
bir halka, G:R—>R ye tanimhi toplamsal bir donisim ve «,f R’ nin
endomorfizmalar1 olsun. Her X,y e R i¢in G(xy) =a(X)G(y)+ B(y)S(X) olacak
sekilde R’ nin bir 6 Jordan sol («,f)-tlirevi varsa G ye R’ nin bir
genellestirilmis sol (a, p) -tlirevi, eger her X,yeR icin
G(x*) = a(X)G(X) + B(X)5(X) olacak sekilde R’ nin bir § Jordan sol («,/)-
tirevi varsa G ye R’ nin bir genellestirilmis Jordan sol («, f)-tiirevi denir.
Genellestirilmis sag («, ) -tiirev ve genellestirilmis Jordan sag («, f3) -tiirev

tanimlar1 benzer sekilde yapilmaktadir.

4.1 Genellestirilmis Jordan sol («, f)-Tiirevler

Bu béliimde genellestirilmis Jordan sol (e, f) -tiirevlerin karesel kapali bir Lie

ideal tuizerindeki hareketi incelenecektir.
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[(Ashraf, 2005), Teorem 3.3] R, 2-burulmasiz ve sol sifir bélen olmayan bir

komiitatore sahip olan bir halka, U karesel kapali R’ nin bir Lie ideali, « R’

nin bir endomorfizmasi olmak iizere her Jordan sol («,«)-tiirevin bir sol («, @) -

tiirev oldugunu gostermistir.

Her genellestirilmis sol (e, ) -tiirev bir genellestirilmis Jordan sol («, f) -tiirev

oldugu agiktir. Ancak asagidaki ornekte bu durumun tersinin dogru olmadig:

goriilmektedir.

Ornek 4.1.1 S, her elemaninin karesi sifir olan ancak sifirdan farkli bazi

elemanlarimin  carpimi  sifirdan  farkli  olan bir halka olmak {iizere
Xy e .
R= 00 ; X,ye S tanimlansin. G,06:R—>R ve «,f:R— R doniisiimleri

asagidaki gibi tanimli doniisiimler olsun;

o allo o)elle oo op<(6 )G 2

Xy X -y .. 2
ﬁ([ j]:(o OJ' Her reR igin G(r°) =a(r)G(r)+ p(r)o(r)

oldugunu gorelim:

X y)(s t .
Her , e R i¢in
0 0)\0 O

dir. Diger taraftan



Ao alllls ol Jklle o)-e 3o <)
(e

oldugundan G bir genellestirilmis Jordan sol («, f) -tirevdir. Ayrica G ’ nin bir

genellestirilmis sol (¢, f) -tiirev olmadigini gorelim:

(0 xt
oo
olur ve ayn1 zamanda

(o (e o))#(5 )5 35 36
1o oo o
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0 «xt -xs 0
= +
0 O 0 O
—-Xxs xt
0O O

oldugundan

o o) ollelle allls allslle o]}l o)

elde edilir. Bu durumda G’ nin bir genellestirilmis sol-(«, #) tlirev olmadigi

goriilmektedir. Bu boliimiin amaci yukaridaki teoremin tersinin hangi ek kosullar

altinda gerceklendigini gostermektir.

Teorem 4.1.1 R, 2-burulmasiz bir halka, U R’ nin sol sifir bolen olmayan bir
komiitator igeren karesel kapali bir Lie ideali, @ R’ nin bir otomorfizmasi ve
0 :R—R, R’ninbir Jordan sol («,«)-tiirevi olsun. Eger G : R — R toplamsal
doniisiimii her ueU icin GU?)=aU)G(U)+a(u)d(u) kosulunu saglarsa 0

zaman her u,veU ig¢in G(uv) =a(u)G(v) +a(v)o(u) dir.

Teoremin ispatina gegmeden Once ispatta kullanilacak bazi yardimer 6zellikleri
verelim. Yardimer Ozellik 4.1.1° i (Bergen, Herstein ve Kerr, 1981) deki
calismalarinda ispatlanislardir ve Yardimeir Ozellik 4.1.2° nin ispat1 [(Ashraf ve
Rehman, 2000), Y. Ozellik 2.3] e benzer sekilde yapilabilir.

Yardimar Ozellik 4.1.1 R, karakteristigi 2 den farkli asal bir halka, U € Z(R)
olacak sekilde U, R’ nin bir Lie ideali olsun. Eger a,beR i¢in aUb=(0) ise o

zamanya a=0 diryada b=0 dir.
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Ispat [(Bergen, Herstein ve Kerr, 1981), Y. Ozellik 1] de U, R’ nin U € Z(R)
kosulunu saglayan bir Lie ideali ise [M,R]cU fakat [M,R]£€Z(R) olacak
sekilde R’ nin bir M ideali oldugunu géstermislerdir. Hipotezde U, U € Z(R)
olacak sekilde R’ nin bir Lie ideali oldugundan [M,R]cU fakat [M,R]Z Z(R)
olacak sekilde R’ nin bir M ideali vardir. M, R’ nin bir ideali oldugundan
ueU, meM, a,beR veher yeR i¢in [mau,y]e[M,R]cU dir. aUb=(0)
oldugu kullanilirsa 0=a[mau, y]b =a[ma, yJub+amalu, y]o olur ve U, R’ nin
bir Lie ideali oldugundan [u,y]eU dir. Elde edilen baginti ve hipotezden

amalu, y]bo =0 bulunur. Bu durumda
0=a(may — yma)ub
= amayub —aymaub
=amayub
bulunur. a#0 oldugunu kabul edelim. R asal bir halka ve aMaRUb = (0)
oldugundan Ub = (0) elde edilir. O zaman her xeR ve ueU i¢in ux—xueU
oldugundan (ux—xu)b =0 dir. Buradan her x € R igin
0=uxb—xub

O=uxb

elde edilir. Son bagintt uURb = (0) olmasini gerektirir. R asal bir halka ve U = (0)

oldugundan b =0 dur.
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Yardimer Ozellik 4.1.2 R, 2-burulmasiz bir halka, U R’ nin karesel kapal1 bir

Lie ideali, ¢ R’ nin bir endomorfizmasi ve 6:R—R, her ueU igin
o(U?) =2a(u)S(u) kosulunu saglayan R’ nin bir toplamsal doniisiimii olsun. O

zaman her u,veU igin

(1) a([u,vD)s([u,v]) =0

(i) a(u®v—2uvu+w?)s(v) =0
bagintilar1 saglanir.

Ispat Hipotezden her ueU igin S(u®) =2a(u)s(u) dir. Bu bagmmtida u yerine

U-+v alinip bagint1 lineerlestirilirse
S((u+v)*)=8(u® +uv+vu+v?)
= 20/(U)S(U) + S(UV+VU) + 2 (V) (V)
olur. Ayrica
5((u+v)*)=2a(u+v)5(u+Vv)
=2a(u)3(u) + 2a(U) (V) + 2 (V)5 () + 2(V)5(V)
dir. Son iki bagntidan
S(uv+wu) =2a(u)6(v) +2a(v)5(u) (i)

elde edilir.



36
(i) (i) de v yerine uv+vu alinarak
S (U(UV +VU) + (U +VU)U ) = 2a(U)S(UV +VU) + 2a(UV +VU)S(u)
= 20/(u) (26:(U)3(v) + 2a(V)3(U))
+2a(UV)S(U) + 2 (Vu)S(u)
= 4a/(U?)S(v) +6a(Uv)S(U) +2a(vu)5(u)
olur. Diger taraftan
S (U +VU) + (U +Vu)u ) = SUAV +Vu?) + 25(uvu)
= 2a(U2)S(V) + 2 (V)3 (U?) + 25 (Uvu)
= 2a(U?)5 (V) + 2a(v) (2 (U)S(u) )+ 25 (uvu)
= 2a(U)S(V) + e (Vu)S(u) + 25 (uvu)
elde edilir. Son iki bagntidan her u,veU igin
S(uvu) = a(u?)5(v) +3a(uv)5(u) — a(vu)s(u) (i,)

bulunur. weU olmak iizere (i,) de u yerine u+w almarak

S((u+WV(u+Ww)) = ar((u+w)* ) 5(v) +3ex ((u+W)v) S(u +w)
—a (V(u+Ww))S(u+w)

=a(U?)SV) + a(W?)S(V) + a(uw+wu)S(v)
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+3a(uv)S(u) +3a(uv)5(w) +3a(Wv) 5(u)
+3a (W) (W) —a(vu)o(u) — a(vu)s(w)
—a(W)S(u) —a(vWw)s(w)
olur. Diger taraftan her u,v,weU igin
S ((U+W)V(U+W)) = S(UvU) + S(WVW) + S (U -+ wwur)
= a(u)5(v) +3a(uv)5(u) — a(Vu)S(u) + (W) 5(v)
+3a(Wv) S (W) — (VW) S (W) + S (uvw+ wvu)
bagmtisina ulagilir. Son iki bagmt: birlikte diisiiniildiigiinde
S(uvw+wvu) = ar(Uw-+wu)S(v) +3ar(uv) 5(w) +3ar(Wv) 5(u)
—a(vu)&(w) —a(vw)S(u) (i3)

elde edilir. (u+v)>=u®+Vv?+uv+vu dir ve U karasel kapali bir Lie ideal
oldugundan uv+vueU olur. Ayrica uv—vueU oldugundan 2uveU elde

edilir. Hipotezden & ((uv)z):Za(uv)é(uv) dir. (i) de w yerine 2uv alinirsa

26 (uv(uv) + (Uv)vu) = 2a (uv +uvu)S(v) + 6ar(Uv)S(uv) + 6a(uv?)S(u)
—2a(vu)o(uv) —2a(vuv)o(u)
olur. Ayrica

26 (uv(uv) + (Uv)vu) =268 ((uv)2 + uvzu)

=25((uv)? )+ 25(uvu)



38
= 4o (U)S(UV) + 2a(u?)S(v?)
+60(uv®)S(U) — 2a(V2u)S(u)

elde edilir. Son iki bagint1 birlikte diisiiniildiigiinde ve R, 2-burulmasiz bir halka

oldugundan

a([u,v])s(uv) = a(u)er ([u,v]) 5(v) +a(v)a ([u,v]) 5(u)

bagimtisi elde edilir. Son bagintida v yerine u+v almip gerekli diizenlemeler

yapildiginda her u,veU i¢in

a([u,v]) er(u)d(u) = ar(u)e([u,v]) S(u) (i,)

bulunur. (i,) de u yerine u+v alinip esitligin her iki tarafi acildiginda

a([uvl)a(u)su) +a([u,vl) a(v)S(v) +a([u,vl)a(u)s(v) +a([u,vl)a(v)S(u) =
aUa([u,v])su)+a(u)a([u,v])8(v) +a(v)a([u,v])Su) +a(v)a([u,v])S(v)

olur.Son baginti, (i,) ve daha once elde edilen
a([u, v])5(uv) = a(u)a([u, V])5(V) + a(v)a([u, v])5(u) bagintilar1  birlikte
kullanildiginda & ([u,v]) e(u)S(v) + e ([u,v]) e (v)S(u) = er([u,v]) S(uv) olur. Bu

ise her u,veU igin

a([u,vI)(8(uv) —a(u)s(v) —a(v)s(u)) =0 (i)

demektir. (i) ve (i;) den R’ nin 2-burulmasiz bir halka oldugu kullanilarak

a([u,v])(8(vu) —a(u)s(v) —a(v)s(u)) =0 (is)
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elde edilir. (i) ve (i) taraf tarafa gikarilarak her u,veU igin

a([u,v])S([u,v])=0

bagintisina ulagilir.

(if) Her u,veU igin hipotezden &([u,v]’)=2a([u,v])5([u,v]) dir. (i) den her

u,veU igin
S([u,vF)=0 (i)
olur.

Daha 6nce 2uv,uv+vu eU oldugu goriildigiinden simdi uv+vu bagintisinda u

yerine 2vu alinirsa 2vuv+2viueU ve uv—vueU bagmtisinda u yerine 2vu
almarak 2vuv—2vPueU elde edilir. Son iki bagmt1 taraf tarafa toplanirsa

4vuv €U bulunur. (i,) de v yerine 4vuv alinirsa
S (u(4vuv) + (4vuv)u) =45 (u(vuv) + (vuv)u)
=8(a(u)s(vuv) +a(vuv)s(u))
elde edilir. R, 2-burulmasiz bir halka oldugundan
& (u(vuv) + (vuv)u) = 2(a(u)S(vuv) + a(vuv)5(u))
bulunur. (i,), (i,) ve (ii,) den

0=35([u,vI)
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= & (u(vuv) + (vuv)u) -5 (uv’u) -5 (vu’v)
=2(a(U)SW) +a(UV)S(U)) - a(U*)5V?) ~3a(v*)5(u)
+a(VU)S() (V') S(U) ~3ar(vu')S(V) +a(uV)S(V)
=2(au)(@(v)5(u) +3a()5(V) ~aW)S) + a(u)5(u) )

—20(UAV)S (V) = 3ar(uv?)S(U) + e (viu) s (u) — e (v?) o (u)
—3a(vu?) +a(U?v)S(v)
= 3a(u*v—2uvu +vu?)S(v) —a(uv® — 2vuv +v°u)S(u)

elde edilir. Son bagintidan
a(uv? —2vuv +v2u)S(u) + 3ar(U?v — 2uvu +vu?)S(v) =0 (ii,)
bulunur.
(i,) bagmtisinda esitligin her iki tarafi agilip gerekli islemler yapildiginda
a(uv—vu)a(u)o(u) = a(u)a(uv—vu)s(u)
a(uvu)d(u) —a(vu?)S(u) = a(u?v)o(u) — a(uvu)S(u)
2a(vu)5(u) = (a(u?v) +a(wu?) ) 5(u)
olur. Son bagintidan her u,veU icin

a(U?v—2uvu +vu?)s(u) =0 (i)
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elde edilir. (ii,) de u yerine u+v almarak
0= cr((u+V)? = 2(u+V)V(U +V) +V(U+v)* ) (U +V)
= a((Uv—2uvu +wu?) - (ViU — 2vuv +uv?) ) (8(u) + 5(v) )
bulunur. (ii;) ve son bagint1 birlikte kullanilirsa her u,veU igin
a(u®v—2uvu +vu?)S(v) —ar(veu —2vuv +uv?)s(u) =0 (ii,)

olur. (ii,) ve (ii,) birlikte disiiniildiiginde ve R’ nin 2-burulmasiz bir halka

oldugu kullanilirsa
a(u?v—2uvu +vu?)s(v) =0
elde edilir.

Yardimer Ozellik 4.1.3 R, 2 -burulmasiz bir halka, U R’ nin karesel kapal1 bir
Lie ideali, ¢ R’ nin bir endomorfizmasi ve 6:R — R, R’ nin bir Jordan sol

(a, ) -tiirevi olsun. Eger G : R — R toplamsal doniistimii her u €U olmak iizere
G(U?) = a(u)G(u) + a(u)d(u) kosulunu sagliyorsa o zaman her u,v,weU igin

asagidakiler saglanir:

(i) G(uv+wu) =a(U)G(V) +a(V)G(u) +a(u)s(v) + a(v)5(u) dir.

(if) G(uvu) = ar(uv)G(u) +2e/(uv)S(u) + (u*)5(v) — er(vu)S(u) dir.

(iii) G(uvw+wvu) = a(UV)G(W) + a(W)G(U) +2a(uv)5(w)
+2a(W)S(U) + a(Uw)S(v) +a(wu)s(v)

—a(Vu)o(w) —a(vw)o(u) dir.
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ispat (i) Hipotezden her ueU igin
G(u*) = a(u)G(u) +a(u)s(u) (411
dir. (4.1.1) lineerlestirilirse;
G((u+v)*)=a(u+V)G(U+V)+a(u+V)5u-+v)
= a(U)G(u) +a(U)G(V) + a(V)G(u) + a(vV)G(v)
+a(U)o(u) +a(U)s(v) +a(v)s(u) + a(v)s(v)
olur. Diger taraftan
G((u+v)*)=GU* +uv+vu+v?)
= G(U?)+G(v?) +G(uv+Wwu)
= a(U)G(u) +a(u)3(u) +a(V)G(V) + e (v)S(v) + G(uv +wu)
elde edilir. Son iki baginti kullamlarak
G(uv +wu) = a(U)G(v) + (V)G (U) + a(U)S(v) + (V)5 (u)

bulunur.

(i) U  karesel kapali bir Lie ideal oldugundan

(U+V)? —u®—v? =uv+wvu eU dir. (i) de v yerine uv+vu yazilirsa

G (u(uv +vu) + (uv +vu)u ) = a(U)G(Uv +vu) + e (uv +vu)G(u)

+a(U)o(uv+vu)+a(uv+vu)o(u)  (4.1.2)
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bulunur. &, bir Jordan sol («,)-tiirev oldugundan

S(U?) = a(u)s () +a(u)s(u)
=2a(u)o(u)
dir. Son bagnti lineerlestirilerek her u,veU igin
5((u +v)2) =5(U?)+ (V) +SUuv+vu) =2a(u+Vv)SU+V)

olur. Boylece esitligin her iki tarafi agilip gerekli diizenlemeler yapildiginda

2a(U)o(u) +2a(V)O (V) + S(uv +vu) = 2a (U)oU) + 2a(U)S(V) + 2a(V)o(u) +2a(V) (V)

bulunur. Buradan
S(UV+VU) = 2a(U) (V) + 2e(v)S(U)
bagmtist elde edilir. Son bagint, (4.1.2) ve (i) den her u,veU igin
G (U(uv+Vu) + UV +Vu)u) = a(U) (a(U)G(V) + a(V)GU) + aU)3(V) + a(v)5(u))
+a(Uv)G(u) +a(vu)G(v)
+a(u)(2a(U)s(v) +2a(v)S(u))
+a (U)o (u) +a(vu)s(u)
= a(U*)G(v) +a(W)G(u) +a(u®)5(v) + a(uv)s(u)

+a(UV)G(U) + a(Vu)G(u) + 2a(uU)S(v)
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+2a(Uv)S(u) + @ (W)S(u) + () S(u)
elde edilir. Boylece
G (u(uv-+vu) + (U +vu)u) = a(U?)G(v) + 2 (V)G (U) +a(Vu)G(u)
o (uv)S(U) +3a(u?)S(V)
+a(vu)s(u) (4.1.3)

bagintisina ulagihir. Diger taraftan her u,veU igin
G (uuv+vu) + (U +vu)u ) = G(UPV +Uvu +Uuvu +vu?)
= G(U%) +2G(uvu) + G(vu?)
= a(U*)G(v) + (V) (u*) +2G(uvu)
+a(V)G(U?) +a(u®)5(v)
=2G(uvu) +a(u*)G(v) +a(vu)G(u) +e(vu)S(u)
+a(U?)S(V) + 2a(vu)S(u) (4.1.4)
elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.4) kiyaslandiginda her u,veU igin
2G(uvu) = 2a(uv)G(u) +4a (UV)S(U) + 2 (u?) S(v) — 2a(vu) S(u)

bulunur ve Char(R) # 2 oldugundan

2G(uvu) = a(uv)G(u) + 2 (uv)S(u) + e (U?) S (V) — a(vu) S(u)
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olur.

(iii) (ii) lineerlestirilerek, u yerine u+w alindiginda her u,v,weU i¢in

G ((u+wWv(u+w))=cr((U+WV)G(u+Ww)+2a ((U+w)v)S(u+w)
+ar((u+w)’)SW) —a(v(u+ W) (u +w)
= a(u)G(u) +a(uv)G(w) + a(W)G(u) + a(Ww)G(W)
+2a (V)5 (U) + 2 (W) (u) +2a(uv) (W)
+a(UW)S(V) + 2a (W) S (W) +a (U*)5(v)
+a(Wu)S(v) +a(W?)S(v) —a(vu)s(u)
—a(vu)S(w) — a(vw)S(u)
—a(w)s(w) (4.1.5)
olur. Diger taraftan
G (U -+ WV(U +W)) = G(UVU -+ UVW -+ WYL + W)
= G(uvu) + G(Wvw) + G(uvw+ wvu)
= a(W)G(U) +2a:(u)5(u) + (U5 (v) —ax(vu)S(u)
+a (W)G(W) + 2a(Wv)S(W) + (W) S5(V)
—or (VW) S(W) + G (Uvw+ W) (4.1.6)

bagintisi bulunur. (4.1.5) ve (4.1.6) den her u,v,weU i¢in
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G(uvw-+wwvu) = a(uv)G(W) + a(Wv)G(U) + 2a(uv) 5(W) + 2a(Wv) 5(u)
+a(UW)S (V) + a(Wu)o(v) — a(vu) o (w) — a(vw) o (u)

elde edilir.

Teorem 4.1.1 in ispat1 Y. Ozellik 4.1.3 iin (iii) de w yerine uv—vu alinirsa her

u,veU icin

G (uv(uv —vu) + (uv —vu)vu) = a(uv)G (uv —vu) + e ((uv —vu)v ) G (u) + 2ex(uv) S(uv —vu)

20 (W —vu)v) 5(u) +a (u(uv —vu) ) 5(v)
+ar (v —vu)u) 5(v) — e (vu)S(uv —vu)
—a(v(uv —vu)) 5(W)S(u)
= a(W)G(W) - a(W)G ) +a ([u,v]) @(V)G(u)
+2a(uv)S(uv) + 2 ([u, v1) ex(v) S (u)
+a(W)e([u,v1)S(v) +a ([uv]) a(U)W)
~a(vu)s ([u,v]) - a(v)e ([u.v]) 5(u)
= a(W)G(W) - a(W)G () +a ([u,v]) a(vV)G(u)
+a([u, V1) (U, VD) + @ ()5 ([u, 1)
+20r ([u,V]) a(V)5(u) + e (u)er ([u, V1) 5(v)

+a ([u,v]) a(u)s(v) —a(v)a ([u,v]) 5(u)

elde edilir. Y. Ozellik 4.1.2 (i) de yukarida elde edilen baginti kullanilirsa her
u,velU icin
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G (uv(uv —vu) + (Uuv —vu)vu ) = e (uv)G(uv) — e (Uv) G (vu)
+a ([u,v]) a(V)G(u) +a(uv)s([u,v])
+2a([u,v]) (V)6 (u) +a(u)er ([u,v]) 5(v)

+a ([u,V]) a(U)S V) —a(v)e([u,v])5(u)
bulunur. Esitligin sag tarafina a(v)a([u,v])S(u) eklenip gikarilirsa
G (uv(uv—vu) + (uv —vuyvu) = ar(Uv)G(uv) — (uv)G(vu)
+o([u V) (V)G (U) +a(uv)s([u,v])
+20r ([u,v]) (V) () +er(u)er ([u, V1) 5(v)
+or([uv]) (WS ()
—2a(V)a([u,v])5(u)
+a(vV)er([u,v])S(u) (4.1.7)
elde edilir. Diger taraftan her u,veU icin
4G (uv(uv —vu) + (uv —vu)vu) = 4G ( (uv)® —uv’u +uv’u — (vu)? )
= 4o (UV)G(Uv) +4a(uv)S(uv)
—Aa(Vu)G(vu) — dar(vu)S(vu)

olur. R, 2-burulmasiz bir halka oldugundan her u,veU igin
G (uv(uv —vu) + (uv —vu)vu ) = er(uv)G(uv) + ar(uv) S(uv)

—a(vu)G(vu) —a(vu)o(vu) (4.1.8)
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elde edilir. (4.1.7) ve (4.1.8) den

0= ([v,u]) G(vu) + ex([v,u]) (V)G () + ex ([v, u] ) x(U) 5 (V)

+2a([v,u]) (V)5 (u) ~2a(v)ex ([v, u]) 5(u) + () ([v, u]) ()

+ra()a([v,u]) 5(u) + a(u)5(w) — () 5(v)
= a(VuV)G(u) + ar(vu?)S(v) — e (uv?)G (U) — e (uvu) S (v) + ax(uv?)G(u)
+a(VUV)G (U) + a(Uvu) S (v) — a(Vu?)S(v) + 2cr(uv?) 5(u)

—2a(VUV)S(U) —2a(Vuv)S(U) + 2 (V2U)S(U) + a(UPV) (V)

—a(uu)S(v) +a(vuv)s(u) —a(viu)s(u)
+a(VU)S (V) — ar(Uv)S(vu) (4.1.9)
olur.

[(Ashraf, 2005), Teorem 3.3], her Jordan sol («,«)-tlirevin bir sol (e, ) -tiirev
oldugunu gostermistir. Yani her u,veU ig¢in S(uv)=a(u)o(v)+a(v)o(u) dir.

Y. Ozellik 4.1.2 (ii) den

0 = a(UPV — 2uVU + VU?) (V) — (VU — 2vuv + Uv? ) S (u)
= a(u)er([v,u]) 5(v) + (Ve ([v, ul) 5(u) + e (Vu)3(v) — () 5(vu)
= a(U*V)S8(V) —a(uvu)S(v) + a(vuv)S(u) — a(viu)S(u)
+a(Vu)S (V) — e (Uv)S(vu) (4.1.10)

olur. Ayrica (4.1.9) ve (4.1.10) dan
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0 =2a(uv?)S(U) — 2a(vuv)S(u) — 2a(vuv)S(u) + 2a(v2u)S(u)
= 2a([v,u]) a(v)5(U) — 2a(v)e ([v, ul) S(u)
= 2ar(V2u — 2uvu +uv?)S(u) (4.1.10)
olur. (4.1.9), (4.1.10) ve (4.1.11) dan her u,veU igin
0=ar([v, u]) G(vu) +a([v, u]) a(v)G(u) + ([, ul) e(u) 5(v)
0=ar([v,u]) G(vu) + & ([v, u]) (@ (V)G () + a(u)5(V))
0= ([v,u]) G(vu) + (v, u]) G(wu)
elde edilir ve bu esitlikten her u,veU igin

0=a([v,u])(G(uv) —a(u)G(v) —a(v)S(u))

olur. Simdi her u,veU igin H(u,v)=G(uv)—a(u)G(v)—a(v)o(u) olacak
sekilde H:UxU — R doniisiimiinii tanimlayalim. G, ¢ ve «a doniisiimleri

toplamsal doniisiimler oldugundan H doniisiimiiniin de toplamsal oldugu agiktir.

a([u,v])(G(uv) —a(u)G(v) —a(v)&(u)) =0 oldugundan her u,veU ig¢in

a ([u,v]) H(u,v) =0 dir. &, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan

a(a([uV)H(u,v))=a(0)=0

yazilir ve buradan her u,veU i¢in

[uvle™ (H(u,v))=0 (4.1.12)
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elde edilir. Simdi [a,b]Jc =0 kosulu ¢=0 olmasini1 gerektirecek sekilde U > nun
sabit a ve b elemanlarini alalim. O zaman (4.1.12) bagmtisi a’l(H(a, b))zO
olmasini gerektirir, (4.1.12) de u yerine a ve ayni zamanda Vv Yyerine b alinirsa

a™(H(a,b))=0 olur ve &, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan
H(a,b)=0 (4.1.13)
elde edilir. (4.1.12) de u yerine u+a almp bagnti kullanilirsa
[u+avle ' (Hu+a,v))=([uVv]+[av])(a™* (HUV)))+a*(H(@V))
=[uvle™ (H(u,v))+[uvla™ (H(a,v))
Ha,vle " (H(u,v)+[avle ™ (H(@v))

=[u,vle™ (H(a,v))+[a,vla™ (H(u,v))

bulunur. Buradan

[uvle™ (H(a,v))+[a,v]le™ (H(u,v))=0 (4.1.14)
elde edilir ve (4.1.14) de v yerine b alinilirsa

[u,ble (H(a,b))+[a,bla™ (H(u,b))=0
olur. (4.1.12) den son baginti

[a,bla™ (H(u,b))=0

olmasini verir. [a,b] sol sifir bolen olmadigindan her u €U ig¢in
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a(H(u,b))=0 (4.1.15)

elde edilir. (4.1.14) de v yerine v+b almip (4.1.13), (4.1.14) ve (4.1.15)

kullanilarak

[u,v+ble™ (H(a,v+b))+[a,v+bla™(H(u,v+b))=0

bulunur. Son baginti

0=[u,v+bla™(H(a,v+b))+[a,v+bla™(H(u,v+b))

=[a,ble™ (H(u,v))+[u,ble™* (H(a,v))

olmasini gerektirir. Boylece

[a,bla™ (H(u,v))+[u,ble™ (H(a,v))=0 (4.1.16)

elde edilir. (4.1.16) da u yerine a alarak 2[a,b](e™"(H(a,v))=0 bulunur.

R, 2 -burulmasiz bir halka oldugundan [a,b]a™ (H(a,v))=0 dir. Buradan

a*(H(aV))=0 (4.1.17)

elde edilir. (4.1.16) ve (4.1.17) den her u,veU i¢in [a,ble (H(u,v))=0
olur. Bu baginti a_l(H(u,V))zo olmasmi gerektirir. «, R’ nin bir

otomorfizmasi oldugundan her u,veU i¢in H(u,v) =0 elde edilir. Boylece H”’

m tanimindan H(u,Vv) = G(uv) —a(U)G(V) —a(v)Ss(u) =0 olur.
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Onerme 4.1.1 R, 2-burulmasiz bir halka ve & R’ nin bir otomorfizmasi olsun.
R sol sifir bolen olmayan bir komiitator icersin. Eger 6:R — R, R’ nin bir

Jordan sol (¢, a)-tiirevi ise 0 zaman 8, R’ nin bir sol («, ) -tiirevidir.

Teorem 4.1.2 R, karakteristigi 2 den farkli asal bir halka, U karesel kapali R’
nin bir Lie ideali olsun. & R’ nin bir otomorfizmasi ve 0:R — R, R’ nin bir
Jordan sol («,a)-tirevi olsun. Eger G:R—>R toplamsal doniisiimii her
u,veU icin G(uv) =a(u)G(V) +a(v)o(u) kosulunu sagliyorsa o zaman ya

o6U)=(0) diryada U < Z(R) dir.
Ispat U ¢€Z(R) oldugunu kabul edelim. Hipotezden her u,veU igin

G(uv) = a(U)G(V) + x(v)S(u) dir. Buradan u yerine u® almirsa o zaman her

u,veU igin
G(u*v) = a(u*)G(v) +a(v)5(u®)
olur ve 5(u?) = 2a(u)8(u) oldugundan
G(U?V) = a(U?)G(V) + 2cx(vu)S(u) (4.1.18)
elde edilir. Diger taraftan
2G(u*v) =2G (u(uv)) = 2(e(U)G(uv) + a(uv)s(u))
= 2(a(u) (a(U)G(V) +a(V)s(v)) +a(uv)s(u) )

=2(a(U*)G(v) + 2a(u)5(u))

bulunur. Char(R) # 2 oldugundan
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G(U?V) = a(U?)G(V) + 2a(uv)o(u)

sonucuna varilir. (4.1.18) ve (4.1.19) den her u,veU igin

2a([u,v])6(u) =0

elde edilir. Char(R) #2 ve «, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan

[uvle™ (8(u))=a(0)=0

bulunur. Son bagintida v yerine 2vw alinirsa her we U igin

[u, 2w]le ™ (8(u))=0

elde edilir ve buradan

2[u,viwe ™ (5(u))+2v[u,wle ™ (5(u)) =0

2[u, vlwa ™ (5(u)) =0

bulunur. Char(R) # 2 oldugundan her u,v,weU i¢in

[u,vlwe ™ (5(u)) =0

olur. Buradan hareketle her u,veU olmak lizere

[uvlUa™(5(u))=0

(4.1.19)
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elde edilir. Y. Ozellik 4.1.1 den belirli bir ueU ve her veU igin [u,v]=0 ya
da a(8(u))=0 dir.  Simdi A={ueU|[uv]=0veU} ve
B :{u eU | a"l(é(u))=0} gibi U ’ nun iki alt kiimesini tanimlayalim. (A,+) ve
(B,+), U’ nun iki toplamsal alt grubu ve (A,+)u(B,+)=(U,+) dir. Ayrica bir

grup iki 6z altgrubun birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya U = A ya da
U =B dir.

Eger U = A alinirsa o zaman her u,veU i¢in [u,v]=0 olur ve bu U ’ nun

degismeli olmasini verir. U degismeli oldugunda R’ nin merkezinde igerilir ve

kabulden bu bir ¢eliskidir.

Eger U=B alimrsa her ueU i¢in o« (S(u))=0 olur. @, R’ nin bir
otomorfizmasi oldugundan a(oc"l(é'(u))) =a(0) =0 bulunur. Béylece her ueU

icin 6(u) =0 yani 5(U) =0 dir.
4.2 Genellestirilmis sol («, f) -Tiirevler

Bu bolimde aksi belirtilmedik¢e R asal bir halka, d :R — R, R’ nin bir
tiirevi olarak alinacaktir. S, R’ nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger her
X,ye S icin d(xy)=d(x)d(y) kosulu saglanirsa o zaman d’ ye S iizerinde
homomorfizma olarak hareket eder, eger d(xy)=d(y)d(x) kosulu saglanirsa o

zaman d’ ye S tizerinde ters-homomorfizma olarak hareket eder denir. Daha

onceki boliimlerde verilen (Bell ve Kappe, 1989) calismasindan esinlenerek

[(Ashraf, 2005), Teorem 4.2] R, asal bir halka, K R’ nin sifirdan farkli bir
ideali, 8 ve ¢ R’ nin otomorfizmalari, 6:R — R, R’ nin bir sol (8, ¢)-tlirevi
olmak iizere eger &, K iizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak

hareket ederse 0 zaman 6 =0 oldugunu gdstermistir.
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Daha sonra Ali, Ashraf’ in ¢caligmasini sol Jordan (e, f) -tiirevlere genisletmis ve

[(Ali, 2011), Teorem 4.1] R 2-burulmasiz asal bir halka, I R’ nin sifirdan
farkli bir ideali, 6:R — R, R’ nin bir sol Jordan («, ) -tirevive G:R —>R, &

tiirevi ile belirlenen R’ nin genellestirilmis bir sol tiirevi olmak iizere eger G, |

tizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket ederse ya R
degismeli ya da her x € R i¢in G(x) = xq olacak sekilde bir q€Q,(R.) oldugunu

gostermistir.

Bu boliimde R asal bir halka, 5 R’ nin bir birlesmeli sol («, f) -tiirevi ile belirli
bir genellestirilmis sol («, ) -tlirevi olmak tizere 6’ nin R’ nin sifirdan farkli bir
ideali tizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareketi
incelenecektir.

Teorem 4.2.1 R, asal bir halka, |1 R’ nin sifirdan farkli bir ideali olsun. « ve f

R’ nin otomorfizmalar, G:R—> R toplamsal doniisimii R’ nin bir & sol

(a, B) -tiirevi ile belirli genellestirilmis sol (e, ) -tiirev olsun.

(i) Eger G, | {iizerinde homomorfizma olarak hareket ederse o zaman ya

R degismelidir yada 6 =0 dir.

(i) Eger G, | iizerinde ters-homomorfizma olarak hareket ederse o

zaman ya R degismelidir yada 6 =0 dur.

Ispat (i) G, | iizerinde homomorfizma olarak hareket ettiginden her u,ve | icin

G(uv) =G(Uu)G(v)

=a(U)G(V)+ B(V)o(u) (4.2.1)

elde edilir. (4.2.1) den her u,v,wel igin
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G(uvw) =G (u(w)) = a(u)G(vw) + B(w)S(u) (4.2.2)

olur. Diger taraftan her u,v,we |l igin

G(uvw) =G ((uv)w) =G(uv)G(w)

=a(U)G(V)G(W)+ B(V)o(u)G(w) (4.2.3)

bulunur. (4.2.2) ve (4.2.3) den her u,v,wel igin

AW)S(U) = S(V)5(U)G(w) (4.2.4)

olur. (4.2.4) den hareketle her u,v,wel igin

AW (BW)S(u) -5(u)G(w)) =0

elde edilir. B, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan her u,v,we | igin

VBT (BW)S(U)—S(u)G(w)) = £7(0)=0

dir. Son bagintida r € R olmak tizere v yerine vr alinarak her u,v,we | i¢in

VRA(SW)S(U) - S(U)G(W)) =0

bagintis1 elde edilir. R asal bir halka ve I, R’ nin sifirdan farkli bir ideali

oldugundan her u,we | icin

LW)o(u) =0u)G(v) (4.2.5)
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olur. (4.2.5) de vel olmak iizere u yerine uv alimirsa

AW (u)5(v) + (W) S(V)6(U) = a(u)5(V)G(W) + B(V)S(U)G(W) (4.2.6)

bulunur. (4.2.5) ve (4.2.6) den bu durum

BW)a(u)s(v) + (W) (V)6 (u) = S(V) (W) (U) —a(u) B(w)S(v) =0

olmasini gerektirir ve buradan

[B(w), LIS U) +[B(W), a(u)]6(v) =0 (4.2.7)

elde edilir. (4.2.7) de w yerine v alinirsa her u,vel igin

[B(v), a(u)]6(v) =0 (4.2.8)

olur. r e R olmak iizere (4.2.8) de u yerine ru alinirsa her u,vel igin

0=[BV),a(ru)l6(v) = a(rAV), a(WlsV) +LA(V), a(r)]a(u)s(v)

bulunur. Buradan her u,vel i¢in

[B(V), a(N]a(u)s(v) =0

elde edilir. &, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan

a ([BW), a(N]le(u)s(v)) =a(0) =0

olur. Ayrica I, R’ nin bir ideali oldugundan r € R ve her vel igin
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o ([BV), a(N]IRa ™ (5(v))) = (0)

elde edilir,. R nin asaligmdan reR ve her vel ¢in ya

a ([B(v),a(N])1 =(0) dir ya da a(5(v))=0 dir. Simdi A={vel, her

reR| o™ ([B(v),a(n])={0}} ve B={vel | a(5(v))=0} gibi I’ mn
iki alt kiimesini tanimlayalim. (A,+) ve (B,+), (I,+)’ mn iki toplamsal alt
grubu ve (A,+)u(B,+)=(l,+) dir. Ayrica bir grup iki 6z altgrubun birlesimi
seklinde yazilamayacagindanya | =A yada | =B dur.

Eger A=1 ise a(r)=r'eR ve her vel olmak iizere & ([B(v),r'])1 =0 olur.
seR igin r'=r's almirsa " ([,B(V), r'])SI +a () a™ ([ﬂ(v),s])l =0 bagmtisi
bulunur. Buradan o™ ([B(v),r'])RI =(0) olur. R nin asallig1 ve | min R’ nin

sifirdan farkli bir ideali olusu o ([,B(V), r’]) =0 sonucunu verir. &’ nin R’ nin

bir otomorfizmasit oldugu kullanilarak [£(v),r']=0 elde edilir. Buradan |’ nin

merkezi oldugu bulunur ve bu R’ nin degismeli olmasini verir.

Eger B=1 ise 0 zaman her vel i¢in o (5(v))=0 olur. @, R’ nin bir
otomorfizmasi oldugundan her vel igin 6(v)=0 olur. reR olmak iizere v
yerine rv alinirsa  0=45(rv) = a(r)o(v)+ S(V)o(r) = S(v)o(r) bulunur. g, R’
nin bir otomorfizmast oldugundan V,B’l(5(r))=0 olur. Son bagintida seR
olmak tizere Vv yerine vs alinirsa vsﬂ‘l(ﬁ(r)):o olur. Boylece
VRB™(5(r))=(0) olur. R asal bir halka ve (0)# 1 oldugundan S~*(5(r))=0
olur. Ayrica £, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan r e R igin &(r)=0 dir ve

bu 6 =0 olmasini gerektirir.

(if) G, | fizerinde ters-homomorfizma olarak hareket ettiginden her u,ve | igin

G(uv) =G(V)G(u)
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=a(U)G(V) + S(V)o(u) (4.2.9)

olur. (4.2.9) de v yerine uv alinirsa her u,vel igin

G(u®v) =G (u(uv)) =G(uv)G(u)
=a(U)G(uv) + S(uv)s(u) (4.2.10)

elde edilir. (4.2.9) ve (4.2.10) den

a(W)G(uv) + S(uv)o(u) = ax(U)G(V)G(U) + S(V)o(U)G(u) (4.2.11)

bulunur. (4.2.9) ve (4.2.11) den her u,vel igin

Bv)é(u) = S(V)6(U)G(u) (4.2.12)

olur. (4.2.12) de r € R olmak iizere v yerine rv alinirsa her u,vel igin

Aurv)é(u) = p(rv)6(u)G(u)

elde edilir. B, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan

pW)BI)BWVSU) = B(r)S(V)SU)G(u) (4.2.13)

olur. (4.2.12) sol taraftan £(r) ile ¢apilirsa

B BW)AV)S() = 4(r) f(V)S(U)G(u) (4.2.14)
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elde edilir. (4.2.13) ve (4.214) den reR, her u,vel olmak iizere
[BW), B(N]LNV)Oo(U)=0 bagmmtisina varitlir. £, R’ nin bir otomorfizmasi
oldugundan reR ve her uyvel igin [u,rivg™(5(u))=0 elde edilir. Son
bagintidan reR ve her uel igin [u,r]lf7(5(u))=(0) ve buradan
[u,r]IRB™(S5(u))=(0) ifadesine ulagthr. R’ nin asalhindan uel igin ya

[ur]l=(0) ya da 6(u)=0 dir. Buradan (i) nin ispatinda yapilan benzer

tekniklerle & =0 sonucuna varilir.
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5. ASAL HALKALARDA GENELLESTIRILMIS SOL

(6,¢) -TUREVLER

Bu bolimde Xiao-Wei Xu ve Hong-Ying Zhang’ in "A Note On

Generalized Left (0, ¢)-Derivations in Prime Rings" adl1 ¢alismasi incelenecektir.

R, birlesmeli bir halka, 6 ve ¢, R’ nin endomorfizmalar1 olsun.
1R — R toplamsal doniisiimii her X,y e R i¢in w(Xy) = 6(X) u(y) + u(X)é(y)
kosulunu saglarsa g doniistimiine R’ nin bir (€, ¢)-tlirevi denir. g, R’ nin bir
(0,9)-tirevi olmak {iizere 6:R—>R toplamsal doniisimi her X,yeRigin
o(xy) =60(x)o(y)+ u(xX)¢(y) kosulunu saglarsa o zaman 6 doniisiimiine R’ nin

bir genellestirilmis (6, @) -tiirevi denir. Tanimlar g6z 6niine alindiginda

tiirev — genellestirilmis tiirev— genellestirilmis (8, ¢) -tiirev ve

tirev — (0, @) -tirev— genellestirilmis (0, @) -tlirev

diyagramlarini verebiliriz. Bu tanimlar ve bu tanimlarla ilgili sonuglar (Bresar,
1991), (Hvala, 1998), (Lee, 1999), (Chang et al, 1994), (Cheng et al, 2006) ve
(Ashraf et al, 2004) ¢alismalarinda vardir. Sol tiirevlerle ilgili ilk ¢alismalara
Bresar ve Vukman tarafindan baglanmistir. (Bresar ve Vukman, 1990) R bir
halka, x:R— R toplamsal doniisimii her X,y eR igin z(xy)=xXu(y)+ yu(X)
kosulunu saglarsa x’ niin R’ nin bir sol tiirevi oldugunu gostermislerdir. Ayrica
bu calismalarda R, asal bir halka olmak ilizere R sifirdan farkli bir sol tiirev

icerdiginde R’ nin degismeli oldugunu gosterilmistir.

(Zaidi, Ashraf ve Ali, 2004) R birlesmeli bir halka, ¢ ve ¢, R’ nin
endomorfizmalar1 olmak iizere her x,y € R i¢in 6:R — R toplamsal doniisiimii
o(xy) =0(x)o(y) +o(y)o(x) kosulunu saglarsa o zaman &, R’ nin bir sol (6, ¢)-

tiirevi oldugunu gostermislerdir.
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(Ashraf ve Ali, 2008) R birlesmeli bir halka, § R’ nin bir sol tiirevi olsun.
G:R—>R toplamsal doniisimii her x,yeR i¢in G(xy)=xG(y)+ yds(X)
kosulunu saglarsa o zaman G’ nin R’ nin bir genellestirilmis sol tiirevi oldugunu
gostermislerdir. Ayrica R birlesmeli bir halka, & ve ¢, R’ nin endomorfizmalar
ve 4, R’ nin bir sol (@,¢)-tirev olmak iizere her x,yeR i¢cin 6:R—>R
toplamsal dontisimi S(Xxy) = (X)S(y) +d(y) u(X) kosulunu saglarsa &, R’ nin
bir genellestirilmis sol (&, ¢)-tiirevi oldugunu gostermislerdir. Yukarida yapilan

tanimlarin 15181 altinda

sol tiirev — genellestirilmis sol tiirev — genellestirilmis sol (€, ) -tiirev ve

sol tiirev — sol (8, @) -tiirev — genellestirilmis sol (6, @) -tiirev

diyagramlar1 verilebilir. Ozellikle asal bir halkada R’ nin bir § genellestirilmis
sol (6,¢)-tirevi icin her X,yeR olmak iizere S(xy)=080(X)o(y)+a(y)w(X)
kosulunu saglayan u sol (6@,¢)-tirevi tektir. Eger halka degismeli olursa tiirev,
genellestirilmis tiirev, (8, ¢)-tiirev ve genellestirilmis (6, @) -tiirev tanimlar1 sol
tirev, genellestirilmis sol tiirev, sol (6,¢)-tirev ve genellestirilmis sol (&,9)-
tirev tanimlarina denk olur. Bu bdlimde R asal bir halka, & ve ¢, R’ nin
otomorfizmalari ve &, R’ nin bir genellestirilmis sol (&,¢)-tirevi oldugunda

halka ve tiirev hakkinda bir karakterizasyon verilecektir.

Teorem 5.1 [(Ashraf, 2005), Teorem 4.2] R asal bir halka, K R’ nin sifirdan

farkl bir ideali, @ ve ¢, R’ nin otomorfizmalari olsun. d :R— R, R’ nin bir sol
(8, @) -tiirevi olsun.

(i) Eger d, K iizerinde homomorfizma olarak hareket ederse d =0 dur.

(i) Eger d, K iizerinde ters-homomorfizma olarak hareket ederse

d =0 dir.
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Teorem 5.2 [(Ali ve Kumar, 2008), Teorem 2.7] R 2-burulmasiz asal bir halka,

J R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali ve alt halkasi, & ve ¢, R’ nin

otomorfizmalart ve d:R — R, R’ nin bir sol (€, ¢)-tiirevi olsun.
(i) Eger d, J tlizerinde homomorfizma olarak hareket ederse d =0 dir.

(i) Eger d, J tizerinde ters-homomorfizma olarak hareket ederse

d=0 dir.

Teorem 5.3 R asal bir halka, & ve ¢, R’ nin otomorfizmalari, 6:R—>R, R’
nin bir genellestirilmis sol (@, ¢)-tiirev olsun. O zaman R deki bir § sol (6,¢)-

tiirevi asagidaki formlardan biri olmalidir.

() 6=6-d olacak sekilde bir sol d:;R—> ;R R—homomorfizmasi

vardir.

(2) 6, R nin bir genellestirilmis (6, ¢)-tiirevidir ve R bir degismeli

bolgedir.

Ispat Her x,y eR icin 5(xy) =0(X)o(y) +@(y)u(x) olacak sekilde x, R’ nin
birlesmeli bir sol (@,¢)-tiirevi olsun. Ik olarak =0 oldugu durumu
inceleyelim. O zaman her x,y R igin 5(xy) =6(x)5(y) olur. d =705 olarak

tanimlansin. Her X,y € R i¢in

d(xy)=(6"=5)(xy)
=07 (5(xy))
=07 (6(x)5(y))

=xd(y)
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olur. Bu durumda d =005, R’ nin bir sol R—homomorfizmasidir ve 8, R’
nin bir otomorfizmas1 oldugundan &=60od elde edilir. Son bagmti (1) nin

ispatini verir. Simdi de g # 0 oldugu durumu irdeleyelim. Her x,y,z € R i¢in

S(xyz) =5 ((xy)z) = O(xy)5(2) + $(2) p(xy)

=0(x)0(y)5(2) + H(2)O(X) u(y) + #(2) p(y) 14(X)

elde edilir. Diger taraftan her X,y,zZ€R igin

S(xyz) =5 (x(yz)) = 0(x)S(yz) + $(yz) u(x)

=0(x)0(y)5(2) + O(X)(2) 1a(y) + P(Y) H(2) 14(X)

olur. Son iki bagintidan her X,y,z €R igin

O(X)p(2) 1(y) = H(2)0(X) 1Y) + (V) (2) 11(X) = H(2) $(y) 11(X) =0

dir ve buradan her Xx,y,zZ€R igin

[00x), #(2)]1(y) + (), (D) 1a(x) =0 (5.1

elde edilir. (5.1) de z yerine y alinirsa her X,y € R igin

[60), #(¥)]uu(y) =0 (5.2)

olur. (5.2) de her x,y,zeR i¢in X yerine xz yazilarak

O()[0(2), p(y)u(y) +[0(x), ¢(¥)10(2) (y) =0
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bulunur ve (5.2) den her x,y,z€R igin

[009, (V1O 1(y) =0

olur. Her z e R igin €(z) € R olacagindan

[6(x), #(Y)IR2(y) = (0)

elde edilir. R, asal bir halka oldugundan yeR icin ya u(y)=0 ya da
#(y) € Z(R) dir. Simdi A={yeR|¢(y)eZ(R)} ve B={yeR]| u(y)=0} gibi
R’ nin iki toplamsal alt grubunu tanimlayalim. (A,+) ve (B,+), R’ nin iki
toplamsal alt grubu ve (A,+)U(B,+)=(R,+) dir. Ayrica bir grup iki 6z
altgrubun birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya R=A ya da R=B dir.
u##0 oldugunu kabul ettigimizden R=A olmalhdir ve bu durum R’ nin

degismeli olmasii verir. Boylece R’ nin asalligt R’ nin bir degismeli bolge

oldugunu ifade eder.

Simdi Teorem 5.3 {in yardimiyla asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonu¢ 5.1 R asal bir halka, & ve ¢, R’ nin otomorfizmalari olsun. #, R’ nin
sifirdan farkli bir sol (8, @) -tiirevidir, ancak ve ancak x, R’ nin sifirdan farkl bir

(0, ¢) -tiirevi olmak tizere R birlesmeli bir bolgedir.

Yardimer Ozellik 5.1 R, bir halka ve S, R’ nin bir toplamsal alt grubu ve
f :R— R, R’ nin bir toplamsal doniisiimii olsun. f, S {izerinde homomorfizma
veya ters-homomorfizma olarak hareket eder, ancak ve ancak ya f, S {izerinde
homomorfizma olarak hareket eder ya da f, S iizerinde ters-homomorfizma

olarak hareket eder.
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Ispat Ispatin gerek sart1 agiktir. Yeter sart: incelemek icin s€S olmak iizere
H,={xeS | f(sx)=f(s)f(x)} ve H/ ={xeS | f(sx)="f(x)f(s)} gibi S"
nin iki alt kiimesi tanimlansm. (Hg,+) ve (H¢',+), S’ nin iki toplamsal alt grubu
ve (Hg,+)U(H,+)=(S,+) dir. Ayrica bir grup iki 6z altgrubun birlesimi
seklinde  yazilamayacagindan ya S=H; ya da S=H, dir. Tekrar
H={xeS | H;=S} ve H'={xeS | H, =S| gibi S nin iki alt kimesini

tanimlayalim ve yukaridakine benzer diigiinceyle ya H=S ya da H'=S

sonucuna varilir ki bu da istenilen sonugtur.

Teorem 5.1 ve Teorem 52, Y. Ozellik 5.1° in uygulamasi olarak yeniden
verilebilir. Simdi R asal halkasinin sifirdan farklt bir alt halkasi tizerinde

homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket eden sifirdan farkli bir u
(8, ¢)-tiirevi ile belirlenen R’ nin bir 6 genellestirilmis sol (8, ¢)-tiirevi igin

denk bir kosul verilecektir.

Teorem 5.4 R, asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli bir alt halkasi, 8 ve ¢,
R’ nin otomorfizmalari, ¢z R’ nin sifirdan farkli bir sol (8, ¢)-tiirevi ve o, u
ile belirli R’ nin bir genellestirilmis sol (&,¢)-tirevi olsun. &, S {izerinde

homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket eder ancak ve ancak

asagidakilerden biri saglanir:
(i) S tlizerinde 6 =0 dir yada
(if) S tizerinde 6=60 ve y=0 diryada

(ili) S lzerinde 6 =¢ ve u=¢—0 dir.
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Ispat Teorem 5.3 te 1 #0 oldugu durumda &, R’ nin bir genellestirilmis sol
(0,9)-tirevi iken R’ nin degismeli bir bolge oldugu goriilmiistii. Bu sebeple
ispatin yeter kismi agiktir. Cilinkii S tizerinde 6 =0 oldugunda her x,y €S i¢in

o nin, S ilizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket etmesi
her zaman saglanir. Ikinci olarak S i{izerinde 5=6 ve #=0 olsun. Her x,y S

i¢in
S(xy) = 0(x)5(y) +#(y) 1(x)
=5(x)5(y)

olur yani &, S iizerinde homomorfizma olarak hareket eder ayrica R degismeli

oldugundan ters-homomorfizma olarak da hareket eder. Son olarak S {izerinde

o=¢ ve u=¢—0 olsun bu durumda da her x,y €S i¢in

5(xy) = 0(x)6(y) +(y) 1(x)
=0(x)4(y) +(y) (¢—0) (%)
=0()a(y) +#(y)$(x) —4(y)0(X)
=06(x)5(y)

olur. Yani &, S iizerinde homomorfizma olarak hareket eder. Ustelik R
degismeli oldugundan ters-homomorfizma olarak da hareket eder. Simdi ispatin
gerek kosul kismini inceleyelim. R degismeli oldugundan & nin S iizerinde
homomorfizma hareketi ile ters-homomorfizma hareketi aynidir. Bu sebepten &,

S tizerinde homomorfizma olarak hareket ettigini kabul edelim ve S iizerinde

0 #0 olsun. O zaman her x,y €S igin

5(xy) = 0()5(y) +¢(y) u(x) = 5(x)6(y)
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olur ve bu bagintidan her x,y €S i¢in

(6-0)()5(y) = u(x)¢(y) (5.3)

elde edilir. (5.3) de x yerine xz alinirsa her X,y,Z €S igin

(6-0)(x)5(y) = p(x2)é(y)

bulunur. Son bagintidan

(000)3(2) +¢(2) () — 0(x)6(2) ) S (y) = O(2) u(2)p(Y) + $(2) (X)H(Y)

olur ve (5.3) den her x,y,z€S i¢in

#(2)u(x)((5-4)(y)) =0

elde edilir. R, degismeli oldugu i¢in yukaridaki bagmti r ile soldan carpilip R’

nin degismeli oldugu kullanilarak her x,y,zeS ve her reR igin

P(2)r 1(X)((5—#)(y)) =0 bulunur ve buradan

#(2)Ru(x)((5-#)(y))=(0)

olur. R, asal bir halka ve S#0 oldugundan x(S){(5-4)(S)}=(0) dur.

Yukarida yapilan benzer islemlerle
H(S)R((6-0)(S))=(0)

elde edilir ve R asal bir halka oldugundan ya S iizerinde =0 dir yada 6 =¢
dir.
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S iizerinde 1 =0 oldugunu kabul edelim. (5.3) den (5—6)(X)5(y) = u(X)g(y)

oldugunu biliyoruz. Bu bagmntidan (5—6)(x)5(y)=0 olur. Yukarida yapilan

benzer islemlerle 6#0 ve R asal bir halka oldugundan S {izerinde 6 =6

oldugu elde edilir. Simdi S iizerinde & =¢ oldugunu kabul edelim. Tekrar (5.3)

den her x,y €S igin (5—6)(X)é(y) = 1(X)¢(y) olur ve buradan

(¢—0—1)(x)p(y) =0

bulunur. R, degismeli bir halka oldugu igin yukaridaki baginti r ile soldan

carpilip R’ nin degismeli oldugu kullanilarak her X,yeS ve reR igin
(¢—6— 1) (x)rg(y) =0 olur ve buradan

(¢—0—u)(X)R4(y) =(0)

elde edilir. R, asal bir halka ve ¢ =6 #0 oldugundan S iizerinde y=¢—0 dur.

Sonu¢ 5.2 R, asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli bir ideali ya da R, 2-

burulmasiz asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali ve alt

halkasi olsun. 8 ve ¢, R’ nin otomorfizmalari, ¢ R’ nin sifirdan farkli bir sol
(8,9)-tirevi ve 0, R’ nin u ile belirlenen bir genellestirilmis sol (6, ¢)-tiirevi
olsun. 6, S iizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket

eder, ancak ve ancak 6 =¢ ve u=¢—0 dir.

Ispat Yeter sartin ispat1 agiktir. Ciinkii & R’ nin bir genellestirilmis sol (6, ¢)-
tiirevi olmak ilizere 6, R’ nin bir ideali ilizerinde hareket ettiginden ve =0
oldugundan Teorem 5.3 (2) den ideal degismeli olur. Asal bir halkada ideal
degismeli ise halka da degismelidir.d = ¢ ve u=¢—6 oldugunu kabul edelim. O

zaman her X,y €S igin
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5(xy) =0()5(y) +¢(y) u(x)

=0(x)5(y) +(y)¢(x) - 5(y)0(x)

=05(y)o(x)

olur. Yani 6, S iizerinde ters-homomorfizma olarak haraket eder ve R degismeli

oldugundan ayn1 zamanda homomorfizma olarak da hareket eder.
Ispatin gerek sart1 igin S’ nin R’ nin bir ideali oldugunu kabul edelim. Teorem

5.4 den ii¢ durum gegerlidir. ilk olarak 6 =0 oldugu durumu inceleyelim. Her

seS ve reR igin
0=25(rs) = O0(r)6(s) + ¢(s) (1)
= p(8) (1)
elde edilir. Son baginti ve R’ nin degigsmeli olmasindan her s€S ve reR igin
(0)=¢(s)Ru(r)olur. R, asal bir halka ve S#0 oldugundan, her reR i¢in

4(r) =0 olup bu bir celiskidir. Ikinci olarak S {izerinde 5=6 ve x=0 oldugu

durumu inceleyelim. Her s S ve r e R igin

o(rs) =06(rs) =0(r)o(s)

olur ve ayrica

6(rs) = O(r)5(s) +¢(s) u(r)

=06(r)0(s) +¢(s) u(r)

dir. Yukaridaki iki bagimtidan her se€S ve r eR igin



71

#(s)u(r) =0

bulunur. Son bagint1 r ile soldan ¢arpilip R’ nin degismeli olmasi kullanilirsa
d(S)ru(r)=0 elde edilir ve buradan ¢(s)Ru(r) =(0) sonucuna varilir. R, asal
bir halka ve S #0 oldugundan her reR igin (r)=0 olur. Son bagintidan
1 =0 elde edilir, fakat bu bir celiskidir. Son olarak S {izerinde 5=¢ ve

1 =¢—06 oldugu durumu inceleyelim. Her s€ S ve r e R i¢in

5(rs) = §(rs) = ¢(r)¢(s)

olur ve diger yandan

6(rs) = O(r)5(s) +¢(s) u(r)

=#(s)(O(r) + (1))

bulunur. Son iki bagintidan

$(5)($(r) - 6(r) - u(r)) =0

olur. Yukaridaki bagint1 r ile soldan carpilip R’ nin degismeli oldugu kullanilirsa
reR igin ¢(s)r(¢(r) —6(r) —y(r)) =0 elde edilir ve buradan

#(S)R((r)—O(r) — u(r)) = (0)

sonucuna vartlir. R, asal bir halka ve S#0 oldugundan her reR igin

w1(r)=¢(r)—06(r) olur. Diger taraftan her se S ve r eR igin

&(sr) = p(sr) = p(s)g(r)
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olur ve ayrica her se€ S ve r eR i¢in

&(sr) = 0(s)5(r) +p(r) (s)
=0(s)5(r) +p(r)g(s) —6(r)o(s)

bulunur. Son iki baginti her seS ve r e R i¢in
6(s)(5(r)~ (1)) =0

olmasimi gerektirir. Yukarida ki benzer islemlerle, R asal bir halka ve S0
oldugundan her reR igin S(r)=¢(r) dir; yani, 6=¢ dir. Simdi R, 2-
burulmasiz asal bir halka ve S’ nin R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali ve alt
halkas1 oldugunu kabul edelim. O zaman her s S ve reR igin rs+sreS dir.

Diger taraftan R degismeli oldugundan 2rs=rs+sr S elde edilir.

flk incelenen durumda oldugu gibi tekrar ii¢c ayr1 durum halinde inceleyelim. ilk

olarak S  iizerinde o&6=0 olsun. Her seS ve reR i¢in
0=05(2rs) =2(0(r)5(s) +¢(s)u(r)) olur ve bu bagmti 2¢(s)(r) =0 olmasin
gerektirir. R, 2-burulmasiz bir halka ve degismeli oldugundan daha 6nce yapilan

benzer iglemlerle

#(s)Ru(r) = (0)
bulunur. R, asal bir halka ve S=#0 oldugundan x=0 olur ancak bu bir
celiskidir. ikinci olarak S iizerinde 6 =6 ve x=0 olsun. Her seS ve reR
i¢cin

5(2rs) =2(6(r)5(s) +p(s)u(r))

=20(r)0(s) +2¢(s) u(r)
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elde edilir. Diger taraftan &(2rs) =26(rs) oldugundan son iki bagmtidan her

seS ve reR icin

2¢(s)u(r) =0
olur. Daha 6nce yapilan benzer islemlerle

#(s)Ru(r) =(0)
elde edilir. R, asal bir halka ve S#0 oldugundan #=0 olur. Fakat bu bir
celiskidir. Son olarak, S iizerinde 6 =¢ ve u=¢—6 olsun. Her s S ve reR
i¢in

5(2sr) =2(0()S(r) +¢(r) 1(s))

=20(3)6(r) +2¢(r)p(s) — 24(r)&(s)

olur ve diger taraftan

o(2sr) =2¢(sr)
elde edilir. Son iki bagintt her se S ve r eR i¢in

2¢(s)(5(r)—¢(r)) =0

olmasini gerektirir. R, 2-burulmasiz asal bir halka oldugundan

#(s)R(5(r)—¢(r))=(0)
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elde edilir. R, asal bir halka ve S#0 oldugundan her reR i¢in 6 =¢ olur.

Hipotezden her seS igin 6(S)=¢(s) oldugundan her seS ve XxeR igin
(6—0)(2xs) =0 olur. Buradan

0=2(5(xs)—¢(xs))

=2(0(x)3(3) + ¢(s) u(X) —#(X)(3) )

olur. R, 2-burulmasiz bir halka oldugundan

#(s) (1(x) +0(x) —¢(x)) =0

elde edilir. Buradan her s S ve xeR i¢in

#(S)R(1(x) +0(x) - $(x)) = (0)

olur. R, asal bir halka ve S #0 oldugundan R iizerinde 1 =¢—86 elde edilir.

Simdi Teorem 5.4 ve Sonug¢ 5.2 nin sol (0,¢)-tirevlere uygulanigini

verelim.

Sonug 5.3 R, asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli alt halkasi, & ve ¢, R’ nin
otomorfizmalart ve x4, R’ nin sol (&,¢)-tirevi olsun. u, S iizerinde

homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket eder, ancak ve ancak S

tizerinde ¢ =0 dir.
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Sonug 5.4 (Teorem 5.1 ve Teorem 5.2) R, asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli
bir ideali ya da R, 2-burulmasiz asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli bir
Jordan ideali ve alt halkas1 olsun. § ve ¢, R’ nin otomorfizmalar1 ve y R’
nin bir sol (6@, ¢)-tirevi olmak tizere , S iizerinde homomorfizma veya ters-

homomorfizma olarak hareket eder, ancak ve ancak S tizerinde =0 dur.

Onerme 5.1 R, asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli bir ideali ya da R, 2-

burulmasiz asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali ve alt

halkast olsun. 8 ve ¢, R’ nin otomorfizmalari, =0 olmak {izere, R’ nin bir
sol (O,¢)-tirevi olarak alinsin. &, w ile belirli R’ nin bir genellestirilmis sol
(0, ¢) -tiirevi olmak tizere S {iizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma

olarak hareket eder, ancak ve ancak ya 6 =6 diryada 6 =0 dir.

Ispat Ispatin yeter sartin1 inceleyelim. Eger 6 =6 olursa her x,y e S igin

5(xy) = 0(x)6(y) +(y) ()

=06(x)5(y)

olur ve ispatin bu kismi sonuglanir. Ispatin gerek sarti incelenirse Teorem 5.3 den

4 =0 oldugu durumda R’ nin d: ;R — ;R taniml bir sol R -homomorfizmasi
vardir ve oJ0=6od oldugu gorilmisti. Hipotezden &, S {izerinde
homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket eder. O zaman €, R’ nin
bir otomorfizmasi oldugundan & o5 =d olur. 8, otomorfizma oldugundan 6
de R’ nin bir otomorfizmasidir ve 87, &’ nin S iizerindeki hareketini korur. Bu
durumda d, S iizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak hareket

eder sonucuna ulagilir.
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Ik olarak R asal bir halka ve S, R’ nin sifirdan farkli bir ideali oldugu durumu
inceleyelim. d, S iizerinde homomorfizma olarak hareket etsin ve ayrica d, bir

sol R -homomorfizmasi oldugundan her X,y,zeR ve her s,t €S igin

d(sxytz) = sxytd (z)

=d(sx)d(ytz)

=sd(x)ytd(2)

olur. Son bagmtidan her s,teS ve X,y,zeR igin s(d(x)—x) ytd(z) =0 elde
edilir. Her s,teS ve x,zeR ig¢in s(d(x)—x)Rtd(z) =(0) olur. R asal bir halka
oldugundan ya her xeR igin S(d(x)—x)z(O) dir ya da her zeR igin
Sd(z)=(0) dir. Eger her xeR igin S(d(x)—x)=(0) ise 0 zaman r R olmak
tizere X yerine rx alindiginda d, bir sol R-homomorfizma oldugundan
SR(d(x)—x)=(0) olur. R asal bir halka ve S0 oldugundan her xeR igin
d(x)=x elde edilir; yani, d =1, olur. Buradan 6 =6-d oldugu icin 6 =6
bulunur. Diger taraftan her zeR i¢in Sd(z)=(0) ise o zaman reR olmak
tizere z yerine rz alindiginda SRd(z)=(0) olur. R asal bir halka ve S = (0)
oldugundan her zeR i¢in d(z)=0 yani d=0 dir. §=60-d oldugu igin son
bagmti 6 =0 olmasim verir. Ikinci olarak d, S iizerinde ters-homomorfizma

olarak hareket etsin. O zaman her s,teS igin d(st)=sd(t)=d(t)d(s) dir.

Ustelik her x € R olmak iizere s yerine Xs alimirsa her s,t €S ve her x e R icin

d(t)d(xs) =d(t)xd(s)
=d((xs)t)
= xsd (t)

= xd(t)d(s)
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olur ve yukaridan

d(®)xd(s) - xd(t)d(s) =0

elde edilir. Son bagintt her xeR ve s,teS igin [d(t),x]d(s)=0 olmasin

gerektirir. Bu bagintida her y € R igin X yerine xy alinarak

0=[d(t), xyld(s) = x[d(t), yld (s) +[d(t), X]yd (s)

olur. Son bagmtidan xeR igin [d(t),x]yd(s) =0 bulunur. yeR ve R asal bir
halka oldugundan ya her xeR igin [d(t),x]=0 dir ya da her se S igin d(s)=0
dir. Eger d(S)=0 olursa ve S #0 oldugundan d =0 dir; yani, 6 =0 dir. Diger
durumda eger her xeR ve teS igin [d(t),x]=0 ise 0 zaman d(S) < Z(R) olur.
Her x,yeS i¢in d(xy)=d(y)d(x) kabiilinden ve d(S)<cZ(R) oldugundan
d(xy) =d(x)d(y) bulunur. Daha 6nce incelenen d nin homomorfizma hareketi

ile ispat biter.

Simdi R, 2-burulmasiz asal bir halka, S R’ nin sifirdan farkli bir

Jordan ideali ve alt halkasi oldugu durumu inceleyelim. Ilk olarak asagidakilerin

saglandigini gorelim:

(1) Her s,teS ve xeR igin 2sxt €S olur.

(2) Baz1 aeR igineger Sa=0 veya aS =0 ise 0 zaman a=0 dur.

Her s,teS ve XxeR igin 2sxt+ (st)x+ X(st) = s(tx+ xt) + (sx+ xs)t seklinde
yazilir. S, R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali oldugundan
tX+xt, sSx+xse€S, (st)x+x(st)eS ve S bir alt halka oldugundan 2sxt €S elde

edilir.
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aeR i¢in Sa=0 olsun. O zaman her seS ve xeR i¢in sx+xseS olur.

Buradan (sx+xs)a=0 bulunur. Sa=0 oldugundan her xeR ve seS ig¢in
sxa=0 sonucuna varilir. Béylece sRa=(0) olur. R, asal bir halka ve S=0

oldugundan a=0 elde edilir. Benzer sekilde aS=0 iken a=0 oldugu da

goruliir.

Simdi d, S iizerinde homomorfizma olarak hareket etsin. Her r,s,t S ve xeR

i¢in

d(r(2sxt)) = d(r)d (2sxt)

dir. Ve ayn1 zamanda d, bir sol R-homomorfizmasi oldugundan her r,s,teS

ve XxeR icin

d(r(2sxt)) =rd(2sxt)

dir. Son iki bagintidan her r,t €S i¢in

2(d(r)—r)SRd(t) = (0)

elde edilir. R, 2-burulmasiz asal bir halka oldugundan ya her r €S igin d(r)=r
yada S iizerinde d =0 dir. Her xe R ve her r e S igin d(r) =r oldugunu kabul

edelim. O zaman xs+sxe S oldugundan

XS +SX = d (XS + SX)
=d(xs)+d(sx)
=d(xs)+d(s)d(x)

=Xxs+sd(x)
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olur. Son bagmtidan her seS ve xeR igin s(x—d(x))=0 elde edilir. Buradan

hareketle r e R olmak iizere x yerine rx alinip d nin bir sol R -homomorfizma

oldugu kullamlarak SR(x—d(x))=(0) bulunur. R, asal bir halka ve S=0
oldugundan her X € R i¢in d(x) =X dir; yani, d =1, olur. Buise § =6 olmasim

verir. Diger yandan S {izerinde d =0 oldugunu kabul edelim. O zaman her x e R

ve her seS igin
0=d(xs+sx)=d(xs)+d(sx)
=xd(s)+sd(x)
= Sd(x)

olur; yani, Sd(x) =(0) dur. Ispatlanan (2) den d =0 dir ve 5=680d oldugundan
0 =0 elde edilir.

Son olarak d, S iizerinde ters-homomorfizma olarak hareket etsin. Ustelik d
aynt zamanda bir sol R-homomorfizma oldugundan her s,teS i¢in
d(st)=sd(t)=d(t)d(s) dir. Her reS ve xeR olmak iizere S yerine 2rxs

alalim. O zaman

d(2rxst) = 2rxsd (t) =d (t)d (2rxs)

=2d(t)rxd(s)

elde edilir. Diger taraftan sd(t) =d(t)d(s) bagintisi soldan 2rx ile garpilirsa

2rxsd (t) = 2rxd (t)d(s)

bulunur. Son iki bagintidan her r,s,t €S ve xeR igin
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2[rx, d(0)]d(s) =0

olur. Her r,r',s,teS ve x,x'eR igin x yerine xr'x" alinirsa

0=2[rxr'x',d(t)]d(s) =2rx[r'x’,d(t)]d (s) +2[rx,d (t)]r'X'd(s)

elde edilir. R, 2-burulmasiz bir halka oldugundan

[rx, d()]SRd(s) = (0)

bulunur. R, asal bir halka oldugundan ya [rx,d(t)]=0 dir ya da S iizerinde
d =0 dir. Eger reS ve xeR igin [rx,d(S)]=0 olursave y € R olmak iizere X

yerine Xy alinirsa 0 zaman

0=[rxy,d(S)] = rx{y,d(S)]+[rx,d(S)]y

elde edilir ve buradan SR[y,d(S)]=(0) olur. R, asal bir halka ve S=#0
oldugundan d(S) < Z(R) bulunur. Daha 6nce homomorfizma durumunda yapilan
¢ikarimlarin aynisiyla ispat bu durum igin tamamlanir. Eger d(S)=0 olursa

tekrar homomorfizma durumunda yapilan irdelemenin aynisiyla ispat yapilir.

Simdi Sonug 5.2, Sonug 5.4 ve Onerme 5.1 de Jordan ideal durumunda R nin 2-

burulmasizlik kosulunun kaldirilamaz oldugunu gérmek i¢in iki 6rnek verelim.

Ornek 5.1 R=2Z,[x,y] halkasi ve S={f(x,y)eR]|f(x,y) bir simetrik
polinom} olsun. Eger f(x,y)=1f(y,x) kosulunu saglarsa f simetrik
polinomdur. S’ nin R’ nin bir alt halkasi ve Jordan ideali oldugu kolayca
goriilir. €=1; ve ¢:R— R doniistimii her f(x,y)eR i¢in ¢(f(X,y))= f(y,x)
olarak tanmimlansin. Bu durumda ¢, R’ nin bir otomorfizmasidir. u=¢—6

dersek bu durumda u # ¢ olur. Ayrica her f(x,y), g(X,y) €R i¢in
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AT Y))=(2-1: ) (F (X, Y)I(X, Y))
=¢((x9))g(9(x.y)) - f (X y)g(x.y)
= f(y,x)9(y,x) - f(x,¥)g(x, y)
= f(x y)g(y,x) - f(x, y)g(y,x)

+f(y’ X)g(y! X)_ f(X, y)g(X! y)

bulunur. Z, cisim oldugundan Z,[X,y] tamlik bolgesi olur ve bu durumda R

halkas1 degismelidir. Yukaridaki bagintida R’ nin degismeli olmasi kullanilarak

w(F)g(y)) =T y)u(g(x, y)+a(y, x)u(f(xy))

=0(f(xy)u(g(x ) +8(a(x ) u(f(xy))

bulunur. Buradan g niin R’ nin sifirdan farkli bir sol (&,¢)-tirevi oldugu

gortliir. Ayrica her f(X,y) €S i¢in

u(f(xy)=(4-0)(F(x.y)

=Ty, x)-1(xy)
=0

elde edilir. Yani z(S)=0 olur. Bu durumda x, S iizerinde homomorfizma ve
ters-homomorfizma olarak hareket eder. 4’ niin R’ nin sifirdan farkli bir sol
(0, 9)-tirevi oldugu gorilmistiir. Her genellestirilmis sol (6, ¢)-tiirev bir sol

(0, ) -tiirev oldugundan Sonug 5.2 de o yerine u alinirsa
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bu durumda =0 ve u# ¢ olur. Ancak Sonug 5.2 ve Sonug 5.4 de Jordan ideal
durumunda g, S iizerinde homomorfizma veya ters-homomorfizma olarak
hareket ettiginde ya ¢=0 ya da u=¢ olmasi gerektigi goriilmiistii. Bu 6rnekte

goriildiigi gibi iki burulmasizlik kaldirilamaz bir kosuldur.

Ornek 5.2 R= M,(Z,) halkasi ve S = {0, IZ} c R olsun. S, R’ nin bir Jordan
ideali ve alt halkasidir. #=1, ve f:R— R her xeR igin f(X)=xe, ile tanimh
bir fonksiyon olsun. Her x,yeR ve x=0 alndiginda f(xy)=xye, Ve
O(x)f(y)=xye, oldugundan f(xy)=6(x)f(y)+¢(y)u(x) kosulu saglanir;
yani, f, R’ nin genellestirilmis bir sol (6,¢)-tlirevi olur. Ayrica her sifirdan
farkli x,yeS i¢in f(xy)=f(x)f(y) oldugu kolayca goriiliir. Boylece f, S
tizerinde homomorfizma olarak hareket eder, ancak f #0 ve f =0 dir. Ancak
Onerme 5.1 de Jordan ideal durumunda f =0 veya f =6 olmas:i gerektigi

goriilmiistii bu yiizden Onerme 5.1 de Jordan ideal durumunda R nin 2-

burulmasizlik kosulu kaldirilamaz bir kosuldur.
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6. ASAL VE YARI ASAL HALKALARDA HAREKET EDEN
GENELLESTIRILMIS TUREVLER

Bu boliimde Asma Ali ve Deepak Kumar’ in "Generalized Derivations as
Homomorphisms or Anti-Homomorphisms in a Prime Rings" adli ¢aligmasi

incelenecektir.

Daha 6nceki boliimlerde verilen tlirev tanimlar1 g6z 6niine alindiginda simdi

(0, ¢) -tiirev olan ancak tiirev olmayan bir drnek verelim.

Ornek 6.1 R, sifirdan farkli merkezi bir e idempotent elemana sahip olan bir
halka olmak {iizere, doniisim her xeR icin d(x)=ex, 0=1,(d=0), ve
#(X) =(L—e)x olarak tanimlandiginda d donisimii bir (6,¢)-tiirev 6rnegidir
ancak d(ee) =eee = 2eee =d(e)e+ed(e) oldugundan d doniisiimii tiirev degildir.
Herhangi bir R halkasinda &, R’ nin bir endomorfizmasi olmak tizere d =1, — 6
aliirsa d bir (6,1;) -tiirevdir fakat tiirev degildir. Diger bir tanim olarak d, R’
nin bir (6, ¢)-tirevi olmak tizere her X,y e Rigin F(xy)=F(xX)8(y)+a(x)d(y)
kosulunu saglarsa o zaman F doniisiimiine R’ nin bir genellestirilmis (6, ) -

tirevi denir.

Genellestirilmis (8, ¢)-tirev tanimi F =d alinmasi halinde (6, ¢)-tiirev
kavramimi, F=d ve 6=¢=1, almmas: halinde tiirev kavramini ve son olarak

0 = ¢ =1, alinmasi halinde ise genellestirilmis tiirev kavramini igerir.

Daha 6nceki boliimlerde bahsi gegen (Bell ve Kappe, 1989) nin ¢alismalart (Asma
et al., 2003), tarafindan Lie ideallerde incelemistir. Ayrica (Yenigil ve Argac,

1994) R asal bir halka, a’ =a olacak sekilde &, R’ nin bir doniisiimii,
a(l)=1 olacak sekilde I, R’ nin sifirdan farkli bir sag ideali ve d, R’ nin bir
o -tiirevi olmak tizere eger d, | iizerinde homomorfizma olarak hareket ediyorsa
d=0 oldugunu ve iistelik «ad=da olmak ftlizere d, | {izerinde ters-

homomorfizma olarak hareket ediyorsa d =0 oldugunu gostermislerdir.
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Ayrica (Ashraf et al., 1999), Bell ve Kappe’ nin inceledigi durumu asal halkalarin

(o, 7)-tiirevlerine genisletmislerdir.

Bu calismanin amact yukarida belirtilen caligmalari genellestirilmis (6, ) -

tirevlerde bir R asal halkasinin Jordan ideali {izerine tagimaktir.

Teorem 6.1 R, 2-burulmasiz asal bir halka, J R’ nin sifirdan farkli bir Jordan
ideali ve alt halkasi olsun. 8, R’ nin bir otomorfizmasi ve d, R’ nin bir (&,0) -
tiirevi olmak iizere F:R—> R, R’ nin d ile belirlenen bir genellestirilmis (&, 6) -

tirevi olsun.

(i) Eger F, J {izerinde homomorfizma olarak hareker ederse o zaman

ya R tizerinde d =0 yada J < Z(R) dir.

(i) Eger F, J iizerinde ters-homomorfizma olarak hareker ederse o

zaman ya R iizerinde d =0 yada J < Z(R) dir.

Teoremin ispatina baglamadan 6nce gerekli olan baz1 yardimci 6zellikleri verelim.

Yardimer Ozellik 6.1 [(Zaidi, Ashraf and Ali, 2004), Y. Ozellik 2.5] R asal bir
halka, J R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali olsun. Eger a € R olmak {izere
aJ =(0) yada Ja=(0) ise a=0 dur.

Yardimer Ozellik 6.2 [(Zaidi, Ashraf and Ali, 2004), Y. Ozellik 2.6] R, 2-

burulmasiz asal bir halka, J R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali olsun. Eger

aJo=(0) iseozamanya a=0 diryada b=0 dur.

Yardimear Ozellik 6.3 [(Zaidi, Ashraf and Ali, 2004), Y. Ozellik 2.7] R, 2-

burulmasiz asal bir halka, J R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali olsun. Eger

J degismeli bir Jordan ideal ise 0 zaman J < Z(R) dir.
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Yardimar Ozellik 6.4 [(Aydin and Kaya, 1992), Y. Ozellik 2] R, 2-burulmasiz
asal bir halka, J R’ nin sifirdan farkli bir Jordan ideali ve 6,¢ R’ nin
otomorfizmalari olsun. d, R’ nin bir (0, ¢)-tiirevi olmak iizere eger d(J)=(0)

iseozamanya d =0 diryada J < Z(R) dir.
Teorem 6.1 in ispatt J € Z(R) oldugunu kabul edelim.

(i) F, J iizerinde homomorfizma olarak hareket etsin. F, ayni zamanda bir

genellestirilmis (6, 6) -tiirev oldugundan her u,veJ igin

F(uv) = F(u)o(v) +6(u)d(v) = F(U)F(v) (6.1)
dir. (6.1) de v yerine vw alinarak her u,v,weJ icin

F(u)o(w) +6(u)d (vw) = F (u) F (vw)
bulunur. Buradan
F(u)o(v)a(w) +(u)d (v)O(w) +8(u)o(v)d (w) = F (u)F (v)O(w) + F (u)o(v)d (w)
elde edilir. Bu bagint: diizenlendiginde
(FU)O(v) +06(u)d(v)) O(w) +O(u)A(v)d(w) = F (uv)a(w) + F (u)o(v)d (w)
olur. Son bagntida (6.1) kullanilarak her u,v,we J igin

(F (W)~ 6(1)) 6(v)d (w) =0
elde edilir. 6, R nin bir otomorfizmast oldugundan her u,v,we J igin

07 (F(u)—6u))vo ™ (d(w))=67(0) =0

esitligine ulasilir. Son bagintidan her u, we J ig¢in
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0 (F(u)—6(u)) 367 (d(w)) = (0)

olur. Y. Ozellik 6.2 yukaridaki son bagintiya uygulanirsa ya her ueJ igin
F(u)=6(u) ya da her weJ igin d(w)=0 elde edilir. Eger her weJ i¢in
d(w) =0 ise bu durumda Y. Ozellik 6.4 den d =0 sonucuna varilir. Diger yandan
eger her ueJ icin F(u)=46(u)olursa ve bu bagmti (6.1) de kullanilirsa her
u,ved igin #(u)d(v)=0 olur. Burada u yerine uw alinarak &(u)é(w)d(v) =0
bagintisina ulagilir. #, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan her u,v,weJ igin
uwd ™ (d(v))=0 olur. Bu ise her u,veJ igin uJ@*(d(v))=(0) demektir. Y.
Ozellik 6.2 den J, sifirdan farkli bir Jordan ideal oldugundan her veJ igin
d(v) =0 olur. J £ Z(R) oldugundan Y. Ozellik 6.4 d =0 olmasini gerektirir.

(i) F, J ftzerinde ters-homomorfizma olarak hareket etsin. F, ayni zamanda

bir genellestirilmis (&, 8) -tiirev oldugundan her u,ve J i¢in

F(uv) = F(u)é(v)+6u)d(v) =F(v)F(u) (6.2)
dir. (6.2) de u yerine uv almarak her u,veJ igin

F(uv)o(v)+6(uv)d(v) = F(v)F(uv)
elde edilir. Buradan

FWwev)e(v)+6u)dv)a(v) +6w)o(v)d(v) = F(V)FU)E(v) + F(v)a(u)d(v)

bulunur. Bu bagint1 diizenlenerek
( FWwé()—-F(v)F(u)+6(u)d (v)) (V) +6)oa(v)d(v) = F(v)a(u)d(v)
dir. Son bagintida (6.2) kullanilarak her u,ve J igin

AUV (v) = F(v)A(u)d (v) (6.3)
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elde edilir. (6.3) de u yerine wu ahnarak
O(W)OW)A(v)d(v) = F(v)O(w)o(u)d(v)
olur. Ayrica (6.3) sol taraftan A(w) ile garpilarak
A(W)O)A(v)d(v) = O(w)F(v)&(u)d(v)
bulunur. Son iki bagntidan
F(V)O(w)o(u)d(v) = 6(w)F(v)o(u)d(v)
elde edilir. Buradan her u, v, we J igin
[F(v), 6(w)]&(u)d(v) =0
olur. @, R nin bir otomorfizmasi oldugundan her u,v,we J igin
07 ([F (v), 6(W)])ud ™ (d (v)) =0

bulunur. Son bagintidan her v, we J igin

o ([F(v),0(w)])J0~ (d(v)) = (0)

olur. Y. Ozellik 6.2 den ya her v,we J icin [F(v),0(W)]=0 yadaher veJ icin
d(v) =0 olur. Simdi de A={vel|d(v)=0} ve B={v,weJ|[F(v),6(w)]=0}
gibi J ’ nin iki alt kiimesini tanimlayalim.(A,+) ve (B,+), (J,+)’ nin iki
toplamsal alt grubu ve (A,+) U (B,+)=(J,+) dir. Ayrica bir grup iki 6z altgrubun
birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya J=A dir yada J=B dir. Bu iki

durumu ayr1 ayr1 inceleyelim.
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Eger J=A almirsa her veJ igin d(v)=0 olursa Y. Ozellik 6.4 den ve
J ZZ(R) oldugundan d =0 elde edilir. Diger yandan eger J =B alinirsa her
v,weld icin [F(v),6(W)]=0 olur. Son bagintida v yerine vw alinarak
[F(vw),8(w)] =0 elde edilir. Gerekli agilimlar yapilip bu bagint1 diizenlendiginde

her v,we J igin
0=[F(V)o(w), d(W)]+[O(v)d (W), O(W)]
=6(v)[d(w), O(wW)]+[E(v), O(w)]d (W)
elde edilir. Son bagintida v yerine uv alinirsa
0 =6(uv)[d(w), B(w)]+[6(uv), O(w)]d (W)

olur. Elde edilen son baginti diizenlenip yukaridaki bagintilarla birlikte

diisiiniildiginde her u, w,v e J igin
[6(u), O(w)]O(v)d (w) =0

bulunur. #, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan son baginti her u, we J igin
[u,w]d6 (d(w))=(0)

dir. Y. Ozellik 6.2 den ya her u,weJ i¢in [u,w]=0 ya da her weJ igin
d(w) =0 dir. Simdi de A={u,weJ|[u,w]=0} ve B={weJ|d(w)=0} gibi J
> nin iki alt kiimesini tanimlayalim. (A,+) ve (B,+), (J,+)’ nin iki toplamsal alt
grubu ve (A,+)U(B,+)=(J,+) dir. Ayrica bir grup iki 6z altgrubun birlesimi
seklinde yazilamayacagindan ya J=A dir yada J =B dir. Bu iki durumu ayr1

ayr1 inceleyelim.
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Eger J=B almirsa her weJ i¢in d(w)=0 olursa Y. Ozellik 6.4 den ve
J £Z(R) oldugundan d =0 elde edilir. Diger taraftan eger J = A alinirsa her
uweld igin [u,w]=0 olur Y. Ozellik 6.3 den J<Z(R) olur ve bu bir

celiskidir.

Teorem 6.2 R, yari asal bir halka ve #, R’ nin bir otomorfizmasi olsun. d, R’
nin bir (6,6) -tirevi ve F:R—R, d ile belirlenen R’ nin bir genellestirilmis
(8,0) -tiirevi olmak iizere eger F, R iizerinde homomorfizma olarak hareket

ederse o zaman d =0 dir.

Ispat Hipotezden F, R iizerinde homomorfizma olarak hareket etsin. Bu
durumda her x,yeR i¢in F(xy)=F(x)F(y) dir. Ayrica F, R’ nin bir

genellestirilmis (6, ) -tiirevi oldugundan X, y € R i¢in

F()O(y) +0(x)d(y) = F(x)F(y) (6.4)

dir. (6.4) de y yerine yz alinarak her X, y,Z€R igin

F(x)8(yz) +0(x)d(y)0(2) + O(x)d(y)d(z) = F()F(y)d(z) + F(x)&(y)d(z) (6.5)

elde edilir. (6.4) sag taraftan €(z) ¢arpildiginda, her X, y, z € R igin

F(x)0(y)0(2) +6(x)d(y)0(z) = F () F (y)0(2) (6.6)

olur. (6.5) ve (6.6) dan her x, Yy, zeR olmak {izere

A(x)0(y)d(2) = F(x)0(y)d(2) (6.7)

bulunur. (6.7) de x yerine xz almarak her X, y,zeR i¢in

0(x)0(2)0(y)d(2) = F(x)0(2)6(y)d(2) +0(x)d(2)6(y)d(2) (6.8)

elde edilir. (6.7) de y yerine yz alinirsa her X, y € R i¢in
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0(x)0(2)0(y)d(2) = F(x)0(2)0(y)d(2) (6.9)

olur. (6.8) ve (6.9) dan her x,y,zeR ic¢in 8(x)d(z)@(y)d(z) =0 elde edilir.
Son  bagintida y  yerine yx almarak her X, y,zZeR igin
0(x)d(z)0(y)0(x)d(z) =0 dir. €(y)eR oldugundan ve son bagntidan her
X,zeR i¢in A(x)d(z)RO(X)d(z)=(0) bulunur. R, yar1 asal bir halka
oldugundan her x,zeR i¢in #(x)d(z)=0 dir. Son bagmti sol taraftan d(z) ile

carpilip, R halkasmin yar1 asal bir halka oldugu kullanilarak her zeR i¢in

d(z) =0 yani d =0 sonucuna varilir.

Teorem 6.3 R, 2-burulmasiz asal bir halka, J R’ nin sifirdan farkli bir Jordan
ideali ve alt halkasi, & ve ¢, R’ nin otomorfizmalari ve d:R— R, R’ nin bir

sol (8, ¢)-tiirevi olsun.

(i) Eger d, J fizerinde homomorfizma olarak hareket ederse o zaman

d=0 dir.

(i) Eger d, J ftizerinde ters-homomorfizma olarak hareket ederse o

zaman d =0 dir.

Ispat (i) d’ nin J {izerinde homomorfizma olarak hareket ettigini kabul edelim.

Ayni zamanda d, R’ nin bir sol (6, ¢)-tiirevi oldugundan her u,ve J i¢in

d(uv) = d(u)d (v) = O(u)d (v) + ¢(v)d (u) (6.10)

bagintisi elde edilir. (6.10) da v yerine vw alinarak her u,v,we J olmak iizere
d(u)d(v)d(w) =6@u)d(v)d(w) +@(v)@g(w)d (u) olur. (6.10) sag taraftan d(w) ile
carpilirsa her u,v,weJ i¢in d(u)d(v)d(w)=E(u)d(v)d(w)+¢(v)d(u)d(w) elde

edilir.
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Son iki  baginti  birlikte  dislinildiigiinde her u,v,weld icin
¢(v)(d(u)d(w)—¢(w)d(u)):O bulunur. Son bagintida (6.10) kullanilarak
d(u)d(w)—¢(w)d(u) yerine &(u)d(w) alindiginda @(v)&(u)d(w) =0 elde edilir.
¢, R’ nin bir otomorfizmast oldugundan her u,v,weJ olmak {izere

vg ™ (6(u)d(w))=¢"*(0)=(0) dur.

Y. Ozellik 6.2 den ¢*(6(u)d(w))=0 dir. Buradan her u,wel igin

A(u)d(w) =0 elde edilir. #, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan, yukaridaki

benzer islemlerle her we J i¢in
d(w)=0 (6.11)

elde edilir. reR olmak iizere J, R’ nin bir Jordan ideali oldugundan her
weJ olmak iizere wr+rweJ oldugundan (6.11) de w yerine wr+rw

alinarak
0=d(wr+rw)=d(wr)+d(rw) =8(w)d(r) + ¢(r)d (w) + 8(r)d (w) + g(w)d(r)
=6(w)d(r)+g(w)d(r) (6.12)

bulunur. (6.12) de w yerine uw almirsa her u,weJ ve reR igin
Au)owW)d(r) +g(u)g(wW)d(r) =0 elde edilir. Diger taraftan (6.12) sol taraftan
6(u) ile garpilarak her u,weJ ve reR igin &u)G(w)d(r)+Eu)p(w)d(r)=0
bagintisina ulasilir. Son iki bagintidan (6(u)—¢(u))#(W)d(r) =0 olur. ¢, R’ nin
bir otomorfizmasi oldugundan onceki benzer islemlerle her ueJ ve reR igin

¢ (6(u)—¢(u)) g™ (d(r)) = (0) elde edilir,

Y. Ozellik 6.2 denyaher r eR igin d(r)=0 dir; yani, d =0 dir yada her ueJ
olmak iizere (u) =¢(u) dir. Eger her ueJ igin &(u) =@(u) olursa ve bu baginti
(6.12) de kullanirsa her ue J ve r e R igin 26(u)d(r) =0 olur.
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Buradan R, 2-burulmasiz bir halka oldugundan &(u)d(r)=0 elde edilir. 8, R’
nin bir otomorfizmasi oldugundan, her ueJ ve reR olmak iizere

ug™ (d (r)) =0 olur. Y. Ozellik 6.1 den d =0 sonucuna varilir.

(i) d’ nin J izerinde ters-homomorfizma olarak hareket ettigini kabul edelim.

O zaman her u,veJ igin
d(uv) =d(v)d(u) =6(u)d(v) +¢(v)d(u) (6.13)

bagmtisna ulasilr. (6.13) de u yerine u® almrsa her u,velJ igin
d(v)d(u)d(u) =8(u)ou)d(v) +¢(v)d(u)d(u) olur. Diger taraftan (6.13) sag
taraftan d(u) ile carpilarak d(v)d(u)d(u)=6(u)d(v)d(u)+@(v)d(u)d(u) elde
edilir. Son iki baginti birlikte disiinildiginde her u,veJ olmak iizere
G(U)(d(v)d (u)-6(u)d (V)):O dir. Son bagintida (6.13) 1 kullanarak
dv)d(u)—6(@u)d(v) vyerine @#(v)d(u) vyazilirsa, her u,veld i¢in
A(u)@(v)d(u) =0 bulunur. ¢, R’ nin bir otomorfizmasi oldugundan her ueJ
icin ¢ (6(u))Ig™(d(u))=(0) elde edilir. Y. Ozellik 6.2 den her ueJ igin ya
A(u)=0 dir ya da d(u)=0 dir. Daha onceki boliimlerde yapilan benzer
tekniklerle, eger her ueJ i¢in @(u)=0 olursa #, R’ nin bir otomorfizmasi

oldugundan u=0 olur ve J idealinin sifirdan farkli olmasiyla gelisir. Diger

taraftan eger her ueJ icin d(u)=0 olmast halinde (i) nin ispatinda yapilan

benzer tekniklerle R {izerinde d =0 bulunur.
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7. SONUC

Ugiincii boliimde asal halkalarin sifirdan farkli iki yanl idealleri iizerinde
homomofizma veya ters-homomorfizma olarak hareket eden genellestirilmis tiirev
doniistimleri incelenmis ve bu incelemenin sonucunda halkanin ve tiirevin yapisi
hakkinda 6nemli sonuglara varilmistir. Ayrica bu sonug¢ halkanin sifirdan farkli bir

Lie idealine de genisletilmistir.

Doérdiincii boliimde, ilk olarak genellestirilmis Jordan sol («, f) -tiirevlerin
halkanin bir Lie ideali tizerindeki hareketi ele alinmis ve ayrica her Jordan sol
(a, B) -tiirevin bazi ek kosullar altinda bir genellestirilmis sol («, ) -tiirev oldugu
goriilmiistiir. Ikinci olarak, bir genellestirilmis sol (c, ) -tiirevin asal halkanin bir
sifirdan farkli ideali iizerindeki homomorfizma veya ters-homomorfizma hareketi

incelenip, bazi sonuglara ulagilmistir.

Besinci boliimde, ilk olarak asal bir halkanin sifirdan farkli bir alt halkasi

tizerinde hareket eden genellestirilmis sol (&, @) -tiirevler incelenmis daha sonra bu

hareket asal halkanin ideal ve Jordan ideallerine genisletilmis olup

genellestirilmis sol (6, ¢) -tiirevlerle ilgili ¢esitli sonuglara ulasilmistr.

Altinc1 bolimde, (8,¢)-tirev ve sol (6,¢)-tirevler incelenmis ve bu

tiirevlerin asal ve yari asal halkalarin Jordan ideal ve alt halkasi {izerinde (ters-
)homomorfizma olarak hareket ettigi durumlarda bazi 6nemli sonuglara varildigi

goriilmiistiir.
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