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ASAL SAYILAR UZERINE

OZET

Bu tezde asal sayilarin tarihine kisaca deginilmis ve asal sayilar ile ilgili tanimlara ve
teoremlere yer verilmistir. Bazi asal say1 gesitleri ve asal sayilari bulmada kullanilan
bir takim y6ntemler incelenmistir. Ayrica asal sayilarin diizensizligini géstermek igin
asal sayillarin dagihimi hakkinda temel bilgiler verilmistir. inceledigimiz ve
bulgularimiza kaynaklik eden bazi giincel makaleler yer almistir,

Bu tez ¢calismasinda, Sophie Germain asali ve ilgili giivenli asal ¢ifti kisaca SG-S-
asal ¢ifti olarak adlandinlmistir. SG-S-asal ciftlerini elde etmek igin bir eleme
yontemi olarak bazi talimatlardan olugturulmus bir elek Snerilmistir. Ayrica 250 ye
kadar olan SG-S-asal giftlerini elde etmek igin bu elegi kullandigimiz bir drnek
verilmistir. Dahasi, bu tezde Sophie Germain asallarinin kongrilanslarla elde edilmis
bir karakterizasyonu verilmistir.

Anahtar kelimeler: Asal sayilar, Sophie Germain Asallan



ON PRIME NUMBERS

SUMMARY

In this thesis, the history of prime numbers is briefly mentioned and definitions and
theorems related to prime numbers are included. Some kind of prime numbers and
some certain methods which are used to find prime numbers are perused. In addition,
basic information on the distribution of prime numbers is given to show the
irregularity of prime numbers. Some of the current articles that we have studied and
have been the source of our findings are investigated.

In this study, a pair of Sophie Germain prime and connected safe prime is referred to
as SG-S-prime pair in short. As a sieving method for obtaining SG-S-prime pairs, a
sieve formed from some instructions is proposed. We also provide an example of
using this sieve to obtain SG-S-prime pairs up to 250. Moreover, in this thesis, a
characterization of Sophie Germain primes by using congruences is given.

Keywords: Prime numbers, Sophie Germain primes
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BOLUM 1. GIRIS

Asal sayilar, matematigin en koklii konularindandir. Eski Misir’da asal sayilarin
kullanildigina dair isaretler vardi. M.O. 300 wyillarinda Euclid’in “Elements”
kitabinda yer alan asal sayilarin sonsuz ¢oklukta oldugunun kaniti ve yine aym
déneme denk gelen Eratosthenes Kalburu Antik Yunan’da asal sayilarla ilgili
cahiymalarin oldugunu gdsterir. Ancak 17. ylizyila kadar bu konuyla ilgili énemli
gelismeler olmadifi stéylenmektedir. Bu dénemde 6zellikle Fermat'in Kiigiik
Teoremi, Onemli bir &lgiit olup matematikgilerin bu alanda yogunlagmalarimi
saglamistir. Son yiizyilda ise bir sayinin asal olup olmadigini anlamak, asal sayilar
formiilize etmek matematikgiler icin ugras olmustur. Giiniimiizde asal sayilart kesin
veya olast ihtimallerle bulduran asal sayi test algoritmalan olusturmak igin

matematikgiler ve bilgisayar bilimcilerinin ¢alismalari vardir.

Asagida okuyucunun bu tezi kolaylikla anlayabilmesine yardimci olabilmek igin bazi
temel kavramlara yer verilmistir. Bu tezde sikhikla kullamilmis bazi teoremlerin
ispatlar: verilmis olup digerlerinin ispatlan i¢in belirtilen kaynaklara bagvurulabilir.

Bu béliimde [1], [2], (3] numarali kaynaklardan yararlanilmistir.

1.1. Tamm. a,b € Z igin b = ac olacak sekilde bir ¢ € Z mevcut ise a, b yi béler

denir ve “a|b” ile gosterilir. Aksi durumda a { b yazilir.

1.2. Onerme.
i. Vae€Ziginaladr.
ii. Va€Ziginal0dir.
iii. Olbvebe€Ziseb=0dr
ivv. a€ZvevVbeEZiginalb e a==11dir
v. abelZalbvebl|aiseb=tadr



vi. a,b,c €Z,albveb|c ise a|cdir.

vii. a,b,c€Zc|avec|biseVx,y €Ziginclax + by dir.

1.3. Tammm. Eger alb ve 1 < a < b ise a ya b nin bir 6z boleni denir.

1.4. Tamim. a, b € Z olmak {lizere asagidaki sartlar: saglayan bir d € N/{0} mevcut
ise bu d ye a ile b nin en bilyiik ortak béleni {ebob’u) denir ve d = (a,b) ile
gosterilir.

i. dlaved|b

ii. Vc€Ziginc|avec|bisec|d dir

Eger d = 1 olursa a ve b ye aralarinda asal denir.

1.5. Tammm. Bir A kiimesinde bir siralama bagintisi varsa bu kiimeye sirah kiime

denir.

Bir kiimede tanimli siralama bagintist “ < 7 ile gosterilir,

1.6. Tamm. ( A, <) siral1 bir kiime olsun.
i. b € A elemanina en kiigiik eleman denir. & Vx € A igin b < x dir.
il. a € Aelemanina en biiyiik eleman denir. © ¥x € 4 igin x < a dr.
ili. a € A elemanina maksimal eleman denir. ©® Vx € Aigina < x = x = adir.
iv. b € A elemanina minimal eleman denir. & ¥Yx € Aiginx < b = x = b dir.
v. (A, <) kiimesine tam sirali kiime (zincir) denir. & Va,b € A igin a £ b veya
b<adr
vi. (A, <) kiimesine iyi sirali kilme denir. & V0 # X € A i¢in X in en kiicik

elemani mevcuttur.

1.7. Ornek. N iyi sirahdir.

1.8. Tammm. Dogal sayilar kiimesinin bos olamayan her alt kiimesinin en kiigiik

elemani vardir. Buna iyi siralama prensibi denir.
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1.9, Tamim. p > 1 bir tam say: olsun. Eger p nin1 ve p den baska pozitif boleni
yoksa p ye bir asal say1 denir. Bu ¢alismada asal sayilar kiimesi P ile gosterilecektir.

1 den biiyiik olan ve asal olmayan bir tam sayiya bilesik say denir.

1.10. Ornek. 2,3,5,7,11,13,17,19 asal sayllardir ve 4,6,8,9,10 bilesik tam

sayilardir.
1.11. Teorem. Ya > 1 tam sayisinin en az bir asal béleni vardir.

Ispat. @ min 1 den biiyiikk bolenlerinin kiimesi S = {d € Z |d > 1,d|a} olsun. §
kiimesini goz oniine alalm. a > 1 ve a|a oldugundan dolay1 a € § dir. Boylece
§ # @ dir. § & N oldugundan iyi siralama ilkesi geregince en kiiglik elemana sahiptir.
Kabul edelim ki p, S nin en kiiciik elemani olsun. p € § oldugundan p > 1 ve pla
dir. Gostermemiz gereken p € P oldugudur. Varsayahm ki p & P olsun. Bu takdirde
3q,7 € Z,1 < g < p vardir 8yle ki p = q.r dir. Bundan dolays g|p dir. 1.2. Onerme.
(vi) den dolay: g|a dir. Dolayisiyla g € § elde edilir ki bu durum p nin en kiigiik
eleman olarak secilmesiyle geligir. O halde p € P dir. Yani, @ > 1 sayisimin asal bir

boleni bulunmus olur.

1.12. Teorem. p EP ve p } aise (a,p) = 1 dir.

1.13. Teorem. p € P ve p|ab ise p|a veya p|b dir.

1.14. Sonug. p € P ve p|by b, ... by, ise en az bir (i = 1,2,3, ...n) igin p|b; dir.

1.15. Sonug. Eger p,p; ...p, € P ve plp,ps ... p, ise baz1 (i =1,2,3,... n) igin
p = p; dir.

1.16. Teorem. Her n > 1 tam sayisi ya asaldir ya da sonlu sayida asal sayinin

¢arpimi olarak yazilabilir.



ispat. Eger n tam sayisi asalsa ispat biter. S := {t > 1| t|n, t <n,t € N} olsun. n
sayisi asal degilse n nin en az bir 8z boleni vardir. Dolayisiyla § = @, S € N dir ve
N nin iyi siral olusuyla da e.k.e.S§ vardir. Eger m bu bélenlerin en kii¢ligii ise m
asaldir. Gergekten m asal olmasaydi en az bir [ tam sayist vardir ki, 1 < | <m, I|m
olacakti. O zaman m|n bagintisint gdz oniine alarak I|n bulunur ki bu da m nin
tammiyla celigir O halde n ya asaldir ya da kendisinden kiiciik p, asaliyla
boliinebilir. Bu durumda n = pyny, 1 <n; <n dir. Burada ya n; asaldir ki o
zaman ispat biter ya da n, kendisinden kiigiik p, gibi bir asala béliinebilir. Bu
durumda n =pn, =p,p;n,, 1 <n, <ny <n dir. Bu diisiincenin tekrar ile
pozitif tam sayilardan olusan n,ny,n,,n;3, .11 ... dizisi elde etmis oluruz. Bu
dizi igin iki durum diisiiniilebilir. Birinci durumda uygun bir k € N igin ni—; = 1 dir.
Bagka bir deyisle dizi sonlu olup n,_, de kesilir. ikinci durumda k& ne olursa olsun
1, > 1 dir. Yani dizi sonsuzdur, ancak bu durum higbir zaman miimkiin olmaz.
Ciinkit dizinin olugum bigiminden 1y, = Pryq.NEy1 olup, Prey™> 1 den ny =
Dic+1-Mig+1 > Ngyq YANi Ny > Nyyq dir. O halde n,ny,n,, ... Ngoy,... tam sayilar
dizisi azalan bir dizidir. lyi Siralama Prensibine gére n; gibi bir en kiigiik pozitif tam
sayt vardir. Bu nedenle dizi sonsuz olamaz. Aksi halde n; den sonra yukarida
uygulanan iglemle bir n;,, elde edilir ki dizide n; den daha kiigiik bir pozitif tam say)
bulunmusg olur. Bu da n; nin tanimina aykiridir. Su halde n > 1 olmak {izere n ne

olursa olsun sonlu sayida adimdan sonra n,, = 1 olur ve yukarida bulunan

n=pny
n = PNz
Mz = P3N

Ng-2 = Dr-1Mk-1

N1 = Drly

n =1
esitliklerinden n = pyp, ..py elde edilir Burada her i=1,2,3,.. k i¢in p;
asallarinin farkh olmasi gerekmez. Yani herhangi bir p; ile birgok bSlme yapilmis
olabili. Bu durumda n = pJ'p3?..p¢ (Vi=1,2,3,..kigin a; >0, a; €N,

P < Pz < -+ < Py ) yazilir ve bu gdsterime n nin standart bicimi denir.



1.17. Ornek. 60 sayist asal degildir ve 60 = 12.5 = 3.4.5 = 22.3.5 seklinde

yazilabilir.

1.18. Teorem. (Aritmetigin Temel Teoremi) n > 1 bir tam sayi olsun. O zaman
dyle bir r = 1 tam sayis1 ve dyle p, p,, ... p, asal sayilari vardir ki n = pyp; ... 0y

dir ve bu gosterim garpanlarin yer degistirmesi farkiyla tektir.

Ispat. 1.14, Sonug. geregince t € N*, p|a;a,..a, ise ya pla; veya p|a, veya
...pla; oldugunu biliyoruz. Burada 6zel olarak a,a; ...a, tam sayilari asal ise 1.15.
Sonug. geregince p bunlardan biri olmak zorundadir.

Simdip;,(i=1,2,..k), q; (j=1,2,... 1) farkh asallar olmak iizere

n=piips Pt = 41145 - qp" *)
oldugunu varsayalim. O zaman agik olarak her i € {1,2, ...k} igin p;| qf‘qg’ ...qtb'
olup, 1.15. Sonug. a gore her p bir q olur. Benzer sekilde her g bir p olacakur. O
halde k = I ve asallarin her iki kiimesi dogal olarak,
(p1 <pp < <Pr.g; < gz <+ <qg) seklinde artan sirada olusturuldugundan

her i igin p; = gq; dir. Eger a; > b; ise {*) n her iki tarafini pib' ile bélelim. Bu

-b by by  bi-y. b b - .
durumda p;ipy? i Dk = 0, D, D D ¥ elde edilir. Yukaridaki

esitlifin sol yam p; ile boliinmesine ragmen sap taraf biliinemez. Bu bir ¢eliskidir.
Benzer olarak b; > a; i¢in de bdyle bir geliskiye varmak miimkiindiir. Béylece

sonugta b; = a; elde edilir ki ispat biter.
1.19. Ornek. 60 = 22.3.5 = 3.22.5 = 5, 3,22 oldugu kolaylikla gériiliir.
1.20. Teorem. (Euclid) Asal sayilar sonsuz g¢okluktadir.

Ispat. P = { 2,3, ... p} olsun. Simdi bu asallar yardimiyla ¢ = 2.3.5...p + 1 sayisini
olusturahm. Acik olarak g sayisi1 2,3, 5, ... p asallarindan biriyle b&liinemez. Béylece
ya kendisi asaldir veya 1.11. Teorem geredi p ve q arasindaki bir asal ile boliiniir. Her

iki durumda da p den bilyiik bir asal say1 bulunabileceginden teoremin ispati biter.



1.21. Tanim. m > 1 ve (a,m) = 1 olmak {izere a* = 1 (mod m) olacak sekildeki
en kilgitk pozitif t tam sayisina a tam sayisinin m modiiliine gore mertebesi veya a

nin m modiiliindeki iissii denir ve ord,,a = t bi¢iminde gésterilir.

1.22. Lemma. Eger, a € Z nin m modiiline gére mertebesi t ve a* = 1 (mod m)

ise t|u dur.

1.23. Teorem. Verilen bir pozitif m tam sayisim gegmeyen ve m ile aralarinda asal
olan sayilarin sayis1 ¢(m) ile gésterilir. Buna Euler’in ¢ fonksiyonu denir. Buna
gore m > 1 tamsayisinin asal olmasi igin gerek ve yeter sart @(m) =m—1

olmasidir.

1.24. Sonug¢. Efer, a € Z nin m modiiliine gbre mertebesi t ise t|@(m) ve p asal

olmak {izere a nin p modiiliine gére mertebesi ¢ ise t|p — 1 dir.

1.25. Teorem. (Euler Teoremi) m € Z* ve a € Z olmak tizere (a,m) = 1 olsun. O

halde a®™ = 1 (mod m) dir.

1.26. Teorem. (Fermat’in Kiicilk Teoremi) p € P ve a € Z olmak iizere pta
olsun. O halde a?~! = 1 (mod p) dir.

1.27. Teorem. (Wilson Teoremi) p € P dir & (p — 1)! = —1 (mod p) dir.

Ispat. (<:) Karsit olarak bu kongriians saglansin ve n € P olsun. O zaman n nin
dyle bir t boleni vardirki 1 < t < n dir. t|n oldugundan (n — 1)! = -1 (mod t) dir.
Ancak t|(n—1)! Oldugundan (n—1)! =0 (modt) olmalidir. Buradan -1 =
O(modt) ve t|—1 elde edilir. Fakat t> 1 oldugundan bu bir geliskidir.
Dolayssiyla p € P olmalidir.

1.28. Teorem. p € PP olsun. a® + 1 = 0 (mod p) sartwn saglayan bir a € Z olmas
i¢in gerek ve yetersart p = 2 yada p = 1 (mod 4 } olmasidir.



Bu tezin amaci baz: asal sayi ¢esitlerini ve asal sayilari bulmada kullanilan bir takim
yontemleri incelemektir. Bu tezin bazi boliimlerinde &zellikle Sophie Germain
asallarina agirhk verilmistir. Bu tez ii¢ ana boliimden olusmaktadir. Bélim 1. Giris
béliimii olup bu bdliimde asal sayilarin tanim ve tarihine kisaca deginilmis ve asal
sayilar ile ilgili bazi tamimlara ve teoremlere yer verilmigtir. B&liim 2. Kaynak
Arastirmas) b&liimii olup bes alt bashga ayrilir. Birinci alt bashkta aralarinda bu
tezde ozellikle ilgilendigimiz Sophie German asallarinin da bulundugu asal say:
gesitleri incelenmistir. ikinci alt baglikta asal sayilari bulmada kullanilan ilk
algoritma olan Eratosthenes kalburu (elegi) arastinlmigti. Ugiincii alt bashkta
giiniimiizde asal sayilan bulmada kullanilan ve sifreleme ile ilgili birgok alanda
(bankacilik ve savunma sanayi gibi) uygulamas: olan bazi asal sayi test algoritmalar:
arastinllmistir. Dordiincii alt baghkta asal sayilarin diizensizligini gostermek i¢in bu
sayllarin dagilimi hakkinda temel bilgilere yer verilmistir. Besinci alt baglikta
inceledigimiz ve bulgularimiza kaynaklik eden bazi giincel makaleler yer almistir.
Béliim 3. Bulgular béliimiidiir. Bu boliimde Sophie German asallarim bulduran bir
kalbur elde edilmis ve ayrica bu asallarin karakterizasyonu igin bir kongriians

verilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Cesitli Formlardaki Asallar

Bu béliimde cesitli formlardaki asal sayilari hakkinda yapilan galismalar ve giincel
bilgilere yer verilmistir. Ayrinuh bilgi edinmek isteyen okuyucular, bu bgliimde

kullanilan [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10] kaynak!arini inceleyebilirler.

2.1.1.Fermat asallar

2.1, Tamim. Her n = 0 tamsayisi igin F, = 22" 41 tamsayisina bir Fermat sayis1 ve
F, asal ise F, ye Fermat asal sayis: denir.

Fermat, her n = 0 i¢in F, nin asal oldugunu iddia etmistir. n=0,1,2,3,4 igin
F, = 3,5,17,257,65537 asaldir. Fakat F; sayisi bilesiktir.

Giiniimiizde Fy, Fy, F,, F3, Fy ten baska Fermat asali bilinmemektedir. F, = 65537
bilinen en biiyilk Fermat asahdir. Ayrica 5 < n < 19 i¢in biitiin F, lerin bilesik say

oldugu bilinmektedir. Asagidaki teorem bu konuda daha fazla bilgi saglar.

2.2.Teorem. Herhangi bir n = 2 tamsayisina karsilik gelen F, Fermat sayisinin bir

asal garpant k € Z*, 2"*2 x k + 1 bigimindedir.

5<n <19 igin biitin F, lerin bilesik sayr oldugunun gdsterimi bu teoremin
uygulamas:dir.
Euler, 1732°de F5 in bir asal carpaminin 25*2k + 1 = 128k + 1 formunda oldugunu
glOstermistir.

Fs =22 +1 =641 x P7
Pn, n basamakh bir asal say1y: gostermek iizere, ayni sekilde Landry 1880 de F¢ nin

bir asal ¢arpamint 26+2k + 1 = 256k + 1 formunda oldugunu gdstermistir.



Fo=22+1=P6x P14
F; nin bir asal garpant 272k +1 =512k + 1 formunda olmahdir. Burada k =
1165031037646443 e karsihk gelen ilk asal garpan M.J. Morrison ve J.Brillhart
tarafindan 1975 yilinda elektronik bilgisayar yardimiyla bulunmustur, Daha
oncesinden, 1905°de J.C. Morehead, F; nin bilesik oldugunu kanitlamistir.

F, =2 +1=P16 x P22
1908’de J.C. Morehead ve A.E. Western, Fg in bilesik oldugunu kanitladilar. Burada
Fgin ilk asal bélenini R.P. Brent 1980’de bulmustur. 1981°de Brent ve H.C. Williams,
Fg in iki asal ¢arpanin carpimi seklinde oldugunu buldular.

Fg=22"4+1=P16 x P62
Western 1903’de & =25.37 igin 2.k + 1 sayisimin Fy un bir asal carpam
oldugunu buldu. A.K. Lenstra, H.W. Lenstra JR. ,M.S. Manasse ve J.M. Polland
1993’te 155 rakamh Fy = 2512 4+ 1 sayisimin biitiin asal carpanlarmi Eratosthenes
Kalburu yéntemi ile buldular.

Fo =22 +1=P7 x P49 x P99
1953°de J.L. Selfidge elektronik bilgisayar SWAC yardimiyla Fyg un bir asal ¢arpam
olan 21211131 + 1 sayisim buldu. Bir bagka asal ¢arpami olan 2!%4.395937 + 1
sayisini J. Brillhart 1962°de IBM 704’iin yardimiyla bulmustur.
Fio=2%" +1 =P8 x P10 x P40 x P252
1899°da Cunningham F,; in iki asal carpam olan 213,39+ 1 ve 2!3.119+1
saytlarin buldu. Diger asal ¢arpanlarini 1988°de Brent ve Morain buldular.
Fi, =2 +1=P6XP6X P21 x P22 X P564

Daha sonra R.P. Brent, R.E. Crandall, K. Dilcher ve C. Van Halewyn 2000 yilinda
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Fi3, Fi5, Fjg Fermat sayillannin yeni asal garpanlarini eliptik efri ySntemini
kullanarak buldular,

Yine son yillarda Fermat asallari {izerine yapilan gesitli ¢calismalar vardir. Peter
Strasser, 28 Ocak 2019°da F;;4 sayisimin  bir asal ¢arpam olan
1527888802614951 x 212 + 1 ve 19 Arahk 2018’de F;3, sayisinin bir asal
arpant olan 1075441212722595 x 2135 + 1 sayilanint bulmustur. 13 Aralik
2018°de Gary Gostin, F3345 sayisinin bir asal garpani olan 6604326057 x 23315 4 1

sayisim bulmustur. 2 Kasim 2018°de Gary Gostin, F;,44 sayisinin bir asal carpani



olan 19789270693 x 2218 4 1 sayisimi bulmustur. 24 Temmuz 2018’de Mark
Rodenkirch, F5q99 sayisinin bir asal ¢arpani olan 1488947679 x 25291 + 1 sayisim
bulmugtur. 5 Nisan 2018’de Roman Maznichenko, F,,, sayisinin bir asal ¢arpam
olan 58130105122923 x 2277 + 1 sayisim bulmustur. 10 Mart 2018'de Gary
Gostin, Fg3sgp sayismin bir asal ¢arpani olan 242445 x 263484 4 1 sayising
bulmustur. 24 Ocak 2018’de Gary Gostin, Fys527¢ sayisinin bir asal ¢arpam olan
547653 x 245280 4 1 sayisint bulmustur [11].

Simdiye kadar Fermat asallarinin sonlu olup olmadigina dair bir &lgiit
gelistirilememistir. Fermat asallarinin  bir karakterizasyonu Pepin tarafindan

verilmistir.

2.3. Teorem (Pepin Testi ) n = 2,F, = 22" 4+ 1 ve k = 2 olsun. O halde asagidaki
kosullar denktir:
1) F, asal ve (k|F,) = —1dir.

Frn=-1

2) k" z = —-1(mod E,) dir.
2.4. Teorem. Herhangi iki Fermat sayisi aralarinda asaldir.
2.5. Teorem. a = 2 ve a” + 1 asal ise a ¢ift ve m € Z% igin n = 2™dir.
2.1.2.Mersenne asallar
2.6. Tanim. n € Z*olsun. O halde M,, = 2" — 1 sayisina bir Mersenne sayisi ve M,
asal ise M, ye Mersenne asal sayisi denir.
Ornegin; M, =22 —1=3, M3=23-1=7, My = 2° — 1 = 31 gibi.
1644 yilimda Mersenne, Cogitita Physica Mathematica isimli kitabinda p asalinin

2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 degerleri igin M, = 2P — 1 sayilarimin asal,
257 den kiigiik p nin diger 44 degeri igin bilesik oldugunu iddia etmistir.



1876 yilinda Lucas gelistirdigi metotla My, = 21?7 — 1 in asal oldugunu agiklad.
Bu asal say:r bilgisayar yardimi olmaksizin bulunan en biiyilk asal sayi olma

ozelligini korumaktadir.
1886 yilinda Pervusin ve Seelhoff tarafindan Mg, in asal oldugunun kesfedilmesiyle

Mersenne’nin iddiasinda p = 61, 67,89, 107, 257 igin hatalar oldugu gériilmiigtiir.
26 Aralik 2017°de Jon Pace zamaminin bilinen en biiyilk Mersenne asah olan
Myy232017 = 277232917 — 1 asalim bulmustur. Bu say1 23249425 basamaklidir,
Giiniimiizde bilinen en bilyilk Mersenne asali olan Mgpzgge33 = 282589933 — 1 sayisi
Patrick Laroche tarafindan 27 Aralik 2018’de bulunmustur. Simdiye kadar 51 tane
Mersenne asal bilinmektedir [12].

1996 yilindan itibaren bulunan tiim Mersenne asallan  “Great Internet Mersenne
Prime Search” tarafindan bulunmustur. Bu aragtirma sirketi internet iizerine
dagitilmig bir bilgi islem projesidir {13].

Asagidaki teorem Mersenne asallarinin varhgim garanti eder.

2.7. Teorem. a,n = 2 tam sayilar olsun. Eger a® — 1 asal ise a = 2 ve n asaldir.

2.8. Teorem. Herhangi bir p > 2 asali igin, 2P — 1 in bir asal ¢arpam k € Z*,
q = 2kp + 1 dir.

Euler tarafindan 1750’de asagidaki sonug ispatlanmistir. Ayrica Lagrange (1775) ve
yine Lucas (1878) tarafindan da ispatlanmugtir.

2.9. Sonug. g > 3 ve g = 3 (mod 4) bigiminde asal say olsun. (29 + 1)|M,; <
2q + 1 asaldir.

2.1.3.Sophie Germain asallan
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Tarih boyunca gizemli ve ilging bulunan asal sayilar, gliniimiizde ¢ok &nemli
uygulama alanlarinda yer aldiklarindan giderek artan bir Sneme sahip olmustur.
Ozellikle sifreleme ile giivenligin saglandigi savunma sanayii, bankacilik, sosyal
medya gibi sektérlerde asal sayilar kullaniimaktadir. Ozellikle Sophie Germain
asallarinin  asallik testlerinde, agik anahtar gsifrelemelerinde, sayilar teorisinde
uygulamalari vardir. Bu bdlimde bugiiniin giivenlik sisteminin temelini olusturan

Sophie Germain asallari tamtilmigtir.

2.10. Tanmm. Eger p asal iken 2p + 1 sayis1 da asal ise p sayisina Sophie Germain
asalt denir. Eger p Sophie Germain asali ise 2p + 1 asal sayisina giivenli asal denir.
ilk birkag Sophie Germain asall sunlardir:
2,3,5,11,23,29,41,53,83,89,113,131,173,179,191, 233 ...

n=1,23,.. olmak iizere 10" den kiigiikk Sophie Germain asallarinin sayis:
3,10,37,190,1171, ... seklindedir [14]. Ayrica ilk 1000 Sophie Germain asali 2 ile

82493 asallarn arasindadir ve bu asallarin listesi [15] kaynagindan bulunabilir.

Fermat’in Son Teoremini 1994 yilinda uzun ugraslar sonucu Andrew Wiles eski
ogrencisi Richard Taylor ile birlikte ispatlamigtir. Ashnda 1994 yilindan &nce
Andrew Wiles 200 sayfalik bir ispatta bulunmustur. Fakat ispatta kisa zamanda
uzmanlar tarafindan bir hata bulunmustur. 1994 yilinda Andrew Wiles®in hatasini
diizeltip dofru ispati sunan ise Profesdr Wiles'in eski ogrencisi Richard Taylor

olmustur [16].

Sophie Germain, Fermat'in Son Teoremi’nin Sophie Germain asallari i¢in dogru

oldugunu gosterdigi asagidaki teoremi 1825 yillarinda ispatlamistir.

2.11. Teorem. Eger p > 3 bir Sophie Germain asali ise xP + yP = z? sartimi

saglayan, sifirdan farkli ve p nin katlar1 olmayan x, y, z tam sayis1 yoktur.

p > 3 olmak lizere p = 4k — 1 formundaki Sophie Germain asallan 2.9, Sonug. u

saglar. Bir bagka deyisle bu formdaki Sophie Germain asallan M), bilesik Mersenne
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sayisimin  indisine kargihk gelir. Ornegin p =11, 2! —1=23x89 bilesik

Mersenne sayisinin indisidir, yani M,, = 2! — 1 dir.

Asal sayilar sifreleme alaninda her yerde kullanilir, ancak bazilari digerlerinden daha
giivenlidir. Bir saymun biiyitklitgil arttikga sayinin asal olup olmadigimt bulmamiz
zaman alir. Ozellikle asal garpanlan bilyilk oldugunda bu durum daha da zor olur.
Birgok sifreli sistem, asal sayilarin bu 6zelligine dayanir. Ornegin bir arkadaginiz size
bzel bir mesaj gondermek istesin. Bu mesaji iki asal sayinin ¢arpimi olan bir sayi ile
sifreleyip mesaj1 agabilmek i¢in sayinin asal ¢arpanlanimi anahtar olarak belirlesin.
Herkes sifreyi gorebilecek ama anahtar olan asal garpanlari bilmeden kimse mesaj
acamayacaktir. Dolayisiyla da diger kisilerin mesaj gérebilmeleri igin asal ¢arpanlan
hesaplamalan gerekecektir. Sifre olarak segilen say1 ne kadar bilyiik olursa siiper
bilgisayarlarin bile asal ¢arpanlari hesaplamalari yillarca siirebilir. Béylece mesajin
giivenligi artar. Sifreli sistemler ne kadar karmagik yapiya sahip olsalar da mantif
aymdir. Bir gifreli sistemin giivenligi asal c¢arpanlarin zorluguna baghdir.
Ornegimizdeki asal sayilan ilgili giivenli asallar olarak segersek asal carpanlar
hesaplama islemi daha da zorlasir ve sistem daha giivenli bir hal ahr. Simdi, 53
Sophie Germain asali oldugundan 107 giivenli asaldir, 54 Sophie Germain asali
olmadigindan 109, asal olmasina kargin giivenli asal degildir.
Givenliasal: 107 =(2x53)+ 1
Giivenli olmayan asal: 109 = (2x 2% 33) +1

Bu &rnek, asal sayilanin giivenliliginin asalin bilylikliigiine degil; bir eksiginin asal
¢arpaninin biiyiikliigiine bagh oldugunu gosterir.

p > 2 olacak sekilde asal sayi olsun ve 2 den biiyiik tiim asallar tek oldugundan
2|(p — 1) dir. Bu nedenle biiyiik asallar p = (2 X n) + 1 seklinde gosterilebilir.
Burada 2 X n ¢arpimindaki asal carpani maksimize etmenin en iyi yolu n i asal
segcmektir. Dolayisiyla giivenli asallar daima Sophie Germain asallariyla ilgilidir.
Giivenli asallar sifreleme alaninda temeldir. Bu Sophie Germain asallarinin bugiiniin

giivenlik sisteminin temelini olusturdugu anlamina gelir [17].

Sophie Germain asallarimin sonsuz sayida olup olmadigi giiniimiizde halen agik

problemdir. Buna kargin bir¢ok aragtirmaci tarafindan sonsuz sayida olduklari tahmin
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edilmektedir. 29 Subat 2016 itibariyle kanitlanmis bilinen en biiyiik Sophie Germain
asal, p = 2618163402417, 21290000 _ 1 dir [14].

2.1.4. Wieferich asallan

2.12. Tamim. p bir asal say1 olmak iizere, 2P~1 = 1(mod p?) kongriiansini saglayan

p sayisina Wieferich asah denir.

Wieferich 1909°da Fermat’mm Son Teoremi’ni bu sayilar igin dogru oldugunu
ispatlamistir. Lehmer, 1981°de, 1093 ve 3511 disinda 6 % 10° dan kiigiilk baska
Wieferich asali olmadigim gostermistir. 1997°de Crandall, Dilcher& Pomerance
8 x 102 den, R. Brown 49 x 102 den ve J.K. Crump 2 x 10 den kiigiik baska
Wieferich asali olmadigini géstermislerdir. Giiniimiizde bilinen Wieferich asallarn;
1093 ve 3511 dir [18).

2.1.5. Wilson asallan

(p-1)+1

Wilson Teoremi, p € P ise (p —1)! = ~1 (mod p)dir. Béylece W(p) = -

tamsayisi Wilson katsayisidir.

2.13. Tanm. W(p) =0(modp) veya (p-—1)!=—1(modp?) denklikleri
saglaniyorsa p sayisina Wilson asali denir. Bilinen Wilson asallar 5,13 ve 563 tiir.
Wilson asallanmin sonlu ya da sonsuz oldugu bilinmemektedir. 563 Wilson asali
1953"’de Goldberg tarafindan kesfedildi. 1988'de E. Hearpearson, K.E. Kloss, W.
Keller, H.Dubner ve ayn1 zamanda Ganter& Kundert tarafindan yapilan aragtirmada
107 den kiigiik baska Wilson asali bulunamamustir. Yapilan aragtirma 1997°de
Crandall, Dilcher& Pomerance tarafindan 5 x 10% e genisletildigi halde yeni bir

Wilson asalina rastlamilmamigtir [19].

2.1.6. Genellestirilmis Fermat asallan
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214. Tamm. m=1,b2=2k (k=1,2,3,..)icin b¥" +1formdaki asallara
genellestirilmis Fermat asah denir.

Haziran 2009 itibariyle bilinen en biiyiik genellestirilmis Fermat asali 245182™° + 1
dir [20].

2.1.7. Cullen asallan

2.15. Tammm. C, = n x 2™ + 1 formdaki asallara Cullen asah denir.

n = ligin C; = 3 tiir.

1958’de Robinson, 1 < n < 1000 igin Cy4, den bagka asal olmadiini géstermistir.
1987°de Keller, n < 30000 igin C4713, Cs795, Cs611, Cigase asallarini bulmustur
[21].

2.1.8. ikiz asallar

2.16. Tanmm. Eger p asal iken p + 2 de asal ise bu asallara ikiz asal denir. Yani
aralarindaki fark 2 olan asallara ikiz asal denir. (p,p + 2) ¢iftine ikiz asal ¢ifti denir.
ikiz asallarin sonlu olup olmadig kamitlanamamustir. Ik birkag ikiz asal ¢iftleri
sunlardir: (3,5),(5,7),(11,13),(17,19), ....

ikiz asallar 1949°da Clement tarafindan asagidaki gibi karakterize edilmistir.

2.17. Teorem. n 2 2 igin (n,n+2) ikiz asal giftidire 4[(n-1)+1)+n=
0 mod(n(n + 2)) dir.

Bununla birlikte bu karakterizasyon pratik degildir.

1919°da Brun, (p,p + 2) ikiz asal ciftleri igin G- + %) + (% + %) + -+ (% + -p—i—z) +

- toplaminin, Brun sabiti olarak adlandimlan ve B ile gosterilen bir sayiya

yakinsadigim kanitlamigtir. (B = 1,9021605823 ...).
Her x = 1 igin, x den kiigiik (p,p + 2) ciftlerinin sayisini belirleyen fonksiyon

(!:::2 oldugunu belirtmistir.

olarak m,(x) tanimlanmustir. 1919°da Brun m,(x) <

1923’de Hardy ve Littlewood nz(x)~Cz@F oldugunu sezgisel olarak tahmin



1

etmiglerdir. Burada C; =[], (1— dir ve buna ikiz asal sabiti denir.

(p-1)?
¢, =0,66016 ... dir.

x 3 (x)
103 35
10* 205
10° 1224
108 8169
107 58980
10° 440312
10° 3424506
10'° 27412679
10" 224376048
10%2 1870585220
101 15834664872
1014 135780321665
10%° 1177209242304

Table 1.1 [4]

Bilinen en bilyiik ikiz asal ¢iftleri agagidaki tabloda verilmistir.

Swra | Ikiz asal gifti Basamak | Tarih
1 2996863034895 x 2129000 11 388342 | Eylill 2016
2 3756801695685 x 2666669 T 1 200700 | Aralik 2011
3 65516468355 x 2333333 11 100355 | Agustos 2009
4 12770275971 x 2222225 66907 | Temmuz 2012
5 70965694293 x 2200006 T 9 60219 | Nisan 2016
6 66444866235 x 2200003 I | 60218 | Nisan 2016
7 4884940623 x 2198800 9 59855 | Temmuz 2015
B 2003663613 x 2195000 11 58711 | Haziran 2007
9 38529154785 x 2173250 1 1 52165 | Temmuz 2014
10 194772106074315 x 2171960 I 1 51780 | Haziran 2007
Tablo 1.2 [22
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2.1.9. Ramanujan asallar

2.18. Tanim. Bir n € N igin, n. Ramanujan asal en kiigiik R, tamsayisidir dyle ki

x 2R, ise TN(x) - l'l(;) 2 n dir. Yani x = R,, oldugunda ; ile x arasinda asal

sayillar mevcuttur. l'l(x)—l'l(’z-c)fonksiyonu sadece bir asal artabildiginden bu

sekildeki en kiigiik R, asal olmahdir. ilk birkag Ramanujan asallari sunlardir:
2,11,17,29,41,47,59,67,71,97,101,107,127,149,151,167, ... Kolayca

goriilebilir ki sonsuz sayida Ramanujan asali vardir.
2.2, Eratosthenes Kalburu

Burada asal sayilarda kullamlan ilk algoritma olan Eratosthenes Kalburu'nu tamtip
bir drnekle agiklayacagiz. Eratosthenes tarafindan M.0. 300°de gelistirilen ve verilen
herhangi bir n tam sayisina kadar olan biitiin asallar1 bulduran Eratosthenes Kalburu
yOntemi, 2 den itibaren n ye kadar olan biitiin sayilarin bir liste seklinde yazilarak ve
sonrasinda bilesik sayilarin elenmesi esasina dayanir,

Eratosthenes Kalburu soyledir:

1 den biiyiik, n e esit veya kiigiik tam sayilarin listesi yapilir. n in karekdkiine egit ya
da kiigilk olan biitiin asal sayilarin katlan olan sayilar ¢ikarihir. Geriye kalan sayilar
asal sayilardir. Bir bagka deyisle, 5nce n sayisina kadar olan biitiin sayilar yazilir.
Daha sonra sirasi ile 2 nin, 3 iin, 5 in, ... p nin katlan olan sayilar elenir. Bu islem p
sayisi, n sayisinin karekdkiinden kiigiik (p £+/n) olana kadar tekrar eder.

Elenmeyen sayilar n sayisina kadar olan asal sayilardir.

2.19. Teorem. Bir bilesik n tam sayisimin p? < n (yani p < vn ) saglayan bir asal

boleni p vardir.

Ispat. n > 1 oldugundan 1.16. Teorem. den dolay: asal sayilarin ¢arpimidir. 72 nin en
kiigtik asal béleni p olsun. O zaman n = p.n, olacak bigimde bir n, > 1 tam sayisi

vardirven = p.n, =2 p.p = p? dir.



2.20. Ornek. 101 sayisi asaldir.

Gergekten V101 < 11 oldugundan 2,3,5,7 asal sayillanm denemek yeterlidir. Bu
sayilann higbiri 101 i bolmediginden 101 asaldr.

2.21. Ormek. 80 den kigitk sayilar: Eratosthenes Kalburu yontemiyle bulalim:

Ilk olarak Tablol.3 deki gibi 80 e kadar olan sayilar yazilir. En kiigiik asal say1 olan
2 segilir ve 2 nin biitiin katlan kirmizi renkli olup bilesik say1 oldukiarindan elenirler,
sonrasinda 2 den biiyiik en kigiik asal say1 3 segilir ve 3 iin katlan da mavi renkte
olup bilesik sayr olduklarindan elenirler. Bu iglemler karesi 80 i gegmeyen asallar
(vani, (p <) ) igin teker teker denenir ve geriye kalan siyah renkteki sayilar
asaldir. Dolayisiyla 2,3, 5,7, 11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67,71, 73,79 sayilar: 80 den kiigiik asal sayilardir.

21345678910
11112113 |14(15]|16{ 17|18 19| 20
21122123 |24 2612712812930
3113233 |34 36{37]38139]|40
41 (42|43 |44|145]46|47|48|49(50
51|52 53|54 56 |57})58|59]60
61|62163]|64 66 | 67 | 68| 69|70
71172 (73|74|75|76|77|78|79 |80

Tablo 1.3

Belirli bir sayya kadar olan biitiin asal sayilan bulduran bu yéntem, say: biiyidiikge
¢ok fazla zaman alir. Bu yiizden bilyiik asallar igin kullamsh degildir. Tablodan da
gorillecefit gibi 2 ve 51 dahil etmezsek, ikinci, dérdiincii, besinci, altinci, sekizinci ve
onuncu siitunlarda asal say1 yoktur. Dolayisiyla 2 ve 5 disindaki bitiin asallar birinci,
ugiincii, yedinci ve dokuzuncu situnlarda bulunur. Buradan ise 2 ve 5 digindaki
biitiin asallar 10k + 1, 10k + 3, 10k + 7 ve 10k + 9 formundadir, Buradan da
asafida ifadesini verecegimiz teoremin bir 6zel halinden bahsedebiliriz. Yani

10k + 1, 10k + 3, 10k + 7 ve 10k + 9 tipinde sonsuz sayida asal say: vardir.
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2.22. Teorem. (Dirichlet) a ve b ikisi de pozitif ve {(a,b) =1 olan iki tamsay

olmak iizere an + b bi¢ciminde sonsuz sayida asal say1 vardir.

2.23. Sonug. 4k + 3 biciminde sonsuz ¢oklukta asal vardir.

2.24. Sonug. 4k + 1 tipinde sonsuz sayida asal say1 vardr.

2.3. Baz: Asal Say: Test Algoritmalar:

Asal sayilarin elde edilmesinde veya tahmininde asal say: test algoritmalart ¢ok
dnemli bir yere sahiptir ve bu nedenle bu algoritmalar ¢aligmak oldukg¢a popiilerdir.
Burada bir takim asal sayi test algoritmalari [23], [24], [25], [26], [27], [28], [29],

[30] kaynaklar kullanilarak ifade edilmis ve bunlardan bazilar agiklanmastir.

Asallik testleri bir sayinin asal olup olmadigini kanitlama siirecidir. Asalhik testi i¢in
kullanilan ilk algoritmanin Eratosthenes Kalburu oldugu bilinmektedir. Eratosthenes
Kalburu belli bir sayiya kadar olan asal sayilari kesin olarak buldurur fakat say:
biiyiiditkge algoritmanin ¢ahiymasi yavagladifindan bu algoritma biiyiik asallar
bulmakta kullamsh degildir. 17. Yiizyildan sonra Fermat’in Kiigiik Teoremi, biiyiik
asallari bulmakta kullanish asalhik testleri i¢in bir ¢ikis noktas: olmustur.

Asal sayi test algoritmalari, sayinin asal oldugunu kanitlayan ya da biiyiik olasilikla
asal oldugunu belirleyen algoritmalardir. Bir asal sayi test algoritmasi ile sayinin asal
oldugu matematiksel olarak ispatlaniyorsa buna kesin (deterministik) asallik testi
denir, eger sayimin asal oldugu muhtemel olarak ¢ikiyorsa bu tiir algoritmalara da

olasihikh (olas1) asallik testi denir.

2.3.1.Kesin (Deterministik) Asalhk Testleri

Kesin asallik testleriyle bir sayinin asal olup olmadigimi kesin olarak belirlemek
miimkiindiir. Bu tlr yontemler genellikle ¢arpanlara ayirmaya dayanmaktadir. Bu

yiizden biiyiik sayilar igin kullanish degildir. Uygulamada bir hata yapma olasiliginin

¢ok yiiksek olmasi nedeniyle kesin asallik testlerinin olasi asallik testlerinden daha az
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kullamgh olabildigi bu testlerin kullanicilan tarafindan belirtilmektedir. En ¢ok
kullanilan kesin asallik testlerinden bazilari olan Cylclotomic Ring, Lucas- Lehmer

ve Aks testlerini agagida kisaca agiklayacadiz,
2.3.1.1. Lucas- Lehmer testi

Mersenne sayilarimin asal olup olmadigim belirlemek igin etkili bir kesin asallik
testidir.
M, asal olmasi igin gerek ve yeter sart S,_, = O(mod Mp) olmasidir. Burada
So=4, S5;=14, §, =194, ... ,S8, = (5,~.1)>—2 olmak {izere S, ler Lucas
sayilaridir.
Ornegin; p = 5 igin Mg = 25 — 1 = 31 dir. Bu takdirde
So = 4 = 4 (mod 31)
S5; =14 = 14 (mod 31)
S; = 194 = 8(mod 31)
S5-2 = 83 = 37634 = 0 (inod 31)

elde edilir. Boylece M5 Mersenne saymisinin bir Mersenne asal oldugu gosterilmis

olur.
2.3.1.2. Cyclotomic asallik testi

1980°de L. Adleman, C. Pomarence ve R. Rumely tarafindan 6nerilmistir ve kisa bir
siire sonra 1981°de basitlestirilmis ve daha verimli halini Lenstra tarafindan
verilmigtir. Daha sonra, 2008°de Rene Schoof, Lenstra’nin ilkel testinin giincellenmis
versiyonunu sunmustur. Testin mihenk tas: cyclotomic cisim {izerinde hesaplanan
Gauss veya Jacobi toplamlarinin, Fermat’in Kiigilk Teoremi’ne benzer bir asal
kongrilans baginusidir. Cyclotomic asallik testini uygulayabilmek igin bu tezin
konusu disindaki cyclotomic cisimler iizerine derin bilgilere gerek vardir.
Okuyucular, bu test ile ilgili ayrintih bilgiler i¢in Boucher’in yiiksek lisans tezini

inceleyebilir [26].

2.3.1.3. AKS testi
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AKS asallik testi, Manindra Agrawal, Neerj Kayal ve Nitin Saxena tarafindan
olugturulmus deterministik bir asallik testidir. Test, bir sayinin polinom zaman iginde

asal m1 yoksa bilesik say: mi oldugunu belirler.
2.3.2. Olas1 Asallik Testleri

Olas asallik testleri, bir sayinin yiiksek olasilikla asal oldugunu kamitlama siirecidir.
Kesin asallik testlerine gére daha hizh oldugu ve gergekte bir sayinin asal olup
olmadigim kiiciik hata paylari ile hesaplayabildigi i¢in olasi asalhk testleri daha ¢ok
tercih edilir. 271%° den daha kiigiik bir hata pay ile bir saymin asal oldugu

belirlenebilir ve bu testlerde hata oraninin 2719 {i ge¢memesi aranan bir &lgiittiir.
2.3.2.1. Fermat testi

Fermat’in Kiiciik Teoremi, eger n € P ve (a,n) =1 ise a" ! =1 (mod n) dir.
Dolayisiyla da a™ = a (mod n) dir. Ancak teoremin tersi olan * (a,n) =1 ise
a"1=1(modn) ise p € P dir” ifadesi her zaman dogru degildir. Omegin;
n =341 igin a =2 segelirse 23*! =1 (mod 341) dir fakat 341 =11x 31
oldugundan bilesikti. Aymi sekilde n =561 icin a=2 segelirse 2°61 =
1 (mod 561) dir fakat 561 = 3 x 11 x 17 oldugundan bilesiktir.
Gergekten de ¢ok sayida (n,a) =1 olacak sekilde n bilesik sayisi @™ ! =
1 (mod n) kongrilansim saglar. Bdyle n bilesik tam sayilarina Carmichael sayisi
denir. 10000 = 10* tam sayisindan kiigilk 7 tane Carmichael sayis1 vardir. 10%7
sayisindan kiigiik 585355 tane Carmichael sayis1 vardir.
Fermat’n Kiigiik Teoremi’nin karsit tersi, eger a®~! & 1 (mod n) ise (a,n) =1 ve
n &€ P dir. Bu yeni ifade kullanilarak bir saymin bilesik oldugu ispatlanabilir.
Fermat’in Kiiglik Teoremi’nin karsit tersinin ¢aligma y6ntemi soyledir:

. n sayisini tanimla.

2. (a,n) = 1 olacak sekilde bir a sayisi seg.

3. a™ ! =7 (mod n) yi hesapla.



4, Eger a™ ! =1 (modn) ise n olas: asaldir. 2,3 ve 4 adimlarim farkli a
sayilari i¢in tekrarlayin. Her tekrarlamayla n nin asal olma ihtimali artar.
5. Egera™ ! 2 1 (mod n) ise n kesinlikle asal degildir.
Eger sectifimiz n sayist Carmichael sayisi olursa Fermat testi basarisiz olur. 100
veya daha fazla basamakh sayilardan rastgele segilen tek bir sayinin Carmichael
sayisi olma ihtimali o kadar diistiktiir ki bu ihtimal sifir kabul edilebilir. Bu nedenle,
Fermat testi, saymin Carmichael sayisi olmama kosuluyla giivenilir bir testtir. Bu
durumda dérdiincii adimin kag kez tekrar edilecegine bakilmaksizin test, n nin olasi
bir asal oldugu sonucuna varacaktir.
Ornek verecek olursak,
. n=5
2. a=2 {(an)=1
3. 2 =16=1(mod 5)
4. 2% =1 (mod 5) oldugundan 5 sayisi olas) asaldr.
a=3, (an)=1 ve 3* =81=1(mod5) oldugundan 5 sayis:

olasi asaldur.
2.3.2.2. Solovay& Strassen testi

Olasi asallik testlerinden olan Solavay- Strassen testi, agtk anahtar sifrelemelerinde
kullanilan ilk olasi asallik testidir. Solovay& Strassen Testi n sayisinin asal olup
olmadigimi bulmak igin Jacobi sembolii kullamilmaktadir. Bu testin yerine daha hizli
ve en az bunun kadar dogru olan Miller- Rabin testinin kullanilmasi énerilmektedir.
Zamanla bu gibi alternatif testierin artmasiyla tercih edilirligi azalmis olmasina
ragmen yine de birgoklan tarafindan kullanilmaya devam edilmektedir. Asagida
Solovay- Strassen testinde ve diger testlerde de kullarilan Jacobi Sembolii ve Euler

Kriterine kisaca deginilmistir.

2.25. Tanm. p>2, peP, a€Z ve (a,p)=1 olsun. Eger x? = a (mod p)
kongrilansimin ¢dziimil var ise, a ya (mod p) ye gére kuadratik rezidii (KR); eger
x% = a (mod p) kongrilansimin ¢6ziimii yok ise, a ya (mod p) ye gore kuadratik
non-rezidii (KNR) denir.
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2.26. Tanm. p > 2 ,p€P, a€Z ve (a,p) =1 olsun. (S) semboliine Legendre

1,a (mod n)ye gére KR

—1,a (mod n)ye gore KNR LliE

Sembolii denir. (%) = [

2.27. Tamm. n herhangi bir tek tam sayi olmak lizere (%) ifadesine Jacobi Sembolii

a

denir. Eger n=p,%.p," .. .p* ,Vi€{l2, . k}icinp,€ P ise (;) -
a\* [a)\% a \%k
(; 5 z) (E) dir.

2.27. Teorem. (Euler Kriteri) n tek asal sayi olsun. (a,n) = 1 olacak sekildeki

=1 a .
bitina €Z icina z = (;) (mod n) dir.

2.28. Tamim. n bilesik tek tam say1 ve a,1 < a <n —1 olacak sekilde tam say:

n-1
olsun. Eger (a,n) > 1 ya da a2 # (%) (mod n) ise a ya n igin Euler tamii

n=1
(witness) denir. Eger (a,n) =1vea:z = (-E-) (mod n) ise n ye a tabaninda Euler

sahte asali denir. Yani, n bilesik sayisi Euler Kriteri’ni saglayip bir asal say1 gibi
davranir. Burada a sayisina Euler yalancisi denir.

Ornek: 91 = 7 x 13 sayis1 9 tabaninda Euler sahte asalidir. 9*° = 1 (mod 91) dir.
Ayrica (%) =1dir.

2.29, Lemma. n bilesik tek tam say1 ve a,1 € a < n — 1 olacak sekilde tam say)

olsun. a sayilarindan en fazla @ tanesi n icin Euler yalancisidir. Burada @(n),

Euler phi fonksiyonudur.

Algoritma agagida anlatildig gibi ¢aligmaktadir.

Test edilecek n > 2 tek sayis1 ve giivenlik parametresi t segilir. Sonug olarak n asal
m1? sorusuna olasi asaldir ya da bilesiktir cevabini verir. t denemeden sonra n i¢in

Euler tamif1 bulunmazsa n nin asal olma olasilig; (1 - %) den daha biiyiiktiir.

1. Rastgele bir 2 < a £ n — 2 olacak sekilde a tam sayisi seg.

n=1

2. az =r{(modn)yihesapla.
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3. Egerr # 1 veyar # —1 ise n bilesiktir.
4. s= (%) yi hesapla.
5. Egerr % s (mod n) ise n bilesiktir.
6. n olast asaldir.
Eger algoritma n yi bilesik olarak gikt1 veriyorsa o zaman n kesinlikle bilegiktir,
ciinkii asal sayilar Euler Kriteri’ni saglamak zorundadir.
Algoritmayr n = 7 igin ¢alistiralim:
1. a =2 olsun.

2. 22=1(mod7)

3. r =1 oldugundan algoritmaya devam et.

4. s= (1:-) =1

5. 1 =1 (mod 7) oldugundan algoritmaya devam et.
6. a = 3 olsun.

7. 33=—1(mod 7)

8. r = -1 oldugundan algoritmaya devam et.

0. =)=~

10. =1 = —1 (mod 7) olduBundan algoritmaya devam et.
11. a = 4 olsun.
12. 43 = 1 (mod 7)

13. r = 1 oldugundan algoritmaya devam et.

14.s=(3)=1

15.1 =1 (mod 7) oldugundan algoritmaya devam et.
16. a =5 olsun.

17.53 = -1 (mod 7)

18. r = —1 oldugundan algoritmaya devam et.
=(3)=-
19.5=(3)=-1
20. —1 = —1 (mod 7) oldugundan algoritmaya devam et.
21.n = 7 olasi asaldir.
Algoritmayl n = 91 i¢in algoritmayi ¢alistiralim:

I. a =9 olsun.
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2. 9% =1 (mod91)

7 = 1 oldugundan algoritmaya devam et.

4. s=(%)=1

LJ

Lh

1 = 1 (mod 7) oldugundan algoritmaya devam et.
6. 2% =57 (mod 7)
7. r #1veyar # —1 oldugundan n = 91 bilesiktir.

2.3.2.3. Lehmann testi

1982°de D.J. Lehmann tarafindan olusturulan Lehmann testi, Fermat'in Kiiciik

Teoremi’ne dayanmaktadir.

n € P igin (a,n) = 1 olmak iizere a®! — 1 = 0 (mod n) dir. Burada iki kare farki

n=1

n=1
ozdegligini  kullamirsak (a2 — 1)@z +1)=0(modn) elde edilir Bu
diisinceden hareketle Lehmann testi asagidaki sekilde zetlenmistir. Lehmann testine

gore bir n > 2 tek tam sayisinin asallifim aragtirmak igin; 1 < a < n olacak sekilde

n=1
rastgele bir a tam sayisi segilir. Segilen a sayisina gore az =c (modn)

kongriians1 hesaplanir. Eger ¢ sayist 1 ve —1 den farkl ise bu durumda n bilesik bir
sayidir. Aksi durumda, yani ¢ sayist 1 veya —1 e esit ise bu ¢ sayis1, ¢ = ¢, seklinde
bir dizinin terimi olarak yazilir. Ikinci adim olarak farkli bir rastgele a sayis segilir
ve aym islemler sonucunda olusan ¢, ¢ = ¢; olarak yazihr. Bu adimlar k kez tekrar

edilirse (¢y, €3, €3, ..., €) dizisi elde edilir. Eger biitiin c;,i € {1,2,, ...k}, degerleri 1

K
veya —1 ise fakat yalniz 1 veya yalmz —1 degilse n, 1 — G) olasilikla asal kabul

edilir.

2.30. Ornek. n = 11 igin 11 in asalligin: arastiralim.

1<a=<10 ve (a,11) =1 olacak sekilde a tam sayis: segelim. a =1 igin 15 =
1 (mod 11) oldugundan ¢; =1 dir. @ =2 igin 2% = —1 (mod 11) oldugundan
c; =1 dir. a=3 igin 3° =1 (mod 11) olduundan c; =1 dir. a =4 igin
4> = 1 (mod 11) oldugundan ¢, = 1 dir. @ = 5 i¢in 5° = 1 (mod 11) oldugundan

cs =1 dir. @ =6 igin 6° = —1 (mod 11) oldugundan ¢4 = —1 dir. a =7 igin
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7° = -1 (mod 11) oldugundan ¢; = —1 dir. a=8 igin 8° = —1 (mod 11)
oldugundan cg = —1 dir. a=9 igin 95 =1 (mod 11) oldugundan ¢y =1 dir.
a=10 igin 105 =-1(mod 11) oldugundan ¢, =—1 dir. Dolayisiyla i €
{1,2,..,10} igin ¢; degerleri 1 veya —1 ve fakat yalmz 1 veya yalmz -1

10
olmadigindann =11, 1 - G) = 0,9990234375 olasilikla asaldir.

2.3.2.4. Miller- Rabin testi

1976’da Gary L. Miller tarafindan baglangigta deterministik asallik testi olarak
olusturulmustur. 1980°de Michael O. Rabin deterministik olmayan yeni bir siiriim
olarak tasarlamistir. En ¢ok kullanilan olasi asallik testidir. Test asagidaki ger¢ege
dayanmaktadir. n tek tamsay1 ve a tamsay olmak iizere (a,n) =1 olsun.n—1=
r. 2% olacak sekilde r tek tam say1 ve s tam say1 olmak iizere;
a"t-1=a% -1=(a?" -1)(a?¥" +1)
= @?7 - )(@?” + 1)@ +1)

= (@ - 1)@ +1)(a? +1)

= (a"-1(a" + D(@* + 1)(a* +1).. (a""'s_l +1)

dir.

Eger n asal ise Fermat'in Kiigiik Teoremi’'ni kullanarak a" ! —1=a"% —1=
(@ - 1(a"+ 1)@ +1)(@* +1) .. (a7 +1) = 0(modn) dir. Boylece n
asal oldugunda carpanlardan biri (modn) de 0 olmalidir. Bu yiizden a" =
1 (mod n) veya a™? = —1 (mod n), j € {0,1,2, ... s — 1} dir.

Eger carpanlardan hi¢biri (mod n) de 0 a esit degil ise (modn) de n nin asal
olmadi kesin olarak bilinir. Ancak en az biri 0 a egit ¢ikarsa, n nin asal oldugu
kesin olarak s6ylenemez ve bu durumda n nin asal oldugunun dogrulugunu artirmak

i¢in a nin bagka degerleri de kontrol edilmelidir.

2.31. Tamim. n, tek bilesik say: ve r tek say1 olmak iizere n —1 = r.2% olsun,

a €{12,..,n—1} olmak iizere (a,n)=1 sartiyla eger a" £ 1(modn) ve
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a? 21 (modn), ¥j €{0,1,2,..,5 — 1} ise a ya n nin gii¢lii tam@ denir. Diger
durumda, kongriianslardan en az biri bu sartlar altinda saglanirsa a ya n igin giiglii

yalaney, n ye de a tabaninda giiglii sahte asal denir.

2.32, Ornek. n = 91 iginn — 1 = 90 = 2.45 tir. Bu durumda r = 45 ve s = 1 olur.
a =9 segilirse (9,91) =1 dir ve 9*° =1 (mod 91) oldugundan 91, 9 tabaninda

giiclii sahte asaldir.

a nin n i¢in giiclii yalanci olma olasiligi en fazla S . Farkli a sayilart icin giiglii

. 1 .. .
yalanci olma olashg " dir. Burada k, n igin test edilen a tam sayilarin sayisim

gosterir ve bu nedenle testin dogrulugunu kontrol eder.
Miller- Rabin olasi asallik test algoritmasini su sekilde dzetleyebiliriz:
1. n = 3 olacak sekilde bir n tek sayisi seg.
2. nyi, rtek tam say: ve s tam say1 olmak lizere n — 1 = r. 2% olarak yaz.
3. a€{234, ..,n—1} olmak lizere eger (a,n) > 1 ise n bilesiktir. Eger
(a,n) =1lisea” =y (mod n) yihesapla. y # 1vey # —1 ise
4. Eger b=1 veya b=n-~1 ise, yani a" =1(modn) veya a" =
—1 {(mod n) demektir, n olasi asaldr.
5. ¥ = by (mod n) igin b; = —1 olup olmadigim kontrol et, eger b; = 1 ise n
bilesiktir.

6. s — 1 kez tekrar edildikten sonra (a"zs - 1) Z# 0 (mod n) ise n bilegiktir.

2.33. Ornek. Miller- Rabin testini kullanarak n = 247 nin asal olup olmadigint
kontrol edelim:

n—1=246 = 21.213 bdylece r = 213 ve s = 1 olur. Simdi 247 nin asalligim test
edebilmek icin a € {1,2,3,...246} olacak sekilde (a,247) =1 sartini saglayan a
sayisi sececegiz. Eger (a,247) # 1 ise 247 bilesiktir.

a = 68 i¢in (68,247 = 1 dir. 68%'® = 1 (mod 247) oldugundan 247 olasi asaldir
vya da giiclii sahte asaldir ve a = 68 gii¢lii yalancidir.

a = 75 igin (75,247 = 1 dir. 75213 = —1 (mod 247) oldugundan 247 olasi asaldir

ya da giiclii sahte asaldir ve a = 75 gii¢ld yalancidir.
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a =105 i¢in (105,247 =1 dir. 105%!3 2 +1 (mod 247) oldugundan 247
bilesiktir ve @ = 105 sayis1 247 igin giiglii tanikuir.

247 nin giiglti yalancilarinin kiimesi; {1, 12, 56, 68, 69, 75,87, 88, 103, 144, 159,
160,172,178,179,191, 235,246} tir. Eger a, n igin giiglii yalanci ise ve (n — a) da

giiclii yalancidir.

2.34. Ornek. Miller- Rabin testini kullanarak 7 = 11 nin asal olup olmadigin:
kontrol edelim:

n—1=10=215 boylece r=5 ve s=1 olur. Simdi 11 in asalligimi test
edebilmek igin a € {1, 2,3, ... 10} olacak sekilde (a, 11) = 1 sartin: sagilayan a sayisi
segecegiz. Eger (a,11) # 1 ise 10 bilesiktir.

a = 1igin (1,11) = 1 ve 1° = 1 (mod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 2igin (2,11) = 1 ve 2° = —1 (mod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 3 igin (3,11) = 1 ve 3° = 1 (mod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 4igin (4,11) = 1 ve 4°> = 1 (mod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 5icin (5,11) = 1 ve 5° = 1 (mod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 6igin (6,11) = 1 ve 6° = —1 (mod11) oldugundan 11 olasi asaldir.

a = 7igin (7,11) = 1 ve 7° = —1 (mmod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 8icin (8,11) = 1 ve 8% = —1 (mod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 9igin (9,11) = 1 ve 9° = 1 (mod11) oldugundan 11 olas: asaldir.

a = 10 igin (10,11) = 1 ve 105 = —1 (1nod11) oldujundan 11 olas: asaldir.

1310
O halde n =11 sayis1 1 — (Z) olasilikla asaldur.

2.4. Asal Sayilarin Dagihim

2.35. Teorem. Ardigik iki asal sayi arasindaki bosluk istenildigi kadar biiyiik
yaptlabilir. Bagka bir deyisle her k = 1 i¢in k ardisik bilesik tam sayr vardir,

Ispat. k = 1 bir tam sayi olsun. O zaman (k + 1)1+ 2, (k + 1)+ 3, ... ,(k+ D! +
(k + 1) sayilart k ardisik tam sayilardir ve her 2 £ i < k + 1 i¢in, i|[(k + 1)! + ]
oldugundan (k + 1)! + i bir bilesik tam sayidir.



Bu teorem asal sayilarin Z* da dagiliminin diizensiz oldugunu gésterir.

2.36. Ornek.
k=3igin(3+1)+2, B3+ +3,B3+1D+4
=24+2, 24+3, 2444
=26, 27, 28
k=Sigin(G+1)!+2,5+1D!+3,G+D+4GE+1D)+5G+1!+6
= 722,723,724,725,726

2.37. Tamim. x € R olmak iizere x ten bilyiikk olmayan asal sayilarin sayis1 w(x) ile
gosterilir. Boylece n(x) = |{p:p € Pve p < x}| tir.

Ornegin, x < 2 iken r(x) = 0 dir. Ayricam(2) = 1, n(3) =2, 7(6) = 3, n(10) =
4 tiir.

2.38. Teorem. (Asal Sayr Teoremi )

m(x)
il x/logx -
dir.
" m(n) E(—?g m logn
n n
10 4 0,400 | 0,921
100 25 0,250 | 1,151
500 95 0,150 | 1,181
1000 | 168 0,168 | 1,161
10000 | 1229 0,123 | 1,132
10° 1592 0,096 | 1,105
106 | 78418 0,078 | 1,078
107 | 664579 0,066 | 1,064
10% | 5761455 | 0,058 | 1,068
10° | 50847534 | 0,051 | 1,057

Tablo 1.4 [4]

Tabloda goriildiigii gibi

w(x
l

py )x kesrinde x degeri arttitkca bu kesrin deferi 1 e

og
yaklastig1 goriilmektedir.
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2.39. Teorem. (Chebychef) Oyle a,b € R* vardir ki her x > 2, x € R i¢in

X <u(x)<b x
alogx s logx

tir.
2.40. Teorem. Vx 2> 2, x € Rigin []c,p < 4% tir.

2.41. Teorem, (Bertrand Postulat)) Vn > 1, n € Z igin n < p < 2n olacak bigimde
bir p € P vardir.

2.5. Asal Sayilarla Ilgili Bazi Giincel Makaleler

Bu béliimde bu tezin bulgulaninin elde edilmesinde yararli olan asal sayilarla ilgili

bazi giincel makaleler ayrintili olarak incelenmistir.
2.5.1. 2m- asal ¢iftlerini elemek (Sieving 2m-prime pairs [31])

Bu calismada Lampret, p bir asal sayi ve m bir pozitif tam sayi olmak iizere (p,p +
2m) formundaki bir asallar ¢iftini 2m-asal ¢ifti olarak tamimlamis ve 2m-asal
¢iftlerinin (0zel olarak ikiz asal giftlerinin) yeni bir karakterizasyonunu elde etmigtir.
m = 1 i¢in 2-asal giftleri ikiz asallardir. it = 2 igin 4-asal ¢ifileri kuzen asal ciftleri
olarak  bilinir:  (3,7),(7,11),(13,17),.. m=3 igin 6-asal giftleri:
(511),(7,13),(11,17),.. m =4 igin 8-asal ¢iftleri: (3,11),(5,13),(11,19), ...
Boylece ikiz asal giftlerini 2m-asal giftlerin dzel bir durumu olarak diisiinebiliriz ve
ikiz asallarn sonsuz ¢oklukta oldugu samisi tiim 2me-asal ciftleri igin
genellestirilebilir.

Lampret ¢alismasinin ilk bdlimiinde verilen bir tam sayiya kadar olan ikiz asal

¢iftlerini bulduran temel bir metot sunmugtur. Bu metot asagidaki sonuglara dayanir.
2.42. Lemma. p bir asal say:1 olmak lizere efer p = 6 -+ 1 veya p = 6f — 1 ise her

i=1icin (6(pi+j)—1,6(pi+j)+1)ve (6(pi—j)—1,6(pi—j)+ 1) ikiz asal
cifti degildir.
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2.43. Teorem. k pozitif bir tam say! olmak iizere (6k — 1,6k + 1) ikiz asal ¢ifti
degildir ancak ve ancak 6j &+ 1 formunda bir p < v6k + 1 asali ve k = pi + j veya

k = pi — j olacak sekilde bir pozitif { tam sayisi mevcuttur.

Lampret metoduyla verilen bir tam sayiya kadar olan ikiz asal ¢iftlerini bulduran bir
kalbur elde etmigtir Lampret yukaridaki sonuglari 2m-asal giftleri igin
genellestirmistir. Lampret'in sonucu, verilen bir tam sayiya kadar olan 2m-asal
ciftlerini (6megin ikiz asal giftlerini) bulduran temel bir metot saglamaktadir. Bu
metot ikiz asal kalburuna benzer olarak yapilir. Lampret, 6ncelikle 3 asali digindaki
tlim 2m-asal giftlerini dért gruba ayirmigtir:

(i). (6n — 4)-asal giftleri: Birinci bilegeni 6 modiiliine gére —1 ve iKinci bileseni
1 e denk olan giftlerdir, yani n ve k pozitif tam sayilars icin (6k — 1,6k +
6n — 5) formundaki asal ¢iftleri bu gruptadir.

(ii).  (bn — 2)-asal giftleri: Birinci bilegseni 6 modiiliine gére 1 ve ikinci bileseni
—1 e denk olan giftlerdir, yani n ve k pozitif tam sayilan igin (6k + 1,6k +
6n — 1) formundaki asal ¢iftleri bu gruptadir.

(iii).  Her iki bileseni de 6 modiiliine gére —1 e denk olan 6n-asal ¢iftleri: n ve k
pozitif tam sayilari igin (6k — 1,6k + 6n — 1) formundaki asal giftleri bu
gruptadir.

(iv).  Her iki bileseni de 6 modiiliine gore 1 e denk olan 6n-asal giftleri: n ve k
pozitif tam sayilan i¢in (6k + 1,6k + 6n + 1) formundaki asal giftleri bu
gruptadir.

Lampret, 2m-asal ¢iftleri kalburu igin agagidaki sonuglar: vermistir. 2.42. Lemma nin

genellemesi olarak agagidaki lemmay: vermistir.

2.44. Lemma. n bir pozitif tam say1 olmak iizere, p = 6j — 1 asal ise her i 2 1 i¢in
(6(pi+j)—1,6(pi +j)+6n—15)ve
(6(pi—j—n+1)-1,6(pi—j—n+1)+6n-5) ciftleri (6n— 4)-asal cifti
degildir.

p=6j+ 1asal ise heri = 1 igin (6(pi — j) — 1,6(pi — j) + 6n — 5) ve
(6(pi+j—n+1)-1,6(pi+j—n+1)+6n—05) ciftleri (6n — 4)-asal ¢ifti
degildir.
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2.45. Lemma. k bir pozitif tam say1 olmak iizere, 6k — 1 sayisi asal degilken i ve j
pozitif tam sayilar igin agsagidaki denkliklerden biri saglanir:

(i). p:=6j—1asaldirve k = pi +j dir,

(ii). p=6j+ 1asaldirve k = pi — j dir.

Her iki durumda da her n pozitif tam sayisi igin p <V6k —1 ve dolayisiyla
p <6k + 6n — 5 dir.

2.46. Lemma. k ve n pozitif tam sayilar olmak {izere, 6k + 6n — 5 asal degilken i
ve j pozitif tam sayilar i¢in asagidaki denkliklerden biri saglanir:

(i), p=6j—1lasaldrvek=pi—j—n+1dir,

(ii). p=6j+1lasaldrvek =pi+j—n+1dir.

Her iki durumda da p < V6k + 6n — 5 dir.

2.47. Teorem. k ve n pozitif tam sayilar olmak lzere; (6k — 1,6k + 6n—5),
(6n — 4)-asal gifti degildir ancak ve ancak i ve j pozitif tam sayilar i¢in asagidaki
denkliklerden biri dogrudur:

(i), p=6j—lasaldr,k=pi+jvek=pi—j—n+1dir,

(ii)). p=6j+tlasaldir,k=pi—jvek=pi+j-n+1di

Her iki durumda da p < V6k + 6n — 5 dir.

2.48. Teorem. k ve n pozitif tam sayilar olmak iizere; (6k + 1,6k + 6n — 1),
(bn — 2)-asal ¢ifti degildir ancak ve ancak i ve j pozitif tam sayilar igin asagidaki
denkliklerden biri dogrudur:

(). p:=6j—1lasaldir,k =pi—jvek =pi+j—ndir,

(ii)) p=6j+1lasaldink=pi+jvek =pi—j—ndir

Her iki durumda da p < V6k + 6n — 1 dir.

2.49. Teorem. k ve n pozitif tam sayilar olmak iizere; (6k — 1,6k + 6n — 1), (6n)-

asal cifti degildir ancak ve ancak { ve j pozitif tam sayilan igin asagidaki

denkliklerden biri dogrudur:
(i) p=6j—1lasaldir,k=pi+jvek =pi+j—ndir,
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(i). p=6j+lasaldink=pi—jvek =pi—j—ndir
Her iki durumdada p < v6k + 6n — 1 dir.

2.50. Teorem. k ve n pozitif tam sayilar olmak iizere; (6k + 1,6k + 6n + 1), (6n)-
asal c¢ifti degildir ancak ve ancak i ve j pozitif tam sayilan igin agagidaki
denkliklerden biri dogrudur:

(i) p==6j—1asaldir,k=pi—jvek =pi—j—ndir,

(ii). p=6j+lasaldir,k=pi+jvek =pi+j—ndir

Her iki durumda da p < v6k + 6n + 1 dir.

2.5.2. ikiz asallar iizerine bir not (A note on the twin primes [32])

1949°da Clement ikiz asallarla ilgili bir teorem ispatlamistir. Bu makalede {brahima
Gueye, Wilson ve Clement teoremlerini kullanarak, “n + 2 ve n + 4 sayilar asaldir
ancak ve ancak (n + 2)(n + 4)|n(n + 1)! — 2 dir.” sonucunu ispatlamistir.

2.5.3. ikiz asallar iizerine agiklama (Remark on twin primes [33])

Clement’in ikiz asallarla ilgili teoremi, n + 2 ve n + 4 sayilar1 asaldir ancak ve
ancak (n + 2)(n + )|4[(n + 1)! + 1] + n + 2 dir. .Gueye, n + 2 ve n + 4 sayilan

asaldir ancak ve ancak (n + 2)(n + 4)|n{n + 1)! — 2 dir, sonucunu ispatlamistir. Bu

¢alismada J.Sandor, bu sonucun basit bir ispatim vermistir.
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BOLUM 3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, Béliim 2°de ayrintili olarak incelenen ikiz asallarla ilgili makalelerin
1siginda asagidaki problemlere yanitiar verilmistir:

Problem 1: Lampret'in ¢aligmasindan esinlenerek Lampret'in ikiz asal ¢iftlerini
buldugu gibi Sophie Germain ve ilgili giivenli asal giftlerini bulmak i¢in bir kalbur
elde edilebilir mi?

Problem 2: Clement’in ikiz asallarla ilgili Bélim 2’de ifade edilen teoreminden

ilham alinarak, Sophie German asallarinin bir karakterizasyonu elde edilebilir mi?
3.1. Sophie Germain Asallarin1 Elemek

Bu kisimda Problem 1 ele alinmistir. Lampret'in ikiz asallarla ilgili "Sieving 2m-
prime pairs" ¢alismasindan esinlenerek Sophie Germain ve ilgili giivenli asal
ciftlerini bulmak i¢in temel bir metot olarak bir elek elde edilecektir.

p asal iken 2p + 1 de asal oluyorsa, p ye Sophie Germain asali denir. Eger p Sophie
Germain asali ise 2p + 1 asalina giivenli asal denir. Sophie Germain, 1825’lerde,
Sophie Germain asallar1 i¢in Fermat'n Son Teoremi’nin ilk durumunun dogru
oldugunu gdstermigtir. Yukarida adi gegen ¢alismasinda, Lampret, m keyfi pozitif
tam say1 olmak iizere 2m-asal ciftlerini bulduran bir elek vermistir. Lampret, biitiin
2m-asal ciftlerini dort gruba ayirmistir. Bunlardan birisi, ¢iftin her iki bilegeni de
mod 6 da —1 e kongriient olan 6n-asal ¢iftleridir. n ve k pozitif tam sayilar olmak
lizere 6n-asal giftleri, (6k — 1,6k + 6n — 1) seklindedir. Lampret, (6k — 1,6k +
6n — 1) formundaki 6n-asal ¢iftlerinin bir karakterizasyonunu vermistir.

Bu ¢aliymada, bir Sophie Germain asah ve ilgili giivenli asal gifti SG-S-asal ¢ifti

olarak adiandirilacaktir.

3.1.1. Lampret’in sonucunu kullanarak $G-S-asal ciftlerini bulduran bir metot:
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2 ve 3 disindaki biitiin asal sayilar, bir pozitif k tam sayisi igin 6k — 1 ya da 6k + 1
formundadir. Eger p asalh 6k + 1 formunda ise 2p + 1 asal olmadigindan p bir
Sophie Germain asali degildir. Dolayisiyla (6k + 1,12k + 3) SG-S-asal ifti
degildir. Béylece, SG-S-asal giftleri bir pozitif k¥ tam sayis: icin (6k — 1,12k — 1)
formundadir. Boylece (12k — 1) — (6k — 1) = 6k oldugundan SG-S-asal ciftleri
Lampret’'in 2m-asal giftleri sonucuna doniisiir, burada bir pozitif k¥ tam sayist igin
2m = 6k dir.

k pozitif bir tam say1 olmak iizere, n = k alinirsa agagidaki sonug elde edilir.

(6k — 1,12k — 1} S5G-S-asal ¢ifti degildir < i ve j pozitif tam sayillan igin
asagidaki denkliklerden biri dogrudur:

pi+j
2 3

pi-Jj

-

(i). p=6j—1lasaldir,k=pi+jvek=
(ii)). p=6j+lasaldink=pi—jvek=
Her iki durumda dap < v12k — 1 dir.

Verilen bir z pozitif tam sayisina kadar olan SG-S-asal ¢iftlerini bulduran metot

asagidaki gibidir.
l. k=12, .E] tam sayilari listelenir.

2. 3 < p <z olacak sekilde asallar bulunur.
3. Bulunanherbir3 <p < vz asallari i¢in;
s 6Glp+1lisej= P—g—ldir vek=pi+jvek= %ﬂ'tam sayilart listeden atilir,

o Blp—1lisej= p%1dir vek=pi—jvek= %lam sayilar: listeden atilir,

Listede kalan her k tam sayisi, (6k — 1,12k — 1) SG-S-asal ¢iftlerini verir.

3.1. Ornek. 250 ye kadar olan SG-S-asal ¢iftlerini bulmak icin k = 1,2, ... 41 tam

sayllart asagidaki tabloda listelenmisti. 3 < p < V250 olacak sekildeki asallar
5,7,11 ve 13 tiir.
(1) p=25=06.1-1oldugundan j = 1dir ve dolayisiylak =5i + 1 ve k = %

tam sayilan listeden atilir. Bu durumda listeden atilanlar

3,6,8,11,13,16,18,21, 23,26, 28,31, 33, 36, 38, 41 tam sayilaridir.
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7i=-1

(ii). p=7=6.141oldugundan j =1dirvedolayisiylak =7i—1vek = -5
tam  sayillart  listeden atthr., Bu durumda listeden atilanlar
3,6,10,13,17,20,24,27,31, 34, 38,41 tam sayilandir.

(it). p=11=6.2-1 oldugundan j =2 dir ve dolayisiyla k=11i +2 ve
k= 11;+z tam sayilan listeden atilir. Bu durumda listeden atilanlar
12,13,23, 24, 34, 35 tam sayilandir.

(iv),. p=13=6241 oldugundan j =2 dir ve dolayisiyla k =13i -2 ve
k= 13;_2 tam sayilan listeden atilin Bu durumda listeden atilanlar
11,12, 24,25, 37, 38 tam sayilaridir.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 12 i3 14 15 16 1= 18 19 20
=3 22 23 24 25 26 e 28 29 30
&+ 32 33 24 35 36 37 fes 39 40
4%

Tablo 2.1

Listede kalan her k tam sayisi igin (6k — 1,12k — 1) olarak SG-S-asal ¢iftleri elde
edilir. Listede bulunmayan (2,5) ve (3,7) giftlerini de eklersek, 250 ye kadar olan

biitiin SG-S-asal ¢iftlerini bulunur:
(2,5),(3,7,(511),(11,23), (23,47),(29,59), (41,83), (53,107), (83,167), (89,179)
(113,227),(131,263),(173,347),(179,359), (191,383), (233,467),(239,479).

3.2. Sophie Germain Asallarinin Bir Karakterizasyonu

Bu kisimda Problem 2 ele alinmistir. Clement’in ikiz asallarla ilgili kongriiansina

benzer olarak Sophie German asallarinin bir karakterizasyonu elde edilebilir.

3.2. Lemma. p asal sayidir ancak ve ancak (p + 1)2[(p — 1)'}2 = 1 mod(p) dir.

ispat. Wilson teoremini kullanarak, p € P & (p — 1)! = —1 mod(p)

pEP = (p+1)(p-1)=—-1mod(p)
peEP = [(p+ (-1 = (-1)* mod(p)
PEP = (p+1)%(p -1 = 1mod(p)
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dir. Aksine, (p + 1)*[(p — 1)!]> = 1 mod(p) ve p & P olsun. Boylece 1<t <p
olacak sekilde p nin t tam say1 béleni vardir. Difer yandan, eger (p + 1)%{(p —
1!? = 1 mod(p) ise [(p — 1)1]* = 1 mod(p) dir. Bundan dolay: [(p —1)!)? =
1mod(t) dir. t tam sayisi ayni zamanda [(p — 1)!]? nin bir béleni oldugundan bu

bir ¢eligkidir. O halde p asal sayidir.

3.3. Lemma. p > 2 bir tek say1 olsun. Bu takdirde 2p + 1 asal sayidir ancak ve
ancak (p + 1)2.[(p — 1)']2 = 1 mod(2p + 1) dir.

Ispat. Wilson teoremini kullanarak, 2p +1 € P & (2p)! = —1mod(Zp + 1) dir.
Boylece
2p+1elP « (2p)(2p-1)..2p-p)2p—p—1'=—-1mod(2p + 1)
e (-DE2)(p-Dp-DI=-1mod(2p+ 1)
e CDP*L(p+DI(p-1)=-1mod(2p + 1)
o (p+D(p-1)=~-1mod(2p+1)
o (pPp+D.pp-YNp-1)=-1mod(2p+1)
e (p+D.plp-DN=-1mod(2p +1)
& @+D.(p+p+1-p-D.[(p-1D?=-1mod(2p +1)
e (p+D.(-p—-D.[(p—-DN?=-1mod(2p + 1)
e =+ D I(p-1)1?=-1mod(2p + 1)
e [+ DE(p-1)P=1med(2p+1)
dir.

3.4. Lemma. p > 2 bir sayi olsun. Bu takdirde (p + 1)2. [(p — 1)!]* = 1 mod (2p +
1) ise 2p + 1 asal sayidir.

Ispat. (p+1?[(p-1)!°=1mod(2Zp+1) ve 2p+1¢P olsun. Boylece
1 <t < 2p + 1 olacak gekilde 2p + 1 nin t tam sayi boleni vardir. Diger yandan 3.3
Lemma. nin ispati ile

[(p+DP.[(p—-DN=1mod(2p+1) e (p+ D (p-1D!'=-1mod(2p + 1)
oldugundan 123..p+1D(Ep-1)= —-1mod(2p+1) dir. Buradan
2p)(—2p+1)(-2p+2)..(—2p+p)p-1)= ~1mod(2p +1) olup
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()P 2p(2p—-1) ..Cp—p)p—-1)=-1mod(2p + 1) dir. Boylece
(=1)P*1(2p)! = —1 mod(2p + 1) oldugundan (—1)P*1(2p)! = —1 mod(¢t) elde
edilir. ¢t tam sayis1 (2p)! sayisimi béldiigiinden bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla 2p + 1

asaldir.

3.5. Teorem. p>2, p Sophie Germain asahdir. < (p+1)2[(p—1))* =
1mod(p(2p + 1)) dir.

fspat. 3.2. Lemma. ve 3.3. Lemma, dan ispat kolayca goriilebilir.
Bu bgliimdeki bilgiler Bastan ve Akin’in [34] numarali kaynakta g&sterilmis olan

calismasinda yayinlanmistir.
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BOLUM 4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, cesitli formdaki asal sayilar aragtinlmis ve Gzellikle Sophie Germain
asallan ile ilgili bazi sonuglar elde edilmistir. Ayrica bilinen en eski asal sayr test
algoritmas1 olan Eratosthenes kalburu bagta olmak iizere asal sayilari bulmada
kullanilan bir takim ydntemler incelenmistir. Asal sayilarin dagilimi hakkinda genel
bilgiler verilmisgtir.

Bu tez ¢alismasinda, bulgularimiza ilham veren bazi giincel makalelerin sonuglarina
yer verilmistir. Bu makaleler 1518inda iiretilen problemlere ¢éziimler getirilmistir. SG-
S-asal ¢iftlerini bulduran bir elek Snerilerek 250 ye kadar olan $G-S-asal gifilerini
elde etmek igin bu elegin kullanildid: bir rnek verilmistir. Ayrica, bu tezde Sophie
Germain asallarinin kongriianslarla elde edilmis bir karakterizasyonu yer almaktadir.
Bu tez caligmasi, asal sayilarla ilgili bundan sonra yapilacak bazi ¢aligmalara kaynak
teskil edebilir. Bu tezin bir boliimiinde deginilen asal say: test algoritmalart daha
ayrintili ve daha genis bir gercevede ele alinarak hangi testin hangi cesit asali
bulmada daha kullamsh oldugu arastirma konusu olarak onerilebilir. Bu tiir bir
caligma dzellikle Sophie Germain asallari igin yapilabilir.

Bu tez ¢aligmasindaki bulgular, 27- 29 Haziran 2018 tarihinde Ordu Universitesi’nde
diizenlenen ICMME-2018 konferansinda bildiri olarak sunulmus olup Turkish
Journal of Mathematics and Computer Science dergisinde konferans bildirisi olarak

yayinlanmistir.
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